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SUR

L'INTEGRATION DES SYSTEMES D'EQUATTONS
AUX DIFFERENTIELLES TOTALES,

Par M. E. CARTAN.

Le probleme de Pexistence des intégrales d’un systeme donné de
s équations aux différenticlles totales & r variables, lorsque ce systeme
n’est pas completement intégrable, n’a gudre fait I'objet de recherches
un peu étendues que depuis le Mémoire de M. Biermann Ueber n simul-
tane Differentialgleichungen der Form £X, dx, = o publié en 1885 dans

“le Tome XXX du Schlom. Zeitschrift. Encore ne se proposait-il que de
rechercher le nombre maximum de variables indépendantes qu’il faut
prendre pour qu’il existe une famille de multiplicités intégrales rem-
plissant tout I'espace. Il a trouvé ainsi que ce nombre maximum,
lorsque les coefficients sont quelconques, est égal au quotient & une unité
pres par défaut du nombre total 7 des variables par le nombre s des
équations augmenté de 1; de plus, le reste de cette division indique le
nombre de fonctions des variables indépendantes que I'on peut prendre
arbitrairement sans que le probleme cesse d’étre possible. On n’a guere
fait depuis que présenter la démonstration des mémes résultats sous
une autre forme sans arriver jamais d’ailleurs & une rigueur parfaite,
et il ne s’est & pew prés rien fait sur le cas ou les coefficients du sys-
teme différentiel ne sont pas quelconques.

On peut arriver a des résultats précis et généraux en prenant en
considération les covariants bilinéaires des premiers membres des
équations du systeme donné, dont I'introduction par Frobenius et
M. Darboux s’est montrée si féconde dans la théorie d’une seule équa-

Ann. de UEe. Normale. 3¢ Série. Tome XVIIL — JuiLer 1gor, 31



2/2 E. CARTAN.

tion de Pfaff. En somme, en se bornant & considérer les équations
données, on exprime, pour employer un langage géométrique, que
chaque tangente en un point donné A & une multiplicité intégrale M
passant par ce point est contenue dans une certaine multiplicité
plane (P) & r — s dimensions associée & cc point. Mais si Pon introduit
les covariants bilinéaires, on trouve que non seulement toute multi-
plicité plane (T) & 1, 2, ... dimensions, tangente & une multiplicité
intégrale, est contenue dans (P ), mais, en outre, que deux droites quel-
conques de cette multiplicité plane (T) satisfont & certaines relations
bilinéaires par rapporta leurs parametres directeurs. Ou encore, si I’'on
représente une droite issue de A par un point d’'un espace R 4 r —1
dimensions, {'image d’une tangente a M est assujeltie @ élre dans une
multiplicite plane (H) de R, mais, en outre, la drotte qui joint les images
de deux tangentes a la méme multplicite intégrale M est assujettic a
appartenir & un certain nombre de complexes linéaires associds a A.

En somme, on fait correspondre & chaque point A de I'espace non
seulement une multiplicité plane (II), mais encore un ensemble de
complexes linéaires dans cette multiplicité plane. Il est clair que la
nature de ces complexes lincaires doit influer sur Pexistence et le
degré d’indétermination des multiplicités intégrales.

En appelant ¢lément E, U'ensemble d’un point A ¢t d’une multipli-
cité & p dimensions passant par ce point et en convenant de dire que
E, est intégral toutes les fois que son image dans R est située entiere-
ment dans (II) et, en outre, ne contient que des droites appartenant
aux complexes linéaires correspondant & A, on voit que la condition
nécessaire et suffisante pour qu’une multiplicité soit intégrale est que
tous ses ¢léments soient intégraux.

Si l'on cherche alors & faire passer par unc multiplicité intégrale
connue a m — 1 dimensions une multiplicité intégrale & m dimensions,
on trouve que cela est possible toutes les fois que par un ¢élément
intégral quelconque E,—, il passe un élément intégral E,. La solu-
tion est donnée par un systeme de M™¢ de Kowalewsky, ct elle est
unique si par un ki, arbitraire, il passe un seul E,,.

Cela étant, on est conduit & définir un entier n de la maniére sui-
vante : -

Par un point arbitraire A, il passe au moins un élément intégral E,;
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Par un élément intégral E, arbitraire, il passe au moins un élé-
ment intégral E,, etc.;

Par un élément intégral E,_, arbitraire, il passe au moins un élé-
ment intégral E,;

Enfin, par un élément intégral arbitraire E., il ne passe aucun élé-
ment intégral B,,,.

L’entier n ainsi défini peut s’appeler le genre du systeme.

On peut tirer de Ia des conclusions précises sur existence des
intégrales du systeme donné. Pour cela supposons d’une maniere géné-
rale que les éléments intégraux E;,, qui passent par un élément inté-
gral B; arbitraire dépendent de r;,, parametres (siI'élément est unique,
nous conviendrons de donner & ry., la valeur zéro). Alors voici un
systeme de conditions géométriques qui déterminent completement
Vintégrale & » dimensions :

Etant donnés un point arbitraire \.,, une mulliplicité arbitraire ey
passant par ce point, une multipliciié arbitraire .,_, passant par
B s ClC., une multiplicité arbitraire ., _,, passant par \.,_,. ., il existe
une multiplicité intégrale M,,, et une seule, passant par |.,, ayant en com-
mun avee (x,_,, une multiplicité a s dimension, ..., avec .
plicité a i@ dimensions et contenue dans 1., . .

En traduisant analytiquement cet énoncé et en le particularisant de
maniere & pouvoir obtenir toutes les multiplicités intégrales une fois,
et une fois seulement, on démontre que U'intégrale générale 4 2 dimen-
~sions est déterminée, et d'une maniere unique, par un systeme de

une mulli-

r—r

s, fonctions arbitraires de n arguments,

Sp—1 » n—;y »
‘)1 » I »
et
s constantes arbitraires,
en posant

Sn =Tn

Spt = Tpeg — I'p— 1,
.................. ,
$, =ry —ry—I1,

s =r —r;—i.
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Ces entiers s sont d’ailleurs tous positifs et ils vont en croissant, ou du
moins ne vont pas en decroissant de s, & .

D’ailleurs, on peut donner du mot arbitraire qui se trouve dans ces
énoncés une définition précise.

On voit donc le role important joué par ces entiers s et la maniere
simple dont ils dépendent de la multiplicité plane (II) et du systeme
de complexes linéaires dont il a été parlé plus haut.

En particulier, si les coefficients des équations données ne sont
soumis & aucune particularisation, ce qui est le cas étudié par M. Bier-
mann, le genre » est le quotient & une unité pres de r par s 41, et si
Pon désigne le reste par o, on a

Sp=0a, Spe1 T Sp—gT=. .. = S ==,

de sorte que l'intégrale générale dépend de o fonctions arbitraires
de n arguments, de s fonctions arbitraires de » — 1 arguments, cte.,
de s constantes arbitraires. Cest, avec évidemment beaucoup plus de
précision, le résultat trouvé par M. Biermann.

Les systemes différenticls pour lesquels entier s, est nul jouissent
de propriétés plus particulicrement intéressantes; on peut les appeler
systémes de premicre espece.

D’une maniere générale, 'intégration peut se simplifier si plusicurs
des nombres s sont nuls. Si s, est celui de ces nombres nuls qui a le
plus petit indice, on a alors

Sy== Sy ==. . T2 8,20 0.

Pour ces systemes, par un élément intégral arbitraire E,_, il passe un
élément intégral E,, et un seul. De méme, il suffit de se donner les
multiplicités g, po_p» -ovs Prer,_» dont il a été parlé plus haut, pour
déterminer Uintégrale M, et la recherche de cette intégrale peut se ramener
a celle d’un systéme de genre v. 11 suffit de faire passer par p,_. une
multiplicité arbitraire mais déterminée p,—,—,, et par celle-ci une
famille de multiplicités p,_,, dépendant de r,= n —v parametres et
remplissant tout espace. A chacune d’elles correspond une multipli-
cité intégrale M,; le lieu de ces multiplicités M,, lorsque I'on fait varier
les » — v parametres dont elles dépendent, est la multiplicité M, cher-
chée. En définitive, on est ramené & un systeme a » — r, variables de



SUR L'INTEGRATION DES SYSTEMES D’EQUATIONS, ETC. 245
genre v, mais dont les coefficients dépendent de n — v constantes
arbitraires. Dans le cas olt v est égal & 1, ¢’est la méthode de Lie-Mayer
pour l'intégration des systemes completement intégrables. On peut
appelerv le genre vrai du systeme.

Dans un autre ordre d’idées, il y a un cas ol I'intégration peut
encore se simplifier, ¢’est celui ont il passe par chaque point A un élé-
ment caractéristique. On appelle ainsi un élément intégral B, tel que
tout autre élément forme de E, et d’un élément linéaire intégral soit
aussi intégral, ou, comme on peut dire, oit E, est associé & un élément
lin¢aire intégral quelconque. On peut démontrer alors que le systeme
d’équations aux différenticlles totales qui définit les éléments carac-
téristiques est complétement intégrable. Autrement dit, il existe une
famille de multiplicités & p dimensions admettant en chacun de leurs
points I'élément caracléristique K, correspondant; ces multiplicités,
quon appelle caractéristiques, dépendent de r — p paramétres, et il en
passe une, et une scule, par chaque point arbitraire de I'espace. Pour
les systemes dillérentiels de genre » ol il existe des éléments carac-
téristiques B, toute multiplicité intégrale M, non singuliere est en-
gendrée par des multiplicités caractéristiques dépendant de ~ —p
paramutres, et si deux multiplicités intégrales M, et M, ont un point
commun, c¢lles ont en commun la multiplicité caractéristique issue de
ce point.

Enfin si on prend pour nouvelles variables les » — p paramitres
dont dépendent les caractéristiques et p autres fonctions quelconques,
[e systeme peut étre mis sous une forme telle qu’il ne contienne plus
que les r—p premicres variables. D’ailleurs, la recherche de ces
r — p variables, autrement dit 'intégration du systeme différentiel
caractéristique peut, en général, &tre simplifiée en tenant compte des
propriétés des complexes linéaires associés au systeme donné.

En particulier, si 'on a un systeme de genre » de premiere espece
pour lequel s, soit égal & 1, ce qui est le cas d’une seule équation, il
y a toujours des multiplicités caractéristiques & n —v +1 dimensions,
v désignant le genre vrai du systeme. Une fois ces caractéristiques
trouvées par des opérations dont ordre décroit & chaque fois de deux
unités, on n’a qu’d intégrer un systéme & r — n + v —1 variables et
de genre v — 1.
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Il existe également des théoremes assez simples dans le cas ot s,
est égal & 2, mais I'étude de ces théoremes rentrerait dans la théorie
de la classtfication des systemes aux différentielles totales.

Il est & peine nécessaire de faire remarquer les liens entre toute
cette théorie et la théorie des systemes d’équations aux dérivées par-
tielles. Je me contenterai d’indiquer la concordance quant & la forme
entre les résultats trouvés pour le degré d’indétermination de I'inté-
grale générale d’un systéme de Pfaff et ceux trouvés par M. Delassus (*)
pour le degré d’indétermination de 'intégrale générale d'un systeme
en involution d’équations aux dérivées particlles. Mais alors que
M. Delassus met le systeme sous une forme particulicre, en différen-
tiant d’ailleurs completement les variables dépendantes des fonctions
inconnues, ici 'on ne fait aucune différence entre les deux especes de
variables, et I'origine méme des nombres s, s, ..., s, montre leur inva-
riance vis-a-vis de tout changement de variables dépendantes ou indé-
pendantes.

Les deux premiers paragraphes de ce Mémoire introduisent les ¢lé-
ments intégraux, avee les complexes linéaires dont il a déja ¢té parlé.
Le § HI traite du probleme qui consiste & faire passer par une multipli-
cité intégrale M, une multiplicité M, ,. Les §§ IV et V donnent
quelques théorémes, pour ainsi dire arithmétiques, sur le genre n et
les nombres r; et s;. Le § VI contient I'exposé du probleme de Cauchy
et du degré d’indétermination de Uintégrale générale d’un systeme de
genre 2. Le § VII est consacré aux systemes de premiere espece et i la
méthode de Lie-Mayer généralisée. Enfin le § VIII s’occupe des
systemes qui admettent des caractéristiques au sens donné plus haut
4 ce mot et donne quelques indications sur la recherche de ces carac-
téristiques.

Ces recherches peuvent étre étendues dans bien des directions, etle
probleme de la classification des systemes différentiels peut déja,
comme on le voit, étre abordé par un premier probleme préliminaire
qui serait la recherche des systémes de complexes lincaires de genre n. Une
autre question trés importante serait I'étude des multiplicités inté-

(1) Extension du théoréme de Cauchy aux systémes les plus généraur d’équations
aux dérivdes partielles [ Ann. de I"Ec. Norm. (3), t. XIII, p. 421-467].
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grales singulicres ; il n’est pas difficile de les définir, mais ce qui serait
intéressant, ce serait I’étude des nouveaux systemes différentiels qui
les définissent. Quant au premier probleme de la classification, on
peut sans trop de difficultés démontrer un certain nombre de résultats
intéressants, mais sur lesquels je ne veux pas insister. ‘

Considérons un systeme d’équations aux différentielles totales
4 rvariables z,, z,, ..., 2,,

wEzd,dar, 4 ayde,--.. .~ a,.dr,.= o,

S w=b,dxr,+ bydr,4...4 0, dx,= o,

S ’

( voe=lidey A lydey ... 4 . dx, = o,
les coefficients «, b, ..., I ¢tant des fonctions des variables 2. On peut
regarder un certain nombre n des variables x comme indépendantes et
les 7 — n autres comme des fonctions de celles-1a; alors le systeme (1),
¢tablissant des relations linéaires entre les diflérenticlles totales des
r — n fonctions et des n variables indépendantes, équivaut en somme
& un systeme d’équations aux dérivées partielles (linéaires) auquel
doivent satisfaire ces » — n fonctions (*). En employant un langage
gtomdétrique, on peut dire que les équations qui définissent les
r — n variables dépendantes en fonctions des n indépendantes repré-
sentent une multiplicite a n dimensions M, dans I'espace & r dimensions,
et le systéme (1) peut étre regardé comme établissant des conditions
auxquelles doivent satisfaire les différentielles des coordonnées z,, ...,
a, d’un point de Ja multiplicité dans un déplacement quelconque sur
cette multiplicité. Mais, si 'on remarque que ces différentielles (ou
leurs rapports qui interviennent seuls) ne sont autres que les para-

(1) On sait, dailleurs, que tout systeme d'équalions aux dérivées particlles peat
so ramener & un systeme d’équations aux différenticlles totales, en regardant au besoin
certaines des dérivées particlles des fonclions inconnues comme de nouvelles variables
dépendantes.
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métres directeurs de la tangente i la multiplicité dans le déplacement
considéré, on peut dire que le systeme (1) exprime que les tangentes
en un point quelconque de [’ espace & une multiplicué M,, qui passe par ce
point satisfont ¢ certaines conditions qui ne dépendent que du point con-
sidere, et la forme des équations (1) montre que ces tangentes sont
assujetties & étre dans une certaine multiplicité plane (') déterminée
par le point.

Intégrer le systeme (1), ot 'on suppose le nombre des variables
indépendantes égal & n, ¢’est donc résoudre le probleme suivant :

A chaque point de espace on fait correspondre une multiplicicé
plane (*) passant par ce point; déterminer une mulliplicité @ n dimen-
sions M, telle qu’en chacun de ses points loutes les tangentes a cetle mul-
tplicité soient situces dans la multiplicité plane correspondante a ce point.

Toute multiplicité M, satisfaisant & cette condition sera dite multi-
plicité intégrale. La condition, ainsi énoncée, & laquelle satisfont les
multiplicités intégrales, est independante de la dimension r de ces
multiplicités.

Appelons clément lincaire 1'ensemble d’un point et d’une droite
passant par ce point; convenons, en outre, de dire que 'ensemble d’un
point d’une multiplicité et d’une tangente en ce point & la multiplicité
constitue un élément linéaire de cette multiplicité; appelons enfin éle-
ment linéaire intégral tout élément lincaire satisfaisant aux équa-
tions (1) (ol dz,, dx,, ..., dx, seraient regardés comme les parametres
directeurs de la droite de I'élément); nous pourrons alors énoncer la
proposition suivante :

Pour qu’une multiplicité soit intégrale, il faut et il suffit que tous ses
c¢léments linéaires soient intégraux.

(1) Une multiplicité plane est, comme on sait, définic par des équations linéaires; une
droite est une multiplicité plane & ure dimension.

(%) La dimension de cette multiplicite planc est naturcllement la méme pour tous les
points de I'espace; elle est égale & la différence entre r et le nombre des équations (1).
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II.

En méme temps que les ¢léments linéaires, nous allons considérer
ce que nous appellerons éléments & 2, 3, ... dimensions. D'une maniere
générale, nous désignerons par ¢lément a p dimensions I’ensemble d’un
point et d’une multiplicité plane a p dimensions passant par ce point et
nous affecterons & un tel élément le symbole général E,; nous dirons
que I'élément E, contient I'élément B, (p > ¢), si les denx éléments
ont méme point et si la multiplicité plane du premier contient tout
entiere la multiplicité plane du second. En particulier, un élément
linéaire sera désigné par le symbole E,.

Nous appellerons éléments B, d’une multiplicicé M les éléments
a p dimensions tels que tous les ¢léments linéaires qui y sont contenus
appartiennent A M, ou plus brievement les ¢léments formés d’éléments
linéaires de M. Si la multiplicité M est & n dimensions, elle admet des
éléments & 2, 3, ..., » dimensions, mais n’en admet pas a n + 1; elle
admet en chaque point un scul élément & » dimensions, qui est le lieu
des ¢léments linéaires qui conticnnent ce point.

Tout élément E, d’une multiplicité inzégrale jouit évidemment de la
propriété de ne contenir que des éléments linéaires intégraux ; mais il
satisfait aussi « d’autres conditions qui peuvent ére clablies indépen-
damment de toute multiplicité intégrale particulicre.

Pour arriver & ces conditions, imaginons que les coovrdonnées d’un
point d’une multiplicité intégrale M, soient exprimées au moyen
de n parametres u, v, ..., et considérons sur cette multiplicité les
deux déplacements obtenus, le premier en ne faisant varier que
le paramétre w i 'exclusion des autres, le second en ne faisant varier
que le parametre ¢. Désignons par les symboles « et § les différen-
tielles relatives & ces deux déplacements. Nous aurons ¢videmment,
d’apres (1),

3 4 2 .
5 B () Oy = Uy DLy~ o .=+ &y 0L, = 0,

et par suite
o =2 0ty — dog == 0.

Kn formant cette expression el remarquant que les symboles d et ¢

A
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sont échangeables (dé = dd), enfin en procédant de méme pour
toutes les équations du systeme (1), on arrive au systeme suivant :

,Ez<()a; — dﬂ) (dx; 0z, — dx) dx;) = o,

dxr; Oz
ik
(q) ......................................... ,
7! ::2}(_(;)7[1, — gg%)(clx,- ox,—dx,dr;)=o0.

Ce systéme (2) est verifié par tout couple quelconque de deux déplace-
ments sur la multiplicité intégrale, ou encore par 'ensemble d’un point
quelconque de la multiplicité et de deux tangentes quelconques en ce
point, d’'une maniére générale par deux cléments linéaires intégraux
issus d’un méme point et appartenant & une méme multiplicité inté-
grale.

Appelons élément intégral i 2, 3, ... dimensions un élément forme
d’éléments lindaires intégraux ct tel, de plus, que deux quelconques
d’entre cux satisfassent au systéme (2);nous avons alors la proposition
sutvante :

Tous les éléments & 1, 2, 3, ... dimensions d’une multiplicité intégrale
quelconque sont des éléments intégrauzx, et réciproquement.

Pour simplifier le langage, nous conviendrons de dire que deux élé-
ments linéaires intégraux issus d’un méme point et satisfaisant au
systeme (2) sont associés (*). Alorsun élément intégral i 2, 3, ... dimen-
sions est un élément formé d’éléments lincaires intégraux associés deur
@ deuz. D’apres la forme bilinéaire des équations (2), pour qu'un élé-
ment B, soit intégral, il swffit que p éléments linéaires indépen-
dants (*) de B, soient intégraux et associés deux & deux. (D’ailleurs
tout élément B, peut étre défini par p éléments linéaires indépendants
issus d’un méme point.)

Les expressions o', @', .. ., 7/, premiers membres des équations ( 2),

(1) Doux éléments linéaires associés & un troisidme ne sont pas nécessairement associés
enire cux.

(%) On dit que p éléments linbaires sont indépendants lorsqu’ils n’appartiennent pas &
un méme élément 4 p — 1 dimensions.
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s'appellent les covariants bilinéaires (') des expressions de Pfaff o,
w, ..., 7. D’apres la maniére méme dont ils sont obtenus et confor-
mément A leur nom, on voit que ce sont des covariants relativement
2 un changement de variables quelconque.

On peut donner du systeme (2) une interprétation géométrique. Con-
sidérons les différents éléments linéaires intégraux issus d’un point
donné A de l'espace et projetons-les sur une multiplicité plane d r — 1
dimensions (P) ne passant pas par A, le point de vue étant le point A
lui-méme ; alors chaque élément est défini par la trace de sa droite sur
la multiplicité plane de projection, ¢’est-d-dire par un point de cette
multiplicité (P); et avec nos notations, les quantités dr,, dx,, . . ., dx,
sont les coordonnées homogtnes de ce point dans (P ). Dire que 1’¢lé-
ment linéaire est intégral, c’est dire que les coordonnées de sa projec-
tion satisfont aux équations (1), ¢’est-a-dire sont contenues dans une
certaine multiplicité plane (Q) située dans (P). Sinous prenons main-
tenant deux éléments linéaires intégraux associés et leurs projections
sur (P), les quantités dx Sy — day 0z; sont précisément les coordon-
nées pliickeriennes de la droite qui joint ces deux projections. La pre-
mitre des équations (2) exprime une relation linéaire et homogene
entre ces coordonnées, ¢’est-a-dire exprime que cette droite appartient
4 un certain complexe linéaire, et il en est de méme des autres équa-
tions (2)-

En résumé, dire que deux éléments lincaires issus d’un méme point A
sont intdgraux el associes, c'est dire qu'en projetant du point A ces €le-
ments sur une multiplicité plane (P ) ar — 1 dimensions, la drovte gui joint
les traces des deux éléments est tout entiére située dans une certaine mul-
tiplicité plane (Q) et, deplus, appartient simultanément a un certain nombre
de complexes lincavres.

Et, par suite, dire qu’un élément B, issude A est intégral, c’est dire que
la multiplicité plane, trace de cet élément sur (P ), est situce tout enticre sur
(Q) e, en outre, que chacune des droites de cetie multiplicité appartient a
un certain nombre de complexes linéatires.

(") Leur introduction dans le probléme de Pfaff est duc 2 Frobenius [ Ueber das Pfaff'sche
Problem, J. de Crelle, 1. LXXXII; 1877) et & M. Darboux [Sur le probléme de Pfaff ( Bull.
Sc. Math., 2f séric, t. VI; 1882)].
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In somme, i chaque point A le systeme donné fait correspondre, dans
une multiplicité plane & ¢ — 1 dimensions arbitrairement choisie (P)
ne passant pas par A, une multiplicité plane (Q) et un ensemble de
complexes linéaires, dans cette multiplicité (Q).

Si I’on fait un changement de variables, les éléments issus d'un point
A sont liés homographiquement aux él¢ments correspondants issus du
point correspondant A’ ¢t ['ensemble des complexes lincaires correspon-
dant & A subit aussi une simple transformation homographique ().

Il résulte déja de cette remarque bien simple la conséquence impor-
tante que, si deux systemes d’équations aux différentielles (otales (au
méme nombre de variables) ne font pas correspondre aux points de
Pespace des multiplicités planes (Q) et des ensembles de complexes
linéaires réductibles I'un & autre par une transformation homogra-
phique, il est impossible de réduire 'un i I'autre les deux systemes
donnés par un changement de variables. D’une maniere plus précise,
si 'on désigne par y,, Yu, .., ¥, les variables du second systeme anx
différentielles totales et que nous désignions par (1) et (2) les sys-
temes analogues i (1) et (2), on chercherai exprimer qu’on peut passer
du systeme [(1).(2)] au systeme [(1).(2)] par une transformation
linéaire portant sur da, .. ., dx, aussi bien que sur 3z, ..., dx,.

Trois cas pourront se présenter. Ou bien cela ne sera possible pour
aucun systeme de valeurs des x et des y, et alors aucun changementde
variables nepeut transformer1’un dans Vautre les deux systemes donnés s
ou bien cela sera possible a condition que certaines relations finies entre
les z ot les y soient vérifices, et alors tout changement de variables elfec-
tuant la transformation cherchée, si elle est possible, devra respecter ces
relations; ou bien enfin cela sera possible quelles que soient les valeurs
desa etdes y, et alors on ne peut plus rien dire sur le changement de
variables, s’il est possible.

Enfin on apercoit, sans qu’il soit besoin d’insister, que la classifica-
tion des systemes d’é¢quations aux différenticlles totales exige la classi-

(1) Hest évident que, si 'on echange simplement la multiplicité plane de projeetion, on
obtlicnt deux systemes de complexes équivalents par une transformation homographique,
puisqu’ils sont la projection 'un de I'autre. Si I'on remplace les équations (1) par d’autres
formant un systéme équivalent, il est évident également que ni (Q) ni 'ensemble des
complexes linéaires dans (Q) ne sont changés.
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fication préalable de tous les systemes de complexes lin¢aires, en ne
regardant pas comme distincts deux systemes de complexes réductibles
'un a lautre par une transformation homographique, c’est-a-dire, en
dautres termes, larecherche de tousleszypes de systemes de complexes
linéaires.

Pour appliquer ce qui précede h un exemple, considérons le systeme

. {w=ds — pdz—qgdy=o,
(%) 2 w=dp — wdq— adx — bdy =o,

ol les variables sont x, y, =, p, ¢, u et ot @ ct b désignent deux fone-
tions données de ces six variables. L'intégration de ce systeme, consi-
déré comme & deux variables indépendantes z et y, revient i 'intégra-
tion d’une équation aux dérivées partielles du second ordre admettant
un systeme de caractéristiques du premier ordre, cet, avec les notations
habituelles, cette ¢quation s’obtienten éliminant « entre les deux rela-

tions
r—us-—a==o,

§ — bt — 0 ==o0.

Iei la multiplicité plane (Q) esth trois dimensions, car les coordon-
nées homogenes de 'un de ses points sont définies lorsqu’on se donne
dx, dy, dg, du. Nous pouvons donc assimiler (Q) & 'espace ordinaire.
Iy aict dewx: complexes linéaires. Or, dans I'espace, un systeme de
deux complexes linéairves est toujours, par une (ransformation homo-
graphique, réductible 4 'un des trois suivants :

(o) Pra=pPup=20,
(#) Pra== P+ P2, =0,
(7) Pira= Pi=0,

les pyu étant les coordonnées plickeriennes de la droite. Le cas ()
donne 'ensemble des droites qui rencontrent deux droites fixes non
situ¢es dans un méme plan. Le cas (B) donne 'ensemble des tangentes
a une quadrique fixe aux différents points d’'une génératrice fixe de
cette quadrique. Enfio le cas (y) donne 'ensemble des droites situées
dans un plan fixe ¢t en méme temps 'ensemble des droites issues d’un
point fixe de ce plan.

A chacun de ces cas correspond un type d’¢quations dusecond ordre
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de la forme indiquée. Au cas (o) correspondent les équations dont les
deux systemes de caractéristiques du second ordre sont distincts. Au
cas (B) correspondent les équations & caractéristiques confondues,
obtenues en exprimant que I’équation

r—+ous+utt+20(u,x,y,5,p,¢) =0

admet en u une racine double, la fonction ¢ étant quelconque. Enfin au
cas (v) correspondent celles de ces derniéres équations pour lesquelles
la fonction ¢ satisfait 2 une certaine équation aux dérivées partielles du
second ordre, et qui ont fait I’objet des recherches de M. Goursat; leur
intérét provient de ce qu’on peutlesintégrer par des systemes d’équa-
tions différentielles ordinaires, comme nous le verrons au para-
graphe VIII.

II1.

Ces notions préliminaires étant bien posées, nous allons nous
occuper de ce que I'on peut appeler le premier probléme de Cauchy. Le
probleme que nous désignons ainsi est le suivant :

Etant donnde une multiplicit iniégrale a p dimensions M, d’un systéme
d’équations aux dyférentielles totales, faire passer par M, une multipli-
cue intégrale ap + 1 dimensions M, .

Une remarque évidente, c’est que, si le probleme est possible, par
tout ¢élément E, de M, il passe au moins un élément intégral B,,.,, a
savoir un élément E,,, de M,.,. On arrive donc immédiatement & une
premiere condition nécessaire.

Pour que le probléme de Cauchy sout possible, il faut que par chagque éle-
ment B, de la multiplicité intégrale donnée M, il passe au moins un élé-
ment intégral B, .

Sans recherchersicette condition est suffisante, ce quin’est d’ailleurs
pas, nous allons nous borner 4 un cas particulier, mais qui présente
néanmoins une grande généralité. Nous supposerons, dans ce qui suit, le
systéme donné tel que par tout élément intégral B, de ’espace il passe au
mowns un élément intégral B, ,. Autrement dit, la propriété qui appar-
tient aux éléments E, de M, nous la supposons appartenir i tous les
¢léments intégraux E, de I'espace.
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Avec cette hypothese, le probléme de Cauchy est toujours possible. Mais
avant d’aborder la démonstration de cette proposition, il nous sera utile
de présenter quelques remarques géométriques sur les éléments inté-
graux E,,, qui contiennent un élément intégral donné E,. Sil'on défi-
nit 'élément E, au moyen de p éléments linéaires indépendauts e,
¢, ..., &, on pourra définir un élémentE,,, contenant E, au moyen
d’un nouvel ¢lémentlinéaire e indépendant des p premiers. Nous aurons
les éléments E,,,, cherchés en exprimant que ¢ est un élément linéaire
intégral et qu’il est associé i chacun des éléments linéaires e, e®, .. .,
P, 1l résulte de la que le liew des éléments intégraux B, , qui contiennent
un élement intégral B, est un élément plan (non nécessairement intégral),
car, sie cte’ fournissent deux solutions distinctesE, ., et E . lesp + 2
éléments lincaires e, ¢®, ..., &), ¢, ¢ déterminent un élément E, .,
et tout élément linéaire de B, , est intégral et associé de™, ¢, ..,
¢ autrement dit, tous les éléments E,,, contenus dans E,., et con-
tenant I, sont intégraux.

Analytiquement, les éléments E,,, qui contiennent E, dépendent
de r — p paramétres homogenes ('); les équations qui expriment que
E,., est intégral sont lindaires par rapport a ces parametres.

Supposons que, pour un ¢lément arbitraire B, ces équations se rédui-
sent & r — p — s — 1 indépendantes, s étant nul ou positif, alors par
chaque ¢lément intégral arbitraire E, il passera au moins un élément
intégral B, ,; il en passera un, et un seul, si s est nul, et il en passera
une infinité dépendant de s constantes arbitrairessi s est positif. Nous
dirons dans les deux cas qu’il en passe oo’. Le lieu de tous ces éléments
est un ¢lément B, ,.

[l se peut que pour un ¢élément intégral particulier E, il y ait encore
une plus grande indétermination; nous dirons alors que I’élément
intégral B, est singulier. Une multiplicité intégrale M,, dont tous les

(1) Par exemple, si les équations de E,, sont
Pi=Py=...=Prp=o0,
ot les P sont des formes linéaires en dy, ..., dz,, los équations de Ep .y sont

P1 ]’2 — — PI‘-—IJ.
)\1 X oo /\/-—p
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éléments B, seraient singuliers, sera dite multiplicité intégrale sungu-
liere.

Arrivons maintenant A la résolution du probleme de Cauchy. Nous
allons démontrer le théoreme suivant :

Etant donnée une multiplicité intégrale non singuliecre M. il passe
toujours par cette multiplictte aw moins une multiplicie intégrale M. ; il
enpasse une, et une seule, st chaque élément intégralnon singulicr B, appar-
tient a un élément iniégral B, ., et a un seul; il en passe une infinité
dépendant de s fonctions arbitratres dep + 1 arguments si chaque ¢lément
intégral non singulier B, appartient a «° éléments intégrawx K, ., .

Pour préciser, prenons un élément particulier non singulier de M,
soit BY. Soient (@}, af, . .., #;) les coordonnées du point ’oli est issu
cet élément. Nous supposons la-multiplicité M, analytique, ¢’ est-a-dire
qu’au voisinage du point (a}), r — p des coordonnées @, soit z,,,, ...,
x,, s'expriment en fonctions holomorphes de ¢, — «{, x, — x), .. .,
xp— x,. Alors les 77— p équations de I'élément E) peavent étee
résolues par rapport & dw,.,, ..., dx,. Prenons un ¢lément inteé-

gral particulier B | passant par EJs les 7 —p — 1 équations linéaires

qui le définissent pourront &tre résolues par rapport & r—p —t des
différentielles da, .\, ..., dx,, soit dx,,,, dr,.,, ..., dr,. Siune

wultiplicité intégrale M., admet Pélément 1), cela signifie que

Zpias -+ - 2, 8’eXprimeront en fonctions holomorphes dea,, . . ., Xy
au voisinage dupoint considéré. Pour la commodité de ce qui va suivre,
nous allons changer de notations en conservant x,, @,, . . ., «,, rem-
plagant x,., par et les autres variables Tpyay o vey Lp DAL 5y, Byy oo oy
Zp (m=r—p—1).

Avec ces notations les équations de la multiplicité M, sont

X == (P ('.1,'“ Loy vy ‘7/.”),
(4) g 5 =¢4 (24, gy « ..y Zy),
( S =Qm( @y Tyy .., ),
et la multiplicité cherchée M, , peut étre deéfinic en se donnant s,,
3y, -+ .1 5, fonctions holomorphes de , 2, ..., 2, au voisinage de x,

o] 0
Xy s X,
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Enfin nous allons faire un changement de variables en conservant
les variables x,, 2., ..., 2,5 5,, ..., 5, et en prenant pour nouvelle
variable  la quantité x — ¢, ce qui ne change évidemment rien aux
conventions précédemment faites. Cela revient, dans les formules (4),
asupposer g==o0 et 2°=o.

Pour terminer I’énoncé de ces convenlions préliminaires, nous
supposerons les coefficients a, b, ...,/ du systeme (1) holomorphes au
voisinage de (2%, «}, ..., z),).

La multiplicité cherchée M, est définie par m fonctions z,, z,, ...,
z, des p+1 variables, #, x,, ..., x, holomorphes au voisinage
de (o, 27, ..., @} ) et assujelties & se réduire, pour # = o, aux m fonc-
tions données a avance o, ¢y, -.., 9, de 2y, 2y, ..., T,

Les équations qui déterminent ces fonctions se déduisent des équa-
tions (1) en remplacant dz,, ..., ds, par leurs valeurs ct identifiant;
mais rnous allons substituer aw systéme ainst obtenu un aulre systéme con-
tenant un plus grand nombre d’équations et qui exprimera tout simple-
ment que les éléments B, , de la multiplicité M, sont intégrauz.

Pour ccla remarquons que chaque ¢lément I3,,, de M,,, peut étre
défini par p + 1 éléments linéaires indépendants, & savoir ceux qu’on
oblient en faisant varier seulement I'une des variables indépen-
dantes «, x,, ..., x,. Ces p+1 éléments, que nous appellerons e, ...,
e”), sont définis par

() C—l‘i:f—{—f‘ ::f_fili:f_{f} :...::d:'",
1 0 0 03, 03,,

ox Oz

(1) dz _ dz, _  _ dep, _ds _  _ di,
‘ ) I o 03, 03,

0z, 0y

(e'p)) Qf:iﬁz,,_:dﬁﬂ:ﬁ‘”_’_:”:‘fﬁ%.
0 0 3 5, 03,

Jz, oz,

Nous partagerons en deux groupes les équations qui expriment
que B,,, est intégral; dans le premier groupe nous exprimerons que
élément B, défini pare®, e®, ..., e® est intégral; dansle second groupe
nous exprimerons que € est intégral et associé avec e, e, ..., €@

Ann.de I’Ec. Normale, 3* Série. Tome XVIII. — JuiLLET 1907, - 33
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Si I'une des équations du systeme est
w=adr-+adr,+...+a,dr,+ byds,+...4 byds,=o,

nous poserons

Js 0z
QE(e—l—bid—;—%—...—i—bm?ﬁL:
03, 2z, .
Q =qa;+ b, —* ... —= (=1,2, ...,0)-
i a;=+ by dx,-+ ~+ O 0z ( » 2 31)

Avec ces notations les équations du premier groupe sont, comme il
est facile de le voir,
0 0

| =0, T —52

=0 (6 ) =152, e0s P),

, 08 082, .
Q=o, S I = (i =1

() A =),

les lignes de points se¢ rapportant aux aotres équations @ =o, ...,
. - . | J 5 T
7 = o du systeme donné. Le symbole 5,/“ se rapporte & une dérivation
r

par rapport i a;, en regardant s, z,, ..., 5, comme des fonetions
de x;.
Les équations (I) ne conticnnent pas %:l; oy gf-’f—‘; celles du second
X E
groupe sont linéaires par rapport i ces quantités; on peut d’ailleurs les
modifier en tenant compte des équations (I).

Tenons compte maintenant des hypotheses faites. Des que 1'élé-
ment B, défini par e, ¢, ..., ? est intégral, les équations aux-
quelles doit satisfaire ¢ pour que E,,, soit intégral sont compatibles.
Celasignific que, dés que les équations sont vérifices, les équations (11), con-
suddrées comme équations, lincaires en 1_)_‘1, e, d5m » sont algébriguement

o oz dx =
compatibles; d'une maniere plus précise, clles se réduisent & m — s
¢quations linéairement indépendantes. En particulier il en est ainsi,
par hypothese, pour le systeme de valeurs (o, . ..., 2% ). Nous sup-

”m
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e

poserons, pour fixer les idées, que ces m —s équations sont, pour les
valeurs initiales, résolubles par rapport &

) oz’ Jx oxr
sott
05 03 3 Js
'J:Z—,l‘ —_— (I)l (JC, Liy Sy ()—;l-‘,.‘, “—T’};“ﬂ) *) D‘})a
'_/ v
81 T

03 ,p—s 03
=0, Az, x5y ., —2 ),
().x m—s b ¥4 2 )

les @ étant holomorphes au voisinage des valeurs initiales de leurs
arguments (ct linéaires par rapport a dj(’};‘-‘, e %I’:iﬁ .

Cela étant, au liea de conserver 'ensemble des équations (1) et (1),
nous ne conserverons que les ¢quations (117), en nous rappelant
toutefois que les équations (1) et (I1) entrainent algébriquement les
équations (11). '

Nous allons maintenant chercher i déterminer une solution des
équations (I1") satisfaisant aux conditions suivantes : z,, ..., 5,
sont des fonctions holomorphes de x, 2,, ..., z, au voisinage de
(0,2}, ..., 1,‘,’, et se réduisant, pour @ = o, aux m fonctions données
Gy ooy 9m dC 2y, ooy 2,

Or le systeme (11") est un systeme de M»¢ de Kowalewski; d’apres
les travaux [aits sur ces systemes, il existe une solution, et une seule,
holomorphe au voisinage de (o, @Y, ..., @), telle que 5,54, -+, 50
soient des fonctions (holomorphes) arbitrairement données et que
5, ... 35 8¢ réduisent pour = o 4 s fonctions données de zy, ..., z,.

Cela étant, on prendra donc

Son—s 41 -_:./.m—ﬁ—l (.:L’, Lyy veas Xp )

Sm :fm(xa Ly ooy mp),

les s fonctions [ dlant assujetties a la seule condition de se réduire,
pour x =0, aux s fonctions donnces Gy _gpis---s Ym- Ces s fonctions
dtant choisies, le systéme (11) admetira une solution, et une seule, satisfai-

sant aux conditions énoncees.
On voit de plus qu’on pourra toujours s’arranger de maniére que
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. 03, —ss dz .
N 0 b TSmesit o 00 9Em phennent des
pour & = o, ;= x;, les s quantités R » - prenn

valeurs arbitrairement fixées, c’est-a-dire pour que la multipliciie M, ,
ainst determinée admelte « volonté un des élements intégraux B,
passant par Ej. .

Le probleme primitif n’est maintenant pas encore résolu, car, s’il esl
clair que les multiplicités intégrales cherchées ne peuvent étre trouvées
que parmi les multiplicités que nous venons de déterminer grace anx
théoremes de Mwe de Kowalewsky, il n’en résulte pas que ces multi-
plicités soient yraiment intégrales. Autrement dit, il nous reste encore &
prouver que ces multiplicités satisfont aux équations (1) el (II). Pour
cela nous allons démontrer que, si une multiplicité M., détermince comme
il a éié dit satisfait aux équations (1) et (1) pour une certaine valeur
de x, elle y sausfait aussi pour la valeur infinimnent voisine a -+ ca.

Si cela est démontré, comme pourx = o, les équations (1) expriment
que la multiplicite M,,, & laquelle se réduit M, ,, est intégrale, ce qui
n'est autve chose que 'hypothese, et que les équations (117) sont
supposées vérifices par la multiplicité M., par suite, enfin les équa-
tions (II'); il en résultera que les équations (1) el (1) seront vérifices
pour toute valeur de 2.

Or, supposons que pour une certaine valeur de a les équations (1)
et (1) soient vérifiées. On a alors, en particulier, pour celte valeur
de x,

2 =o, ;= 0, t:);‘,?z - -(Z—i—% = 0.
Jx our;
Mais si Q est nul, il en est de méme de sa dérivée 3? prise par
£
i

. . . -, 002
rapport a la variable x; indépendante de x. Donc S

est nul pour la

Ca . 08
valeur considérée de x. Or, dire que Q; et 5 Sannulent pour la va-

feur =, c¢'est dire que (; s’annule pour la valeur infiniment voi-
- ~ A ()Sa <
sine z + dx. Il en est de méme, pour x + da, de '(}}'l et des quantités
. ;l'
N ’ - s ro. 7
analogues. Donc, pour x + oz, les équations (1) sont vérifices. 11 en est
de méme par hypothese des équations (11), et, comme conséquense

algébrique, des équations (1I) qui sont équivalentes a (II') en tenant
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compte de (I). Donc pour x + 8w, toutes les équations (1) sont veri-
fices.

I.e théoreme est donc démontré. Nous lui donnerons le nom de
Théoréme de Caucly, par analogie avec un théoreme bien connu dans
la théorie des équations aux dérivées particlles du premier ordre et
qui n’en est qu’un cas particulier.

Si nous nous reportons, comme application, au systeme (3), nous
voyons que chaque élément linéaire intégral issu d’un point donné
d’ailleurs arbitraire peut étre représenté par un point de 'espace ordi-
naire et qu’un élément intégral B, est alors représenté par une droite
qui, dans le cas général, est assujeltie & rencontrer deux droites fixes
non situées dans le méme plan. Il résalte de Ja d’une maniere évidente
que par tout ¢lément intégral il passe un, et un scul, ¢lément intégral i
deux dimensions (par un pointde 'espace ordinaire il passe une, et une
seule, droiterencontrantdeux droites fixes). Done par toute multiplicité
intégrale non singulitre M, il passe une, et une seule, multiplicité inteé-
grale M,. Les éléments linéaires singuliers sontici cenx quisontrepré-
sentés par les différents points des deux droites fixes. Les multiplicités
intégrales M, singulieres se partagent donc en deux séries distinctes;
ce ne sont autre chose que ce qu’on appelle les caractéristigues dans la
théorie des ¢quations du second ordre.

Revenons au cas général. Une multiplicité intégrale M, du sys-
teme (3) s’obtiendra, par exemple, en prenant pour , y, =, p, g cing
fonctions d’un méme parametre variable assujetties & vérifier I'équa-
tion

ds - pdx — ¢ dy = o,
et en déterminant w par I’équation

P — uq'— ax' — by’ = o.

On obtient ainsi, en langage géométrique, dans 'espace (w, y, z),
I'ensemble d’une courbe et d’une développable circonserite & cette
courbe, ¢t le théortme de Cauchy montre que 'cguation aux déripees
partielles du second ordre égquivalente au systéme (3) admet toujours dans
Uespace (x,y, 5) une surface intégiale, et une seule, passant par une courbe
arbitrairement donnde et inscrite le long de cette courbe a une develop-

pable arbitrairement donnee.
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IV.

Le théoréme de Cauchy met en évidence I'importance de la propriété
du systeme (1), d’apres laquelle chaque élément intégral E, appartient
au moins & un élément intégral B,.,. Cela légitime la définition sui-
vante :

Nous disons qu'un systéme d’¢quations aux différentielles totales est
de GENRE n si les éléments intégraux par rapport a ce systéme satisfont
aux conditions sutpantes :

Par un point arbitraire il passe au moins un élément intégral B, 5 par
un élément intégral B, arbitraire il passe aw moins un élément intc-
gral B, ete. ;

Par un élément intégral E
imntegral B, ;

 Enfin, par un élément intégral B, arbitraire il ne passe pas d’élément
intégral B, .
D’une maniere plus précise, nous supposerons qu’il passe

uoy arbitraire ¢l passe au moins un élément

par un point arbitraire........ o/t ¢léments intégraux Eq,
par un E; intégral arbitraire... o’ ” » E,,
par un E,... » » e e » » DR

les nombres r,, r,, ..., r, pouvant étre nuls en partie, ¢t nous conli-
nucrons & désigner par r le nombre des variables, ce qui revient &
dive qu’il y a & points.

Nous dirons aussi quelquefois que le systeme, considéré comme
etant a iZn variables indépendantes, est en involution.

Un systeme de genre sero entrainerait nécessairement

de,=dry=...dx,==0;

on peut laisser de tels systemes de coté.
D’apres ce qui précede et d’apres le théoreme de Cauchy, on aper-
coit immédiatement les propriétés suivantes d’un systeme de genre 72 :

Un systéme de genre n admet toujours au moins une multiplicité inte-
grale M, passant par un point arbitraire, une multiplicité intégrale M,
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passant par une multiplicité intégrale M, arbitraire, eic., une multiplicité
intégrale M, passant par une mullzplzczw integrale M,,_, arbitraire.

Convenons de dire qu’un élément intégral B, est singulier s’il ap-
partient & au moins un élément intégral E,,,; qu'un élément inté-
gral E, , est singulier s’il appartient & plus de o™ éléments inté-
graux B, ou si les o/» éléments intégraux auxquels il appartient sont
tous singuliers, ete., enfin qu’un point est singulier s’il appartient &
plus de oo™ éléments intégraux E,, ou si les 7 ¢léments linéaires
intégraux qui en sont issus sont tous singuliers

Les conditions auxquelles doit salmf’auc un clémcnt intégral sin-
gulier étant des conditions d’dgalieé, on voit nettement qu’on peut
toujours, et d’unc infinité de manitres, trouver une suite d’éléments
mtégraux

E(H El 1’ EM L ] E‘n’

olt B, désigne un point, tel que chaque élément de la suite appartienne
au suivant et ol aucun d’cux ne soit singulier. Alors on pourra
aflirmer 'existence d’une multiplieité intégrale M, passant par le
point B, ¢t admettant I'élément E,, d’une mulnpllutn intégrale M.
passant par M, ct admettant ’élément Ky, ..., d’une mulllphcxtc inté-
grale M, passant par M,,_, et admettantI'¢lément B, ; mads, en recanche,
on peut affirmer que par M, il ne passe awcune multiplicité iniégrale M
puisque I'é¢lément B, n’appartient & aucun élément intégral B, .

Done, un systéme de genre n n’admet pas de multiplicité inte-
grale M., passant par unce multiplicité intégrale ordinaire.

Ces propositions mettent c¢n évidence 'importance du genre d’un
systeme d’¢quations aux différenticlles totales.

ne?

V.

Les nombres r, 7y, 7y, ..., r, jouent un grand role dans I'étude de
Vindétermination de la multlphcltv mtwrml( & n dimensions la plus
générale. Aussi, avant d’aborder cettle ctude, allons-nous démontrer
quelques propri¢tés remarquables de ces nombres.

Nous démontrerons d’abord le théoreme suivant :
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Dans la suite
,‘7 rh ’.27 L ] "ny

chaque nombre est supérieur au suivant d’aw moins une unie.

En effet, d’abord les éléments linéaires issus d’un point dans Ies-
pace dépendant de » — 1 parametres. Or, tous ces éléments linéaires
ne sont pas nécessairement intégraux; donc

N
r—izr.

Prenons, d’une maniére générale, un élément intégral non singu-
lier ,_,. Cet élément appartient, par hypothése, & «o’» éléments inté-
graux E,, dont I'un au moins n’est pas singulier. Chacun d’eux peut
étre défini par un élément lingaire (intégral) indépendant de E,_,, ce
qui nous donne r,+ 1 éléments linéaires

€ Eiy €y ..oy &

indépendants entre cux et indépendants de E,_; et nous pouvons
supposer, par exemple, que I'élément intégal (K,_,, ¢) n’est pas sin-
gulier. Cet ¢lément appartient, & son tour, & o+ ¢léments inté-
graux E,.,, dont chacun peut étre défini au moyen d’un élément
linéaire indépendant de (E,_,, &), mais qui dépend nécessairement
de Ep_iy e €0 .ony g, Il est donc néeessaire qu'on puisse trouver

ooy + 1 tels éléments indépendants. Donce on a
FpZrpp 1. C. Q. ¥ D.
Il résulte de Iy que chacun des nombres
ry Ty, P2, oo, Pil, ool FpeqR—1, Ipy--n

est au moins égal 4 n, puisque ces nombres ne vont pas en augmen-
tant et que le dernier est au moins égal & n.
Voici maintenant une seconde proposition :

Par tout elément intégral non singulier B,_, i passe <5 ™" éléments
intégraux B,., (pSn—1).

En effet, prenons un élément intégral non singulier E,_,. Soient

&, &y Egy vy Er’,y
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r,=+1 éléments linéaires indépendants entre eux et indépendants de
B, et définissant r,+ 1 éléments intégraux E, indépendants. Sup-
posons, pour fixer ]es idées, que I’ c]cment (B,—i, /), que nous dési-
gnerons par Ej, ne soit pas singulier. Supposons enfin que 'un des
(,lcments intégraux E,., qui passent par E) soit (E,.,,z,¢,), ce qui

est toujours permis; soit B cet élément. Tout élément intégral E,,
passant p'n' E,-, s’obtiendra en ajoutant & K, , deux éléments -

lin¢aires ¢, ¢” dépendants de e, ¢, ..., €, 5 en général, il existera un
seul (l('mcnl combinaison linéaire de ¢, ¢” et dépendant de (e,,..., ¢, )
(car il en est ainsi pour ’élément particulier B) ). Nous voyons done
que tout ¢lément intégral B,., passant par E,_, peut étre obtenu, et
d’une seule maniere, en prenant un élément lincaire ¢’ (Icpomlanl de
€y €30 +y €, ¢l en faisant passer par I'élément I, ainsi obtenu un
¢lément Ky, de Ta manitre la plus générale. Or, ¢ dépend de 7, — ¥
parametres; done il en est de méme de E,; de plus, par B, passent
exactement =7 éléments intégraux B,,, (car pour le cas particu-
lier 1) élément non singulier, il en est ainsi); done, finalement, i, |
dépend de
Fpy=— 1= T4

parametres.

La dé monstration subsiste méme pour p=1.

Nous allons démontrer de la méme maniere que si pS n—=2, par
un élément intégral non singulier B, | il passe o= *"pe="*pss éléments
intégraux 1 P

Conservons toujours nos mémes notations. Désignons par E) un
¢lément intégral non singulier passant par B, |, soit (I* )€y ), par
E),, un élément intégral non singulier passant par Iy, solt(L[,_ 1 €4282),

ctenfm par lﬂ‘,’,,‘, un (~lvm ntinté ffmlpq%dntpar‘hpwsmt(Lr ‘,G,E,,c,>.

Alors tout ¢lément intégral B, , peut, et d’une seule manicre, étre
obtenu en adjoignant & B, , un ¢lément linéaire &' dépendant de
(eay €55+ -y €,) €L €D ialsant passer par I'¢lément intégral B, ainsi
déterminé un élément intégral B, :I'é¢lément intégral pdr'tlcuherl“")H
contient, en effet, un seul élément intégral E, satmhnsanl a cette
condition, & savoir l*‘l’. Or, I'élément & dépend de r,— 2 paramétres;
il en est donc ainsi de E,; de plus, par E,, qui n’est pas singulier
(puisque, en particulier, By ne Uest pas), il passe oo™ elomentb
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intégraux E,.,. Donc le nombre des paramétres dont dépend B, est
bien égal &
(rp—2) + (Fper—1) = I'psae C. Q. F. D.

On voit comment le théoreme se généralise de proche en proche,
D’une manitre générale, si pSn — i, par un élément intégral non sin-
gulier B,_, il passe des éléments intégraux B,.; dépendant de
(i +1)

(rp— )+ (Ppag—E— 1) oo (7 pimy — 1)+ P = Tp oo I >

constantes arbitraires.

Bien entendu, le lieu de tous ces ¢léments n’est pas, en général, un
élément plan, sauf si 7 est nul.

En particulier, par un point non singulier de I'espace il passe une
infinité d’éléments intégraux E, dépendant de

n(n—rt)
e e e

constantes arbitraires. Si n=r, alors r,=n—1,..., r,=o, ctily
a un seul élément intégal .

Enfin, voici un dernier théoreme tres important sur la suile des
nombres r:

Dans la suite des entiers posilifs ou nuls

r—ri—1, ry—>»ry,—i, ey Ppeyqg—10,—1,

chaque nombre est au moins égal au suivant.
Le fait que les nombres considérés sont positifs ou nuls résulte du
premier théoreme démontré sur la suite

r's Iy ey Ipe

Pour démontrer le théoreme énoncé, considérons un élément inté-
gral E,_, non singulier. Il est possible de faire passer par E,_, un élé-
ment intégral B} non singulier, par celui-ci un élément intégral B) |
non singulier, et enfin par ce dernier un élément intégral B} ,. (Nous
supposons pn — 2.) Soient e, &,, &, trois éléments linéaires indé-
pendants de E,_, et définissant B ,. Ces trois éléments sont donc
intégraux, associés a E,_, etassociés entre ecux. Or, il existe r, 1 élé-
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ments linéaires intégraux indépendants associés 3 E,_, ; nous pouvons

donc les désigner par
& & €y aeey &

Cherchons tous les éléments intégraux E, , qui contiennent E,_,.
Chacun d’eux contiendra au moins un élément linéaire ¢ se dédui-

sant linéairement de
€3y Ey, RS E/-l,,

et, en général, il en contiendra un seul (comme E?, .); de méme il
contiendra un, et en général un seul élément linéaire ¢ se déduisant

linéairement de
€y, €3 ceey EI',,\

et enfin un et un scul ¢” se déduisant linéairement de

€y Eu ey B

On voit donc que, en général, une ¢lément E,,, cherché sera défini
par les trois ¢éléments linéaires ¢, ¢”, . Chacun d’eux dépend de
r,— 2 paramétres, ce qui fait en tout

3(rp—2)

paramétrees. Pour que I'élément soit intégral, il faut et il suffit que ces
trois ¢léments soient associés deux a deux. Or, un élément arbitrairve ¢,
déduit linéairement de e, &, ..., ¢, est associé a r,,, + 1 autres élé-
ments indépendants de [a méme forme ; autrement dit, pour exprimer
qu’un élément arbitraire, déduit linéairement de e, ..., ¢, et dépen-
dant par suite de r, paramétres, est associé & un élément particulier
de la méme forme, il faut que ces r, parametres satisfassent &
Y= Ty =1 relations. En revenant & nos trois éléments ¢/, ¢, ¢”,
nous voyons donc que, pour exprimer que deux d’entre eux sont asso-
cies, il faut aw plusr, —r,,, relations entre leurs parameétres, ce qui
donne en tout au plus

3(’"/}"‘ Ppg1— ')

relations. Comme il y a
3(rp—2)

parametres, on voit que les élements intégraux E,., qui passent par un
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élément intégral non singulier B,_, dépendent suv noixs de

3(rp—2)—3(rp—rpp—1)=23r,,,—3

paramélres.
Or, d’apres un précédent théoreme, ce nombre de parametres est

égal &

Pp=tTper =+ g — 3;
on a donc

p -+ Pp1 -+ P — 3 z 3 Fpar— 3,

c’est-a-dire

Pp— Tpi1 2V ot — 7 pgean C. Q. F. D,

La démonstration s’applique méme si p est égal & 1.
On peut compléter ce théoreme par la remarque suivante :
Si n est le genre du systéme, on a

Fpey— Fp—121",.

En effet, soit E,_, un élément intégral non singulier; désignons
par (E,_,,¢) ou E, | un élément intégral non singulier passant par
B, ,ctpar (B, ,, ¢ ¢ ), ou B, un ¢lément intégral non singulier pas-
sant par B,_,. On peut trouver 7,_, + 1 ¢léments linéaires intégraux

indépendants associés 4 f,_,, ¢t comme ¢ et e, sont déja deux d’entre
eux, on peut les désigner par

€, & Ey ceey By

Par E;,_, passent exactement o'+ éléments intégraux E,; nous pou-
vons done supposer qu’ils se déduisent tous de

(En—ﬁ, g, EI)’ (En—zﬁ g, 82)7 L (E/I-ﬂ* g, 5/‘,; 1 )

Prenons maintenant I'élément intégral (E,_,, €, ); il appartient aussi
A%’ (au moins) ¢léments intégraux i, ; on peut les obtenir chacun au
moyen d’un ¢lément linéaire déduit de

€, €1y €9y sy 5/',, 7
et associé & ¢,. Or, si nous prenons d’abord ceux qui se déduisent de

€ €1y eevy Eppny
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il n’y a que &, sinon, s’il y avait, par exemple, ¢,, I’élément
(En—:h & Ep, E"Z)

serait intégral, ce qui est contraire i ’hypothese, puisqu’il passe par
I'élément non singulier ) ; doncil existe au moins 7, éléments linéaires

indépendants pouvant étre déduits de
Y
on a donc nécessairement
Ppey—rp—1zr, (Y. G. Q. F. D.
Il résulte de ces différents théorémes la suite d'inégalités
(5) P By NP e Py L A g — Ty — 1 2T

Les nombres de cette suite jouent un treés grand role. Nous les dési-
gnerons par

§9 Sty Say s Sas
en posant
8 = —_—J =1,
S Ty =1y —1,
(6) ’

Sn—1"==Tpeqg— I'n — 1,

Sp == g

Un cas particulicrement intéressant est celui ol il y a dans la suite
des s un terme nul. Supposons que s,(v<n) soit le premier qui
jouisse de cette propriété. Alors on aura nécessairement, d’aprés les
inégalités (5),

Sy i Sy =...=8, = 0.

Les considérations suivantes permettent, d’'une autre maniere, de se
rendre compte de ce résultat, et conduisent en méme temps a des pro-
priétés nouvelles et importantes de ces systemes.

Considérons un élément intégral E,_, non singulier; soit (E,_,, ¢)
un élément intégral non singulier issude E,_, € désignant un élément

(1) La démonstration ne subsiste pas si n= 1. Mais le théoréme ne cesse pas d’étre vrai
ot il est inutile d’en donner la démonstration.
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linéaire intégral indépendant de E,_, et associé avec E,_,. Par cet élé-
ment (E,_,, ¢) passent o™+ éléments intégraux 4 v + 1 dimensions,
¢’est-a-dire, comme d’aprés s, =o, ry,, est égal & r, — 1, on peut trou-
verr,, et r, seulement, éléments linéaires intégraux indépendants entre
eux, indépendants de (E,_,, €) et associés a4 E,_, et ¢; soit

€1, €3y ..oy Ep,

v

Or on ne peut pas trouver plus de r,+ 1 éléments linéaires intégraux
indépendants entre eusx, indépendants de E,_, et associés & E,_,. Donc
tout élément linéaire intégral associ¢ a B,_, se déduit lincairement de

E‘/——I’ &, &y ceey Epye

Il résulte de 1a que deux quelconques des éléments e sont associés,
par exemple, &, ete,; car I’¢élément intégral (B,_,, ,) appartenant i
au moins ov*' = oo éléments intégraux 4 v -+ 1 dimensions, est
associé & au moins ry, éléments linéaires intégraux indépendants entre
eux et indépendants de (E,—,, ¢,), et, comme il y en a au plus r, qui
jouissent de cette propriété, a savoir

€y Eyy ey Eps

v

on voit qu’en particulier (E,_,, £,) estassocié & e,. On voitde plus que
I'élément (B,_,, ¢,) appartient exactement i o’ ¢Eléments intégraux
a v+ 1 dimensions.

Prenons maintenant un élémentintégral & v + 1 dimensions passant
par B,_,, soit (B,_,, ¢,, €,); on verrait, comme tout & I’heure, qu’il
appartient exactement 3 »/~* ¢léments intégraux 4 v -+~ 2 dimensions;
on a donc

Pygpg==Iy— 2}

et ainsi de suite : un ¢lément & v — 1 + r, dimensions passant parK,_,,
soit (B,_,, €, €, ..., &, ), appartient exactement & un = oo~ élément
intégral 2 v dimensions, et enfin il passe par E,_, un et un seul élé-
ment intégral & v + r, dimensions, a savoir (E,_,, ¢, ¢, ..., g,), ¢t par
cet élément il ne passe aucun élément intégral & v +r,+ 1 dimen-
sions. Il vésulte enfin de la que tous les éléments intégraux qui passent
par B, sont des éléments non singuliers.
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En résumé, st 'on a
Sy==1Iy—1Irypy —I==0,

le genre du systéme est

n=—v—ry;

il passe par un élément intégral non singulier E,_, un élément intégral B,
et un seul; le lieu des éléments intégraux passant par E,_, est [éle-
ment B, ; de plus on a les égalités

Py== gy 1=y +2==...== N — Y,

qui entrainent

Sy =Sy = RS 28, = 0.

En particulier, si v est égal & 1, deux éléments linéaires intégraux
quelconques issus d’un point non singulier sont associés; un élément
intégral est simplement un ¢lément formé d’éléments linéaires inté-
graux.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons déterminer les nombres r,
7y - .-, Iy pour un systeme de & équations aux différentielles totales
a rvariables, en supposant que les coefficients n’aient subi aucune parti-
cularisation.

On aura d’abord manifestement

ri=r—_(h+1);
supposons d'une manitre générale que le genre n soit supérieur a p
et que L'on connaisse r,. Si E,_, désigne alors un élément intégral ar-
bitraire, tout ¢lément linéaire intégral associé 4 E,_, pourra étre
déduit linéairement de E,_, et de 7,1 autres éléments linéaires

€ E1y €y cevy Epy

Cherchons combien il passe d’éléments intégraux E,,., par I'élé-
ment intégral (E,.,, €); il faut pour cela adjoindre & & un élément
linéaire ¢/, pouvant se déduire de

&y, PD) RS ] E",ﬁ

et associé & e. Or cet ¢lément ¢ dépend de r, — 1 parametres, et il
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faut /& équations pour exprimer que cet élément est associ¢ & e. On a

done, sir, —i12h,
Ppm=1rp—1—"n,

etsir,—1<h,iln’y a pasd’élément intégral & p -+ 1 dimensions. On
voit donc qu’on passe d'un nombre r au suiwant en retranchant h + 1, ot
cela autant de fois que possible

r=r— (h+1),
ro=r—a(h+1),

par suite, le genre nest le quotient, & une unité pres, de rparh--1, et
r, est égal au reste £ de la division,

rp=r—n(h-1)=»=n

Le genre d’un systéme dont les cocfficients re sont pas particulariscs est
donc égal au quotient, a une unité pres, du nombre des variables par le
nombre des équations plus un.

La suite des nombres s estici

ST=Sy T L T Sy == N, Sp o fes

En particulier, s’il y a une seule équation, le genre est la moitié du
nombre des variables; il estz s’il y a 2n ou 27+ 1 variables. Dans le
premier cas, une multiplicit¢ intégrale M,_, appartient & une multi-
plicité intégrale M,, et i une seule. C’est un résultat bien connu.

VI.

Nous allons maintenant chercher un systeme de conditions qui de-
termine toute multiplicité intégrale M, assujettie i satisfaire & ces con-
ditions, n désignant le genre du systeme d’équations aux différen-
tielles totales (1).

Faisons d’abord la remarque évidente que tous les résultats démon-
trés jusqu’ici subsistent si on ajoute aux équations (1) un certain
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nombre d’équations finies

Si (2, 22y <oy 2 =0,

) T (A )

11 suffit, en effet, d’ajouter aux équations (1) celles qu'on obtient
en prenant les différentielles totales des équations (1), et en ne consi-
dérant dans le nouveau systeme obtenu que les points de ’espace qui
satisfont aux équations (1) et qu’on désignera sous le nom de points
mlerfrauoc.

(‘herchons quelles variations subissent le genre et les entiers r;
lorsqu’on ajoute ainsi 4 équations finies arbitraires. On obtient, en
somme, un nouveau systeme d’équations aux différentielles totales
dont les multiplicités intégrales sont celles des multiplicités intégrales
du systeme primitif qui sont assujetties & étre contenues tout entieres
dans la multiplicité arbitraire p représentée par les équations (1)". Il
est évident d’abord que le nombre 7 est réduit de £ unités ; autrement
dit il n’y a plus que ™" points & considérer; nous supposerons que ces
points ne sont pas tous singuliers (par rapport au systeme primitif),
sinon la multiplicité . sera dite non arbitraire.

Prenons maintenant un point E, non singulier de p.. 11 passe par ce
point oo’ ¢éléments intégraux B,, ¢’est-a-dire qu’on peut trouver r, +1
¢léments linéaires intégraux indépendants

€y, &1y €35 ..y Ep

d’autre part, I’élément e,_, lieu des éléments linéaires de p. contient
aussi r — A éléments linéaires indépendants. Si I'on a

ri+1-4+r—nhir,

Nous SUpposerons que e,_, ne contient aucun élément linéaire intégral,
ce qui est le cas général; alors le deuxieme systeme est de genre zéro,
rle=r—h, ry—h <<o.

Si, au contraire,
ri414r—hi>r,

e, contient au moins r, + 1 — h éléments linéaires intégraux; nous
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supposerons, ce qui est évidemment le cas général, que e,_, en contient
exactement r, 4~ 1 — A. On aura alors

r'=r—n, ri=nry—h.

Nous supposerons, en outre, que les «o"* éléments linéaires inté-
graux de e,_, ne sont pas tous singuliers.

Soit alors ¢ un élément linéaire intégral non singulier de e,_,. Pare
passent «o+ éléments intégraux E, du systeme (1); c’est-a-dire qu’il
existe r, + 1 éléments linéaires intégraux indépendants associés & ¢,
soit '

€1y €2y  ceey Epyis
d’autre part, e, contient, en dehors de ¢, r — A—1 éléments linéaires
indépendants. Sil’on a

(re+=2) +(r—h—n)cr,
c’est-a-dire
ry < h,

e, Ne contiendra pas, en général, d’¢lément intégral E,; ¢’est ce que
nous supposerons; dans ce cas, on a done

ry<Z h, n'=1, r'=r—h, ri=r,—h.

Mais si r,2 A4, e,_; contient au moins r, + 1 — h éléments linéaires inté-
graux indépendants, associés & €; nous supposerons, ce qui est évidem-
ment le cas général, que e,_, en contient exactement r, -+ 1 — h, ¢’est-
a-dire que par ¢ il passe oo™ éléments intégraux contenus dans e,;;
nous supposerons de plus que 'un d’eux au moins n’est pas singulier.
On aura alors

pe=r—h, ri=ry—h, ro=ry—h, nzo.

On voit comment on peut poursuivre et quelles sont les propriétés
que I'on suppose a la multiplicité g pour qu’on ait le droit de la quali-
fier d’arbitraire. Dans ce cas, sir, désigne le dernier nombre r supérieur
ouégal a h, le genre devient égal am et l'on a

r'=r—h, ri=ry—nh, cany P =rn—h.
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Il est clair que les conditions auxquelles doit satisfaire une multipli-
cité y. pour n’étre pas arbitraire sont des conditions d’égalité. En par-
ticulier, on peut trouver sur une multiplicité arbitraire un point E; non
singulier, un élément intégral Ef non singulier issu de E,, un élément
intégral non singulier B} issu de EJ, ..., un élément intégral non sin-
gulier E}, issu de E),_,. Mais par E;, il ne doit passer aucun élément
intégral B, , appartenant & la multiplicité et le nombre d’¢éléments
intégraux E; appartenant & p qui passenl par I'élément intégral
E? ,(¢2m) doit étre exactement oo™ %,

Cela étant bien établi, nous allons considérer un pointnon singulier
quelconque p,. Par ce point faisons passer une multiplicité arbitraire
a r — r,dimensions ., _,,; par i,_,, une multiplicité arbitraire h r — r,
dimensions ,._,,, etc.; par p.._,  une multiplicité arbitraire & r— r,
dimensions .,_, ('). A chacune de ces multiplicités correspond un
certain systeme d’équations aux différenticlles totales. Pour la multi-
plicité m,_,., onak=r, de sorte que

n'=1i, rle=r—ry, r

Il
2

pour w.,_,., on a /= r, ¢t par suite

—y

.’,_.— . . ., —
Mo — 1y, ry=ry—r,, 1y = o,

et ainsi de suite.

Il résulte de la que le systeme donné admet une multiplicité inté-
grale M,, et une seule, passant par 11, et contenue dans p,_, (puisque
le systeme qui donne les multiplicités intégrales contenues dans p,_,,
est de genre 1 et que 7, est nul); de plus cette multiplicité n’est pas
singuliere, car elle admet (voir la note) un élément linéaire non sin-
gulier.

(1) Cela est toujours possible; considérons, en effet, un élément intégral non singulier
LY issu de K¢, un élément intégral non singulier (E{, £5) ou E§ contenant Ef, ..., un
élément intégral non singulier (EY_,, £,—1) ou E} contenant E}_,. Désignons alors par
er—p, un 6lément formé de E9 et de (r — ry—1) autres éléments linéaires non intégraux,
par ¢,—r, un ¢lément formé de e,—r,, de s 6t de ry— ro—1 autres éléments linéaires non
intégraux et non associés a E¢, ..., par ¢.—p, un élément formé de e,—,,_,, de e, et
de rp—y— r, —1 autres éléments linéaires non intégraux et non associés & EJ._,. Il suffit de
prendre pour pr— . une mulliplicité admettant I'élément ¢, —,,, pour pr—r, une multipli-
cité admettant I'élément e, -,, ete.
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De méme les multiplicités intégrales contenues dans . _,, étant
données par un systeme de genre 2 avec r, = o, et M, étant une inté-
grale non singuliére de ce systeme, il en résulte, d’aprés le théoreme
de Cauchy, qu’il existe une multiplicité intégrale M,, et une seule, pas-
sant par M, et contenue dans i,._,,; de plus cette multiplicité n’est pas
singuligre.

On peut continuer de proche en proche, jusqu’a une intégrale M,_,
contenue dans w,._, . Alors il existe une intégrale M, et une seule
passant par M,_, et contenue dans ,._,, et cette multiplicité n’est pas
singuliere. Done, enfin, il n’existe aucune multiplicité intégrale M,
passant par M,,.

En résumé, en appliquant plusieurs fois le théoreme de Cauchy, on

arrive au résultat suivant :
Etant donnés :
un point arbitraire |1,

une multiplicité arbitraire ., . passant par |,

» Py » Py s

il ewiste une multiplicité intégrale M,,, et une seule, passant par (.,.

ayant en commun avec p...,, une multiplicité M,,
» Perem ey » M,.

» P =y » M,

et contenue tout entiére dans e rps
de plus par cette multiplicité M, il ne passe aucune multiplicité intc-
grale M., ().

Le probleme qui consiste a trouver M, d’apres les conditions
énoncées s'appellera le probléme de Cauchy. L'intégrale générale sera
I'ensemble des multiplicités intégrales M, qui peuvent étre obtenues
par le procédé précédent.

(1) L'énoncé subsiste si le genre est superieur 4 n; mais alors la dernidre partie, d’aprés
laquelle il ne passe aucune multiplicité intégrale M, .1 par M,, doit étre supprimée,,
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Nous allons maintenant chercher & formuler le probleme de Cauchy
d’une maniére analytique, ou plutot, nous appuyant surl’énoncé précé-
dent de ce probleme, nous allons déterminer l'intégrale générale M,
par un ensemble de conditions analyliques qui mettent cn évidence son
degré d’indétermination. Pour cela, nous partirons d’un point E, non
singulier, nous désignerons par ¢, un élément intégral non singulier
issu de ce point, par (¢, €,) un élément intégral non singulier E, pas-
sant pare,, ..., par (E,—;, ¢,) un élément intégral non singulier E,
passant par E,_,, de sorte que

€ty Ey ...y Ep

sont n éléments linéaires intégraux indépendants tous associés entre
eux.

L’élément B, peut étre défini par un systeme () de » — n équations
linéaires indépendantes en dw,, dx,, ..., dx,; nous supposerons les
indices choisis de telle maniere que ces équations soient résolubles par
rapport & dz,,,, ..., dx,. ’élément E,_| scra & son tour défini par le
systeme (X) auquel il faudra ajouter une équation linéaire en dx,,
dz,, ..., dz,; supposons-la résoluble par rapport & dz,, soit

(En~1 ) (l.[‘,,:ﬁ “/t,l ([‘7"1 + “n,u—ﬂzd‘l'u—z -+ “n,n-l ([‘TIL-—!-

De méme, on aura E,_, en ajoutant aux équations précédentes une
équation linéaire en dx,, ..., dx,_, résoluble, par exemple, par rap-
port a dzx, _,, soit

n ~ /
(Bnzy) Azy oy == 0py ydx; 4. oo Gpg pg Xy,

et ainsi de suite, jusqu'a I’¢lément E, que I'on obtiendra en ajoutant
aux équations qui définissent E, une équation linéaire en dz,, dz,,
résoluble, par exemple, par rapport a dz,, soit

(Ey) diy= oty dzy.

Désignons maintenant par (P,) la multiplicité plane licu des ¢lé-
ments linéaires intégraux passant par le point E,; elle contient évidem-
ment B, et elle est & (r,+ 1) dimensions; elle est donc définie par
r—r,—1=s équations linéaires résolubles par rapport a s des diffé-
ventielles dw, ,, ..., dz.; nous appellerons ces s différentielles

dzy, dsyy ..., dsg
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remarquons d’ailleurs que ces s équations ne sont autres que les
équations données (1) elles-mémes. Désignons maintenant par (P,) la
multiplicité plane lieu des éléments linéaires intégraux associés a E,;
clle est évidemment contenue dans (P,) et contient E,; d’ailleurs elle
est A r,+ 2 dimensions; clle est donc définie par r—r, — 2 =53,
équations parmi lesquelles les s équations de (P,); on 'obtient donc
en ajoutant i ces s équations s, autres résolubles par rapport 4 s, des
différentielles autres que dz,, ..., dz; dx,, ..., dx,; soient en changeant
les notations
ds\v, dsit, ..., dzi¥

ces différentielles. De méme la multiplicité plane (P,) lieu des élé-
ments linéaires intégraux associés 4 E, s’obliendra en ajoutant aux
s + s, équations de (P,)s, autres équations résolubles par rapport &

~(2) ~(2) ~(2)
(lnl y d'z:ﬂ y ey d.a_,-’ ’

les 3 étant s, variables autres que «,, ..., «,, les z et les z'"). Lt
ainsi de suite; la multiplicité plane (P,—,) lieu des éléments linéaires

intégraux associés a E,_, introduira s, , variables
sin~1) oln=1)
~q ) LN o PRI ]

ct enfin, I'élément E, sera défini en ajoutant aux équations qui définis-
sent (P,_Yr—s—s,—... —s,_,=r,=s, équations nouvelles réso-
lubles par rapport aux s, variables autres que . ..., z,, lesz, 21", ...,
s"""" et que nous appellerons

~ ) ~(n) (n
By Ty s ey ZJ").

Finalement nous pouvons résumer dans le Tableau suivantles équa-
tions qui définissent (Py), (P,), ..., (P,_, ), B, B,_,s +.., E;:

(l) ) 5 (l’o)t/: :[dz(i)’ dz(z)’ . dz(n), d.’l‘],
1 ( dz(h) — [dzm’ e, dstm, dx],

(B, (E,) (P"‘i)' SECATIRRI AL resereres ,
n—2) ! dzin=Y == [dz™, dz],
dz'n)  =[dx],
dz, = o,1de 4+ opdzy ...+ 0y -,

dxy—y = o,y dx,+... .+ Ly 2 A2y s,

......................................
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La premiere ligne exprime que chacune des différentielles d=,,
dz,, ..., dz; s’exprime en combinaison linéaire des différentielles
dz\", ..., dx,.

Ces conventions étant faites, nous ferons la transformation de coor-
données suivante; sans changer les vaviables =, 2V, ..., 3, nous

prendrons comme nouvelles variables

,._

x|\ =2z,

,__._ 0%
Xy == Iy — oty 2,

’
Xy == &Ly — O3y Ty — Olgp Xy,

’ e
Ly =Tp— Oy Xy — Apg Lo+ ..— Oy n—y1 Lp-.1«

Autrement dit nous supposerons les coefficients a,; tous nuls.
Nous désignerons enfin (une fois cette transformation de coor-
données effectuée) par

. . . ( n
R < T - T o - e T - L T -1 Y

Sn

les coordonnées du point E,.

Remarquons en dernier lieu que toute multiplicité intégrale M,
admettant ’élément E, peut étre définie par r — » équations résolubles
par rapport aux z, z(, ..., 5’ (d’apres la forme méme des équations
de E,); il en sera de méme de toute multiplicité intégrale M, admet-
tant un ¢lément suffisamment voisin de E,. On peut donc prendre pour
ces multiplicités, z,, @,, ..., z, comme variables indépendantes.

Cela étant, pour étre sir d’obtenir des multiplicités . _,., w._,., ...,
arbitraires, cherchons i faire passer par E, un ¢lémente,_, admettant
un seul élément linéaire intégral E,, ¢’est-a-dire coupant Uélément (P)
sutvant B, ; par e,_, un élément e,_, admettant un seul élément inté-
gral & deux dimensions issu de E,, soit E,, c’est-d-dire coupant I’ele-
ment (P,) suivant E,; etc.; par e,_,_ un élément e,_, admeltant un
seul élément intégral & n dimensions issu de E,_,, soit E,, c’est-a-dire
coupant ’élément (P,_,) suivant E,. Toute multiplicité ., admettant
I'élément e,_, ou un élément suffisamment voisin satisfera évidemment
aux conditions imposées aux multiplicités arbitraires. Or, il est bien
facile de trouver des éléments e,_, , €._,, _,» ---» C._, jouissant des
propriétés énoncées tout a I'heure. Il suffit de prendre poure,_,, le
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systeme
dz(") =[dx],

pour e,_, _ le systeme obtenu en ajoutant aux équations précédentes

les suivantes
datn=1 = [da(m, dz],

dz, =0,
poure,_, _ le systeme obtenu en ajoutant aux précédentes les équa-

tions
dzin=2 = [dz»-1, d5"), dx],

dx,_, =o,
et ainsi de suite; les crochets des seconds membres désignant les
mémes combinaisons linéaires que dans les équations qui définissent

<P°>’ (P‘ )’ T (Pn—4>’ En‘
Cela étant, nous sommes en droit de définir @1, _,. par les équations

(A . )

18,2 e——— / Ve
( “'-(fif)"“ CPS:.)(‘Z'M gy o vey "Lu)y

de définir p.,_,, , par les équations précédentes et les suivantes :

‘ BV = @ (@, ®yy oy Tuey)s
(Ap—y) € seuosenceorenasennssacnsnnanns y

( z.(f:::.i): CP_‘,-'::”(JCU Lgy v ooy ‘1"11-—1),
(B,) Lp== Qn;

etainsi de suite; ., _,, par les équations déja écrites et

(A4) _ e ,

20 = oD (2,),
(B:) Ly == 0qq;

et enfin le point y. par toutes les équations déja écrites et en outre
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Dans ces formules, les quantités 9,, ¢,, ..., @, sont des constantes

arbitraires suffisamment voisines de ¢, c,, ..., ¢,. Quant aux fonclions

o, o, ..., 0™, ce sont des fonctions arbitraires holomorphes au voi-
sinage de '

Zy=ay, Ly = Qs, K] Xp=0a,

et telles que pour ce systéme de valeurs ces fonctions et leurs déripées par-
tielles du premier ordre prennent des valeurs suffisamment votsines de cer-
taines valeurs fixes.

Avee ces hypotheses il existera une multiplicité intégrale M, et une
seule passant par |, ayant en commun avec ,._,, une multiplicité a
une dimension, avec p.,_,, une multiplicité & deux dimensions, etc.,
avec (,_,,, une multiplicité & n -- 1 dimensions, et enfin contenue
tout entiere dans w,_, . Cette multiplicité est d’autre part définie par

r—n==s,+3Sp—q-t...+$

fonctions 5, =", ..., 5 des variables indépendantes z,, »,, ..., @,.
Dire que M, est contenue dans . _, , ¢’est dire que les s, premieres
fonctions =", ..., ;"' sont égales aux fonctions données o\", ..., oi”
Si, d’autre part, M, a en commun avec p.,._,,  unemultiplicité & n — 1
dimensions, cette multiplicité ne peut étre obtenue qu’en faisantx, = a,
dans les expressions des fonctions =, 5, ...; il faut donc que pour

2

@, = a,, les s,_, fonctions 2™, ..., z"" se réduisent aux fonctions
données g™, ..., o1~ ". Bt ainsi de suite.

Il résulte de la que dans les limites indiguées le systéme (1), considéré
comme définissant z,, ..., 5" en fonction dezx,, ..., ®,, admet une solu-
tion et une seule pour laquelle les fonctions inconnues sont holomorphes au

voisinage de x, = a,, ..., x,= a,, et telles que les s, fonctions 2" soien!
tdentiques
5 a la fonction arbitraire o (zy, ..., &),

B I e e e .

....... R
» SO ( 21y 2oy Bn),
les s,_, fonctions 3%~") se réduisant pourx, = a,
39V & la fonction arbitraire ¢4~ (x4, sy Zn—1),
e e e e ,
sf-n » G (Zy, ) Zey),

Ann.de U'Ee. Normale, 3% Série. Tome XVIII. — Aout 1901, 36
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et ainsi de suite, les s, fonctions ) se réduisant pour x, = a,, ..., v, = a,,

' a la fonction arbitraire o' (x,),

5(5:) » ‘?.(s':) (@),
et enfin les s fonctions = se réduisant pour &, = a,, ..., L, == a,

3, & la constante arbitraire gy,

Il est bien clair, d’autre part, que toute multiplicité intégrale M, admet-
tant un élément voisin de !’elément particulier B, ou (¢, ..., ,) prece-
demment défint, peut étre obtenu par le procéde précédent, les fonctions et
les constantes @ étant parfaitement déterminées, et d’une maniére unique.

On peut donc dire que toute multiplicité intégrale M,, admetiant un
¢lément intégral @ n dimensions suffisamment voisin d’un ¢lément intégral
donné non singulier, est complétement définie par un ensemble de

s, Jonctions arbitraires de n  arguments &y, &y, ..., Tn,

» n -1 » Lyy Loy onvy Xpeqy

s constantes arbitraires,

sous la seule condition que pour certaines valeurs données des variables
indépendantes, les élements arbitraires prennent des valeurs suffisamment
voisines de cerlaines constantes fixes ainsi que leurs dérivées du premier
ordre.

C’est dans ce sens ue I'on peut dire que I'intégrale générale M,
dépend de s constantes arbitraires, s, fonctions arbitraires d’un argu-
ment, etc., 5, fonctions arbitraires de » arguments.

On peut dire que les nombres de la suite

(S) 8y 815 Sy <oy S

mesurent 'indetermination de {'intégrale générale M,. 1.’origine géomé-
trique de ces nombres montre que la mesure de I’indétermination ne
change pas si 'on effectue un changement quelconque de variables, car
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cela revient  effecluer une simple transformation homographique sur
les éléments intégraux issus d’un point; ce quine change évidemment
rien aux valeurs des nombres r et par suite des nombres s.
Rappelons encore la propriété de la suite (S) exprimée par les iné-
galités
SZ81Z82 o 2801280,

et enfin les valeurs des r au moyen des s :

I'n ==8,,

Tne— == Sy~ Sn—1 -+ 1,

Fp—g=Sp+ Sp—q -+ Sp—9+ 2,

Py =Sy Suqt .. HS4+n—1,
r i T e LD

Comme cas particulier, si nous prenons un systeme de % équations
aux différentielles totales i rvariables avee des coefficients quelconques,
nous avons vu que le genre n était égal au quotient & une unité pres
de rpar A +1, et en désignant par £ le reste, on a

$T=§=...7=8, "= A, = k.
On a donc le théoreme suivant :

L'intégrale générale M,, d’un systéme de h équations aux differentielles
totales & rvariables dont les coefficients sont des fonctions arbitraires et ou
n désigne le quotient & une unité prés de r par b + 1 et k le reste, depend
de

k fonctions arbitraires de n arguments,

h » n—r »
h » n—29 »
....................................... R
Y3 » i »

et de I constantes arbitraires.

Vest, avec beaucoup plus de précision, le résultat trouvé par M. Bier-
mann. On peut ajouter qu'il n’y a pas en géneral d'intégrale a n + 1
dimensions.

Si /4 est égal & 1 et r pair, égal par conséquent & 27, il n’y a pas de
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fonction arbitraire de » arguments. Si r est impair et égal. par consé-
quent & 22+ 1, il y a une fonction arbitraire de 7 arguments.

Revenons au cas général. Les résultats énoncés subsistent, méme s
le genre est supérieur a n, d condition de prendre pour s, la valeur 7, et
pour les autres s; la valeur r; — r; ., — 1. I/ suffit que le systéme donné,
consideré comme etant a n varialles indépendantes, sott en tnyolution.
Mais si le genre est supérieur i n, s, peut étre supérieur i s,_,.

Les résultats précédents se simplifient si s, est nul; alorslintégrale
générale ne dépend que de fonctions arbitraires de n — 1 arguments
au plus.

La recherche analytique de I'intégrale M, revient a 'intégration de
n systemes successifs de M™ de Kowalewski. Le premier donne les
s fonctions de z, auxquelles se réduisent z,, 5,, ..., 5, lorsqu’on fait

Zy= @, ceey Ly ==,

c¢’est un systeme d’équations différentielles ordinaires qu’on obtienten
remplacant dansles équations du systeme donné les s par les ¢ (),
les 2% par les o®/(2,, a,), ..., les 2" par les o (2, a,, ..., a,).

Le second systeme de M™¢ de Kowalewski donne les s + s, fonctions
de z,, x, auxquelles se réduisent z,, ..., 5, 5\, ..., 58! lorsqu’on fait

ZTy== s, ceey X, == d,,

ces fonctions se réduisant & des fonctions connues de @, pour z, = a,.
Et ainsi de suite; le dernier systeme donne les s + s, +...~+ s,, fone-
tionsdez,, z,, ..., ,_, auxquellesse réduisent =, ..., ="~ lorsqu’on
fait

Ly "= Apy

ces fonctions se réduisant & des fonctions connues de x,, ..., T,_,

pour &,y = Apey -
Pour éclaircir tous les résultats précédents par un exemple bien
simple, prenons le systeme formé de la seule équation

(1) ds — pde — q dy = o,

oll z, y, 5, p, q sont cinq variables. Ici il y a une équation exprimant
que deux éléments linéaires intégraux sont associés, ¢’est

() - ' dedp—dpiw—+dydg—dgdy=o.
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Ieir=>5etr,= 3;quantar,, les équations qui définissentles éléments
linéaires intégraux associés a un élément linéaire intégral donné
(8, Sy, pox + ¢dy, Sp, 8¢) sont au nombre de deux indépendantes,
a savoir

ds —pdx — qdy =o,
spde -+ cqdy —dx dp — Sy dg == 0}
par suite r,=1. On a donc
§=1, S ==1,  Sy==I.
Un point non singulier E, est par exemple
",L'.T-:."::Z: ::q::O-
Un élément intégral E, passant par ce point est par exemple
(Eyp) ds = dp = dg == o,
et un élémentintégral non singulier E, contenu dans , est par exemple
(Ey) ds =dp =dg =dy =o.
[ci 'élément (P,) est donné par (1) ol Pon faitp =g = o,'
() ds = o,
I’élément (P,) est donné, d’apres (2), par
(Py) : ds =dp =o.

Il existera donc uneintégrale ct une seule formée par trois fonctions
3, p, g de @ et de y, holomorphes au voisinage de =y = o et telles

que
q soit identique & f(z, y),

p se réduise & ¢ () pour y==o
s se réduise & ¢ pour z =y =o0;

oll ¢ estune constante assez petite, /et o des fonctions arbitraires holo-
morphes au voisinage de @ = o, y == o et prenant pour = y = o, ainsi
que leurs dérivées du premier ordre, des valeurs assez petites.

Ici il ya deux systemes de M™ de Kowalewski. Le premier donne la
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fonction 5 de & qui se réduit & ¢ pour z = o, lorsque p = ¢(x) et
q =f(z, 0); elle est évidemment donnée par

dsz

d’our
z:c—i—f‘rg(x)dx.
0
Le second systeme de M™¢ de Kowalewski donne les fonctions p et s
de «, y qui se réduisent respectivement pour y =o i o(x) et
c+fx?(ac) dx lorsqu’on fait ¢ = f(z,y). Ce systeme est [voir les
('ormliles (IT) du paragraphe IV],

s

(‘);/‘ “"./(xa J’) = 0,
o _9o .,
Jdy dx 7

et donne
x y‘
smer [Co@dar [ 1oy dy,
0 ]

— ol Tof
p=g(x)-+ 0 A

q=f(x,y)

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant quelques définitions.

Dans la suite
S, 81y eey Sp

qui mesurc l'indétermination de Dintégrale générale M, d’un sys-
teme (1) de genre n, le premier nombre s n’est autre que le nombre
des équations indépendantes en dx,, ..., dx, de ce systeme (1), c’est-
a-dirc, en conservant les notations du § I, c’est le degré du mineur
principal de la matrice

a a, ... a,
by by ... b,

(4)
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Le nombre suivant s, a recu un nom particulier : on I'appelle le ca-
ractére (') du systeme. Remarquons que s+ s, n’est autre que le
nombre des équations indépendantes qui expriment qu'un élément
linéaire (dx,, ..., dx,) est intégral et associé & un élément linéaire
intégral arbitraire (Sz,, ..., dz,). Or en posant

a da; day
Lo 2l T8k
e dx Jdx;

ces équations sont

a,dr, +a,dry,+...4+a, dx,—=o,

(]) ............................... )
Ldey + lydxy ...+ . dx, =0,
BN
Zcz“r'}.x'i dx, 4. . .—+—2a,.,-6x[ dx,=o,
(2) L e e e ,
- N
Zl,,- ox;dx, -+.. .—i—ZI,.,- ox; dx, =o.
L ‘ i

Si donc on considere la matrice

a, a, a,

ll 12 .- . . ll-
(Ay) Zalio“xi Za,[&ri ... Za,.iax[

\ N ~N . - . . . \ o0
ol oz,, ..., ox, sont des arbitraires uniquement assujettics & vérifier

les équations
a, 0%, + ...+ a, 0z, = o,

l, oy +...+ .0z, = o0,

(1) Cette désignation est due, je crois, a M. H. vox WeBgRr, Zur Inpariantentheorie
der Systeme Pfaff’scher Gleichungen (Leipz. Ber., p. 207-229; 1898).
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le caractere s, du systéme est la différence entre le degré du mineur prin-
cipal de la matrice (A,) et le degré du mineur principal de la ma-
trice (A).

On peut donner aux autres nombres s, s,, ... les noms de 2°,
3¢, ... caractére du systeme (1). Ils se calculent par des degrés de
mineurs principaux comme s et s,. Mais au lieu de dire qu’un systéme
de genre n a pour n'" caractére le nombre s,, nous dirons que le sys-
téme est de (s, + 1) espece. Un systeme de premiere espece est donce
un systéme pour lequel s, = o; il jouitdela propriété que par une mul-
tiplicité intégrale M,_, il passe une multiplicité intégrale M, et une seule.

VII.

Nous allons, dans ce paragraphe, nous occuper des systemes de pre-
mitre espece pour lesquels le (7 — 1)7¢ caractere s,_, est nul. Sup-
posons d’une maniere générale que s, soit le premier nombre nul de
la suite

S, 81y Say  eeey  Suy
v étant inférieur & n. Nous avons vu au § V quelques propriétés de ces
systemes que nous rappelons :

Par un élément intégral B,_, non singulier il passe un élément inié-
gral B, et un seul. Cet ¢lément B, est le /t(‘(t des éléments intégraur qui
passent par B,_,, et aucun de ces éléments n’est singulier.

On a de plus
r,=o, Ppeg =1, Pyeg == 2, cey ry==n—v, Py Sn—v—a,

Comme corollaire & la propriété des éléments intégraux qui passent
par un ¢lément intégral non singulier E,_,, nous allons démontrer le
théoréme suivant :

Par une multiplicicé intégrale non singulicre M,_, il passe une mullz—
plicité intégrale M,, et une seule.

Pour le démontrer, faisons passer par M,_, une multiplicité arbi-
traire ,_,, ce qui est toujours possible, la multiplicité intégrale M, _,
n’étant pas singuliére. Si, en particulier, E,_, est un élément intégral
non singulier de M,_,, la multiplicité \1,_, admettra un élément inté-
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gral B, et un scul passant par E,_,. Cela étant, soit M, une multipli-
cité intégrale quelconque passant par M,—,; elle admet naturellement
Iélément intégral unigue B, qui passe par E,_,. D’autre part, la somme
des dimensions de M, et de p,_,, ¢tant

r+n—r,=r-+v,

ces deux multiplicités ont en commun une multiplicité 3 au moins
v dimensions, et celte multiplicité est nécessairement intégrale; mais
t—r, Wadmettant pas d’élément intégral & v + 1 dimensions passant
par E,_,, celte multiplicité intégrale commune a M, et ., est exac-
tement a v dimensions, soit M,.

Cela étant, rrous savons que par une multiplicité intégrale non sin-
guliere M,_, il passe une multiplicité intégrale & v dimensions et une
seule assujettic d é(re contenue dans la multiplicité arbitraire p.,._, :
Donc la multiplicité M, est détermincée d’une manicre unique lorsqi’on se
donne p.,_,,. Autrement dit, si par M,_, i passe deux multiplicités inte-
grales a n dunensions, M, et M, ces deuzx multiplicites coupent p.,_,, sui-
vant la méme multiplicitd M,, et cela quelle que soit p,_,. passant
parM,_,.

Il résulte de 1 que les deux multiplicités M, et M, sont identiques.
Car si A est un point quelconque de la premiere, on peut toujours
faire passer par A et M,_, une multiplicité ., . A cette multiplicité
correspond une multiplicité intégrale M,, située sur M,, et passant
ensuite par A; mais elle est aussi située sur M); donc le point A
appartient & M/, ¢t les deux multiplités coincident.

D’une manitre plus précise et plus rigoureuse, faisons passer par
M,_, unce multiplicité ..., arbitraire, c’est-a-dire n’admettant pas
d’élément intégral passant par E,_, autre que E,_, lui-méme, ce qui
est toujours possible. Faisons alors passer par cette multiplicité
Vper— déterminée une famille de multiplicités p.,_, dépendant de
ry = n — v paramétres et remplissant tout Uespace (*). Ces multiplicités

(1) Si ) i i
Ji == fy = fra =0
sonl les équalions de -1, il suffit évidemment de prendre
jl - tl,/;'., =1 - -/.."" [2,/'/'-,+-1 e :—"/I'., — Ly, ,/l', 1= O,
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sont toutes arbitraires, car elles ont évidemment un seul élément inté-
gral E, passant par E,_,, et nous savons que tout élément intégral pas-
sant par E,_, est non singulier. Chacune d’elles contient donc une
multiplicité intégrale M, et une seule passant par M,_, ct toutes ces
multiplicités M, appartiennent & une multiplicité intégrale M, quel-
conque passant par M,_,. On peut ajouter que M, est le liew de ces
mulupliciies M, lorsque les n — v paramélres dont elles dépendent va-
rient; car chacune d’elles est contenue dans M,, et, d’autre part, par
un point quelconque de M, il passe une des multiplicités p.,_,, (qui
remplissent tout I'espace) et, par suite, la multiplicité M, correspon-
dante. Par suite M, est déterminée d’une maniere unique.

Nous résumerons de la manitre suivante les résultats que nous ve-
nons d’obtenir :

Par une multiplicit intégrale non singulicre M,_, il passe une mulli-
plicité intégrale M, et une sr’ul(’ Pour Uobtenir on fail passer par M, _,
une mullzplzrue arbitraire 1, _, et par cetie dernicre mulliplicité une
Samille de multeplicités (u.,_,, (Icpmdant de r, == n—v paramdlres et rem-
plissant tout Uespace. On détermine pour chacune de ces multiplicités ..,
la mulliplicité iniégrale M, qui passe par M, ., et qui est contenue tout
entiére dans (.,_, . Le lieu géométrique de ces mulliplicités M, lorsqu’on
Jait varier les n—v paramcétres dont elles dépendent, est la multiplicité
intégrale cherchée M,,.

Dailleurs, cette multiplicité M, est integrale d’un sysiéme d’équations
aux differentielles totales & r — r, variables et de genre v; seulement ses
coefficients dépendent de n— v paramctres.

On déduit de la le théoreme suivant qui se rapporte au probleme de
Cauchy proprement dit :

Soit un systéme d’équations awx différentielles totales de genre n pour
lequel le caraciére s, est nul (v < n). Etant donnés alors ur point arbi-
lraire (1, une mulliplicité arbitraire p.,_,, passant par ce point, etc., une
multiplicité arbitraire ,_,,  passant par ..., , il existe une multipli-
cité intégrale M, et une seule, passant par 1.,, ayant en commun
avec |.,_, une multiplicue @ 1 dimension, etc., avec ., _, une multipli-
cité av — 1 dimensions. Pour ’obtenir on fait passer par ., . une mul-
uplicité arbitraire .., et par cetle dernicre une famille de multiplicités
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Upr, dependant de r,=n— v paramétres et remplissant tout Uespace.
Chacune de ces multiplicités contient une multiplicité intégrale M, et une
seule passant par \.,, ayant en commun avec Wr—p, une multipliciié a
1 dimension, elc., avec p.,_,,  une multiplicité @ v — 1 dimensions. Le
liew géometrique de ces multiplicites M, lorsqi’on fait varier les n — v pa-
ramelres dont elles deépendent, est la multiplicite intégrale cherchée M,,.

Il suffit, en effet, de remarquer que la multiplicité intégrale Av — 1
dimensions située sur p,_, _ est la méme pour M, et pour toutesles M, ;
il n’y a alors qu’a appliquer le théoreme précédent a cette multiplicitd
intégrale & v — 1 dimensions.

Le dernier théoreme montre que le probléme de Cauchy pour le sys-
téme donné du genre n est ramené au probléme de Cauchy pour un nou-
veau systéme de genre v ; mais les coefficients de ce nouveau systéme dépen-
dent de n— v paramétres. Les nombres s, s,, 5., ..., 5, ont, d’ailleurs,
les mémes valeurs pour les deux systemes.

Nous dirons que U'entier v est le genre vrai du systeme.

Nous allons maintenant traduire analytiquement les résultats précé-
dents. Gardons les notations du § VI; ici il se présente une simplifi-
cation due i ce que s,, $,-,, ..., 5, sont nuls; par suite, il n’y a pas de
variables s =0, 50,

La multiplicité @,  est définie par

( :”;/_” = '.p‘["“(x,, Lgy «ovy Ty_q),
(Ayv=1) ) R

[ 5020 =gl (1, 21y -y e,
(By) Xy == gy &gy == Ap—1, ceey Ay= Ay

La multiplicité p,_, _, est définie par les équations précédentes, et,
en oultre,

s st = ol (2, X2y -+ .y Ty—z),
M) D ,
(V—2) (Y —2) ,
( Bsyn — P,y (Z1y Zay -+ s Ly—2)s
(By-1) : Lyemg == Ay—y}

et ainsi de suite, comme dans le cas général.
Nous pouvons maintenant prendre comme multiplicité p.._._, celle
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. o J , .
qui est définie parles n — ¢ -~ 1 == r, -+ 1 équations (B,),
Ly == Ay, Lyt == A1y ey Ty == Ay,
et pour multiplicités p,_,. celles qui sont définies par

S Zyp— @ =4 (By — ay),

Lyps — Qs == by (29— ay),

( Fr—r, ) |

Les résultats précédemment énoncés d’une maniere géométrique
peuvent maintenant s’exprimer de la maniere suivante :

Le systéme donné admet une intégrale, et une seule, pour laquelle
5y .ouy 5o sORL des fonctions de x,, x,, ..., 2, holomorphes au voisi-

nage de
xy =a, Xy = Uy, R &y A,

el se réduisent respectivement

Y- g la fonction arbitraire oY=V (z, 2y, ... Zy.q) | pour
Ay T
P PR
=i P BEETTRERE .
D5yt » Poyy (Z1; Zay ooy Zyy) &y ==y,
- Y2 .
S » OV (24, Xgy o v ey Ty—y) pour
..... Tyt =5 oy
s P SEET R ,
—2) =2
Sy s » P s (@1, 2y, ) Zy—y) Ly = Uy
............................................. . ,
) (1)
1 g 9 (1) pour
o ) Zy = Ayy wvnoy Tp == a
(1) 2 29 ) n ny
5% » @5y’ (1)

pour

LN gy o0 ey Xy =5y,
z » Ps 1 17 ’ n n

Pour obtenir ces fonctions, on remplace dans les équations du systéme
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différentiel donne

Ly par @+ G{xy-- ),

b4

X,  par A+ Loy (22— a,),

Lyps par aueo-+ L(xy—ay),

293

ou l'on regarde les t comme des constantes. Le nouveau systéme oblenu

admet alors une intégrale et une seule pour laquelle

., ¥V sont des
Sy—1

ol
gy e

Jonctions de z,, x,, ..., x, holomorphes au voisinage de

xyT=day, Zy== Ay, . ry=ay,
el se TC’CZLUSCZITZ rcspeclwement

(Y . (Yo . [

s a (g, 2y, .., 2yoy)  pour xr, = a,,

s A QYT &y, By oy Byy)  POUT Xy T Ay, Ty,

........... e e

sih a @i (zy) pour Xymdy, ..., &yI= dy,

35 a oy, pour x,=a,, Loy ay
(E=0, 9y ey Syeqs Jo 0, % ooy Sy k=1, 9, ooy 83 h==1,9, ...,8).

St dans les fonctions ainsi lrouvées on remplace les n — v paramétres

dont elles dépendent respectivement par

Tuir = Ay

b= ’
Loy ==
.............. ’
s Lp— Ay
tn——‘/ o— >
Aly - Ay

on obtient I'wniégrale cherchee du systéme primityf.

On voit en somme que, s¢ l'intégrale générale M, d’un sysiéme en
involution (c'est-a-dire de genre supérieur ou égal a n) dépend de
Jonctions abitraires de v —1 arguments, mais non de fonctions arbitraires

de v arguments, on peul ramener sa recherche a ¢

elle de U'intégrale M,

d’un systéme de genrev, par conséquent & un probleme avvariables inde-

pendantes; mais les cocefficients du noupeau sysiéme dépendent de

n—" param(:‘lres.

Il suffit, en effet, de remarquer que, M, ne dépendant pas de
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fonctions arbitraires de » arguments, on a nécessairement r, = o et,
par suite, le genre du systeme est exactement 2.

En particulier, si I'intégrale générale M, d’un systeme en involu-
tion ne dépend que de constantes arbitraires, on av = 1; le caractére s,
du systeme est nul et le systeme est completement intégrable. On
raméne la recherche de son intégrale & celle d’un systeme de genre 1,
¢’est-2-dire d’un systeme d’équations différentielles ordinaires. La
methode se redwit a celle de Lie-Mayer pour ['intégration des systemes
complétement intégrables. Siles équations du systéme sont résolubles
par rapport & dsz,, dz,, ..., dsg, les autres dilférentielles étant da,
dx,, ..., dx,, on remplace

x, par a,~+ ¢ (xr,—a),

x, par a,-+ by (X —a),

et 'on cherche I'intégrale du nouveau systeme pour que z,, 5,, ..., 3
se réduisent pour x,=a, & des constantes arbitraires données g,
@y, -..» G On remplace ensuile dans les fonctions obtenues ¢
Lt 7= Qi

&y —

Comme exemple, nous prendrons le plus simple possible, de
maniere toutefois & ne pas avoir un systeme completement inté-

grable; nous choisirons

par

vz, n=3, S =1, S==1.

Alors
1y 0, re==1, ry=23, r=>5.

L’équation suivante correspond & ce cas
&, dwy— 2,2 dry — (X320, 4 23+ 2 24) dey=0;
nous n’effectuerons pas la vérification et nous allons simplement
appliquerla méthode de Lie-Mayer généralisée pour trouver I'intégrale
générale de cette équalion. On voit facilement que le point
Zy:= 0, Zy== 0, Z3==0, x,=1, Xy =0
n'est pas singulier, que I'élément linéaire B, issu de ce point

dry=dr,=dxy=dzx,=o0
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est intégral; ici (P,) a pour équation
(Py) dzy=o0;
quant & (P,), on trouve facilement
(Py) dr,=dx,=o0

et I'on constate que cet élément E, est intégral; de plus, B, n’est pas
singulier.

On peut donc prendre ici pour variables désignées dans la théorie
générale par s, 519, x,, x,, @, respectivement x,, x,, &, Ty, Z;.

Il 'y aura donc une intégrale, et une seule, telle que

2, seréduise & f(z;) pour xy==o0, ax,=T1,

2, » 7 pour x,==o0, x,=1, Z;=O0.
Pour 'obtenir, il suffit de remplacer dans I’équation

L 1 par Ly,

ce qui donne
(tay—+1)da, — (tay-+ 1) 2y dey— (L2} -+ xo—+ X3+ 2y 25) dog=— 0.
Il faut d’abord chercher la fonction «, de z; qui se réduit a ¢ pour

xy=o0, lorsqu’on fait z, = f(=,), a, = o. Cette fonction est donnée
par

dor
2[;‘; =[f(x5) + x 25,
d’ou I'on tire
Ty cet 4-e? [ ¢ t flagy) dry=o¢(z).
0

11 faut ensuite chercher les deux fonctions x, et z, de x,, x; qui se
réduisent 3 /(;) et (=) pour x,= o. Elles sont données par
Jdzy .
duy, 8

PR Tk SN
- day txs—+1
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La derniere donne
x? r?

Ty a2
Z3 -+ a:lx5::(tx.3+1)[f(a's) +cxze? A4 xyet f e "'f(ifs)(l-fs],
. . 0

puis la premiere

2
3

EE I B
Xy T Xy Xy -+ ce? »+-e?/ e ? f(z;)dr;.
0
En remplacant dans la premiere formule ¢z, + 1 par 2,, on obtient
I'intégrale générale qui peut encore s’écrire

&y — xyy== F(y),

= 2, W (),

Ly~ & T
en posant

z et ad
F(a;) =ce? +e2 / ¢t f(ay)deg.

VIIT.

us allons, dans ce dernier paragraphe, nous occuper de certains
Nous allons, dans ce dernier paragrapl [ l {
systemes pour lesquels le systeme de M™ de Kowalewski déterminant
la multiplicité intégrale M, qui passe pav une multiplicité intégrale
donnée M, présente certaines propriéiés simples qui en rendent aisée
Pintégration. Ce systeme, en conservant les notations du § 111, est, en
nous bornant au cas de s, ., = o, résolu parrapport i

Jz J3, s,
S22 L., 2l
Jux Jw Ju

les seconds membres dépendant des variables et des dérivées du
premier ordre des fonctions inconnues z, par rapport aux variables
indépendantes z,, @, ..., 2, autres que .

Sil’on résoutle probleme de Cauchy pour une équation aux dérivées
particlles du premier ordre & une fonction inconnue, on est ramené
précisément, par un changement de variables indépendantes, 2 un
systeme de M de Kowalewski, mais od les seconds membres ne dépendent

, ., Js , R
pas des deripées 0—:‘ Alors on est ramené en somme & un systéme
L Y

d’équations différenticlles ordinaires.
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Cherchons dans quels cas ce méme fait se produira. En désignant
comme nous I'avons fait au § 111, pare, eV, e, .., &P les p +1 élé-
ments linéaires

(e de _ dr, _dr,  ds, _ _dz,,
*) TS e T T T oEs T T 5.
dx Ox

[¢] de _day  dee A e
: o f o 3, t 03,
Jdixy PEN

......................................... ,

|efr'] —(—{r fted {«l{’ mImL LT ('»lfﬂ- -= l{i‘-— =z, L LET ~(-[4—:,'5)- b
- 0 o 1 0z, 3.,
e T

les équations de M™ de Kowalewske expriment que Uélément e est intégral
el associe a Uélément I » [, e®, ..., &P, sous la seule condition que cet
dlement B, soil intégral.

Cela étant, supposons que les équations de M™¢ de Kowalewski ne

. as; NPT
dépendent pas des S C est-h-dire en somme dee, ..., e®. Alors les
Ry
Jz ds . . . Y
valeurs de 52 -0 —= qu'elles déterminent fournissent un élément

linéaire intégral €, uniquement dépendant du point d’ot il est issu et
qui est associé @ rous les éléments lincéaires B p passant par ce point; cav
nn ¢lément B arbitraire peut toujours se déduire linéairement de e et
d'un élément de la forme [e), &, ..., eP].

En somme, i passe par chaque point de Uespace un élément linéaire
intégral jouwssant de la propriété d’éire associc a un élément linéaire
intégral quelconque issu du méme point.

Cet ¢lément linéaire est nécessairement singulier, car il appartient
4ot dléments intégraux B, ; nous dirons qu'il est caractéristique.

En général, un élément intégral B, issu d’un point non singulier
de Uespace est dit caracléristique s’ est associé a un élément linéaire
intégral quelconque issu du méme poine.

Tous les éléments linéaires contenus dans un élément caracté-
ristique B,(A>1) sont cux-mémes caractéristiques et le lien des ¢lé-
ments linéaires caractéristiques est nécessairement un élément plan
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caractéristique, qui est le plus grand élément caractéristique issu du

point. , ‘
Pour obtenir analytiquement les éléments linéaires caractéristiques

issus d’un point donné non singulier, désignons par
dx;, Oxy ..., OX,

les coordonnées d’un tel élément, et par
dzy, dxy, ..., dr,

les coordonnées d'un élément linéaire intégral variable issu du méme
point. On aura, pour déterminer les Sz, les équations

a; 0z, 4 ...+ a,.dx,= o,

Loz, +...4 .0z, = o,

2a,dr; 0z, 4.+ Za,; dre; dx,= o,
 Blpdedxy . -2l day bz 0,

ol les notations sont les mémes qu’au § I (*). De plus, ces équations
doivent avoir lieu quels que soient

dxy, dxy ..., dr,,

sous la seule condition que ces quantités vérifient les équations (1) en

nombre s,
5 ardz,~+...+a dx,=o0,

(1) S ,
' Lidey 4+...+ . dz, =o.

Par suite, I'équation en dz,, ..., dz,,

Eau dx; d.Z'1+. o= Za,.,' Bxl dz,=o,

(1) On a posé simplement

__da;  Odap ol; dly
= dwp Owy’ T dap day
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doit étre une conséquence des équations (1); autrement dit tous les
nuneurs a s -+ 1 colonnes de la matrice

‘a, a, e a,
(A)
l A .. i
Yaidr; Xaydx; ... Za.dx;

dowvent éire nuls. 11 en estde mémesi I’on remplace dans cette matrice
la dernitre ligne par less —1 lignes analogues déduites des s —1 der-
nieres équations (1), ce qui donne les matrices (B), ..., (L).

En définitive, les dquations qui déterminent les éléments linéaires
caractéristiques sont de deuz sortes : d’abord les s équations

5 a; 00y 4. .. A= @, 0, = o0,
(1")

...................... y

( by ...~ 1.0, =0,

qui expriment que cet élément est intégral; ensuite les équations obtenues
en annu'ant tous les mineurs @ s+ 1 colonnes des s matrices (A), ..., (L),

a, a,
A
( ) ll ll- 2
Xa,;dx; a,; dx;
....................... ,
a, a,
([J
: L 3
.‘Jl“-&r[ . El,.,-é\t,‘;

Si parmi ces équations il y en a moins de rindépendantes, il existe
des ¢léments linéaires caractéristiques et ces équations déterminent
leur lieu, ¢’est-a-dire le plus grand élément caractéristique issu du
point.

.St le systeme donné est completement intégrable, deux éléments
linéaires intégraux quelconques sont associés et, par suite, les équa-
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tions des éléments caractéristiques doivent se réduire aux équa-
tions (1°); les mineurs principaux des matrices (A), ..., (L) sont de
degré s en tenant compte de (17).

Voici maintenant quelques propriétés fondamentales simples des
¢léments caractéristiques :

Etant donné un élément caracteristique B, tout élément intégral non
singulier E, contient E,, sinon, en effet, le plus petit élément contenant
E, et B, serait au moins & n + 1 dimensions et il serait nécessairement
intégral puisque B, et E, sont associés; I'¢lément intégral E, appar-
tenant & un élément intégral B,., ne serait donc pas singulier. Bien
entendu 2 désigne le genre du systeme donné.

St par tout point’“i;ingu/[er de Uespace il passe un élément caractéris-
tique, le systéme différentiel donné est de premiere espéce. Car soit € un
¢lément linéaire caractéristique, tout ¢lément intégral non singulier
E, contenant e, il existe certainement des éléments intégraux B,_, qui
ne contiennent pas ¢, ct naturellement, parmi ces éléments intégraux
il y en a qui ne sont pas singuliers (*). Soit E,_, 'un d’eux. Par K,_,
passent oo’v ¢léments intégraux E, et 'un d’eux au moins n’est pas sin-
gulier, c’est-a-dire contient ¢; si r, est au moins ¢gal & 1, il y aurait
au moins un élément intégral B, autre que (B,_,, ), soit (K,_,, & );
mais alors 'élément (B,—,, €, €") serait intégral et I'¢lément non singu-
lier (B,—,, ¢) appartiendrait & un autre élément intégral & n +1 di-
mensions, ce qui est impossible. Il faut donc que r, soit nul, ¢’est-a-
dire que le systeme diflérenticl donné soit de premitre espice. Il n'y
a donc que les sysiémes de premicre espéce pour lesquels il puisse exister
des éléments caracléristiques.

On voit de laméme maniere que s'¢l existe un élément intégral carac-
eristique By, le genrevral du systéme est au plus n — p + 1. Car il existe
certainement un élément intégral E,_, non singulier n’ayant aucun
¢lément commun avee E ;5 tout ¢lément intégral non singulier B, pas-
sant par B,_, doit contenir E,, il est donc¢ déterminé d’une maniere
unique et Uon peut le désigner par (B,—,, E,). St E,_, appartenait i
un autre élément intégral K,, I'élément (B,, ) secrait intégral et

Py

(') Sinon tout élément intégral non singulier E,-; scrait assujetli & une condilion
d'¢galité : celle de contenir e.
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aurait au moins 7n+ 1 dimensions; il contiendrait d’autre part
(E,—p, E;) qui serait par suite singulier. Donc E,_, appartient & un
scul élément intégral E,. Par suite, enfin, le genre vrai du sysieme est
au plus n — p +1.

On peut ajouter que s'il existe un élément intégral non singulier B,_,
conlenant BB, le genre vrai est au plus n — p. Car 1l existe toujours un
¢lément intégral E,_,_, contenu dans E,_, et n’ayant aucun élément
commun avec E,. Si un élément intégral & » dimensions passant par
E,—p— contient i, il contient aussi B,_, et, par suite, est complete-
ment déterminé et unique, puisque I'¢lément intégral non singulier
~ E,_, appartient & un seul élémentintégral & » dimensions E,, qui lui-
“méme n’est pas singulier. Si maintenant il passait par B,_,_, un autre
¢lément intégral B, 'élément (K, B,) serait au moins & n + 1 dimen-
sions ¢t intégral; d’autre part, il contiendrait (B,_,_,,E,), c'est-a-
dire E,_,, ce qui est impossible, car il ne passe par E,_, aucun élément
intégral & plus de n dimensions. Done, par E,_,_, passe un seul élé-
mentintégral & n dimensions; donc, enfin, le genre vrai du systeme est
au plus n — p.

De ces propriétés découle la suivante qu'il suffira d’énoncer pour
que la démonstration en paraisse évidente :

Si pour un systéme différentiel de genre n, il passe par chaque point
non singulier de Uespace un élément caractéristique a p dimensions,
toutes les multiplicités intégrales non singulicres M, qui passent par un
point non singulier ont en commun un élément a p dimensions issw de ce
point, et réciproguement.

Voyons maintenant quel parti on peut tirer de existence d’éléments,
caractéristiques pour la détermination de multiplicités intégrales non
singulieres & » dimensions. '

Supposons d’abord qu'il existe un élément lincaire caractéris-
tique. Alors cet ¢lément linéaire fait correspondre & tout point arbi-
traire de espace une certaine droite D passant par ce point. Comme
on le sait, il existe une famille de courbes (multiplicités & une dimen-
sion) telles qu’en chacun de leurs points elles soient tangentes & la
droite D correspondant i ce point; ces courbes dépendentde r— 1 pa-
ramitres et par chagque point non singulier de I'espace il en passe une
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et une seule, Nous les nommerons courbes caracteristiques; ce sont évi-
demment des courbes intégrales.

Cela étant, considérons une multiplicité intégrale non singuliere M, ;
en chacun de ses points non singuliers elle admet un élément inté-
cral E, non singulier qui, par suite, contient I'élément caractéris-
tique  issu de ce point; autrement dit, en chacun de ses points, la
multiplicité M, est tangente a la droite D correspondant i ce point.
Sur M, il existe donc une famille de courbes tangentes en chacun de
leurs points & la droite D correspondante; ces courbes dépendent
de n — 1 paramitres et par chaque point non singulier de M, il en
passe une et une seule. Mais il est évident que ces courbes sont des
courbes caractéristiques; donc, on arrive au résultat suivant :

Toute multiplicité intégrale non singulicre M, est engendrée par une
famille de courbes caractéristiques dépendant de n — 1 paraméltres; par
chaque point non singulier de M, 1l passe une de ces courbes et une
seule. St deux multiplicités intégrales non singulicres M, ont un point non
singulier commun, elles ont en commun toute la courbe caractéristique
ssue de ce point.

II résulte de la qu'étant donnée une mudiiplicité intégrale M,_, non
singulicre et non engendrée par des courbes caractéristiques, on aura la
multiplicité intégrale M, qui passe par M, en faisant passer par chaque
point de M,,_, la courbe caractéristique issue de ce point.

On a donc ainsi la solution du probleme de Cauchy lorsque M,
n’est pas engendré par des courbes caractéristiques.

Nous allons maintenant démontrer ces résullats analytiquement, ce
qui nous permettra de voir nettement i quoi se réduit le probleme de
Iintégration lorsqu’on connait les courbes caractéristiques.

Dans le cas ol nous nous sommes placé, les courbes caractéris-
tiques sont données par un systeme de r — 1 équations aux différen-
tielles totales; ce sont les équations trouvées précédemment qui dé-
terminent 'élément caractéristique issu de chaque point de I'espace.
Soient

yi=0Cy, Vo=, cey FYr—1=Cpy

r —1 intégrales premieres indépendantes de ces équations; elles dé-
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terminent les courbes caractéristiques. Faisons un changement de va-
riables en prenant pour nouvelles variables y,, ., ..., y,_, et une #
quantité y, indépendante des r — 1 premieres. Avec ces nouvelles va-
riables, le systeme des éléments linéaires intégraux et des éléments
linéaires associés n’est pas changé: par suite, le systeme d’équatiorns
aux différentielles totales qui détermine les éléments caractéristiques
reste le méme; ¢’est donc

dyy=dy,=...=dy,.,=o.

Les équations du systeme transformé devront donc d’abord étre vé-
rifiées pour dy, =...=dy,., = o; par suile, on pourra mettre ce sys-
teme sous la forme

\ dyy -+ by s dYsii—t oAby Ay, =0,
(l>l A R T T 5
» dys—+ bsso1 @Y s+ oo~ by g dyp =0,
les b dépendant de y,, ., - .., ¥, Berivons maintenant que I'élément
intégral '
dy __ _ dy,rq _dy,

&) [o] L

est associé a tout autre élément intégral (dy,,...,dy.); on aura
d’abord
(2_{)_1.3#1

dy,

b, ..
dyspq .o~ ——jy—l dy,—y=o,

sous la seule condition que les dy satisfassent & (1),; ¢’est-a-dire, on.
aura
Oery _ 9bires

dy, T oy =%

autrement dit, enfin, tous les coefficients b sont independants de y,.
Le systéme transformé peut donc se mettre sous une forme telle qu’il ne
reste plus trace, soit dans les coefficients, soit dans les différentielles, que
des r — 1 variables
Yo Yo e Yrers

On voit donc bien que le nombre des variables est réduit d’une unité;
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pour chercher les multiplicités M, du systeme primitif, il suffira de
chercher les multiplicités intégrales M,_, du nouveau systtme. Le
genre de ce nouveau systéme est diminué d’une unité, mais le degré de
Uindélermination n’a pas changé. Seulement, le nouveau systeme peut
n'étre plus de premiere espece.

Ainsi, dés que l'on a intégreé les équations différenticlles des caracteris-
tiques, on est ramené @ un nouveau sysiéme différentiel avec une variable
de moins, le genre ayant subt aussi une diminution d’une unité; on a

o [ ' [
s'=s, s =15y, ce Sho1 == Sne1

n'=n-—1,
r'=r-—i, ri=ry—1 cey A P B

Passons maintenant au cas ot i/ passe par chaque point de lespace un
élément caractéristique B, a deux dimensions aw moins. Les équations
linéaires en dx, ..., dx, qui déterminent E, sont alors au nombre de
r— p indépendantes. On pourrait croire que ces équations ne déter-
minent pas en général un systeme différentiel completement inté-
grable; mais i n’en est rien. Ce systéme différentiel, que nous appellerons
systéme dyfférentiel caractérislique, est toujours complétement inte-
grable.

Pour s’en rendre compte, il sullit de choisir dans chaque E, un élé-
ment linéaire particulier e, ¢’est-a-dire il suffit I’ajouter au systeme
différentiel caractéristique p —1 équations linéaires quelconques,
mais déterminées. On a ainsi un systeme de r— 1 équations indépen-
dantes, qui est, par suite, completement intégrable et dont nous dési-
gnerons par

J’n .,1'21 AR ] )/I"-i

un systeme de r—1 intégrales premieres indépendantes. Par un chan-
gement de variables, les équations du systeme, comme nous I'avons
vu tout & 'heure, ne dépendent plus que dey,, ... ,y,._,. Le systeme
différenticl caractéristique se change donc en un systeme de r—p
équations, mais & r—-1 variables. On raisonne sur celui-ci comme sur
fe premier jusqu’a ce qu’on ait réduit les variables 4 n’étre plus qu'an
nombre de r— p, soit
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Alors il est clair que le systeme différentiel caractéristique n’est

autre que
dzy=ds,=...=ds,_,=o.

Donc, le systéme dyfférentiel caractéristique est complétement intégrable
et l'on peut, par un changement de variables, mettre le systéme donné
sous une forme telle que ses cogffficients et les différentielles ne dépendent
plus que des r — p intégrales premicres du systéme caractéristique.

On voit encore qu’il existe une famille de multiplicités ¢ p dimensions
admettant en chacun de leurs points Uélément caracteristique Ep,; on les
appelte multiplicités caractéristiques. Elles dépendent de r — p para-
mélres et, par chaque point non singulier de !espace, il en passe une et
une seule.

Toute multiplicie iniégrale non singulicre M, est engendrée par une
Jamille de multiplicités caractéristiques dépendant de n — p paramétres. Il
passe une et une seule de ces multiplicites par tout point non singulier
de M,,. Si deux multiplicités intégrales non singuliéres a n dimensions ont
en commun un point non singulier, elles ont en commun la multiplicité
caractéristique issue de ce point.

Si une multiplicité intégrale non singuliere M,_, n’a en commun,
en chacun de ses points, aucune courbe avec la multiplicité caracté-
ristique issue de ce point, pour avoir la multiplicité intégrale
unique M, qui passe par M,_,, il suffit de faire passer par chaque
point de M,,_, la multiplicité caractéristique issue de ce point.

Enfin, la délermination générale de Uintégrale M, revient a l'intégra-
tion d'un nouvcau systéme différentiel dont le genre s'est abaissé de
p unités, ainsi que le nombre des variables, mais qui a méme degré d’inde-
termination que le sysiéme donné.

Il suffit, pour voir ce dernier point, de se rappeler que le genre vrai .
du systeme donné est, au plus, » — p 4+ 1; par suite, que I'on a

$Sh=8p—1==+.+. = Sp—p+1—O.

On a alors

n'=n—p,
Spep == Sp—ps ceey sy =8, s'=s;

[ U S e ey —
7',,'__!,»-—‘3,‘_[,_—],,‘._[,——/), ey ry=r, P, r=r P.

Mais il ne faut pas oublier que la réduction & ce nouveau systeme
Ann. de I"Ec. Normale. 3* Série. Tome XVII. — Aour 1gor. 39
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suppose la détermination préalable des multiplicités caractéristiques.
Laméthode de Lie-Mayer généralisée permet de ramener & un systeme
de genre n —p +1 (au lieu de » — p) sans intégration préalable;
mais ce systeme dépend du probleme particulier de Cauchy que I'on
veut résoudre.

Enfin, remarquons que si le nombre des variables du systeme diffé-
rentiel donné peut étre réduil de p unités par un changement de
variables convenable, le systeme différentiel caractéristique est néces-
sairement formé, au plus, de r —p équations indépendantes; on a
donc le théoreme suivant, énoncé pour la premiere fois sous une
forme légerement différente par M. von Weber ('), et qui n’est lui-
méme qu’une généralisation d’un théoreme di & Frobenius pour les
systemes d’une seule équation :

Le nombre minimum de variables dont, par un changement de
variables, on peut faire dépendre les coefficients et les différentielles d’un
systeme donné est dgal au nombre des équations linéairement indcpen-
dantes de son systéme différenticl caractéristique; Cintégration de ce
systéme caractéristique fournit ces variables.

Enfin, pour terminer ce sujet, nous allons démontrer I'existence
d’éléments caractéristiques dans les systémes dyfférentiels de premicre
espcce et de caractere égal a un.

Prenons un systeme différenticl de genre n et pour lequel on ait
s, =15 alors les nombres s,, 5,, ... ne peuvent pas dépasser s,, c’es(-
a-dire I'unité, et 'on aura, pour fixer les idées,

SITT S TIL L LT Sy =1, Sy==...==8,==0;
v est le genre yrai (qui peut étre égal i ).

Cela étant, considérons un point non singulier E, et I’ensemble des
¢léments linéaires intégraux issus de ce point; ils forment un élé-
ment B, ,,; dans ce qui va suivre nous ne parlerons que d’éléments
situés dans B, .,, c’est-d-dire d’éléments formés d’éléments lincaires
intégraux. (On a d'ailleurs r, -1=n +v —1.)

Prenons un élément intégral i, et un élément linéaire ¢ non contenu
dans E,; le lieu des éléments linéaires (intégraux) associés 4 € est un

(1) Loc. cit.
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¢lément & r, 4+ 1 — s, =r, dimensions; cet élément coupe donc E, sui-
vant un élément H,_, (hn+r, —r +1=n—1 dimensions); tous les
éléments linéaires contenus dans H,_, sont alors associés b E, et i ¢,
¢’est-a-dire a I'élément B, : (E,, ).

Prenons maintenant un élément linéaire ¢ non contenu dans E,,,;
le lieu des éléments linéaires associés i ¢ est encore un élément i
r, dimensions qui coupe H,_, suivant un élément & n — 2 dimensions
aumoins I,_, et tous les éléments linéaives de H,_, sont associésa E,, ,
etae, c’est-d-dire a Uélément B, : (E,.,, ¢).On peut continuer ainsi de
proche en proche : on aura un élément H,_, dont tous les éléments
lin¢aires sont associés & un élément B, 5, et ainsi de suite, jusqu’a ce
que, enfin, on arrive 2 un élément H,_,., dont tous les ¢léments seront
associés & un ¢élément K,,,_,, c¢’est-b-dire & E, ;. Autrement dit, il
existe un élément H,_,., dont tous les ¢léments linéaires sont inté-
graux ct associés & un ¢lément linéaire intégral quelconque. Cet ¢élé-
ment H,_,., est donc caractéristigue.

Il résulte de 1a que le systéme différentiel donné de gerre n, de genre
vrai v et de caractére 1 admet des multiplicites caracteristiques a
n — vy -1 dimensions. Il se raménera alors, aprés la détermination de
ces caracléristiques, ¢ un systéme de genre v — 1.

Ce résultat s’applique & une senle équation de Pfaff (pourvu qu’elle
soit e premitre espice). On retrouve ainsi les multiplicités caracté-
ristiques des systemes d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre a une scule fonction inconnue.

En particulicr, si {'intégrale géncrale d’un systéme differentiel dépend
d’une seule fonction arbitraire d’un seul argument (et de constantes
arbitraires), 'intégration se raméne a celle du systéme caractéristique,
complétement intégrable, et a celle d’'un sysiéme d’équations differen-
tielles ordinaires (*).

4

(1) M. Beudon a démontré ce résultat pour un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles 4 une fonetion inconnue. Il g'est, dans une série de Notes et de Mémoires, oceupé
des équations aux dérivées partielles de cette nature qui admetient des multiplicités
caractéristiques au sens donné a ce mot dans le texte. Foir, en particulier, Sur les sys-
témes d'équations aux déripées pariielles dont les caractéristiques dépendent d’un
nombre fini de constantes arbitraires ( Annales de U’Ecole Normale, t. X1, supplément,

p- 3-51; 1896).
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Si I'intégrale générale d’'un systeme de premiere espece dépend
d’une fonction arbitraire de 1, 2, ..., v —1 arguments (et de con-
stantesarbitraires), v — 1 étant au moins égal a 2, on peut démontrer (')
que le systeme peut, sans intégration, se mettre sous la forme sui-
vante : d’abord, un systéme de s — 1 équations complétement inté-
grables; ensuite, une s®™¢ équation qui peut se mettre sous la forme

dzs — pydzxy—...— py_yday_y=o0,

par lintégration convenablement conduite du systeme différentiel
caractéristique.

Le probléme de !"intégration du systéme différentiel caractéristique
r’est pas, en effet, un probléme quelconque d’intégration d’'un systéme
complétement intégrable d’équations aux différenticlles totales. Pour s’en
rendre compte, imaginons qu’on ait trouvé une intégrale premicre y,
et considérons dans l'espace la multiplicité y,=C, ol C est une
constante arbitraire.

Considérons alors, en un point arbitrairec A de cette multiplicite,
I'élément B,_, : dy,= o; I'élément caractéristique B, issu de A est
nécessairement contenu dans 'élément E,_, ; mais si I'on cherche les
éléments linéaires intégraux de B,_,, qui sont caractéristiques par rap-
port aux seuls éléments de B,_,, on peut, dans certains cas, en trouver
qui ne sont pas contenus dans E,, de sorte qu'on obtient un ¢lément
caractéristique E, contenant E, (¢ > p), mais qui n’est caractéristique
qu’autant qu’on ne sort pas de I'élément E,_,. Autrement dit, le
systeme différentiel caractéristique, du sgystéme donné, ot 'on ferait
y.=C, dy,= o, peut contenir plus d’une équation de moins que le
systeme caractéristique primitif. On cherchera une intégrale pre-
miere y, de ce nouveau systeme, et ainsi de suite; on arrivera 4 un
certain nombre d’intégrales premieres y,, ¥., ..., ¥, de telle manitre
qu'en faisant y, = C,, ..., y,=C,;, le systeme différenticl obtenu ait
toutes ses équations caractéristiques vérifiées.

Il est clair alors que les équations du systeme donné peuvent toutes
se mettre sous la forme

o dy~+...+opdy,=o0

(1) Poir, en particulier, voN WEBER, loc. cit.
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et 'on concoit que, par un choix convenable des s équations linéaire-
ment indépendantes qui définissentle systeme, ceux des coefficients a,
qui sont indépendants entre eux etindépendants des y, définissent les
intégrales différentes des y du systeme différentiel caractéristique.

(est d’ailleurs ainsi que I'on procede pour une seule équation de
Pfalf. Prenons, pour fixer les idées, une équation & quatre variables
coefficients quelconques. Si I'on représente un élément linéaire par
un point d’un espace R, & trois dimensions, les éléments linéaires
intégraux sont représentés par les points d’un certain plan (P) de cet
espace, ct les images de deux éléments linéaires intégraux associés
sont tels que la droite qui les joint appartienne & un certain complexe
linéaire. Or, dans’espace ordinaire, les droites d’un complexe linéaire
situées dans un plan (P) passent toutes par un point fixe A du plan.
Le point A est done 'image d’un ¢lément linéaire caractéristique. Le
systeme différentiel caractéristique admet donc trois intégrales pre-
micres indépendantes. On en cherchera uney,, ce qui déterminera dans
I'espace R, un plan (Q). Les éléments linéaires intégraux satisfaisant
a dy, = o ont alors pour images, dans R,, des points appartenant a la
fois & (P) et 2 (Q), ¢’est-i-dire les points de la droite (D) d’intersec-
tion de ces deux plans. Mais, maintenant, deux points quelconques de
celte droite sont associés, de sorte qu’on a un second systeme différentiel
caractéristique formé d’une seule équation [I’équation de la droite (D)
dans le plan (Q)]. Soit y, son intégrale premitre. Alors

dy,=dy,=o

sont, si I'on veut, les équations de la droite (D); I'équation du
plan (P), qui n’est autre chose que I'équation de Pfafl donnée, est
alors de la forme
dys—ysdy1=0,
¢t y, est la troisitme intégrale premiere cherchée, car il est évident
que le systeme caractéristique de 1’équation mise sous sa nouvelle
forme ne peut étre que
dy,=dy,=dy;=o.

Pour prendre un autre cxemple, considérons le cas de deux équa-

tions & six variables. Le genre du systeme est, dans le cas général,
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égal & 2 = —— On peut représenter un élément linéaire par un point
2 1

dans un espace R; a cinq dimensions. Les images des éléments
linéaires intégraux sont alors situées dans un espace R, & trois dimen-
sions et, dans cet espace, les droites qui joignent deux points associés
appartiennent & deux complexes linéaires. Nous avons vu, au § II, que
trois cas pouvaient se présenter; prenons le dernier, celui ol les
droites du complexe sont les droites passant par un point fixe A de R,
et, en outre, les droites situées dans un certain plan (P) passant par A.
Il 'y a donc ici un ¢lément linéaire caractéristique dont 'image est A.

Le systeme difféventiel caractéristique admettra cing intégrales
premieres indépendantes. On en cherchera d’abord une y,; en rem-
placant y, par C, on aura dans Ry un espace R, qui coupera R, sulvant
le plan (Q); dans R,, les images des ¢léments linéaires intégraux sont
situées dans ce plan (Q), qui passe naturellement par A et, dans ce
plan (Q), les droites joignant deux points associés sont les droites
issues de Aj; il y a donc encore ici un seul ¢lément lincaire caracté-
ristique; le nouveau systeme caractéristique est formé de quatre équa-
tions qui définissent le point A dans R,. Soit y, une intégrale premiere
de ce nouveau systeme. Elle définit dans R, un espace R} qui coupe (Q)
suivant unc droite (D) passant par A; mais alors (ous les points
de (D) sont associés entre cux. Le nouveau systéme caractéristique
est done formé des dewx équations qui définissent (D) dans R}, Il n’y
aura qu'h chercher deux intégrales premieres indépendantes y, et y,
de ce systeme.

On aura ainsi quatre intégrales i chercher, par des opérations
respectivement d’ordre 5, 4, 2, 1.

En réalité, on peut encore simplifier cette intégration apres la pre-
miere opération et se borner a trois intégrales données par des opéra-
tions d’ordre 5, 3, 1. Mais, pour cela, il faut faire entrer en considé-
ration certaines équations covariantes, ce qui sort du cadre de ce
Mémoire.

11y a encore un cas o I'intégration se simplifie : ¢’est cclui ol 'in-
tégrale premiere y, donne un espace R, contenant le plan (P), c’est-
a-dire le cas o les trois dquations qui définissent (P) admetient une
combinaison intégrable. Dans ce cas, les images des éléments linéaires
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intégraux du nouveau systeme sont les points de (P) et ces points sont
tous associés enire eux; le nouveau systeme caractéristique est formé
par les deux équations qui définissent (P) dans R,. En les intégrant,
on aura deux intégrales premibtres y. et y,, et les équations de (P)

dans R, sont alors
dy,=dy,—= dy, = o.

L’espace R;, licu des images des éléments linéaires intégraux, pas-
sant par (P), les deux équations qui le définissent, ¢’est-h-dire les
équations données, sont de la forme

dy, iy d)’: == 0,
dys— ysdy,= 0;

¥ et ys sont les deux intégrales premitres autres que y,, Y., Y- On a
ici, par la méme occasion, une forme canonique du systeme.

Les opérations a effectuer, dans ce cas particulier, sont d’ordre 3,
2, 1, car il suffit, en somme, d'intégrer les trois équations qui
définissent le plan (P), ces (rois équations se trouvant former un
systeme complétement intégrable.



