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THÉORIE MATHÉMATIQUE DU JEU,
PAU M. !.. BACHELIER,

DOCTEUK ES SCÎKNCfô.

Ï N T B O D T J C T I O N .

La théorie (lu jeu constitue encore aujourd'hui la plus belle étude (lu
calcul des probabilités, auquel elle a donné naissance. Le calcul des
probabilités, bien que nécessairement abstrait, ne coinporle pas de
dilticultés insurmontables. Ses progrès toutefois ont été lents et peu de
théories inatliémaliques ont donné lieu à un aussi grand nombre d'in-
l.erprétalions (ii^ronéi^s.

:l,a théorie du jeu, présentée sous une (ornie irréprochable depuis
quelques années, comportait de nombreuses lacunes que celte étude
vieni en partie combler» Les problèmes réellement importants, ceux
qui, à toutes les époques, ont attiré l 'attention des géomètres, sont rela-
tifs aux épreuves répétées; ils constituent l'objet de ce travail.

En le composant, nous nous sommes proposé de suivre une voie
directe, né^li^eant a dessein plusieurs questions intéressantes qui
s'écartaient de notre sujet. La théorie du jeu y est nettement divisée en
trois problèmes dont la solution, jusqu'ici partiellement connue, est
entièrement établie.

NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES PROBABILITÉS.

L On^p^lkprohabilaé d'un événement le rapport du nombre des
cas favorables à l'arrivée de cet événement au nombre total des cas
possibles, ! ^ 1 ! ' ^ !

La probabilité d'amener le point quatre, par exemple, avec uo dé
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est /r parce que six cas peuvent se présenter quand le dé est jeté sur le
tapis et qu 'un seul est favorable à l'arrivée du point quatre. La pro-
babilité de retourner un roi sur un jeu de 3i cartes est .,: il y a en

effet Sa cas possibles et 4 favorables ; la probabilité est donc — ••= —
Cette déf in i t ion de k probabilité suppose toujours que les cas sont

également vraisemblables.
Dans le premier exemple donné ci-dessus, il faudrait se garder do

dire : le dé peut montrer le point quatre ou il peut montrer un au t re
p o i n t : il y a donc deux cas possibles dont un favorable : la probabilité
est-- Les deux cas possibles ne sont pas également vraisemblables.

*^s
La probab i l i t é est toujours comprise entre zéro et un ; cette dernière

valeur correspond à la certi tude,
Dans le langage ordinaire, on dit qu'un événement a neuf chances

sur dix de se produire pour exprimer que sa probabil i té est 0,9.

2. Principe delà probabilité totale. — Si l'on partage les cas favo-
rables à l'arrivée (F un événement en différenu groupes, la probabilité de
l'événement sera la somme des probabilités pour qu^il appartienne à
chacun des groupes»

On additionne en effet des fractions de même dénominateur en addi-
t ionnant les numérateurs.

Le choix des groupes est arbi traire , sous la condition de comprendre
dans ces groupes tous les cas possibles sans qu^ucun s'y rencontre
deux fois.

La probabilité d'amener avec deux dés une somme de points supé-
rieure à dix est égaleà là somme des probabilités pour amener T n ou î2 .

La probabilité d'amener le point 2 on le po in t 5 avec deux dés n'est
pas représentée par la probabilité pour amener 2 ajoutée à la proba-
bilité pour amener 5. On peut / en eiïet, les amener tous deux; le
point 2,5 considéré une première fois comme contenant 2 ne doit
pas être compté-une seconde (bis comme contenant 5.

3. Principe de la probabilité composée. — Lorsqu'un événement E
dépend du concours de deux autres, E ^ , ll^, et que l'arrivée de E^ est subor"
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donnée à celle de E,, la probabilité de E est égale au produit de la proba-
bilité de E, par la probabilité qu'acquiert Ea quand on suppose Ei arrivé.

Soit en effet p. le nombre des cas qui peuvent se présenter quand on
attend l 'événement E; sur ces y. cas, il y en a, par exemple, m favo-
rables à l'arrivée de E^ et, parmi ces m cas, n favorables à l 'arrivée

ri-; or
^
n _ m n
[j. \j. m

de Es, la probabi l i té de E est -; or

m est la probabi l i té de E, et nL est la probabilité qu'acquiert Ea quand
on suppose E, arrivé : le pr incipe est donc démontré.

4. En particulier : Si les événementsV^, E^ sont indépendants, la pro-
babiUté de E sera égale au produit des probabilités de E, et Ea.

Ce p r i n c i p e serait encore vrai dans le cas d 'un événement composé
d é p e n d a n t de plusieurs événements E ^ , Ea, E.^...

On a, souvent commis des erreurs en confondant le cas particulier
de la probabi l i té composée avec le cas général, et en considérant comme
indépendantes des probabili tés qui ne l 'étaient pas.

5. La probabilité d'un événement étant p, quelle est la probabilité
pour que r événement ne se produise pas en n épreuves.

La probabi l i té pour que l 'événement ne se produise pas à la pre-
mière épreuve est i — p .

La probabi l i té pour qu'il ne se produise ni à la première ni à la
seconde épreuve est égale, d'après le principe de la probabilité com-
posée, au p rodu i t de la probabilité pour qu'il ne se produise pas à la
première épreuve, mult ipl iée par la probabilité pour que, ne s 'étant pas
produit à la première épreuve, il ne se produise pas à la seconde; c'est-
à-dire est égale à (i — p)2; etc.

La probabilité pour que l'événement ne se produise pasen n épreuves
est donc

(i-p^.

Cette probabilité décroît constamment lorsque^ croît; la probabilité
Ânn, de l'Éc. Normale. 3e Série, Tome XVIII,— AVHIL rgoi. ^
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de l'arrivée de l ' événement f in i t donc par devenir une quasi-cert i tude.

6. Dans un jeu de 32 caries, on lire deux cartes au hasard, quelle est
la probabilité de tirer deux rois?

Le nombre des cas possibles est le nombre des combinaisons de
32 objets 2 à 2, c'est-à-dire : ̂ —^; le nombre des cas favorables est celui

/ 9

des combinaisons de 4 objets 2 à 2, c'est-à-dire ; - ;̂ la p robab i l i t é
/ 9

cherchée est donc : -——•3 2.31
On peut auss i résoudre celte ques t i on en employant le pr inc ipe do

la probabilité composée : la probabi l i té pour re tourner deux rois est
égale au produi t de la p robabi l i t é pour re tourner un roi au premier
tirage m u l t i p l i é e par la probabilité pour que, ayan t déjà retourné
un roi, on en tourne un second au second tirage. La p robab i l i t é de

/ i2

tourner deux rois est donc : ̂ - :— puisque, au second t i rage, i l reste
3i cartes dont 3 rois.

Dans les mêmes condi t ions , la probabi l i té pour tirer au inoins un roi
est égale à la probabi l i té pour re tourner un roi au premier tirage, plus
la probabil i té pour en amener un au second tirage si, au premier, on
n'a pas retourné un roi, c'est donc : ̂ l- 4" ̂  :.'—1 o'.-i 3*2 3i,

7. On mêle un grand nombre de jeux de 32 cartes ; quelle est la pro-
babilité de tirer quatre cartes noires de suite'?

La probabil i té de tirer une noire e s t n ^ ? le nombre des cartes é l a n f
supposé i ndé f in i , la probabil i té de t i rer quatre noires (n° 4) de suite

, / ï O Vest : hr "X 3 2 /

Si l'on opérait sur un seul jeu de 32 cartes, la probabi l i té de re-
tourner quatre noires serait

î6 i5 i4. î3
32 " 3 7 ' 3 o " ' Î 9 *

Lorsque le nombre des jeux de cartes est l imi té , la probabilité est
comprise entre ce dernier chiffre et ( Ï - \ "1 ^ \6î]

Supposons que nous puissions jouer à égalité sur la rouge ou sur
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la noire, en choisissant la couleur. La première partie est jouée, nous
avons retourné une noire ; le nombre (les cartes n'étant pas in f in i , il
y aura avantage à parier pour la rouge; si la noire passe une seconde
fois, i l y aura à plus forte raison avantage à parier pour la rouge, à la
troisième partie, etc. Nous aurons toujours avantage à parier pour la
couleur qui est sortie le moins souvent. Ce fait est généra lement -b ien
compris.

8. Ce qui ne l 'est généralement pas, c'est q u ' u n tel avantage n 'exis te
plus quand le jeu est i den t ique à chaque p a r t i e ; i l n 'ex is te ra i t plus
dans le jeu précédent si, après chaque partie, on m ê l a i t a nouveau les
cartes après avoir remis dans le jeu la carte sortie.

On joue à p i l e ou face. Pile est sorti qua t re fois, à la c i n q u i è m e
part ie , i l n'est pas plus avantageux de joue r face que p i l e .

On j o u e a pair ou i m p a i r avec un dé. Sept fois de s u i t e le p o i n t ob-
t enu est pair ; la prohabilité pour que le po in t s u i v a n t soit pairn 'en est

îpas moins "-*î " ^
Avant de conimencor le jeu, la p robab i l i t é pour ob ten i r h u i t fois de

(' ï \8

sui te un chiffre pair étai t ^ ) ? mais quand le fa i t s'est p rodu i t sept

(bis, la p robabi l i t é pour qu'il se reproduise une fois encore est ^ -

9. L'espérance mathématique, — On appel le espérance mciihérnauque
d'un bénéfice éventuel le p rodu i t de ce bénéfice par la probabilité de
le réaliser.

L'espérance rnathérnatiqiie est donc négative lorsqu'el le correspond
a une perte.

L3 'espérance mcuhémciucfïie totale d 'un joueur sera la somme des pro-
dui t s des bénéfices éventuels par les probabi l i tés correspondantes.

Il est év ident qu'un joueur n'est ni avantagé ni, lésé si son espérance
mathémat ique totale est n u l l e . On d i t alors que le Jeu ^équitable.

V avantage absolu d 'un j oueu r est égal. à la différence entre la somme
de ses espérances positives et la somme de ses espérances négatives^
l'avantage absolu est donc l'espérance mathématique totale; c'est la
somme que l'on devrait équi tablement donner au joueur si ,on l'empê-
chait de jouer^ lorsque le jeu le favorise.
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10. L'espérance mathématique nous i n d i q u e si u n jeu est a v a n t a -
geux ou n o n ; elle nous apprend de plus ce que le jeu doi t l og iquemen t
faire gagner ou faire perdre; mais elle ne donne pas un coefficient re-
présentant , en quelque sorte, la valeur in t r insèque du j eu .

Ceci va nous amener à i n t rodu i r e une nouvel le n o i i o n , celle de
V avantage relatif. Nous appellerons a ins i le rapport de l 'espérance
positive à la somme a r i t h m é t i q u e des espérances posi t ive et négat ive .

L'avantage relatif varie, comme la p robab i l i t é , de zéro à u n ; i l est
égal à ^ quand le jeu est équi tab le .

Nous verrons que si un jeu est désavantageux, et si l 'on considère
un nombre de plus en plus grand de par t ies i d e n t i q u e s , ravanta^e
relatif est de plus en plus fa ible et tend vers zéro.

11. Application de la notion de l'espérance mathématique. ~ La
not ion de l 'espérance mathémat ique permet que lquefo is de déimniner
les probabil i tés . On peut ci ter comme exemple ce problème clas-
sique :

Deux joueurs font un nombre il limité de parités à un jeu do ni leff con-
ditions sont équitables; leurs fortunes sontm et n; ^/uellrî est, pour c/uicun
d'eux, la probabilité de ruiner ( f ) l'autre?

Soit P la probabil i té pour que le premier j oueur r u i n e son adver-
saire; son espérance posi t ive est Pn, son espérance néga t ive est

( T — P ) m . Le jeu est équi table , l'espérance totale est n u l l e , et
1 on a

d'où

on aurait de même

rn -h //,

Les probabilités de gain des joueurs sont propo/lionne/les aux sommes
quils jouent,

( r) Pour simplifier lo langage, on dit qu'un joueur est ruiné lorsqtl'on veul ^prmwr
qu'il a perdu, la somme fcolalô qu'il eonsaeraH au jeu,



THÉORIE MATHÉMATIQUE DU JEU. lZg9

12. On étendrai t faci lement ce résultat au cas de trois joueurs, en
supposant que le jeu se t e rmine lorsque deux d'entre eux sont ruinés.
Si leurs fortunes sont m, n, r, la probabilité pour que le premier
d'entre eux r u i n e les autres est

m
m -{- n 4- r

On traiterait de menue le cas d 'un nombre que lconque de joueurs.

13. Les probabilités de r u i n e de deux joueurs q u i j o u e n t i n d é f i n i -
ment ensemble sont inversement proport ionnel les aux sommes jouées;
i l en résulte que le plus pauvre d'entre eux sera vra isemblablement
ruiné. Celu i q u i joue c o n t i n u e l l e m e n t contre t ou t adversaire qui se
présente se trouve dans les mômes cond i t ions que s'il j oua i t contre
un adversaire très ric'bc; sa ru ine est à peu près certaine. Elle serait
p lus cer ta ine encore si le j eu le désavantageait .

Nous verrons p lus l o i n q u e si un jeu est avantageux, que lque f a ib l e
que soit son avantage, la probabi l i té de ru ine ne tend plus vers l ' un i t é
lorsque la for tune de l 'adversaire augmente i n d é f i n i m e n t .

C e l u i qui j oue équ i t ab lemen t contre tout adversaire qu i se présente
joue un jeu. dangereux; mais en même temps que sa probabili té de
ruine s'approche de la ce r t i tude , le bénéfice espéré par lui croit indé-
f in iment . Il y a p lus ; dans ce cas, la durée moyenne du jeu est i n f i n i e ,
comme nous le verrons.

14. Principe relatif à la théorie du jeu. — Nous appl iquerons en-
core la not ion de l'espérance m a t h é m a t i q u e à la démonstrat ion d 'un
principe f o n d a m e n t a l de la théorie du jeu :

Quand on Joue planeurs parties dans des conditions identiques, l'cawi-
t'age du jeu est proportionnel ait nombre des parties.

Supposons q u ê y à chaque part ie, on ait la probabil i té p de gagner
la somme a et la probabi l i té q de perdre la somme (3.

L'avantage absolu pour une part ie est la q u a n t i t é

ap — (3 q ;

c'est la somme qu'on devrait équi tablement payer au joueu r pour l'em-
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pêcher de jouer une partie, si le jeu est avantageux pour lu i ; c'est la
somme qu'on devrait lu i verser pour le forcer à jouer si le j e u le dé-
savantage.

Dans ce dernier cas, à chaque nouvelle par t ie qu'on le con t ra indra i t
à jouer on devrait lui verser la même somme.

On l u i verserait donc une somme propor t ionnel le au nombre des
par t i e s ; celle somme représentait le désavantage absolu du j e u , la
proposi t ion est a ins i démontrée.

THÉORIE DES ÉPREUVES RÉPÉTÉES.

15. La probabilité d'un événement est p, celle de l'événement contraire
est q = i — p ; on/au (x éprewes dans les mêmes condilions. Quelle est la
probabilité pour que le premier événement se produise nfois, et le second
(x — n fois?

Cherchons d'abord la probabi l i té pour que les événements se suc-
cèdent dans un ordre dé terminé . D'après le p r inc ipe de la p robab i l i t é
composée (n° 4), la probabilité cherchée est

pii yp,-/^

Elle est indépendante de l'ordre considéré. L'ordre é tan t indétcr-
ininé, la probabi l i té cherchée est, en vertu du principe de la proba-
b i l i t é totale (n° 2), la somme d 'autant de termes égaux à/^y1^ qif i l
y a d 'uni tés d a n s le nombre des permutat ions avec r é p é t i t i o n de
n lettres A, et de \L — n lettres B; ce nombre est (1 )

__ ^ ! _
n\{\j,—n}\'

, La probabilité demandée est donc
^!

-p"<yP-^.
fl \ (p. — /// ) î

C'est l 'un des ternes du développement de (p -4- r/V-

(1 ) On emploie le symbole ^ ' pour dôsignor la iactorieile : ï * ̂ , 3 , , , ̂ . Le symbole o !
^ojt être remplacé par un,
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Si l'on écrit

(p -\- 7)^ ===^ 4- y.p\^ q + ̂ — .̂̂ . p^ ^ ̂ . . . + ̂

le premier terme représente la probabi l i t é pour que révénement,,
dont la probabi l i té est y, ne se présente pas une seule f o i s ; le deuxième
représente la probabilité pour que cet événement arrive une fois; le
t rois ième pour qu ' i l arrive deux fois, etc.

La somme des k premiers termes est la probabil i té pour que cet évé-
nement arrive au p lus À1 — < fois sur p. épreuves.

La somme de tous les termes est la p rohab i l i t é pour que Févéne-
ment se présente au p lus ;x f o i s ; c'est la c e r t i t ude , et la somme des
termes est égale, en effet , à l ' u n i t é , pu isque p 4- y == i.

16. Probabilité maxima. — La probabilité (F un événement est py ce/le
de l'événement contraire esl q\ on/ait [M épreuves dans les mêmes condi-
tions. Quel es/:, pour chacun des événements, le nombre d'arrivées le plus
probable ?

Le rapport d 'un terme
———L:——rr/^^n \ ( y . — n ) \ 1

au précédent
a f
i "' *_ _ ^ v\it'~i /^p.-"-/;,"+"î('/r—^yr^— n^r T) î / 1/

c'est-à-dire la quantité
\j. — n •4~ î p
~~''7i'~'1 " 7 ?

devra, pour le terme maximum, être p lus ^'rand que un., mais H devra
devenir plus peti t que l 'unité si l'on remplace n par n -4- T .

La valeur de n qu i correspond au m a x i m u m doi t donc v é r i f i e r les
inégalités

tJLZln±lE^ï,
n q

^nzi^^i•^, ^<^
d'où l'on dédu i t

V-P "+• P > n > ^P ^ //'
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Le nombre entier n, compris entre deux l imi tes dont la différence
p + y est égale à l 'uni té , est donc déterminé, sauf dans le cas ou
[J.P + p est en t i e r ; alors [j.p — q est aussi entier. Deux termes consé-
cut i fs dans le développement de Çp 4- y y sont égaux entre eux. On
peu t d i re , en négligeant la fraction, que p./? est le nombre le plus pro-
bable d'arrivées pour l 'événement dont la probabil i té estp; le nombre
d'arrivées le plus probable, pour l 'événement dont la p robab i l i t é
est q, est

p.—p.p=^/.

La combinaison dont kl probabilité est la plus grande est donc celle,
dans laquelle les événements se produisent en nombre porporlionnel à leur
probabilité.

17. Soit/^ la p robab i l i t é pour qu 'une certaine quant i té a soit égale
à a,.

Soit /?2 la probabi l i té pour qu 'une certaine quant i té a solfc égale
à ( 2 2 • • • "

Soitj^ la probabi l i té pour qu 'une certaine q u a n t i t é a soit égale
a a^

La valeur moyenne de a est, par d é f i n i t i o n ,

îl̂ ±.̂ .£l±^ .̂±^^ .̂
/.^+^-+-* . ,"4-/^

Si, en par t icul ier , p^+ ̂ .+pn == r , la valeur moyenne de a est
l'espérance mathémat ique d'un joueur à qui l'on promett ra i t une
somme égale à a.

18. La probabil i té d 'un événement est /?, on f a i t a épreuves iden-
tiques, quel le .est la valeur moyenne du. nombre des arrivées de
cet événement?

D'après la définition ci-dessus, cette valeur moyenne est
x""̂  p. î n
y »-«»«_.•_________ yïf ty / ÎX—*/A

A/^l(F-rt) l / (r

ou, en considérant/? comme une variable indépendante de q,

P^-^^Pn^n^P^^
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c'est-à-dire
p p ( p 4-/7) t J- l=^^.

La valeur y,p du nombre d'arrivées de l'événement n'est pas seulement
la valeur /a plus probable, c'est aussi la valeur moyenne du nombre des
arrivées de cet événement.

19. On considère la valeur [L? du nombre d^arrivées d 'un événement,
d o n t la p robab i l i t é est p corn nie une valeur normale, la plus probable
de toutes, et les autres sont déf in ies par leur différence à celle-là.

Cette d i f f é r e n c e prend le nom à'écart. Si, par exemple, on f a i t
cent épreuves à pile ou face et que p i le se présente cinquante-quatre
fois , F écart sera qua t re .

Dire que l 'écart est //, c'est dire qu ' i l y a eu \j.p + h cas favorables
et [j.(j — h cas défavorables. La p r o b a b i l i t é pour que l'écart soit A est
donc (n° 15)

n t
......,.,.....,.,̂ ..,,̂ .̂ ..J'.'̂ ,,.. ..^....,. .^. .^i>^h^i-~l^
(^/M-//)! (ĵ / — / / ) ! / /

La plus grande probabil i té (h ===: o) a pour expression

ul—— i——pV'pq^l .
[ j . p \ [ j . ( f \ 1 /

Ces formules n ' exp r imen t pas r igoureusement la probabili té (n° 16),
mais elles sont très suff isamment approchées.

20. Formule de Stiriing. — Le calcul de la factorielle ni devient
impra t icable lorsque n est un peu grand, mais on peut alors remplacer
cette quan t i t é par une autre fac i lement calculable d'après une formule
célèbre d u e à St ir i ing, dont je ne crois pas ut i le de rappeler la
démonst ra t ion .

La fo rmule de Stir i ing
n\ := e " " 1 1 n'^^Tin

exprime une égalité asymptotique, la différence de ses deux membres
croît sans cesse, mais leur rapport tend vers un.

Aim, de i'Éc, Normale. 3e Série. Tome XVIH. — AVRIL X90ï . ^0
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Serret a démontré les inégali tés suivantes :

n ! > e ft n'^^'K/t,

n \ < e~~'1 n" \/27r n e 1 2 / / ;

elles mon t r en t la grande approx ima t ion fourn ie par la formule de Slir-
l i ng . Un exemple numér ique monirera encore Fapprox imat ion fourn ie
par cette formule; en supposant , par exemple, que n == 20, on a,

20 ! == '2/i 3 290 2 oo 8 r 7 664. ooo ô,

/r-^ao^v^oTr =: 242278688551 o^ooooo,

le rapport des deux nombres est T,oo.4 17.

21. Appliquons la fo rmule de S t i r l ing à l 'expression de la p robab i -
l i t é max ima (n0 16)

^i. //^K,
^ p \ y ( f \ 1

(^le dev ien t , en r e m p l a ç a n t les factoriel lcs par l eur va l eu r approcher ,

e - V'^'^^.f^î'fj^!
^........ p, // ^ ̂  ̂  ̂  ['•/'^/^ T.[J./.> a ^i ( (J. q ) ̂  ̂ /2 7r/x ^/

ou, en s impl i f i an t , et en remarquan t que/? -+• y :— i ,

t
\/9<73:fX/./y

Cette probabi l i té , la plus grande de toutes, con t i en t \1^ en dénomi -
nateur; elle tend vers xéro q u a n d le nombre des épreuves augmente .

22. Expression asymptotique de la probabilité. — Appl iquons la for-
mule d e S l i r l i n g à la'recberche de l 'expression a sympto t i que de la, pro-
babilité de l'écart h (n° 19)

u T
.^_-.„._^.^.»_'...ll,^^,....,,.....,....,...,..,.,,. ...„..„,.,, ri [f'P'^ /t n W'"" I1

(^ .4-^} Î ( (^ / -Â) ! / / (r '

en supposant - négligeable et —^ f i n i . La formule de S t i r l ing rédui t
V' ' • \j^
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^expression ci-dessus à la su ivante

V/a"7:̂  / ^ .P-/^Â.-,4 ^ ^//-^-|
i + — i — —

\ V - P ) \ [J- 7 ) ,
On a
, / ^P./'^-^ / , i \ / // ^ A3 \
log i + —— == ^-^ -1- /M- - —— — ———i 4- -——— — ... ,

\ {J•/// V 2 / \ P-̂  2p^/^ ^JJ/i/^j /

. / Â > V'7"1'^ / , , î \ / h A2 A3 \lo^ i — — ::::1: ^•7 — ^ + - •— "--" — —,—>- — ^——.7 --... ;
^\ [ J ' ^ l \ ^ / \ ^7 '2/J•'/7' ^-Y /

en a d d i t i o n n î H i t et en s u p p r i r n a n t les q u a n t i t é s négligeables en vertu
dos hypothèses f a i t e s , on o b t i e n t

[ \s, i , \.. h ~\. 1 \î.<i —/< -i- l ]
i / h \ 7 ^ V A 2 ^ ^ '\log ^-h^J ^-^^ j ^^^^^^ .

En r e m a r q u a n t que -1" -h "1- == "̂  et en passant des logarithmes aux
nombres, on obt ien t

J^» 1 - Â 4 . 1 ; U.^Â+| ^

f,.+A) Y,^± ^^;
\ ^/>/ \ ^<y/

en por tant cette v a l e u r dans l'expression ci-dessus el le devient
//»

__1_,„,. (T ^pq \
(/'2 r^J-pq

Telle est la formule asymploûque exprimant la probabilité de l'écart h
en a épreuves.

23* Celte formule a l 'avantage de se prêter aux calculs numér iques ;
elle est de plus c o n t i n u e ; on peut considérer l'écart À comme une va-
riable cont inue , en assignant à un écart compris entre x et x 4- dx la
probabilité

—^^.e^^da-.
^w^pq
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II faut rappeler que Fon nomme éccirl la différence entre le nombre
des arrivées de l ' événement et la valeur [j.p qui est la va leur la plus
probable et la valeur moyenne.

Sous sîi forme cont inue , l 'expression ci-dessus p e u t se dé te rminer
d i rec tement , et c'est là sa m e i l l e u r e j u s t i f i c a t i o n . Tel le que nous
l'avons établie, son exac t i tude peu t f a i r e naî t re q u e l q u e s doutes q u ' i l
est u t i le de dissiper, d ' au tan t qu'on a p p l i q u e celte expression
lorsque [j- n'est pas très grand, et que l le que s o i f c la v a l e u r de //.

24. L'écart le plus probable est x == o, sa p r o b a b i l i t é

décroît p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la rac ine carrée du nombre des épreuves.
Cette valeur avait élé t rouvée p r écédemmen t (n0^!) cl nous la savions
très approchée (n0 30).

La formule a s y m p t o t i q u e f o u r n i t donc la v a l e u r de la p l u s grande
probabil i té avec une f rès grande app rox ima t ion .

25. Cherchons q u e l l e est: la somme des p r o b a b i l i t é s de tous les
écarts, c'est-à-dire

-^z— ( (F ^-t'7! ,/.r;
V^TT^/^J^

posons -7==^ = A, celte expression devient
V^P'M

r"^ .
/ c -^L

yrc J^ ^^L
C'est une intégrale classique dont la va l eu r est u n .
Ce résultat n 'étai t ,pas évident , pu isque la f o r m u l e asymplot iquo

n'est qu'approchée.

^6. La formule asymptotique accorde une p r o b a b i l i t é a des écarts
qui , en réalité, n'existent pas. Le nombre des épreuves étant y., le
plus grand écart possible est (xy ou — [j.p suivant que y est supér ieur
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ou i n f é r i e u r à p. Supposons^ << q, la formule asymptotique se trouve
a t t r i b u e r la p robabi l i t é

r°° r ^.^l^
ï „————e ^r'î dx

J^, \/\îr^J.pr/

aux écarts compris entre py et oc, écarts qui , en réa l i t é» ne peuvent
être a t t e i n t s .

Nous verrons p lus lo in comment on calcule ces sortes d ' intégrales;
un exemple sullira ici : si. l'on suppose que ;j- -=- 32 et que p = q ==. •i,
l 'expression ci-dessus a pour valeur

o,0000000077 ;

ellô est donc tout à fa i t négligeable.

27. La Ibnnule a sy rnp io t ique a t t r i b u e la mêm'e probabi l i té à des
écarts symét r iques , auss i est-elle très approchée lorsque/^ est é^al à q
ou très vois in de y: p é tan t même un pet i t nombre. Quand p est très
différent de y, la symétrie ne s 'établit qu'à la longue, et la formule
asymptot ique n'est approchée que si ;x est grand.

28. Nouvelles déterminations de la formule asymptotique. — On fait
(x, épreuves, l 'écart est x, cela rev ient à dire qu ' i l y a eu y^p -h x cas
favo rab l e s*

On f a i t une nouvel le série de p-a épreuves, l'écart esty, cela revient
à dire qu ' i l y a, dans cette nouve l l e série d'épreuves, p^+,y c^s

favorables* Parmi les p^ + u^ épreuves, il y en a (;j-i + ̂ )p -l---2" •+- y
favorables, l 'écart est donc x +y; nous le désignerons par z ,

Soit t^.« dx la p robab i l i t é de l 'écart^ en [ĵ  épreuves (c'est-à-dire
la probabi l i t é pour que l 'écart supposé c o n t i n u soit compris entrer
et -r "+- d x ' ) ^ en la m u l t i p l i a n t par CT"^^ == .̂.-.•.r,̂  (^ ôl)tient, d'après le
principe de la p rohab i l i t é composée (n°3) , la probabi l i té pour que
l'écart soit ^ 4" y = z en a^ + y.^ épreuves, cet écart ayant été oc en
pc, épreuves.

D'après le pr incipe de la probabil i té totale (n° 2), la probabilité de
l'écart û D ^ y ^ s en pi + p^ épreuves est la somme de toutes ces
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quan t i t é s telles que m x^^.^dx, x p r e n a n t toutes les valeurs
de -~co à --hco. La probabil i té de Pécari z en [j^ 4- (.̂  épreuves est donc

/.-^
e h j ^r,!j,(CT5.,r,p.,.^.r.

D'après nos notations, la p r o b a b i l i t é de cet écart a pour expression
T^ ^ d z ; on doit donc avoir

^
CTs^+p^ ̂  = ̂  j ÏÏT./.,;A, ^,[Xr4.|^ ^^f

OU
4-^

'̂s.(J,i-i"î . "̂  J .̂r,̂ , ^,a,.i..iA, ̂ 1-
J^ 00

Telle est l 'équat ion de cond i t ion à l a q u e l l e do i t s a t i s f a i r e la f o n c t i o n CT.

29. On vérifie f a c i l e j m e n t (1) que la f o n c t i o n
,"»"'

OT == —^L';r:::, ̂ w s^ll;/
V/9.7T^./^/

satisfait b ien à l ' équat ion ci-dessus.

30. Enf in , la théorie à{irayonnemerU de la probabilité ̂ ^vmri d'ob-
tenir d i rectement la f o r m u l e précédente. Cette théorie a été exposée
a i l l eu r s (2) , je ne crois pas u t i le de la reproduire ic i .

31. En. résumé :

La probabilité (F un événement éteint p, Vhypolhê&e la plus probable m
faisant [j. épreuves identiques correspond au nombre u.p d'armées de cd
événement.

La probabilité d'un écart x, ^esl-à'dire la probabilité pour que h
nombre d'arrivées (le cet événement soit compris entre u.p -h ^ cl.

( , ï ) Consulter la Tliéorie de la spéculation (lîuis les Annales de l'École Normale, p. ' i f» ;
1900.

( ^ ) îd., p. 45.
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y./) -h .y 4- ("te est exprimée par la formule

\J9^.pq
a ^•^1 dx.

32. Courbe de probabilité. -- La fonc t ion

J--—.i_e"iI^
V^T:^/

peut se représenter par u n e courbe d o n t l 'ordonnée est maxima à l 'ori-
gine, et: qu i présente deux po in t s d ' i n f l ex ion pour

33, La p r o b a b i l i t é de l 'écart x est une f o n c t i o n de p, e l l e croît
j u s q u e u n e certaine v a l e u r de ;x et décroî t ensu i t e . Sa dérivée par
rappor t a a s ' a n n u l e lo r sque x .:= \j\).p(f^ La p robab i l i t é de l'écart x est
donc m a x i m a q u a n d cet écart correspond au p o i n t d ' in f lex ion de !a
courbe des p robab i l i t é s .

31. Probabilité dans un intervalle donné. — L'intégrale

0) -.-.:J_^ F' e^^idx
V ^ ̂ V'I^l ̂

n'est pas e x p r i r n a l ) l e en termes f in is , on l ' éva lue soit par un dévelop-
p(nnenten série d o n t on. c a l c u l e les termes de proche en proche, soi t
par un développement en fract ion c o n t i n u e .

35. La fonction
/-'.y

e )̂::::—.̂  / e^dy
V71 ̂

étant d ' un usage cont inuel , dans le calcul des probabi l i tés et aussi dans
la Phys ique ma thémat ique , on a édité des Tables donnant les valeurs
de cette f o n c t i o n ; ces Tables sont reproduites à la fin de ce Mémoire.
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Si, dans la formule (i), l'on pose

\/3 [J. p(j

elle devient
v/2!r^ . 1 / T \^\'^V^! /

- — / e^' clï = - Q { ^
2 tAr./ 2 \ ,/o~"'

,- , e-^ clï =: -. B ( - ^ — ')-2 v^^o 2 \ v 1 v-p^i )
r6V/(? est l'expression de la probabilité pour que l'écart îîoit compris

entre zéro et .r.

La probabilité pour qu ' i l soit compris entre ± x semi;

^,^_vô^ "
Wa^/><7 /

36. La probabilité

pour que l'écart soit plus grand que x (dans un seul sens), croit cons-
tamment avec (x. Si (A étai t i n f i n i , elle serait égale à ^ résultat évident.

37. La probabilité
•'••"g

^[T^ ^
; — / ^^€^(D^

^î]s:^

2 V^7 .r,

pour que l'écart se trouve compris dans l ' intervalle fini, oc^ ^,, (.y, o t ^ ^
sont supposés de. même signe), est nul le pour ^ = o et pour ' a — w;
elle est maxima lorsque

^-•-/±i_fi.\
^( lo^ )

\ x
 1 /

Si nous supposons l'intervalle oc^ x, très petit, nous retrouvons
pour p la valeur déjà obtenue (n0 33) :

_ ^ï

^^py'
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38. La fonction ©(y) s'approche beaucoup de l 'un i té lorsque j est
supér ieur à 3; on a, en effet,

0(2) =r30,99,53223,

0(2,5) = 0,999.5930,

0(3) ==o,9999779.

0(3,5)==o,99999935-

La courbe des probabilités, asymptote à l'axe des «r, s'approche
donc extrêmement vite de cet axe dès que y==:2, c'est-à-dire des
que oc = 2 \/2[j./?y.

39. Écart moyen. — L'écarl moyen (n0 17), ou espérance mathéma-
t ique de celui, qui toucherait une somme égale à la valeur absolue de
l'écart, a pour valeur

^ T i—
& ,-...,.-..„.,."„.,_._ (. i'^/^^.r

A^Ï^Z^_______.,.^-——^ r.re'^d.rr^L^e^^ ^w^^
J, V^TT^/*/ u

Posons

/2p.pr/
l ' Intégrale d e v i e n t

^\I^U.pff r^' ^, ,.. 9.\/^U.nq î ^ w \/'2[J.p(/ i———VLL./ ï ^ ̂  JÂ = ̂ iL^ -. e^ =: ̂ i±J, =: o, 79789 v^/^
VÎT «/(> \/n " o VTT

V écart moyen est proportionnel à la racine carrée du nombre des
épreuves.

40. Écart probable. — C'est l'écart qui a autant de chances d'être ou
de ne pas être dépassé ; sa valeur (n° 35) vérifie donc l'équation

1 _ L (^ ( x \ — ï!2 2 " w ^ ^ w y 4 ^
on en déduit

œ = o, 47698 </2 \3.pq.
Ann. de l'Éc» Normale, 3* Sérîe. Tome XVIÏl . — AVRIL xgoi. Sï
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L'écart probable est proportionnel à la racine carrée du nombre des
épreuves.

Le rapport de l'écart probable à l'écart moyen est o,8463.

41. Plus généralement, considérons un intervalle ± ce tel que la
probabilité pour que l'écart soit inférieur à x soit égale à une quant i té
donnée quelconque u; on doit avoir (n° 35)

ef—
\\/2[J.py,

: U,

L'intervalle ± x est donc proportionnel à la racine carrée du nombre
des épreuves.

Les écarts de probabilité donnée, de même que l'écart moyen, crois-
sant proportionnellement à là racine carrée du nombre des épreuves,
décroissent donc relativement à ce dernier nombre. C'est le théorème de
Jacques BernoullL

PREMIER PROBLÈME DE LA THÉORIE DU JEU.

42. Étude de la probabilité. — La théorie q u i précède f o u r n i t la solu-
tion de ce que nous appellerons le premier problême de la probabi-
lité :

On suppose deux joueurs ayant à leur disposùion une somme indéfinie,
jouant un nombre détermine de parties, et réglant les différons à la fin du
y™-

Soitp la probabilité pour qu'un desjoueurs gagne à chaque partie, et
soit q == i —p la probabil i té pour qu' i l perde. Dans l'hypothèse la plus
probable, le joueur gagnerait y.p parties et il en perdrait ̂

La probabilité pour qu'il se produise un écart égal à h, c'est-à-dire
pour que le nombre des parties gagnées soit ^p -h h (n° 19), est

(p^TJ)̂ î ^

43. Si le nombre des parties est suffisamment grand, la probabilité
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d'an écart compris entre h et h -4- dh (n0 22) est

/^

\/27T^.p('7
e ^•i^/dh.

44. La probabilité pour que l'écart soit supérieur à A, dans un sens
déterminé, est donné par répression (n° 36)

I l 9. ffi^l ^
e~" C/À.

i i 9- r^
2 "" 2 7^02 ^/TT»

On peut calculer cette probabilité en se servant de la Table qu'on
trouvera à la f in du Mémoire.

45. 'V écart moyen (n0 39) a pour valeur i/^-^7 ou o, 79789 \j [^pq»
'Uêcart probable (n0 40), c'est-à-dire celui qui a .probabilité égale

d'être ou de ne pas être dépassé, a pour valeur : 0,47693 ^ ^ [ ^ p c / . .
Ces écarts sont proportionnel$ à la racine carrée du nombre des parties

jouées»
Ils sont donc de plus en plus faibles relativement au nombre des parties

jouées.

46. Plus généralement, si l'on considère un écart (± u) variable,
mais tel que la probabil i té pour que cet écart ne soit pas dépassé soit
constante, cet écart est proportionnel à la racine carrée du nombre des
parties jouées.

47. Étude de l'espérance mathématique. "— La connaissance des pro-
babi l i tés est insuffisante pour faire connaître le désavantage d'un jeu;
ce désavantage dépend en efïet des sommes jouées.

Supposons que le joueur ait, à chaque partie, la probabilité? de ga-
Sner la somme a et la probabilité y de perdre la somme ?•

L'espérance mathématique ou avantage absolu (^9) sera, pour une
partie, ^ ! !

w p - ^ q .
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L'avantage relatif(n° 10) sera, pour une part ie,

a/^
• „ ^4-l3y

48. Cherchons quelle est l'espérance correspondant à un écart //,
en [j. parties.

Si l'écart est A, c'est qu ' i l y a eu ^p 4- h parties gagnées et \L(] — h
parties perdues; chacune des premières donnant le bénéfice a, et cha-
cune des dernières la perte j3, le bénéfice correspondant à l'écart h est

( [j.p 4- h ) a — ( [J. q — h ) |3 :.-:::: p, ( a p — (3 q ) 4" À ( a -{-. (3 ) ;

en mul t i p l i an t cette quan t i t é par la probabi l i t é de l'écart h (n° 22), on
obtient l'espérance mathémat ique cherchée ;

| ̂  ( ap — (3 q ) 4- À ( a 4- (3 )1 "F==^̂  ^"" îîîw ̂  -
\]ïTt[j,pq

49.-L'espérance mathémat ique totale ou avantage absolu du jeu
s'obtiendra en intégrant cette expression entre —co et 4- ̂  ;

i f r4"" - ^— r ' ^ " 1 • '.̂ ï- 'r /••-4••so ... j!i^ /*"
^ ( a 4- p ) / ^ 6- â î /̂ rfA 4"- ̂  ( oep — p <y ) f
•//L J-- J-.

' - y . + Q ) fie ^i'^cl/i.^-u(.ap—6^) /' ^'^l dli
V/27r^^/

La première intégrale est nul le , la seconde a pour valeur \/2Tî;[ji/^/;
l 'expression ci-dessus se rédu i t donc à

p. (^—(37).

L'avantage absolu du jeu est proportionnel au nombre des parliez
jouées.

Ce résultat avait déjà été obtenu (n° 14).
Cette expression est aussi celle delà perte moyenne et c e l l e ' d e la

perte la plus probable puisqu'elle est la perte correspondant à h == o.

501.1 Cherchons la probabilité pour que la perte soit supérieure à ni.
Supposons la perte égale à m; soient^ le nombre de parties gagnées,
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a — x le nombre de parties perdues, on aura
v.x — j3 ( ̂ j. — ̂  ) = — m ;

(POU
/..^p-^.^--^rrp'

L'écart h est égal à [ip — x ' , on a donc
/, ^,n p.p -^ m _ p. ( a/? ~ (3 ç ) + m ,
A _ ^^ _ -^Tp- - ———,c^~(3———s

la formule (n° 44) donne alors la probabil i té pour que l'écart À et, par
suite, la perte m soient dépassés :

(JL'a/»—p//)4-/«

<c=: i _ L JL (̂a:i:i'7^
^ °- \/7T JQ

OU
(p — 1 _ 1 © ['̂ ,-p^̂ ll±^ .
' """ï i l. (a^f3)v/2^y J'

51* En par t icul ier , la probabilité totale de perte qui correspond à
ni := o a pour valeur

Jiiî̂ lrl̂
1 _ T JL f^^^^f"/ ̂ -^ ̂
Ï ï 7^^

52. L'espérance positive totale a pour valeur
//a^c<i frr^pff

^^ / [^(a^-^/)+A(a^+(3)]"—==:^,
A, v ^ ^ p - p y

//„ é t an t la valeur de A qui correspond à w = o, c'est-à-dire

.^""^"^"^TTp "

La différence entre les valeurs absolues de l'espérance mathématique
positive £< et de l'espérance négative £2 est p,(a^ —• ^y),

L'avantage relatif du jeu est
£1

, ^^£2' . ^
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L'expression de Fespérance positive peut s'écrire

<^(-^)f ^^^(a^^r e^^
op-f^/V27^-/^ J y.p~~^,\l2rc^pq

-E ̂  . --^-o^

La première intégrale peut se calculer exactement; en posant, dans la
seconde, .__- = À, on obtient

\/^[J.pq
——— p.(a/?—p<y)â

^ = (a + (3 ) */liW ̂ iwaTp-iï ̂  ̂ .(oi/^Py) r" ^_)., ̂ ^
V/7T "-/p:-"/'-^

(a+P)/2'/î7/

53. Cherchons la valeur asymptotique du second terme lorsque ^
devient très grand. Rappelons la formule connue ( 4 )

Fe^cn == ̂  - ̂  - 3C!! ̂ .<7« k 2^ /ius " 1 S/^ 8

Cette série diverge au delà d'un certain terme; cette diverge née
n'importe pas, on a asymptotiquement, lorsque ^ est très grand,

r ^
e^dl^——.t2u

D'après cette formule, le second terme de l'espérance positive a pour
valeur asymptotique

. —— ^ |A(^» -. ̂ ((^

—(a•+•6U/p"w(? ïJ^'Ï^.y 27;

II est égal au premier terme changé de signe ; la valeur asymptotique
de £4 est donc zéro,

Lorsqu'un jeu est désavantageux, si l'on considère un nombre de plus
en plus grand de parties, l'espérance positive finit par décroître, même
en valeur absolue, et elle a pour limite zéro.

( 1 ) Pour la démonstration de cette fomulo, consulter entre autres les Annale ^clen-
tcpquG^ de P École Normale supérieure, p. 43; 1900.
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La valeur asymptotique de Fespérance positive d'un jeu avantageux
est égale, lorsque p. est très grand, à la quantité [^(op — (îy).

54. Nous avons vu que la perte moyenne avait pour expression

p-CP^—^p)-

A l'écart moyen en plus ou en moins (A = o? 79789 \/p.py) correspond
la perte moyenne en plus ou en moins de

Â(a-4- (3) =0,79789(0 4- (3)\4w.

Ainsi , en résumé:
La perte moyenne

^( l3</— ap)

est proportionnelle au nofnbre des parties jouées; l'écart moyen en plus ou
en moins est proportionnel à la racine carrée du même nombre^ il a pour
expression

ô, 79789 (a+P)\/^7.

L'écart moyen d iminue donc relativement au bénéfice ou à la perte
moyenne; c^est pourquoi , en jouant un grand nombre de parties, la
perte du ponte est très voisine de la perte moyenne; le bénéfice réa-
lisé par les maisons de jeu est très voisin du bénéfice moyen.

55. Cas où le jeu est équitable. — Lorsque le jeu est équitable,
^a==y| , toutes les formules précédentes se simplifient, l'espérance
totale est nulle^ les espérances partielles positive et négative ont pour
valeur

p /^w _-«AL»
a l t j / he ^^dhâ^r^^^=i/^(a+p).

-P//JO V 2-n:\1f ̂ rc^pf/ JQ

L'espérance partielle varie proportionnellement à la somme des mises
et à la racine carrée du nombre des parties.

L'espérance partielle est égale au double de l'écart moyen (n° 45)
multiplié par la somme des mises.

56, Pour obtenir la probabilité 9 pour que la perte m soit dépassée
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en [j- parties, il suff i t de faire cep — ?y = o dans la formule du n° 50;
on obtient ainsi

^^L^LJL, r'^^e^dl-î r^
TT Jù2 2 ̂

OU
î r F m }$ -^ L ̂  J Q ———————==— .
2 2 L^^lW2^/.,!

57. Dans le cas le plus simple où a = p, p == y === ^ Fespérance po-
sitive devient

^A-'.t/-^-
V 271:y 271:

récart moyen a pour valeur À/-^ ; pour [j. == roo, i l est voisin de
quatre.

La probabi l i té pour que la perte soit plus grande que m en [xparlios
est

î î a fa.\l*v' ..
a ^ ï ï ̂ ^
ï î ^ /^a/Si^(p = L _- i „-_. / e-A- ^5,
a :i v/TrJo

011
î i /. / TOœ =- - . -© -—- c-'''" en..2 a \5îyapi,/

58. Si l'enjeu par partie est de x^', a == t , et l'on a s imp lemen t

s=î^l^^ï^^^
a 2 v/TrJo

Telle est rexpression de la probabilité pour que la perte soit supé-
rieure à m à la p,1011® partie.

59. Quelques exemples. — Supposons que^ pour chaque partie, un
joueur ait une chance sur dix de gagner; il a neuf chances sur dix de
perdre.

Il joue i^ par par t ie , et s'il gagne il touche 9^ (son bénéfice est
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de 8^ puisque sa mise est de i11'). Dans le jeu considéré ( ' ) on a donc

p =:: — ? /? ==: "J- ? a == 8, (3 == i.
^ 1 0 ÏO

o
L'espérance positive pour une partie est— ou 80e, l'espérance néga-

t ive est —1- ou 00e.i o t /

La perte moyenne pour une partie est donc 10e. L'avantage re la t i f
, . ,S ' ,du jeu est —" = 0,47.

60. Supposons m a i n t e n a n t que l'on joue deux pa r t i e s ; la p rohabi -
l i t é de les gagner toutes deux esfc/r= —5 le bénéfice correspondant

Q
est ïO^ La probabi l i t é de gagner une partie est 2pq = y^? le béné-
fice correspondant est 7^ enf in le joueur a 81 chances sur 100
de perdre les deux part ies,

La p robab i l i t é totale de réussi te est ̂  •+• "̂  = -^? elle a donc
augmenté.

L'espérance posi t ive est-^; 4" "^7 == ^-1,/espérance négative est

^A1., :̂  1 .̂ L^spérance totale du leu a donc pour valeur — 20^
100 l'OO A .» A

L'avantage re la t i f ï^ = 0,/iG-j a, comme on voit, d iminué.

61. Si l 'on J o u a i t 5oo part ies, la perte moyenne serait
,. . 5oo

— ^(a/> "- p/7) == •y^ = ̂ o.

Cette perte moyenne de So^ correspond au gain de 5o parties;
l'écart moyen en plus ou en moins correspond. àYpS111. La probabil i té de
gain est 0,20.

L'espérance posit ive est égale à 7^ ; c'est contre celte somme que le
joueur pourrai t abandonner sa chance de bénéfice.

O) C'est lo jeu do8 poUts chevaux eommunéinent pratiqué dans les casinos.
Aun. -te i ' É c . Normah 3e S-éne. Tome X V I H , - MAI Kjot. . 22
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.L'espérance' négative est S^.
L'avantage du jeu est o, s i.
La probabi l i té de réaliser un bénéfice de quelque importance est très

faible, le joueur a moins de 6 chances sur 100 de gagner plus de So^.

62. La probabi l i té de réussite et l'espérance mathémat ique totales
d 'un jeu varient à chaque partie depuis le début du j e u » Dans
l'exemple qui précède, je suppose que, sur les 200 premières épreuves,
2.5 aient donné un gain et que, par suite, ces 200 parties aient pro-
dui t un bénéfice net de 25^

L'espérance totale du jeu de 5oo parties est alors

's5 4" [^(^p — ç>q) == 25 — 3ôô X o, ï = — y1'.

La probabilité totale de réussite, c'est-à-dire la probabilité de gain
au, bout des 5oo parties, est o,,45-

63. Supposons que l'on joue ^oooo parties, la perte moyenne est,
^ooo^", avec un écart moyen en plus ou en moins de 4^0^; 1^ proba-
b i l i t é de gain et l'espérance posit ive sont d 'une excessive petitesse; on
n'a que 5 chances sur 100 de perdre moins de 40oorï'-

64. Cet exemple sufïit pour montrer que le moindre désavantage
dans un jeu rend impossible à la longue toute chance de bénéfice;
il montre aussi que l'on peut prévoir la perte avec une erreur relative
dép lus en plus petite.

SECOND PROBLÈME DE LA THÉORIE DU JEU.

65. Nous avons supposé deux joueurs ayant à leur disposition une
somme indéfinie, jouant un nombre de parties convenu, et réglant à la
fin du jeu les différences. C'est le premier problème de la théorie du
jeu.

Nous allons aborder maintenant l'étude du second problème : la
somme totale que l'un des joueurs veut risquer au jeu, et que, pour
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simplifier, nous appellerons sa fortune, est l imitée; la fortune de son
adversaire est supposée inf in ie .

Ces conditions sont réalisables : en effet, jouer contre tout adversaire
qui se présente, c'est, en réalité, jouer contre un adversaire de fortune
inf in ie .

Nous dirons, pour simplifier, que le joueur est ruiné quand il a perdu
la somme totale qu'il consacrait au j eu .

Le problème dont nous allons nous occuper peut être considéré
comme actuel lement résolu; de Moivre en avait traité un cas part icu-
lier que Laplace et Lagrange ont présenté sous une autre forme. Ces
savants n'ont pas fait usage des formules asymptotiques que Laplace
appliquait à la théorie des épreuves répétées.

Nous nous occuperons d'abord du cas particulier du jeu équitable
et des probabilités égales. Il nous a été possible de simplifier beau-
coup l 'étude de ce dernier cas, en sorte qu ' i l constitue aujourd 'hui un
des problèmes les plus simples du calcul des probabilités.

On trouvera à la fin de ce Chapitre l'étude du cas général du second
problème de la théorie du jeu ; cette question, du moins à notre
connaissance, n'avait pas été résolue.

(36, Étude (Tïin cas particulier. — Un joueur A possède m francs; il a,
pour chaque partie, probabilité égale de gagner ou de perdre î f r; quelle
est la probabilité pour qu'il perde ses m francs en jouant au maximum
y. parties ?

SoitP la probabilité cherchée; désignons par ^ la probabilité pour
que la perte soit supérieure à m si l'on jouai t [JL parties, on a

P==2<î,

c'est-à-dire :
La probabilité pour qu une certaine perte soit dépassée avant un nombre

donné de parties est le double de la probabilité pour que celle perte soit
dépassée au bout de ce même nombre de parties.

En effet, la perte m ne peut être dépassée au bout de p. parties sans
l'avoir été antérieurement; la probabilité ® est donc égale à la proba-
bil i té P multipliée par la probabilité pour que, la perte m ayant été
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atteinte avant a parties, soit dépassée en [JL parties, c 'ost-à-dire m u l t i -
pliée p a r — On a donc

^p.
2

67. Cherchons la va leur exacte de $. Si le j oueu r a perdu m f r a n c s
A • » A » * 1 ' P- ——— m .. • ^ 1 P- ~1- înen (J. parties, c est qu il a gagne i—;— parties et perdu '—;—- parties.

La probabili té de cette éventual i té ( i ) est (n° 15)

_ _ _ ^i_ ^ / iy
^m^ ̂ t^^ ^_^!î W *

^ ' 2

L'a p robab i l i t é^ est la somme des expressions analogues obtenues
en remplaçant m par (m -+- 2), (m -+• 4)» " - • ? p- On a donc

et, par sui te ,

68. Pour avoir l'expression asymptot ique de P i l suffit de rem-
placer $ par sa valeur asymptotique (n0 58)

on a donc

r ï o /•/îrl^:=1 1 -•ï ~ r '^^a
-2 ^ \ArJo

M

0 /Vîtl
p ^ i ^ ^ r e^dl.

/TrJo

C'^ l'expression (Je la probabilité pour que le- Jeu se termine amrU
[A parliez.

(1) La letire T?y^,^ ne désigne pas ici la même probabilité que prôcédomment (n0 ^8),
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69. On calcule la p robab i l i t é
m

?-,_-? f^-^A-i @( m \A ••-— .1 —..... g € Ce-À — 1 — t"? j —_==: |

v^o W2^/

en employant les Tables de la fonc t ion © qui. se t r o u v e n t à la fsn du
Mémoire.

70. Nous allons retrouver les mêmes formules en employant, dans
le problème par t icul ier que nous é t u d i o n s , la méthode qu i condui t à la
s o l u t i o n du. problème général. Ce dernier problème présente que lque
c o m p l i c a t i o n ; c'est pourquoi nous avons cru devoir traiter séparément
un cas par t i cu l ie r .

71. Probabilité pour que le jeu se termine par une partie indiquée
d'avance. — Un. joueur A. possède m francs, il a pour chaque partie [sro-
habilité égale de gagner ou de perdre ï^; quelle est la probabilité pour
qu/il perde ses m franfifî précisément après awir fait [x parties, dételle
s or le que la [j.1^^ parde lui enlève son dernier franc?

Ri le j oueu r a perdu m f rancs en [JL parties, c'est qu'i l a gagné
a — m. .. „ , a 4- m . , , , .,. , ,j—— pîi r l ïos et perdu •——part ies ; la probabil i té de cette éven-
t u a l i t é est (n° •I5)

,^ fLYTî7;' (A, îii - p. "•h m. [i — m. , \ ^ ^
2 * 2 *

Cet t e p r o h a b i l i t é est plus grande que celle que nous cherchons, elle
est relat ive à toutes les séries de parties amenant la r u i n e du joueu r A
en p, coups, nous devons en retrancher celles qu i auraient amené sa
r u i n (î a va n t 1 e [x"'"16 co u p.

Nous a l l o n s donc chercher, parmi les séries qui. aura ien t produi t la
perte m en y. coups, celles qui. auraient produi t cette perte avant
le y}^' coup.

Considérons u n e , série qu i au r a i t p rodui t la ruine (c'est-à-dire la
perte m) en y parties; cette série, si elle avait pu se continuer,, se serait
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composée, au delà du ^ém(s coup, de ^-^ parties gagnées et ^—7

parties perdues, puisque la perte totale aurait été égale à m.
Donc, à partir de la y1"11® partie, il se produit une suite de pertes et

de gains que l'on peut représenter symboliquement comme suit :

GiG 'aP i . . -Gj^j .. •P[^T_, ^çir-T
2 "à 2

Gr^ ind ique que la (y + i)10111® partie a donné u n gain;
&2 indique que la partie suivante a donné un gain ;
Pi signifie que la partie suivante a donné une perte, etc.

Considérons une suite quelconque
P î"> P • T> Ptr.l .1; - i . . . tî(i-.Y . . • i (^-Y j \s_-\

se terminant par une perte, et la suite symétrique

PI tii • * • ï^^r • " • ̂ •-Y _, ^xltJf'r."ï

se te rminant par un gain.
A, chacune des suites de la prerruère forme correspond une suite do

la seconde et inversement.
Si nous lisons ces suites en commençant par la droite, le nombre de

celles qui commencent par un (x est égal au nombre de celles qui
commencent par un P. Donc le nombre total de ces suites est le double
du nombre de celles qui commencent par un (x, et cela a lieu évidem-
ment quel que soit y.

Or, pour que la y^16 partie fournisse un gain, il f au t que la perte
soit (m + i) à la (p, — i)^ partie. Donc :

Le nombre des séries qui auraient produi t la perte m en moins de
p. parties est égal au double du nombre des séries qui , produisant la
perte m 4-i en p — i parties, produiraient laperte m en [x parties (1).

Passant du nombre des séries aux probabilités, nous pouvons dire
que la probabilité cherchée 11̂  est égale à la probabilité ^^ dimi-
nuée du double de la probabilité pour que, la perte étant m + ï en

( l ) Ce raisonnement, appliqué d'une façon un peu difï'érenle, est dû à M. André.
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u. —- ï parties soil égale à m en [JL parties, c'est-à-dire diminuée de
îî^^,^ ; o^ a donc

11 ̂  ̂  — CT^ f,t — ny^, -1 ^ .̂+.1
ou

T-r __ W ______ ^_______ / î V'- __ ^^m^ ̂  Eî r^E^î \^ ^ p- ^
2 '2

Telle est la probabilité pour que le joueur perde ses m francs précisément
à la ^èmc partie.

72. Si le nombre [j. est grand, on peut, dans cette dernière formule,
remplacer la quantité CT^ par sa valeur asymptotique; on a ainsi

II[}',m '
m \/2e ^

F- \/n \/^

73, Probabilité pour que le jeu se termine dans un nombre donnç de
parties. — La probab i l i t é pour que les m francs soient perdus après le
jA"'"16 coup s'obtiendra en intégrant l'expression ci-dessus entre les
l imites a et co après l'avoir divisée par 2, puisque la ruine ne peut
avoir lieu que de deux en deux parties.

Prenons d'abord l 'intégrale entre les l imites zéro et oo, nous avons
/»ao wîk

F m -«-r, ,
\ -j=——j=e ^d^.

Jn \/a7rul/^^/âTTfJtV^

, m2 -,ou, en posant ;—• == À,
4: I e^cD.
\/^JQ-/'TT^n

C'est une intégrale classique dont la valeur est un. Ce résultat est
exact(n0811, 93).

Il n'était pas évident qu'on devait l'obtenir, puisque la formule
asymptotique n^est qu'approchée.

74, La probabilité pour que la ruine ait lieu après la ^me partie est

L m
^e ^'dp.

p, ^a^v^
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ou, en posant m- == 'Â,1 2^. /

2 /"V^

v^ e-^ dl.

La p r o b a b i l i t é Pp^ pour que la ru ine a i t l i eu avant le ̂ mc coup sera,
d'après le numéro précédent, égale à Puni lé d i m i n u é e de Finlégra le
ci-dessus. On a donc

///
9 /"* /2"JZ

,P^^=î~--^ 1 6- /̂L
VÎT •./()

(7'^^ l'expression de la probabilité pour que le jeu se termine wani
p. parties.

Nous retrouvons donc la tb rmulo ob t enue précédenrmicnt (n°68).

75. Durée probable du jeu. — La p r o b a b i l i t é

Ji r^v' - " •
^.,/•l> = r ~ — / e^ cû.

est une fonct ion de m et de p.,
L'étude de sa var ia t ion en considérant /n comme var iab le ne présente

aucune p a r t i c u l a r i t é ; la fonc t ion décroît cons t amment quand, m croît ,
Supposons m a i n t e n a n t que rn soit cons tan t , et é t ud ions la var ia t ion de
la fonc t ion en considérant ;x comme variable; nous aurons à résoudre
trois problèmes impor tan t s sur la durée du - j e u *

76. Cherchons que l est le nombre ;x de parties qui correspond à la
plus grande p robab i l i t é pour que la r u i n e du joueur s'accomplisse
précisément à la ^èïws part ie; en a n n u l a n t la dérivée de l 'expression

1 ! ^^^ 'v^v^
on obtient le nombre cherché

m•m^
fX==~..
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77. Ce nombre est f o u r n i pa r l a fo rmule asymplot ique, il n'est donc

qu ' app roché ; on peut obteni r sa valeur exacte.
Si dans la f o r m u l e

m __ [j.\ ___ / ï_'Y-
[j, [M — m . u -4- fn \ 2 )

'2 * 2

on remplace [i par (JL -4- 2 (la perte m ne peut se p rodu i re que do deux
en d e u x par t ies) , elle se m u l t i p l i e par

_p_ ___(^^.lllR^ll___ (iX
^a /p.—//r ' \/^'^m \ { - î } ?

i —.j..-. ^ 1 1 ^.....^^......... _,j_ j i
\ 2 / \ a /

(^(ist-à- dire
.̂ ( p. 4- l )

(fJ. •+• a ) 2 — m2

l ' /expression augmente avec p- tant que l'on a
^+i)>(^^-/;^

(^esl-a-dire
3^. < 7 /^—4

et la ] ' ) roba l ) i l i t é rnax ima correspond à
7/?/2 4

^=^-3-

l.a Vî ' i leur de [x est donc très vo is ine de celle que l'on dédui t de
l ' à fo r m u 1 e a sy n'i p î o t i q u e.

78. La, durée probable du jeu est exprimée par le nombre a de parties
tel. que P = ;"' Ce nombre est

p. :== ?,, i^m2.

79* La (^w moyenne du jeu, ou la somme des espérances de
durée, est exprimée par l ' intégrale

/"tflo ^ ̂
f" ^1^ , / m^ ^' .1 p,—d(J.-=: S -——•— dp.; \

Jo ^ J, V/^TT^.

y'//î^. ̂  / 'À'<;. Normalf. 3e Sih'ie. Tome XVIÎI. — AVÎUL rjox* '•1>"->
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en posant m- == À2 , elle dev ien t

m2 r"^J ^,
V^ J^ À

cette intégrale est i n f i n i e .
La durée moyenne du j eu est donc i n f i n i e .

80. Pour résoudre complè tement le problème a c t u e l i l res tera i t ;s
é t u d i e r le cas ou le j o u e u r n'est pas r u i n é ; si cette é v e n t u a l i t é se réalise,
q u e l l e est la d i s t r i b u t i o n de la probabi l i té , c'est-à-dire ; que l l e est la
probabi l i t é pour que le j o u e u r a i t perdu i^\ 2f^, . . , , (;x — r/1' ou pou r
qu ' i l a i t gagné i111, 2^t>, . . . ? Si le j o u e u r n'est pas r u i n é , i l est p robab le
q u ' i l a gagné; quel est alors son bénéfice probable , son béné f i ce
moyen, son bénéfice le p lus probable (c'est-à-dire c e l u i q u i a la p l u s
grande p robab i l i t é ) ? Quelle est son espérance p o s i t i v e ?

Le joueur peu t perdre non s eu l emen t parce q u ' i l p e u t être r u i n é
avant qu ' i l a i t j o u é [xparl ies , mais encore parce q u e , les a par t ies é t a n t
jouées, il a pu perdre u n e fraction des m francs qu ' i l posséda i t , fh^ ' l le
est la probabi l i té to ta le de perte?

Toutes ces ques t ions on t été résolues d a n s un Mémoire r é c e m m e n t
publ ié ( * ) ; je ne crois pas u t i l e de reproduire ic i l eu r s so lu t ions .

<SL Probabilité pour que le jeu se termine par une partie indiquée
d'avance dans le cas général. — Un joueur A possède rn francs; il <7,
pour cl laque partie, Ici probabilité p de gagner la somme a et la probabi-
lité (/ == i — p de perdre Ut somme p; quelle est la probabilité pour (fit il
perde ses m francs précùérnent après a^oirfail [X parties ^ de telle sorte que
la ^tèmc pat lie lui enlève ses derniers p francs?

Nous reprendrons le r a i sonnemen t du. n°7.1.. Si le j o u e u r a perdu
(* • , " f i ? • i / U P« '~~" fît . • ïm irancs en [̂  parties, c est qu il a gagne u'——^r- parties et perdu

^—^ parties. La probabi l i t é de gain étant/?, la p robab i l i t é pour que

( l ) Consulter la Théorie de 1.^ spéculation duns les Âiuialeff scicnt[fî(iwis da l'Ecole
A or/H aie supérieure, p. 81 et su i va il le s; 1900,
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cet é v é n e m e n t se produise r^J^—^- fois en a épreuves f n ° 15) est
. p [x -- /// a \s. 4- m

CT^m =• p—————-li-^—————— p^TfT ^~^T\1 ' p .̂ -- ///. ^+ /// y / /

a + (3 —^-^-p,- .

Cel te p robab i l i t é est plus grande que celle que nous cherchons; e l le
est r e l a t ive à tou tes les séries de part ies a m e n a n t la r u i n e du loueu r A
en [i coups. Nous devons en retrancher celles q u i a u r a i e n t amené cette
r u i n e avant le ^ïeme coup.

Nous a l l o n s donc chercher, parmi les séries q u i aura ien t p r o d u i t la
perte m en [j. coups, celles qui au ra i en t p r o d u i t cel te perte a v a n t
le p."*"10 coup.

Considérons une série qu i a u r a i t p r o d u i t la r u i n e (c'est-à-dire la
perte m) en-y part ies; cette série, si elle ava i t pu se con t i nue r , se serait
composée, au delà du p.^"10 coup, de ^•^-^ part ies gagnées et de

^c^^V part ies perdues, puisque la perte totale a u r a i t été égale à m.
Quel q u e soit y, le rapport du, nombre des parties gagnées au nombre
des par t ies perdues est toujours l "

A par t i r de la y10^ par t ie , i l se p rodu i t une sui te de pertes et de
gains que l'on peut représenter symbol iquement comme su i t :

G i C'a I^ i . . . G ̂  f ̂ , y ) . . . P^ ̂ _ y , ;
""a+^1""' -^p—

G ^ i n d i q u e que la (y + ï)"'10^ partie a d o n n é un gain, G^ indique que
la part ie su ivante a donné un gain, ï\ s ignifie que la partie su ivante
a donné une perte, etc.

Considérons une sui te quelconque

Gi\... ' •

C'est une permutation quelconque qui contient , conn'ne nous l'avons
vu, des nombres de lettres G et de lettres P proport ionnels a p et a. Donc
le nombre décès permutations qui, se terminent par P est au nombre
des permutations qui se terminent par G dans le rapport de a à ?.
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Donc, le nombre total des permuta t ions est égal au nombre de
celles qui se t e rminen t par G' m u l t i p l i é par a ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

Si la dern ière lettre est G, c'est que la dernière partie a été u n ^ a i n ;
or, pour que la ^wmG part ie fournisse un ga in , i l f a u t que la perte soi t
(m -h" a) à la ([x — i)1""115 par t ie .

Donc :
Le nombre des séries qui aura ien t p rodui t , la perte en moins de [j. par-

ties est égal au produi t par — ^ - du nombre des séries q u i , p r o d u i s a n t
la perte (m + a) en ( [ x — i ) parties, p r o d u i r a i e n t la perte m en
[JL parlies.

Passant du nombre des séries aux probabi l i tés , nous pouvons d i r e
que la p r o b a b i l i t é Il^rn <^t égale à la p r o b a b i l i t é TD^/,/ d i m i n u é ( î d u pro-
du i t par a - 1 de la p robab i l i t é pour que la perte é t an t (m + a) en
(a — i) part ies soit égale à m en p- part ies , c 'est-à-dire d i m i n u é e de

a + 6 /.., ip ...„..„ .̂.,,L rîT^, , ^ , y . On a donc

ïï ^ -1" .8,11. [^ /// •:•:-- 77T^, ^ fn — p — — ^ ^ CT-^,,,,, j ^ ^/ .,. ,^.

82. Si l 'enjeu, ^ n'est pas é^al à l ' u n i t é i l pourra se f a i r e que le
joueur soit forcé de cesser de jouer avan t d 'avoir tou t p e r d u , possé-
d a n t une somme i n f é r i e u r e à IL Nous négl igerons cette pe t i t e somme,
qu i cependant met t ra i t la f o r m u l e en d é f a u t dans le cas où e l l e for-
mcraii u n e pa r t i e notable de la, fo r tune du joueur .

La même remarque s 'appl ique à toutes les ques t ions analogues.

83.. Si, dans la formule précédente, on remplace ^..(,^40 P^r sa va-
leur , o n o b t i e n t fi n a 1 e m e n t

-H - m TT
v" f l l "m ^& ^m9

Telle est V'expression de la probabilité pour que le joueur perde nés
m francs à la [^ièmc partie.

84. Lorsque la quan t i t é [x est grande on peut remplacer la valeur
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exacte ^^m P^11* sa valeur a sympto t ique , on ob t i en t alors
[pi;.-/// —\j.fi(y.~}~^]^

Ï Ï _ __„ în „ - i { a + ̂  ̂  p- /'//"p-,w, — ' ,=-:::̂ :——6 • i l / /
^PV2^-/^/

ou , en met tant en évidence les quan t i t é s cep — ^q et a ~t- p qui caracté-
r i s en t le j e u ,

f?i 1 ex, />— ^ q ) ///" -i~ [}.'1 ( a /' •—• ['i r / 1 2

,̂  ̂  ( a -4- ^ ;" /'ff ^ 2 ( a "h p î î p. /^/

^^pq ^\1[J.

85. Probabilité pour gne le jeu se termine dans un nombre donné de
parties. — Lorsque le nombre d o n n é est f a i b l e , on d o i t f a i r e la somme

m.,,^
(MI d o n n a n t h llp.,//, sa va l eu r exacte .

Si Pou cherche la p r o b a b i l i t é p o u r que le j e u se t e r m i n e entre la^1"
et la ai^'"1 part io, lorsque p.^ et [x^ son t grands, ou est ramené à une in-
légral^

On inti.^'re en t re (.x, et [x^ l îex|)ression a sympto t ique de IIp^^ apî*es
l ' avoi r m u l t i p l i é e p a r — ' - p ? p u i s q u e la r u i n e ne peut avoir l i eu que

f o u t e s les ^ • J par t ies . On obt ient a ins i :i,j
/// ( a p — fi <f} /'* ̂ 'i m'1 •'î- ^2 ( a /> - p ^ / 1 '.^^r ''^^^i j (7' •-l-̂ •̂ l-̂ p7^^^

(^4-(3)7a7T/^<,^ ^^

Telle est l 'expression a sympto t ique de la p r o b a b i l i t é ; son ca lcu l
paraî t pénible .

8(>. Cas où le jeu est équitable. — Lorsque le jeu est é q u i t a b l e ,
v.p — py == o, et 'Pintôgrale devient

/»*
...,,..„„.m-.,̂ ^ ^ -»—— ̂  ̂ ^W^/ d[j..
(a+iSjv/^Tr/^J ^y^

In tégrons entre zéro et P inf in i , et posons

^__^.
a^a+fJ)2^//
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nous obtenons
-? /^co

,7;-f °-"'"-
%

v^»
C'est une intégrale classique dont la valeur est un . Le résul ta t est

exact fn08 11 et 93) et il n 'était pas év iden t /^ priori, que la formule
îisymptotique qui n'est qu'approchée condu i ra i t à ce résul ta t exact.

87. La probabi l i té pour que la r u ine a i t l i eu après le ̂ uw coup est
/^ __^ 2 _

———^==: / ——<? 2(a-1"^^/^^,
(a 4"(3)vW/?/7<.^ (j.\/p.

ou , en posant ———.r^—— == A-,î ^ ( a+f J ) 2 ^^ /

^ ^(a-t-^^-/^

\/7î'
-'= r'
l/TT .A

rr-^^..

D'après le paragraplie précédent, la p r o b a b i l i t é P pour q u e la r u i n e
ai t l ieu avant le y^ coup est égale a l 'uni té d i m i n u é e de Finlé^ralo
ci-dessus, on a donc

///
^(a-.h{"}) /^//y

P = r - - — / r^-1^?..
, V77 ^o

7W/<° <?.y/ r expression de la probabilUé pour r/ue Ici perle m se produise
avant la [j^'110'partie.

On peut encore l'écrire
p:^e[——m—^

L^+pîv'w^/

e t i ' on peut calculer P avec l'aide de la Table de p robab i l i t é .

88. La probabil i té pour que la perte m soit dépassée au b o u t de
[x parties est (n° 56)

y < ^^^fî^pff
re^l_l_ / e^cll;î î 2

,i^i ̂ ^^ ^^J.
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on a donc
^p

comme dans le cas par t icul ier précédemment é tud ié (n° 71). La
démonst ra t ion di recte de cette formule sera analogue à celle du n° 66,
mais i l fau t bien remarquer que l 'égalité est r igoureusement exacte
q u a n d p = y , quel que soit [M. Si, au cont ra i re , on suppose/? d i f férent
de y, le jeu restant é q u i t a b l e , l 'égalité 2 ( P = = = P n'est vraie qu'asym-
pto t ique men t .

PROBLÈMBÎ GÉNÉRAL DE LA THÉORIE DU JEU.

8e). Ce que nous appel lerons le problême général consiste dans
l 'élude du cas ou les j o u e u r s on t tous deux des for tunes limitées.
Nous é t u d i e r o n s seu lement le cas où le jeu est équ i t ab l e et où les
joueu r s on t pour chaque par t i e égale p r o b a b i l i t é de gain ou de perte.

ÎX). Étude d'un cas particulier. — Trai tons d'abord un cas par t icu-
l i e r très s imple , l ' un des seuls q u i pu issen t être é tudiés d 'une façon
é lémen ta i r e .

Le joueur A, possède un franc, le joueur B possède deux francs : ils
jouent un franc par partie avec égale probabilité de gain et de perle;
(fuels sont les résultats que fournit le calcul sur cette question?

Pour que le j eu ne se t e rmine pas i l faut que le j oueu r A gagne la
première pa r t i e , le j o u e u r B la seconde, le j o u e u r A la troisième, etc.
La probabil i té pour que le jeu ne soit pas te rminé en n parties est

/ ( \n
donc ( - •

W
Le j o u e u r A peut perdre à la première partie, la probabi l i té de cette

é v e n t u a l i t é est;^; i l peut perdre à la troisième, la probabi l i té est ( - J ;
/1 \s

i l peu t perdre a la c i n q u i è m e , la probabi l i té est ( ^ ) ? 6tc.
/ 1 N â

Le joueu r B peut perdre à la seconde partie, la probabi l i té est (^J ;
/ ï va la quatr ième, la p robab i l i t é est ( . ^ ? etc.
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91. La probabilité de perte du joueur A en n parties est

r i i î

Cette même prohabi l i té pour un nombre i n f i n i de parties est la
somme des termes d 'une progression géométrique décroissante; cette
somme est égale à ^-

0

La p robab i l i t é de perte du joueu r B pour un nombre in f in i de par-
ties est :r-

0

Les p robab i l i t é s totales de gain sont donc propor t ionnel les aux
sommes engagées.

92. Le nombre probable des parties jouées est u n , car i l y a u n e
chance sur deux pour que le jeu s'arrête à la première partie.

La durée moyenne du jeu, est l 'espérance m a t h é m a t i q u e d ' u n joueur
qui recevrait u n f r a n c si le jeu se t e r m i n a i t par la première par t ie ,
d e u x francs s ' i l se l o r m î n a i l par la seconde, etc.

Cette durée est donc expr imée par la, série

ï î ï ,,.... x y 4. ^ 3 .4.. ^ 3 4_ _
•î 9-2 '.>/

qui se décompose, comme l'on sai t , en une somme de progressions
géométr iques .

La valeur de la série est. deux.

93. Cas où le nombre des parties peut être illimité. — Lorsque le
nombre des part ies n'est pas l i m i t é on peut calculer la p robab i l i t é de
gain de chaque joueur et la dorée moyenne du jeu. Pour chacun do
ces problèmes nous é tud ie rons d'abord le cas d 'un jeu équ i t ab l e .

Le joueur A possède m, francs, le joueur B possède n francs; ils jouent
un nombre illimùé de parties ; quelle est^ pour chacun d'eux, /a probabi-
lité de ruiner Vautre ?

Supposons d'abord le jeu équ i t ab l e ; soient |5.1a mise du joueur A
pt a la. mise du joueu r IL Sort y^ la probabil i té qu'a le joueur A. de
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ruiner son adversaire quand il possède ^francs et quand, par suite,
le joueur B possède m -h- n — x francs.

On aura

(! ) yx = pyx^ -+- <7j^-p -

En effet, en jouan t la partie suivante, le joueur A a la probabilité/?
de gagner la somme a et la probabilité q de perdre la somme ^; l'équa-
tion (i) résulte donc de l 'application des principes de la probabilité
composée et de la probabili té totale.

pv. étant égal à q (3, puisque le jeu est équitable, la solution géné-
rale de réqualion (i) est

yyc-=~^x-\-v,

À et v é t an t a rb i t ra i res ; on les détermine par les condi t ions

y^ rz: 0, y m-¥H "^ I ï

on en dédui t .

Donc

et, par conséquent ,

m + n

y^'- m 4- n

_ m ny m — -""'"""—."? y n '=:- 'm ~i- n rn -4- n

Les probabilités de réussite de chacun des joueurs sont proportionnelles
à leurs fortunes,

Ce résultat avait déjà été trouvé d 'une façon plus simple (n° li),
mais on admettai t alors que la probabilité pour que le jeu se cont inue

a i ndé f in imen t est nulle. La démonstration actuelle ne nécessite pas
cette hypothèse.

94* Lorsque le jeu n'est pas équitable, en employant les mêmes
notat ions , on a toujours l 'équation (i); la solution générale de cette
équation est

y^==Ci-t-C,^,

Ann.dtî l 'Éc . Normale, 3e Série. Tome X V 1 Ï Ï . — MAI 1 9 0 1 . ^4
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Ci et C^ étant des constantes arbitraires et v sat isfaisant à la con-
di t ion

i=^+^;

les constantes C^ et C^ se déterminent parles c o n d i t i o n s

J'Q-== 0, y/n+n"^ I?

et l'on trouve
_ vm """I

^ ) _ y^ _ ^̂ ^̂ ^ .

Ce résultat est dû à de Moivre.

95. Dans le cas du jeu équi tab le , si, le joueur B a une fortune très
grande, la probabilité de r u i n e du j o u e u r A est très voisine de l ' u n i t é ;
elle tend vers un, à mesure que la for tune du joueur B croît.

Quand le jeu n'est pas équitable, la probabil i té de r u i n e
( ,^—,i

y^-"- ^mTn"_ ]

tend vers -^ lorsque n tend vers r i n f i n i , cetle probabi l i té de r u i n e est
très faible si le jeu est avantageux et si m est suff isamment grand.

Supposons, par exemple, que a == ^ == ï et que/.» == o3i, y = 0,49»
La quanti té y sera donnée par l 'équation

q^—— ç 4. p ̂  Q^

d'où l'on dédu i t

-49'

Si m est égal à 100, la probabi l i té de ruine n'est que 0,00x8. Cet,
exemple, comme ceux qui ont été précédemment donnés n°^59 à 64,
montre à quel point le moindre désavantage change les conditions de
réussite d'un jeu.

96. Occupons-nous ma in tenan t de la durée moyenne du jeu supposé
équitable.
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Soit y^c cette valeur moyenne lorsque le joueur A possède x francs,
c'est-à-dire l'espérance mathémat ique de celui qui aurai t promesse de
recevoir i^ par partie jouée; on aura

(3 ) , - yx =- ». -+- py^+o, + qyx-^
Le nombre des par t ies jouées comprend, en effet, la partie par

laquelle on commence et qui certainement aura l ieu; après cette
partie, l'espérance mathématique devient y^+a ou Yx-^ selon que le
joueur a gagné ou perdu, la première éventualité ayant pour probabi-
l i té/^ et la seconde pour probabili té q, l ' équat ion ci-dessus est la con-
séquence immédiate des principes.

La solut ion générale de cette équat ion est

X7'
^^+y,r+r.

Les cond i t i ons

donnen t

et, par suite,

yo=ô, y//^=o

V ==0, À =
m ~[- ///
--op-

mnym= a(3

La durée moyenne du jeu est proportionnelle au produit des fortunes
des joueurs.

Elle sera inf in ie si la fortune de l 'un des joueurs est infinie. Ce ré-
sultat avait été obtenu précédemment (n° 79) dans un cas part iculier .

- 97. Lorsque le jeu n'est pas équitable, le problème est encore régi
\w l 'équation (3), mais celle-ci a pour solution

y^= C^— 7———^———. -+- (7;J x (a"+-i3)/^—(3

v est la racine de l 'équation
^^ot4"P— (;P— q -zz. 0,
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C et G" sont des constantes arbitraires que l'on dé termine par les con-
di t ions

y 0=0, y^+/,=o.

Si l'on nomme U la probabilité n° 94 [formule (2)] pour que le
joueur A ruine son adversaire, on trouve en effectuant les calculs

(m -+- n) U — iny.^-—^^^-^

o^p — ^q est l 'avantage absolu (n° 14) du joueur A pour u n e partie; son
espérance positive totale es tU/^ , son espérance négative est(i •— U)w,
le numérateur de y^ est donc l 'avantage total du j eu ; par conséquent :

Le nombre moyen des parties est égal au rapport de l'avantage total
de Vun des joueurs à l'avantage du même joueur dans c/iaque partie.

Ce remarquable résultat est dû à M. Rouché.

98. Probabilité pour que le jeu se termine par une partie indiquée
d'avance. — Nous al lons, m a i n t e n a n t , nous occuper du cas on le
nombre des parties est l im i t é , et nous résoudrons d'abord le pro-
blème su ivan t :

Le joueur A possède m francs et le joueur}}, nfrancs ; ils jouent un franc
par partie avec é^ale probabilité de gain et de perte ; quelle est la proba-
bilité pour que le jeu se termine à la p/^* partie par la ruine du joueur A,

Désignons par II^w,^ I^ï probabi l i té pour que le jeu se termine par la,
ru ine du joueur A, précisément en p, parties, en supposant la fo r tune
de sonadvers«Tire infinie. Cette probabilité a été calculée (n° 71), elle a
pour valeur

(i) 11^=^—^—fiy\
^ tZLm.\ ̂ IL !̂ W

% ' a

Désignons par 11̂ ^̂  la probabilité cherchée, nous pouvons poser en
première approximation (nous faisons remarquer, dès main tenant , que
la formule déf in i t ive ' à laquelle nous arriverons est rigoureusement
exacte) :

TT _. tr
•* * v^ m, n •--1"- A A p., w ; w •
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Cette formule donne pour la probabilité cherchée une valeur trop
forte; de toutes les séries d'alternatives de gain et de perte produisant
la ruine du joueur A précisément en p. parties, nous devons retrancher
celles qui produiraient précédemment la ruine du joueur B.

Si le joueur B quand il est ruiné pouvait continuer à jouer jusqu'à
la [j^6 partie, il y aurait probabilité égale pour qu'il gagnât m 4- n
francs et qu'il ruinât le joueur A, ou pour qu'il perdit encore m + n
francs, ce qui porterait sa perte à m 4- 2n francs.

A chaque série d'alternatives de gain et de perle qui produit la
ruine du joueur B et qui aurait ensui te produit celle du joueur A cor-
respond une série qui donnerai t au joueur B la perte m-\- 2 n s'il possé-
dait cette somme; et, comme aucune des premières séries ne ruine le
joueur A avant la ^leme partie, aucune des secondes ne ruinerait le
joueur B avant celte p."'"̂  partie, s'il possédait m -h 2/z francs. Ceci
n o u s inc i te à poser en seconde approximat ion

JA(.A,//^,rt ̂ ^ -"II,//;.,(» up,,iW•+"2W,°û•

La q u a n t i t é IL w.i.2/^^ que nous avons retranchée est trop forte, car
nous avons retranché les séries produisant la ruine du joueur B sup-
posé posséderw4- 2/z francs, alors que nous n'aurions dû tenir compte
parmi elles que de celles qui ne causent pas d'abord la ruine du
joueur A.

Or, si le joueur A supposé d'abord ruiné avait pu cont inuer à jouer,
il n'est n i plus ni moins probable qu'il eût gagné les 2m 4- 2n francs
qui auraient amené la ruine de B qu'il n'est probable qu'il eût perdu
ces sm 4- 2/î francs, ce qui aurait porté sa perte à 3m 4- ^n francs.
On doit donc poser en troisième approximation

^^.^nt^n'"^ •ÎA^, m,w — ^y^tn-'rVt^"^ •"•{A, sm-^în,^

et ainsi de suite, on a donc

II (A , m » ît "^ * l (A, M, , s® — •u p., w-i-2 n, oo 4- Ai (A , 3 ni+ 2 n, * • • •

4- ÏÏp., ( ̂ •+•1 ) m +.a\/t,oo — 11^ ( ̂ .4-j ) m^^\+z }n, oo -4- . . ..

La formule s'arrête lorsque la quantité (2^4-1)^-4-2^ ou
(2À 4- î)'yn 4- ('2À 4- 2)n est inférieure à.'p..
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99. Cette formule établie par une sui te d 'approximations est ri-
goureusement exacte, car el le con t i en t toutes les séries d 'a l ternat ives
amenant la ru ine du joueur A dans les condit ions imposées par
l'énoncé, et celles-là seulement.

La démonstration que l'on vient de lire paraît pénible, la théorie de
la spéculation la présente, comme nous le verrons (n° 118), sous un
aspect beaucoup plus clair; c'est, du reste, grâce à cette dernière
théorie que la formule fut découverte.

100. Appliquons la formule ci-dessus à quelques exemples simples :
Supposons que le joueur A possède i^' et le j ou r B ^ ( r, et cherchons
quelle est la probabilité pour que le jea se t e rmine précisément a la
septième partie par la perte du j o u e u r A.

La formule
^"[X,//;,/^^^" •&i ?.,/«,<» —— "[A.,//; 1 S/? ,w "̂" • ' •

devient ici
11 ,̂,:= ï! ,̂.- 1Î ,̂  117,7,-

On calcule les termes du second membre par la formule ( ï ) (n°98),
on obtient a ins i

^^5^y-~5(iy^fiy^^w w V 2 / v^
C'est bien le résultat obtenu directement (n° 90).
101. Supposons, maintenant , que les joueurs A et B possèdent

chacun 3^; quelle est la probabilité pour que le jeu se termine par la
perte du joueur A, à la neuvième partie?

On peut résoudre le problème directement : on voit que la probabi-
l i té de perte (lu joueur A est ;̂  à la troisième partie, ̂  à la c inqu ième

partie, ^ à la septième partie, 2Z à la neuvième part ie , etc.
Employons la formule ci-dessus, on aura

4*0,3,â"^^ ^^O,,^,^——'-•^ÛfQ,»

OU ".....= ̂ y-œ'-?-
C'est le résultat trouvé directement.
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„„, 102. Application à la théorie des combinaisons. — Le joueur A, :t

perdu m francs en p. parties, il a donc gagné ^ "7 •m parties, et il en a

perdu f^L^. Désignons par la lettre K les parties gagnées et par la
let tre H les parties perdues; une quelconque des permuta t ions des a
lettres K et H produisant la perte m en [x parties peut s'écrire, par
exemple,

K i ^ H ^ K , . . . .

K, i n d i q u e que le j oueu r a gagné la première part ie , K^ ind ique qu ' i l
a gagné la seconde. H;, indique qu ' i l a perdu la troisième, etc.

Le noni i re ( ^ a l des indices est p., et i l y a p-—^ let tres H et
U. — f ) l . , ,»' .- — h^Livs K.:>-

Si le joueur est r u i n é en [̂  coups précisément, la pe rmuta t ion d o i t
se terminer par un H, et en la l i san t à l 'envers, c'est-à-dire de droite1

à gauche, le nombre des lettres H do i t , durant toute la lecture, être
supér ieur au nombre des lettres K. Puisque le joueur B n'a pas été,
par hypothèse, r u i n é avant le joueur A, en lisant toujours la permu-
tation de droi te à gauche, le nombre des lettres H ne doi t jamais, pen-
dant la lecture, surpasser celui des K de la quant i té m -}-n.

La théorie présente nous permet donc de résoudre le problème sui-
vant :

Quel est lô nombre des permutations de p. lettres dont p—^1-

lettres H et ^^m lettres K, ces pe rmuta t ions é tan t telles que, en les
2i

l isant dans un sens déterminé :
1° Le nombre des lettres H soit , duran t toute la lecture, toujours

supérieur au nombre des lettres K ;
2° L'excès du nombre des lettres H sur le nombre des lettres K soi t ,

durant toute la lecture, infér ieur à une quan t i t é donnée m -+- n.
La probabi l i té é t an t le rapport du nombre N des permuta t ions an

nombre des cas possibles, on a

11^,,==^, (FOU N=2P-II^.
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Je crois qu'il serait pénible de résoudre d i r ec temen t cette question.
Si, par exemple, [x = 7, m === T , n == 2, on doit avoir N == i. Il est.

facile de reconnaître qu'en effet la seule permutat ion acceptable est

KJlAHJUîeH,.

Si p. = 6, m == n == 2, la formule donne N == 4-
On vérifie très facilement qu'il y a quatre permutat ions et quatre

seulement satisfaisant aux condi t ions de l 'énoncé.

103. Prohabilité pour que le jeu se termine dans un nombre donné de
parties. — Lorsque [x est un grand nombre, on peut, dans la formule

AAE/,,//^,y^ =::::' Al(A,w, 6o — •"[^//iH-â//,^ "4~ . * • »

remplacer les valeurs exactes des quanti tés II par leur expression
asymptotique (n° 72), on a ainsi

/ "" r m9 ( w - i ' 2 / / » 9 ( î î / / / " ( • ' 2 n\'1

11 ^ ̂  V 2 1 rne' ̂  ~ ( m + ̂  n) ̂ ~^— 4. (3m ̂  ̂  ̂ ^—î^ ^ ... ,
V7r/j.v'^ "

Telle est l'expression asymptotique de la probabi l i té pour que le jeu
se termine en [x parties par la ru ine du joueur A.

104. La probabilité P^//^ pour que le jou.eur A soit ru iné avant
p. parties s'obtiendra en intégrant l'expression précédente entre les
limites zéro et p- après l'avoir divisée par deux, puisque la perte ne
peut avoir lieu que de deux en deux parties.

On aura ainsi

r r" ̂  _ m v /"* ̂  _ ( fn "i""2 n ) 't
,.. r / me ï^ , t (m 4-a^)^"^^ ,
Pp-,w,^=-y== / ^^—cip.— 9 —————L^————d[ï.

v^L<yo v^v' Jo pVp"
rA1' (.'(/"• -(- v. r i ] * . ""j
/ ( 3 / n + 2 n } e ~ ~ ^ t 1 ,+ l .——————————— ̂  _ _ t .

Jo ^VP- J

Posons, dans la première intégrale,

. ^-p.^ ^ Â ,
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dans la seconde, posons
(/yz -4- a /? ) 2 __ ̂

2^. ~

Etc.
Remarquons, enfin, que

- r<,-^=.-2 /^-^
VTT <<J_ V71' ^o

V/2[J.

nous obt iendrons

p,,,,,̂  ( ,_ _ r^^^) - (.- -2 p .̂-^
\ V^^o / \ V^^o y

3 m •4- 2 n

--7J -1-^--\/7rJo

2 r s/i^

7Wfe ^^ l'expression de Ici probabilité pour que le jeu se termine avant
[M parties par la ruine du joueur A.

La probahil i té P^.m P01-11* q^6 1e J611 se termine, dans les mêmes
condit ions, par la ru ine du joueur B s'obtiendrait en remplaçant dans
la formule m par n et inversement.

La probabil i té pour que le jeu se termine avant p. parties par la ruine
de l 'un quelconque des j o u e u r s est

P ^L- P•*• [-L , m •) n i"' *- \i., n, ni *

La probabil i té pour qu'aucun des joueurs ne soit ruiné en p. parties
est

ï — A p,, /;;, n — a- p,, n, m *

105, Si l'on désigne par 1̂ , la probabi l i té pour que la ruine du
joueur A a i t lieu avant p- parties, probabil i té calculée (n° 68), on a

Pp.^^^ l^A,/^,» — ^\L,m~\-în,w 4" P(J-,»w+2n,«î — P^,î//î+4^,so - + - < * •

OU
^( m \ n/^-^27^^! ^/i^-^L2^ —p^^^Q^^^^e^^ ^.

^/2/î. ̂  /^<?. Normale. ^ Série. Tome X V Ï I I . — MAI 1901. 20
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Lorsque pi est très fifrand, on calcule P^m,re par les formules (n° 93).

106. Second écart probable. — Je suppose deux joueurs devant jouer
au maximum y. parties; il y a, pour chacun d^eux, une certaine for-
tune m que nous allons fixer de telle sorte que le jeu a i t une chance
sur deux pour être terminé avant la fin des (x parties.

La quant i té m doit satisfaire à l 'équation

p —L.1 \î^mim — /

d'où l'on dédu i t
m •==. 0,6 \/|JL environ.

Le second écart, probable est proportionnel à la racine carrée du nombre
des parties; il est égal au premier écart probable multiplié par ï , '7.

On comprend bien la différence entre les deux écarts probables : le
premier a des chances égales d'être ou de ne pas être dépassé à la
^icme p^pti^ tandis que le second a égale probabi l i t é d'être ou de ne
pas être dépassé pendant les p parties.

107. Second écart moyen. — Le second écart moyen est la va leur
moyenne du p lus grand des écarts qui se sont produits pendant les
[i parties; i l a pour expression

f }n^{ï^^^^)drn

ou
r'^ r / M1 (\^m^^ {^m^ \

i ^m [e^ ̂  - 3 (F "̂  ̂  5 (T "̂  - • . . . ) dm..
./) V^

Cette quan t i t é est une somme d'intégrales de la forme

/.w y», ( a w ) 2 r" /—" a2/»^ » /-"" y-"
y 2 - --rrr- , \/2 V/P- "" ••T,r V^ VP*—=".- a/ne "v' dm := •'-—'— e 2 {ls == -'_•"••- 7

. , V^ a\/TC o a^TT

elle a donc pour valeur

V^V^ /', i ï ïi î ï . \
ï — ^ 4 - F — - - + " . . . } *3 5 7 /i" ?' ""

V/TT \ 3 5 7
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Du développement classique
a;3 .-z15 x^arc lang^ =^ — -y- -h -p~ — — 4-...*j ù n

on dédui t , en posant x == i,
7T I I Iy -==. arc tang i = ï — ^ - - h . ' — — - ! - . . .4 ô •-» 7

£f second écart moyen a donc pour valeur

1/27T /—"-r^
^7 est proportionnel à /a racine carrée du nombre des parties et égal au

TTpremier écart moyen multiplié par ̂  •

108. Durée probable An jeu. -- Nous venons de résoudre deux pro-
blernes en prenant le nombre des parties pour donnée et les fortunes
pour inconnues. Nous allons maintenant étudier les problèmes in-
verses re la t i fs à la durée du jeu, en supposant les fortunes connues.

109. Le nombre p- qui correspond à la partie donnant la plus grande
probabi l i té pour la ru ine du joueur A est obtenu par la formule

^(P[;^)=0.

Le même nombre relatif au joueur B s'obtiendrait par la résolution de
l 'équation

^(P^,^)^0-

Le nombre de parties le plus probable pour la terminaison du jeu
serait fourni par l'égalité

,n
T~"2 (P(A,WÎ»"I~ PtA,/î ,w) '^ 0-

HO. La durée moyenne du jeu a déjà été calculée (n° 96), elle a
pour valeur mn. L-à durée probable du jeu, autrement dit le nombre
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probable de parties jouées, est donné par l 'équation

jr (-»-,///,,»+ l (A^W^ ^ *

En particulier, si /z == m, la durée probable du jeu est ;x == o, 70/n2;
elle est plus pet i te que la durée moyenne, égale à m1, et elle est
environ trois fois plus faible qu'elle ne le serait si un des joueurs avait
une fortune infinie (n° 78), l 'autre possédant toujours la fortune m.

111. Nous pensons1 qu'un exemple ne sera pas inu t i l e pour bien
faire comprendre les quest ions étudiées dans ce Chapitre.

Supposons que le joueur A possède Se'111, le joueur B, îoo^ et que
le jeu se compose au maximum de 20000 parties.

Cherchons d'abord la probabili té de ruine P^ du joueur A; cette
probabilité est exprimée par la formule

p^_,_e/-^_,-,ô(^.^,-e(7^_,.,
w-w w'-w W2?-/

dans laquelle m == 5o, a === 20000 et -,— == 0,25. En employan t les1 V;̂
Tables de la fonction 0 qu i se t rouvent à la fin du Mémoire? on obt ient

p^^=: 0,6598.

On calculerait de même
ï\,,= o,3265.

La probabilité pour qu'aucun des joueurs ne soit ruiné quand
20000 parties sont jouées est

ï — o, 65f)8 — o,3 265.

Si le jeu pouvait se continuer indéf iniment , les probabilités P auraient
pour valeur (n° 93)

P^=o,6667, P^=ô,3333.

Le nombre probable des parties jouées est 3357; le nombre moyen
est 5ooo.



THÉORIE MATHÉMATIQUE , DU JEU. 197

112. Problème général de la théorie de la spéculation. — Nous avons
démontré ai l leurs ( ^ ) que la théorie de la spéculation pouvait , sous de
certaines réserves, être assimilée à la théorie du j eu ; elle se propose
de résoudre trois problèmes, de dif f icul té croissante, correspondant
aux trois problèmes de la théorie du jeu.

113. Le premier problème consiste, étant donné le cours actuel, et
en supposant les variat ions de cours dues au hasard, à déterminer la
probabi l i té pour que le course de la rente soi ta une époque déterminée t
compris dans l ' in terva l le x et x -{- dx; cette probabil i té a pour expres-
sion

,r2

_ _ I '"" ̂ 7(Ïl

Rx -r -——;—7== e y
l ' K k ^ i

le cours actuel correspond à x ==- o, c'est le cours considéré par le
marché comme le plus probable. L'acheteur de rente à terme ^agne
propo r t i onne l l emen t à la hausse, c'est-à-dire proport ionnel lement aux
valeurs positives de .-y, de même qu ' i l perd proport ionnellement aux
valeurs négatives de.r; son espérance totale est nulle, son espérance

positive f xp^dx == / c ^ / î ; on la désigne parla lettre a.
i/o

La quan t i t é k est le coefficient d'instabilité qu 'admet actuellement
le marché; l'écart moyen est égal à 20, l'écart probable à i,668a.

La probabil i té pour que, à l'époque t, le cours soit compris entre c
et oc est donnée par la formule suivante , analogue à celle du n° 57 :

r T o F 2 v^A' J"t
$^1^ .1 2 / v e^dl.

^ 2 ̂  Jo

Cette probabilité se calcule à Faide de la Table de la fonction ©; on a,
en effet,

^_W __\.
2 2 \2\/71:/Î\/£J

( i ) Théorie clé la spéculation {annales de l'École Normale, p. 2 1 ; igoo).
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114. Dans le cas actuel, il est p lu s simple de faire usage de la Table
suivante qui donne directement la valeur de la probabilité ® correspon-
d a n t au cours c exprimé en p r e n a n t a === / c \ / t pour uni té :

Écart. Probabilité $. Écart. Probabilité $.

0 , 0 ^ . . . . . . , . . . . . . . . . . . o, 5oo 2,3 a . . . . . . . . . . . . . . . . . o, ï79
o,i^.................. o, -{84 a, 4 ̂  .................. 0 ,169
o,aa.. . . . . . . . . . . . . . . . . o, 469 9., 5 <«. . . . . . . . . . . . . . . . . . o, i ôc)
o, 3 a .................. o,453 a,6<^ .................. o, 15o
o,4a .................. 0,437 ^,7^ ........... ...... o , ï 4 i
o, 5 a .................. o, 4'.>.'2 a,8 <7 .................. o, 1 3 %
o,6a .................. o,4o4 2,9 <^ . . . . . * . . . . . . . . . * . . o , 1 2 4
o,7 ̂  .................. 0,390 3,o a .................. o, 1 1 G
o,8 a .................. o,874 3 , t a .................. o, ïoB
o, 9 a .................. o, 36o 3, '>. a .................. o , 1 0 1
ï , oa .................. 0,34^ ' 3,3 a .................. o,094
i, i a .................. o,33i 3,4 ̂  .................. o,087
1 ,20. . . . . . . . . . . . . . . . . . o , 3 1 G 3,5 a .................. o,080
, 3 a .................. o, 3o% 3,(.) ̂  .................. o, 075
,^a .................. 0,289 3,7^ .................. 0,070
,5<f/ .................. 0,275 3,8 a .................. o,oG5
,6 a .................. o,%6a 3,9a • • 1 . . . . . • . . * • * . . » » o,o6o
, 7 (ï .................. o,^(9 4 '̂ .................*.. o,0^5

r , 8 a ................... 0,237 4 ? r » ̂  . . . . . . . . . . . . » . * . . . o, o37
ï , 9€t . . . . - . * . . . . . . . . * . . o, ̂ 5 5 ̂  . * . . < . . . . » . * . . . . , . . . o, osi4
^, o ̂  .................. o , % 1 4 r),^ ̂  ..,...*........... 0 ,015
a, i ci .................. o,20â 6 <% . * « » . » . . . * . . . . . . . . . . o,oooa, i a .................. o,20â O a . * « » . » . . . * . . . . . . . . . . o,009
a, a <2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . o,190 7 a . . . . . . . * . . . . . . . . - . . . o,oo5

115. Cherchons, par exemple, la probabil i té pour que le cours soit,
dans vingt-cinq jours, supér ieur au cours actuel de 36e au moins. On
suppose que, en prenant pour u n i t é de temps le jour et pour unité de
variation le centime,' la quan t i t é k qui . est une donnée de la question
est égale à 4» p^ exemple.

Dans ces condit ions, a = k\lt=. 4.5 === w; le cours considéré de
36C= 20 x ï ,8 == ï ,8a. Le Tableau ci-dessus donne directement la
probabilité cherchée : 0,237.

116. Le deuxième 'problème consiste dans la recherche de la pro-
babili té pour que le cours c soit at teint ou dépassé dans VinterwUe de
temps /.
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Pour résoudre ce problème on su i t le même raisonnement que dans
le cas de la théorie du jeu, on calcule d'abord la probabilité II pour
que le cours c soit atteint à l ' époque^ , sans l'avoir été précédemment;
cette probabilité a pour expression

„ c^n^--—^——tô 4TCA2^.
^\J^kt\ft

On en déduit ensuite la probabil i té pour que le cours c soit a t te int
dans rintervalle (le temps t :

r> / '^Sv/TC/ff/ï

P,.= 2 $,=!-— / e-^JÀ,
y7r JQ

répoque moyenne à laquelle le cours est a t t e in t est i n f i n i e ; l'époque
probable est

c1
i^^^^

117. Le problème général d e l à théorie de la spéculation se propose
de résoudre la question suivante :

Quelle est la probabilité pour que le cours c (^supposé positif pour fixer
les idées} soit atteint ou dépassé dans l'intervalle de temps t, les variations
en baisse n ayant jamais atteint un cours donné b»

Nous croyons uti le de présenter l 'énoncé sous une forme plus expli-
cite, en l 'appl iquant à un exemple.

radiète de la rente (à terme) avec l ' in tent ion de la revendre avant
un mois si, dans cet in terval le de temps, elle se trouve à un moment
donné un franc au-dessus de son cours actuel. Voulant limiter mron
risque à deux francs, je m'engage à revendre ma,rente si, dans le cou-
rant du mois, il se produi t une baisse de deux francs au-dessous du
cours actuel , ^

Où demande : La prohabi l i té pour que, dans le courant du mois,
j'aie pu revendre avec le bénéfice d'un f ranc; la probabilité pour que
J^a ie revendu avec deux francs de perte, et la probabilité pour que, au
bout du mois, je n'aie pu faire aucune des reventes.
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118. Comme dans la question qui précède nous résoudrons d'abord
le problème suivant :

Quelle est la probabilité îl^pour que le cours c soit atteint à l'époque t,
sans Favoir été auparavant et sans que la variation en baisse ait été su-
périeure à un cours donné b.

Nous désignerons par 11̂  la probabil i té déjà calculée n° 116 pour
que le cours soit a t te int en supposant b inf ini .

Une première approximat ion consiste à poser

ll.^^ —— A'a•<;•, oo ?

il est évident qu'elle donne pour 11̂ , une valeur trop forte. De toutes
les séries d'alternatives de hausse et de baisse qui forment la proba-
bi l i t é IIç^, il faut, en effet, retrancher celles pour lesquel les ie cours — //
au ra i t été franchi à un moment donné . Or, au n' îornent où le cours — h
est a t te in t , le cours c n'est ni plus ni moins probable par su i t e de la
symétrie de la probabi l i té que le cours s y m é t r i q u e -~ ( c -h 2^).

Donc, à chaque série d ' a l t e rna t ives de hausse et de baisse dépassant
le cours — b en baisse et revenant au cours c à l 'époque /, correspond
une série abou t i s san t en baisse au cours — ( c 4 - 2 & ) . Et, comme
aucune des premières n'a dépassé, par hypothèse, r in te rva l lo c en
hausse, aucune des symétriques ne dépassera l ' intervalle ~" (c"+- 2 & )
en baisse.

C'est ce qui nous inci te à poser en seconde approximat ion

IÏ(?,A= II/.,»—l.ï<:-+2//,«.*

.En retranchant II^^ nous avons retranché à tort (les séries qui
ont abouti au cours—(<?-( -2^) en baisse ayant dépassé d'abord le
cours c en hausse. Mais, lorsque le cours c est a t te in t en hausse, le
cours — Ce 4- 2&) n'est n i p lus ni m o i n s probable, par suite de la sy-
métriedo la probabil i té que le cour» symétr ique 3c -4- 2^, en hausse.

C'estce qui nous1 i n c i t e à poser en troisième approximat ion

**•(,', h'^ **•/.', y » A • H / • . . > +"2;^ sç '4" —*• 3 <'•"+•• 2 /-^«s»"'
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En c o n t i n u a n t le même raisonnement, nous serons condui ts àla série

îï^:=: Iï^ —— ÏI^2//,oo 4" ̂ ïc^lh^ — ÏÏSC+V^» ~^~ II.'itf+i/^» — • • • •

C'est la formule fondamenta le de notre étude.

119. En remplaçant dans cette formule les quant i tés II par leur va-
leur et en in tégrant , on obt ient f ina lement : Ici probabilité P^/w/r que
le cours c soit atteint ou dépassé (la^s F intervalle de temps /, les variations
en haïsse n ayant jamais al teint le cours — b.

1 _,/',_.. "j r ^±l̂ -
rt / •a /TCÀ-^ / | | y /*ïi v/7C/»-v^•4.r2^7^^ ^h-^f^^-

v^^o J L v^^o
l>^-« i-'. / ^^L-,,-2 / ,-^fA

A 4 J L v^^o
3 C -{- 2 //

a rÏft^ ., - . 11^,^11^7=/ ^3^——., ,̂  -^•1 ,,,;̂ ,
^o J 1 1 1 1 ' , - 1 1 1 •C"1-,' ;1^»L vWo

ou l)ien ,,;.'1' y4

P^ rr:; 1^^ -"-1- P^'.+.a//, ̂ + Pa^-i-s^,» "w I^^-t^A,» "+- • « • y 1 • 1 , ^ " , 1 A,,'^'

ou encore (n011 6)

p,^ 2 ̂  — 2 ̂ .,.,.s/.̂  "^ a ̂ +-2^ — 2 î^^--^,^ •+ * • • »

ou en tin

r / c M r A / ' ^ + ' ^ ^ M f ^ /3 C + 2 Z /^^
"•"- [ • - 8 (^^)J - [' - 9 l:^î7<)J+ ['- ̂ .•iw)!"--

120. La probabil i té pour que le cours — b soit atteint dans l'inter-
valle de temps l, les variations en hausse n'ayant jamais atteint le
cours c, s'obtiendra en remplaçant dans les formules précédentes
h par c e k c par h. La probabilité pour que, jusqu'à l 'époque /, le cours
ne soit pas sorti de l ' intervalle — h, •+ c est

,_p^_I>^.

121. Les probabilités P sont dif f ic i lement calculables lorsque l est
trcs grand. Dans ce cas. on peut appliquer au problème actuel un, rai-

Ann. de l ' È c . Kormale. 3- Séria. Tome XVIII . - - M A I 1901. 26
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sonneiment connu (n° H) qui conduit à la valeur asymptote de la pro-
babilité

p — ô- .p -. c
i c^h— T—;——? ' •i ^,<?— 7—;—~" "b -+- c b -\r c

122. Les formules qui précèdent sont susceptibles d'un grand nombre
d'applications intéressantes :

ï° Si on suppose b == c ,= a =k\lt, P^ est égal à 0,496. La proba-
bi l i té pour que le cours ne sorte pas de l'intervalle est très fa ib le :

i — 2 x 0,496 == o,oo8.

2° Lorsque b == c == 20, Paa,^,^ o^pû; la probabil i té pour que le
cours reste compris dans l ' intervalle ± 20 est

i — 2 x o,4i ==o, i8.

Si l'on achète une prime double avec l ' idée préconçue do revendre
ferme si l'écart 20 est a t te in t en hausse, ou de racheter ferme si
l 'écart 20 est a t t e in t en baisse, la probabi l i té pour que l 'une des deux
opérat ions puisse s'effectuer est 0,82. Remarquons que P^a — 0,41
alors que 1^,00= 0,428. Quand l'écart en hausse et en baisse est supé-
rieur à ^ a, la probabi l i té qu'un cours soit a t t e i n t dans un sens e s t a
peu près la même que si les var ia t ions dans l 'autre sens pouva ien t être
quelconques.

3° Supposons que c^a et que & = 20, la probabi l i té pour que le
cours c soit a t t e in t , P^ est o,652 et la probabi l i té pour que le cours
h == — 20 soit a t te int est

P^=: 07825;

la probabil i té pour que le cours reste dans l'iatervalle considéré est

i — o , 6 3 2 — o , 325 == o,o23,

Si nous avions supposé a priori cette probabilité négligeable; nous
aurions obtenu par les formules (n° 121) les valeurs très suffisamment
approchées

! P^=o,666 et l\^=o,333.

123. Nous appellerons second écart probable l 'intervalle ± ^ tel que,
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pendan t le temps /, le cours ait au tan t de chances de rester compris
dans cet intervalle qu'il a de chances de le dépasser. On doit avoir

p — J

^""""/t,"
On en d é d u i t

y =2,9 a.

lîn posant I\^ == -^ on avait également trouvé (Théorie de la spécu-
la/ion, p. 77)0 :

7 ==a,9a;

comme on l'a déjà fai t remarquer; P^.y est très voisin de Py^ lorsque y
surpasse ^-a.

124. Nous appellerons second écart moyen la r n o y e n n e d u p lus grand
écart exis tant ent re le cours actuel et tous les cours cotés dans l ' in ter-
val le de temps t. Le second écart moyen a pour expression

f C —Cl — 2P^)rfc.
»/ri "

Une suite de calculs analogues a ceux du n° 107 démont re ra i t que la
valeur du second écart moyen est TC^. Ce résultat est remarquable par
sa simplici té .

On pourrai t imaginer de nouvelles sortes de prime : moyennan t
l 'abandon d'une pr ime égale à 20, on gagnerait le plus grand écart en t re
le cours actuel et tous les cours cotés pendant l ' interval le t, en ne con-
sidérant que les écarts posit ifs ou que les écarts négatifs. Si l'on pouvai t
toucher la valeur du plus grand écart, qu'il soit positif ou négatif, la
valeur de la prime devrait être rca.

125. Nous venons d'étudier deux problèmes dans lesquels nous
avons considéré un intervalle de temps fixe et des écarts variables,
nous a l lons maintenant supposer les écarts fixes et la durée de l'opé-
ration variable.

L'époque/a plus probable à laquelle le cours sortira de l ' intervalle

( 1 ) AnncdQff dû l'École Normale y 1900.
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c, &) en cotant le cours c, sera donné par la formule

<^P^ • o.
àt2

L'époque la plus probable à laquelle le cours a t te indra la l i m i t e -- b
s'obtiendra en résolvant l'équation

à^^_
" air -~°-

L'époque la plus probable à laquelle le cours sortira de l ' interval le
(c, b) est donnée par l'égalité

^(P^+P^)^o.

Supposons que c = / c \ / ^ , & = = 2 c = = 2/c\/l^ En résolvant les équa-
tions ci-dessus, on voit que l'époque la plus probable a laquel le le cours
atteindra la limite c est environ le sixième de ^- L'époque la p lus
probable à laquelle le cours b sera dépassé est ï ^. E n f i n , l 'époque la
plus probable à laque l le l ' intervalle (c, b) sera dépassé est égale? aux
deux cinquièmes de / < .

126. U époque probable à laquelle le cours sort de l ' in terval le c, —b
s'obtient par la résolution de l'équation

Pc^4-P^c== 
î

Supposons d'abord que b = c, on devra avoir

^^^
8,2,4/C8

Si, par exemple, c == a == k^t^, on aura i === '——y si c = 2^ == a/r^ »0 ^ 2 4
^ion aura t === ——•2,06

Supposons maintenant que b = ac, l'époque probable correspond à
_ ̂ ^ _6^^.^^^=^^^.
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Si, par exemple, c == a == À - ^ / i , 6 == 2À"\/77, on aura

127. On a vu (n° 96) que le nombre moyen de parties Jouées à un
jeu équitable était donné par la formule —^; m et n étant les fortunes
des joueurs; a, (î étant les mises.

La spéculation est ass imilable à un jeu, le temps l est égal au
nombre de parties m u l t i p l i é par SrcP, et les quanti tés m et n ayant
respectivement pour valeur c\/2Tc et b\l^r: ( l ) .

Si l'on désigne p a r ^ V époque moyenne à laquelle le cours sortira de
l'intervalle (c, — 6), on aura

cb
^w

Si c == b == a == ^\Au on a ^ = — ? lorsque c== & === 20, ^ estégâl à ^ , ;

enfin, en supposant que c == a et que & === 'ia^ on obtient ^ == —

128. Reprenons à titre d'exemple le problème suivant :
On a acheté de la rente avec l ' intention de la revendre avec le béné-

fice a == /c\/lo\i avec la perte 2a; on termine l'opération si, à l'époque t,
la revente n'a pu avoir l i eu . Quels sont les principaux résultats
que fourni t le calcul des probabili tés sur cette opération?

La probabilité de revente avec le bénéfice a est o,652.
La probabilité de revente avec la perte 20 esto,325.
La probabilité pour que la revente n'ait pas lieu avant l'époque l est

0,023.

L'époque la plus probable de la revente avec le bénéfice a est .

L'époque la plus probable de la revente avec la perte a est ̂ .

Théorie de la spéculation ( Annales scientifiques de F École Normale supérieure^
p . 4 ï ; 1900)*
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I/époque probable de la revente est —7^
L\ 5 t.")

r ^ ' ^ tL époque moyenne est -•

129. On peut conclure de ce qui précède que la théorie du jeu n'est
pas seulement un exercice d'analyse; elle présente un grand in térê t
par elle-même en nous faisant connaître une des lois les plus curieuses
que la Science nous ait révélées : la loi du hasard.



TABLE
DES

V A L E U R S DE L'INTÉGRALE

•> r7-^r
/'!T<./o

eo-)= — 1 ^<r.
v^Jo

.y. ^
0,00.--- 0,0000000
0 ,01 . . . . . . . o ,o i î2833
0,0°2--. - o,o22564{
0,03.. . . . . . o,o338.i»o
0,04. . . . . . . o,o4^ï<.)9
0,0:L-.... o,o5637ï8
0 ,06 . * . . . . . 0,067(^13
0,07. . . . . . . 0,0788577
0,08. . . . . . . o,oc)oo78i
0,01)....-. o , iû i^8o6
0,10...... o , î i â 4 ô 3 o
0,11. . . . . . . o,i^3623o
0,11...... o,i347-5M
0,13--.- 0,1458671
0,'H-.-- o,i[56(j47<>
0,1^.--- o^^^Oy^)
0,16.--- o^i)01^
0,17.--- o,i8999^3

0,18---- 0^009357
0,1,9---. 0,211331)3
0^0.- .. - o,%%27°^
0,21,.--- 0,9.335-218
0.22- .. -. 0,244'wB

^. e.
0,^3- ... - o,a")5o225
0,24... . . . . ô^G^ooo
0,^--.- 0,2763263
0,26--... o,2868997
0,27.-..- o,i974^^
0,°28.--- 0,3078800
0,â9.--- o,3ï82834
0,30--.- 0,3286267
0,31.--- 0,3389081
0,32--.- 0,3491^9
0,33-.-- 0,35927^
0,3L--- o,369364{
0,3?).--- 0,3793819
0,36.--- 0,389^
0,37.--- 0,399^59
0,38-..-. 0,4090093
0,39-.-- o,4i87385
0,40..--. 0,4283922
0,41.--- 0,4379^9°
0/i2.--- 0,4474676
0,43.--- 0,4568867
0,^-.-- 0,466225l
0,^)--.- o , t 7 5 4 8 i 8

y. O.
0^0-.-- 0,4846555
0,47-.-- 0,493745-2
0,48---. o,5o'27498

0,49-.-- o,5i i6G83
0,?)0..-.- o,5ao4999
o,?>i.--- 0,529*2437
0^2.--- 0,5378987
O,,^...-- o,546464ï
0^4. --- o,554939^
0^5.--- 0,5633233
0,56. -.... 0,5716157
0,57.--- o,5798i58
0,[)8.--- 0,5879^9

. . . . o,595936S0^9.
0,60.
0,61--.- 0,6116812
0,62--... o,6i94n4

. . . . o,6o3856i

0,63 0,6270463
0,6k--- 0,6345857
0,65--.- 0,6420292
0,66...-- 0,64937^
0,67-.-- 0,6566275
O^S.--- 0,6637820



3()8

y.
0,69 . . . . . . .
0 ,70. . . . . . .
0 . 7 i . . . . . . .
0 ,72 . . . . . . .
0 ,73. . . . . . .
0 ,74 . . . . . . .
0 ,73. . . . . . .
0 , 7 6 . . . . . . .
0 ,77 . . . . . . .
0 ,78. . . . . . .
0 ,79. . . . . . .
0 ,80. . . . . . .
0 ,81 . . . . . . .
0 ,82 . . . . . . .
0 ,83. . . . . . .
0 ,8 i . . . . . . .
0,8<'). . . . . . .
0 ,86 . . . . . . .
0,87. . . . . . .
0 ,88. . . . . . .
0 ,89. . . . . . .
0 , 90 . . . . . . .
0 ,91 . . . . . . .
0 ,92 . . . . . . .
0 , 9 3 . . . . . . *
0 ,9^ . . . . . . .
0 ,93. . . . . . .
0 ,96 . . . . . . .
0 ,97. . . . . . .
0,98. . . . . . .
0 ,99. . . . . . .
1 ,00 . . . . . . .
1,01... . . . .
1,02.......
1,03.......
1,04.. . . . . .
1,0:).......
1,06... . . . .
1 ,07 . . . . . . .
1,08.. . . . . .
1,09.. . . . . .
'1 ,10. . . . . . .
1 ,41 . . . . . . .
1,12..... . .
1,13.... . . .
1,11.. . . . . .

e.
0,6708399
0,6778010
0,6846654
o,69i433o
0,6981038
0,7046780
o , 7 i ï t556
o,7ï75367
o,7%38%i6
o,73ooio/i
o,736io35
o^l?-1010

o, 748oo33
o,7538io8
0,7095238
0,765(4-27
0,7706680
o,776^oo>2
0,7814398
0,7866873
o^^.^
0,796908-2
0,^0188^8
0,8067677
0,8 i l 5635
o, 8 T 69,7 lu
0,8^08908
0,8-254236
0,8-298703
o,834'23r5
o,8385o8i
0,8427008
o,846Sio5
o,83o838o
o,854784ï%
0,8586499
0,8624360
0,8661435
o,869773'2
0,8733-261
0,8768030
0,380'20'K)

o,883533o
0,8867879
o,88997<>7
o,893o8%3

t. BACH

y-
l , ir i . . . . . . .
1,16.......
1,17.......
1,18.......
1,19.......
1 ,20 . . . . . . .
1,21..... . .
1,22... . . . .
1,23... . . . .
1,24.. . . . . .
1,23.. . . . . .
1,26. . . . . . .
1 ,27. . . . . . .
1,28.. . . . . .
1 ,29. . . . . . .
1 ,30. . . . . . .
1,31.. . . . . .
1 ,32. . . . . . .
1,33... . . . .
1,34.. . . . . .
1,3^......
1,36.. . . . . .
4 , 3 7 . . . . . . .
1,38.. . . . . .
1 ,39. . . . . . .
1 ,40. . . . . . .
1,41.......
1,42. . . . . . .
1,43.. . . . . .
1 ,44. . . . . . .
1,4^. . . . . . .
1 ,46. . . . . . .
1 ,47 . . . . . . .
1,48... . . . .
1,49.... . . .
1 ,?)0 . . . . . . .

^ 1^1.......
1 ,?)2. . . . . . . .
1 , ? > 3 . . . . . . .
l , ? ) i . . . . . . .
i , r > ; > . . . . . . .

• 1,^6... ...
1,37.......
1,38.......
1 , ?>9 . . . . . . .
1 , G O . . . . . . .

ELÎRR.

e.
0,89619-38
0,899096%
o,9o%ooo4
0,9048374
0,9076083
o,9io3i4o
0,91-29555
0, <) l55339

o,9i8o5oi
o^j^oSoSa
o, 9%'29oo r
o, 9 a 5 '2 3 5 9
o,9'A75i36
0,9^9734^
0,9318987
o,93ioo8o
o,936o63^
o,938o65'2
0,9jooï5o
o , 9 4 » 9 t 3 7
0,943762-z
ô,94556l4
0,9473^4
o, 9 \ < ) < ) î 6o
0,9 •')()() 7 3 3
o,95'2^85ï
o, 9 5 3 85'2, î
0,955376^
0,9568573
o,9">H%966
0,95969^0
o,9()tû535
o,9()-237a9
0,963654 î
0,9618979
o ,966to5'A
0,967^768
o,9684t35
o,9 69 516'2
0,97058^7
0,9^16^27
o,97%C)"28t
o,9736o'26
0,9745470
o,975.(6%o
0,970348;

y-
i ,6 i . . . . . . .
1.62... . . . .
4 , 6 3 . . . . . . .
1,6L. .....
1,65.... . . .
1,66.. . . . . .
1,67... ...
1,68. . . . . . .
1,69.. . . . . .
1,70... . . . .
1 ,71 . . . . . . .
1,72. . . . . .
1 ,73 . . . . . . .
1 ,74 . . . . . . .
1,7:,. . . . . . .
1 , 76 . . . . . . .
1 , 7 7 . . . . . . .
1 ,78. . . . . . .
1 ,79 . . . . . . .
1 , 8 0 * . . . . . .
1 ,81. . . . . . .
1,82.. . . . .
1 ,83. . . . . . .
1 ,84. . . . . . .
1,83... . . . .
1,86.. . . . . .
1,87... ...
1,88.. . . . .
1,89.... ...
1 , 9 { ) . . . . . . .
1,91.. .. .
'1 ,92. . . . . . .
1 ,93. . . . . . .
1,9k. . . .. .
1,93.. . . . . .
1/.)6... . . . .
1,97. . . . . . .
1,93 . . . . . .
1,99. .....
2 ,00 . . . . . . .
2 ,01 . . . . . . .
2 ,02. . . . . . .
2,03.. . . . . .
2,04.. . . . . .
2,03.... . . .
2 ,06. . . . . . .

e.
0,9772069
o,978038î
0,9788429
0,9796-218
0,9803756
0,981io49
0,9818io4
0,98-24928
0,983159.6
0,983790^
o, 9844<>7°
o^S^oo^
0,9855785
0,986(346
0,9866717
0,9871903
^O^H)10

o , 9 8 K i 7 î ' 2
0,9886406
o,98 () 0905
o^Bc)1")^^
0,989943 ï
o,99o3/i(>7
0,9907359
0 , 9 9 1 ( î ï o
0,99147^5
o,99ï8'207
0,992)156*2
0,99^4793
0,99^7904
0,9930899
0,9933782
0,9936557
0,99392^9
0^994179^
0,9944^63
0,9946637
0,99489^0
o , 9 9 5 i l i 4
o,9953%^3
0,9955%,(3
o î 99 ̂ 7^)5
0,9959063
0,9960858
o,996'%58i
0,9964^35



y-
2,07. . . . . . .
û> og
2,09.. . . . . .
à ,1 ,0 . . . . . . .
2 , 1 1 . . . . . . .
-,,i^.......
-'7 «^ . . . . . . .

-, ,î r . . . . . . .

2,1; ; . . . . . . .
C) 1(t

-, A. i .......

2 ,18 . . . . . . .
2 ,19 . . . . . . .

^ 5 ̂  1. .......

2 22. . . . . . .
2,23.... . . .
2,24...... .

2,20... . . . .
2,27.. . . . . .
2,2H.. . . . . .
2,29... . . . .
^> 'U1-r'''" • • • • • •
-A, .î 1 .......
2,32.- , . ...
2,33.. . . . . .
2,34.. . . . . .
2 ,3:>. . . . . . .
2,30.. . . . . .
&> 07
o <î^
2,39.......
fjî ii )
o ^ <.2 ,41. . . . . . .

â,4^i.......

2,43.......
2,44.. . . . . .
à,43.... . - .
2,4.0.......
2,47..»., . .
z,4'o. . . . * . .
2,49.......
2^0.......
2,M.......
4,«>^. * * . . . -

^//^/<i,. ^<?

THÉ(

©.

o.ooCnS^
0,99673.14
0,9968805
o ,99709'0/)

o,997J (548
o,997^-83G

o,9974o70

0,9975^^3
o^^^1'^^
0,997747^
o,99785n
<>?9979 / îo 5

o,99^0'ir)9
0,99^7'^
o,998^'^/i.1
o,9983079
0,998'^7^
o,9()^4^)4'2
0,9 9^ •5'^ 7'^
^^OO^^*^1

O^^)30^^^)

o,9987377
o,99^79^
o,99KH/>^)s

o,99B9 1^ î
o,99^9^'"}r>

o^^^)01^^
o^^j^M^
o,999no7
o,9991^^
o,999190^
o,999%3G9
0,999^751
o,9993 i ï5
o,999340^
0,999^793
o,9994io8
o,999^û8
^^JOî^
o,999l966

0,99 9 5*2'À G
0,99954?^
0,9995707
0,9995930
0,9996143
0,9990345

l'.Kc. N'orïtict.lëf 3e

)RIE MATHÉI

^1'-
2,^3. . . . . .
2,K4. . . . . .
G) ^•,"

Q ^a
c> ^7

û> "0

û) ?}<•)

2,00..... .
G) (^i
2,02.. . . . .
2 Oîî
2 ^ 0 4 . . . . . .
2 ,0:^ .<. .
2,00. . . . . .
L) ^•y
c> (xS
2,09.. . . .
c> TO
c> 71
<-) 7">
^ 7'î
2,7.^.,...
2,7:>.. . . .
^ 7(i

2,77.....
G) 7^

2 ' 79 . .

2 ,81 . . . . . .
2,82. . . . .
2,83.. . . .
2,^-.....
2,8::î.....
2,80 ....
Q y y

2,88- . . . .
2.89... . .
2,90.....
ç) ai
0 00)^,.^. . . . .
2,93.....
2,94......
C) ()*•;

2,90.....
o1 (n^,j/.....
û> Ofâ

Série» 'Tom^

MATÎQUE DU JEU.

ô.

. 0,9996537
0,9996720
0,9996893

5 J »/i7/

. 0,9997304

. o,99975o5
- ^59997^4°

• o,9997888

o,999^00'^

0,9 998'2i 5
0599983i3
0,9998406

.. o,999849î

.. 0,9998578
o,9998657
o ,,()()()873^

.. 0,9998870
0,9998933

* • 0,9998994
o ,999<}o5l

• • 0,9999105
0,9999150

.. o,9999^°4

• • 0,9999^93
.. 0,9999334
• • o,999937^
• * 0,9999409

•• 0,9999476
0,9999507

- • 0,9999536
• • 0,9999563
.. 0,9999 ̂ 9

o,99996i3
o,9999636

• • o,9999658
• • 079999679
. - 0,9999698
.. o,999971G

. * 0,9999733
... 0,99997/10

XVI Ï Ï . -- JUIN IQO».

y'
2,99.......
3,00... . . . .
3,01. . . . . . . .
'"î (w
3,03.. . . . . .
3,04..... . .
3,03.. ....
3 ,00. . . . . . .
3,07.. . . . . .
3 ,08 . . . - . . .
3,09... . . . .
3 , 1 0 . . . . . . .
3 , 1 . 1 . . . . . . .
3 , 1 2 . . . . . . .
3 ,13 . . . . . . .
3 14
3 ,1 : ) . . . . . . .
3 , 10 . . . . . . .
3 , 1 7 . . . . . . .
3 , 1 8 . . . . . . .
3 ,19 . . . . . . .
3,20.......
*{ 0 (

3 22... . . . .
3^23 . . . . . . .
3,24.... . . .
o o*.

3,20.......
3,27.... . . .
3,28.......
3 20 ....
3,30..... . .
3 ,31. . . . . . .
3 32
3,33.... . . .
3,3k......
3,35... . . . .
3,30.......
3,37.......
3,38.... . . .
'> 'tq
3,40.......
3,41. . . . . . .
3,42.......
3,43.......
3,44.......
3,4^.......

209
e.

0,9999765
0,9999779
o,9999793

059999805
o,9999^ I7
o,999989•9
o^^8^
o,9999849
o,9999859
o•9999867
o,9999876

o^^8^!
o,999989ï
o,9999^9^
o,99999°4
o,99999Io
o,99999 ï6

o,9999921

OÎ9999926

o,9999931

o,9999936

0,99999(0
o, qqf)()944
0,9999947
o,999995t
o^^O^
0,9999957
o,9999960

0,99999°^
o,9999965

0,9999967
o,9999969
o,999997r

o,9999973

o, 999997rï

0,9999977
0.9999978

o,999998o
0,99999^1
o,999998'À
o,9999984
Oî9999985
o?9999986

0,99999^7
o,99999^8

o^OOQO^)
059999989
27


