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SUR

L ' I N T É G R A T I O N DE FÉQUATION
^u =fu,

PAB M'. J.-W. LINDEBERG.

Étant données une région S du plan et une fonct ion/de x et j, on
peut se proposer de trouver une intégrale U de l 'équat ion

/ ^ A àï{( ^U ,(a) A^= —— + T"Ï ^A.àx" ôy

satisfaisant aux conditions suivantes :
Elle est finie ci cont inue dans S, le contour compris, et admet des

dérivées partielles des deux premiers ordres finies et continues
dans S;

La dérivée —? prise sur le contour .9 de S dans le sens de la normale
intérieure, prend des valeurs données devance.

C'est ce problème dont nous allons maintenant nous occuper, mais
nous ne le traiterons pas dans toute sa généralité; dans tout ce qui
suit, la fonctionysera supposée positive et non nul le dans S et sur.?.
L'aire S sera, d'ailleurs, s implement connexe et satisfera aux condi-
tions pour qu'on sache résoudre à son égard le problème de Dirichlet.

Comme la rnéthode dont nous ferons usage repose sur la possibilité
d'intégrer l'équation
(b) Aa;=/a 4- o>,

où ù) désigne une fonction de^? e t jy les valeurs de l'intégrale étant
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données sur s, nous commencerons par rappeler la méthode de
M. Picard pour la résolution de ce problème, et nous passerons ensuite
au principal objet de cette Note ( ')•

1. Soit (x une fonction de x etj, et désignons par Y la fonction sa-
tisfaisant aux conditions ( 2 )

AV=:^. dans S; V=:o sur .y;

on sait que la fonction V est donnée par la formule

v(^y) =- — ff^(^y) ff(^ y; ̂  y)^//,2 7T .y J^

où ç(^, y; ^V) désigne la fonc t ion de Green re la t ive à l 'a ire S et
au points , y. Nous al lons chercher une l i m i t e supér ieure de [ V[ .

A cet effet, désignons par (,^y la p l u s g rande corde de s, et f a i sons le
changement de variables suivant :

.r=c1^; y^i^'n.

Le contour s se changera en un con tou r A<, l i m i t a n t ime aire S
égale à ~p et V et ;x seront transformés en deux fonctions V^ cl p/,

Oc).y

telles que
AV^CDJ^ ( iansS^; ¥^=0 sur s'.

D'ai l leurs^ la plus grande corde de ^ sera égale à î .
En désignant par r la d i s t a n c e du po in ta y; au po in ta , T)^ et par

(j(^, Y) ; Ï,\ T]') la fonction de Green relative à l 'aire S' et au point Ç, T],
on aura alors

g(^î!;W)'ilog^

(1)Le l8 résultats qui soront exposés ont été in(]i<înés (lans unô Note insôréo aux
Comptes renduv de '^Académie de^ Scle/u'ef! do Parîs (5 j u i n Kpo), et nous les avorm
développés d'anô manière complète dans une Thèse présentée récemment à la Faeulté dea
Sciences de l'Université de Heismgfors.

( 2 ) Quand nous dirons dans la suite qu'une fonction satisfait à une certaine équation
différontiellô, il sera toujours sous-entendu1 qu'elle est finie et confinao dans Sy le contour
compris, et qu'elle admet dea dérivées partielles dos deux premiers ordres finies et con-
tinues dans S.
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et, par sui te ,
f r <,(r, r] ; •E', r/) ̂ / ̂ / < f f log ^ ̂ / cW.

v,' t/ S' *" " 'S '

/S7

Mais , si c désigne le cercle de rayon i / ' - ayant le po in t ^ Y] pour
c (.t n t re, i 1 v i e n t é v i d e ri") m e n fc

f flo^ • î ^^/TJ' S f F lop: -1- ̂ / ̂ / < 2 ^"rFs7.
,/ Js' /> J "̂  /'

Ou a do ne
n^ît^'n; ̂  Y/ ) dc'€W < ̂  ̂ W,

•-/ «• /<»•'
d'où

V <(^m.i/^,Tr'^"Vl-
m ét îu i t le u i a ' x i î n u r n de ] (A |.

Cette i n é g a l i t é va I U H I S pe rme t t r e d ' é t a b l i r en t o u t e r i g u e u r l 'exis-
tence d ' u n e in tégra le de l ' é q u a t i o n (^), p r e n a n t sur ^ des valeurs ^
données.

Kn ede t , so i t v la (onc t ion I i a r m o n i q u e q u i prend sur s les valeurs
<1^, et désignons par (ï-^, (^, ..., ̂ , ... les fonc t ions s a t i s f a i s a n t a u x
c o n d i t i o n s

A t ï ' i r1:::̂ .' "-(-. r,.) ( lans S; (y^~::o sur .v,
A (T'a ::.::::/Yï-'i dîuis S; tp^ •r::::: o sur .v,

A n'̂ r::-y'(ï^..,,3 <,lans S; (I',/-==Q sur A',

Si, ^ dés ignant le max imum de/, on a
7T

^1
S

la série
n1.' -::. 2- t-p,

sera u n i f o r m é m e n t convergente , et l'on aura
A<r ::;:,:/«t -}.-yt' ...|- r»» dans S; (ï' ̂  <> sur ^.

Dans ce cas, la somme w 4- ^ sera doncla f o n c t i o n cherchée. Si, au
Aniï, de /'A*. Normale, 3* Séri(î. 'Ï'omfi XVUÎ . ""• AVÏUL i 9 < » ï . ^
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contraire, S^—^i il sera toujours possible de construire a l ' intérieur-^j . 1 1
de S des courbes fermées .^, <^, . . ., .̂ , de telle sor te que la courbe .v/
contienne dans son intérieur toutes les courbes d'indice infér ieur, et
que l'aire S^ l imitée par ̂ , ainsi que les aires S^, Sj, ..., S//, l imitées
respectivement par^i et .y:;, ̂  et.^, ..., .y// , et A, soient plus pet i tes

que ^j7—. Comine on pourra alors résoudre notre p rob lème p o u r ces
aires, la méthode alternée de M. Schwarz permettra de [tasser, pour la
solution, successivement aux aires limitées par .v;;, .y,,, ..,, et l'on
arrivera ainsi à la solution du problème pour l'aire S.

L'existence de l'intéqrale cherchée se trouve donc établie dans tous
les cas.

Il faut remarquer, enfin, que la méthode suivie suppose que les
fonctions y et o), ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre,
soient finies et continues dans S. Dans ce qui suit, nous supposerons
ces conditions remplies même sur .y, et, quant a l 'aire S, ce sera un
cercle ayant l'origine pour centre.

Cela posé, nous allons établir quelques théorèmes préliminaires re-
latifs aux intégrales des équat ions (a ) et ( h ' ) .

2. Soit U une intégrale de réquation (//}, et supposons, en dési-
gnant par^l le rayon du cercle S et par? et ç les coordonnées polaires
d'un pointdu plan, que la fonction périphérique (Jf^î, o ) C^ admet te
par rapport a o des dérivées des deux premiers ordres finies et coot i "

n* < / / — ' ^ f)il ^li , ^11nues ; nous a l lons mont re r nue les denwes - , ; > •••••: i 1 1 1 ; , - , 1 et -r"r noient1 ' ()^ <)() </1^' 1 r/p'4
finies el continues dam S, le contour compris ( abs t rac t ion f a i t e do centre
de S qui, est é v i d e m m e n t un po in t s ingu l i e r pour les dérivées de l,.J par
rapport à p )*

Soit d'abord V la fonct ion h a r m o n i q u e qu i prend s u r v i e s va leurs <I>,
el posons

^(9 +o?) -<!»(?) „ V'^^açJ-Vtp,^)——•-•——^^^^^ A o , ............-.-,...-,,,̂ ,,........,...,,.,,,̂ ^ ,,,„ y^

5ç désignant un accroissement f î n i de ç. La fonc t ion ¥$ sera évidem-
men t ha rmonique et prendra sur ^ les valeurs OD®* Si alors V7 est
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la foncLion h a r m o n i q u e q u i prend s u r v i e s valeurs -*\ on pourra,
après avoir fixé u n nombre pos i t i f c, chois i r Y] assez pet i t pour que

<-/<!> ,^^<I>, <,
et, par su i t e ,

Iv^VsKo

pour 5^<^rj . Mais , en f a i s a n t Y) su f f i s amment pe t i t , on t rouve en u n
po in t , i n t é r i e u r 4,,, o u t r e ces inéga l i t é s

J'Y | ^ ^
û^ \ '"^ "'

V'-.-^ <.3.
<)y

Comme ,;».. < ; K t 1111 p o i n t q i i c iconqut 1 do S, et que £ peu t être cho i s i
i inssi p e t i t que* l ' o i ) v e u t , i l en résulte que l 'on ;i i d e n t i q u e m e n t

V^.</9

ï / à dér ivée , est doue l i n i e et c o n t i n u e dans S, le con tour compris .( ) y j-
Par u n r a i s o r n i e m e n i ana logue , on é t ab l i t q u ' i l en est de môme de la
., . . (PVdérivée -v- 1 1 - 1 1 , "ô^11'

- i i - - ' ^V < ^â v ' •l 'our voir c o m m e n t se compor t en t les dérivées -r-et -y-y? écr ivons
l ' é q u a t i o n a l a q u e l l e s a t i s f a i t V sous la f o r m e

rPV i âV i (PV _^
à^ p ()p o2 0^

et intégrons; i l v i e n t

^V , p., ^ V / . r /'p ^ ,JV
r;p"1^^-^^Ï^ P'^p Jp

T ^Ven posant •1^ -Ç^1 == ^ et en désignant par po une va leur .de p i n f é r i eu re
a .'fi. Comme ^ reste f i n i e et c o n t , i n u e e n t r e ; ? e t la c i rconférence p = = p o ,
les l i m i t e s comprises, on voit q u e les dérivées en question t enden t vers
des l i m i t e s f in ies et con t inues q u a n d p tend vers <^, et qu 'el les sont,
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par suite, finies et continues dans S, le con tour compris. Ceci é t a b l i ,
la démonstrat ion du théoreine que nous avons en vue est i m m é d i a t e .
Posons, en effet,

. U-=V4--W;
i l v i e n t

AW =/W 4-/V + G) dans S, W -^ o sur .v

et, par su i t e ,

W == - ̂  Ç f S/W 4- /V + ,) ; (; ( ,r, r ; ,.̂  y ) d.r' ./)<

De celte fo rmule on conc lu t sans pe ine , en se r e p o r t a n t à un
Mémoire récent de M. Picard ( 1) , q u e les dérivées pa r t i e l l e s des deux
premiers ordres de W sont f i n i e s et c o n t i n u e s d a n s S, le c o n t o u r com-
pris. Comme i l en est de même, d'après ce que nous venons de voir ,
des dérivées des deux premiers ordres de V, excepté peu (."être la

là \T
dér ivée .—r-' sur l a q u e l l e le calcul précédent ne nous apprend r i e n ,
notre théorème se I rouve donc d é m o n t r é .

Si, en p a r t i c u l i e r , y et co a d m e t t e n t des dérivées p a r t i e l l e s des trois
premiers ordres f i n i e s et c o n l i u u e s dans S, le contenir compr i s , on p e u t
é tud ie r d i r ec temen t la f o n c t i o n (J par la m é t h o d e que n o u s venons
d'employer pour V, e t , l 'on t rouve a i n s i q u e la dé r ivée ^li est i d e n t i q u e
à la fonc t ion IT s a t i s f a i s a n t a u x c o u d i l i o u s

^'^I^^V^^^^n^^ l]/.::,:^sur^(^ ()y 1 1 th

Ce résultat nous sera u t i l e p l u s l o i n .

3, Nous passerons m a i n t e n a n t à l ' é tude de la fonct ion U , , déf in ie par
les cond i t ions

AU^/Ui dans S, V, :::::„: i sur ^

Comme U^ est infér ieur à î dans S, on v o i t d'abord que h dérivée rfu

, . . . ' ' ' "! " ! " " dn
nej»eut devenir pos i t ive en aucun po in t de ^ Je dis qu 'e l le 1 ne p e u t ,

{') P I C A R D , Sur la détennitudwn des intégrales de certaines éfftutiwns Uftdcdrfiiv du
second ordre par leurs valeurs sur u/i contour ferme Uourrmi de MatftérKUiqwîS ; ï 9<n» j .
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n'iôine pas prendre la va leu r zéro. En effet, si elle s 'annula i t en un point
de s, on a u r a i t en ce poin t

au, ^ (..ii / (PI], ^ „
——11- == 0, ——• -^ .„„• 0, . — , ' •=:.;: o [Lr^ i
^p ^p2 ^92 ? 1

ce q u i est imposs ib le , p u i s q u e , à cause du théorème du n u m é r o pré-
cédent , la r e l a t i o n

^lî, . <W, i <)H.J, _
^ "r p" -^—i- ^ ^^- —y ^i

doit encore avoir lieu sur .y, et que la fonc t ion /es t supposée positive

et non n u l l e dans S et sur ,9. Donc, la dérivée— esl nc^alwe en toutdu 0

point (/e ,y. Coninie ello est d'ailleurs continue, son /nodule admet un
minimum k differern (le zéro.

Nous allons tirer immédiatement quelques conséquences impor-
tantes de ces propositions.

Soit 0 une intégrale de l 'équation (a) admet tan t des dérivées—

finies et continues, et dési^nons'par CP le maximum des valeurs de U
sur s. Les valeurs de U seront partout inlerieures ou égales a. celles de
^(.Ii et l'on aura, par suite, en tout point de son U a t te in t la valeur î,

^.L-rp^0!.
dit ^ dit

Commo ' e s t p a r t o u t négatif , i l en résul te que , si ^ est posit if ,^î î ,
" '7//7

^/u sera néga t i f on un. p o i n t du m o i n s de s. De même, si le m i n i m u m ,dn. ^ —' • "^ • i
de U sur s est né^ati.f, il y aura nécessairement un point sur s

où rfll! devient positif, lléciproqucment, d !— est positif ou nul, U ne
( i l t. i u/i

devient jamais positif el, si^ est négatif ou nul, U ne dcneni jamais

négatif,
, . ., d{] , 'C;cla é t an t , désignons par q le m a x i m u m de ^ ; comme on a cvï"

demment ^a".-")^ ^v-[•s)vo•
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le théorème que nous venons de démontrer nous donne

^ U , - U S o , . i r ,-(-us-o,

(l OU

W<y

puisque 11, est é^al à ou p lus pet i t que i. Donc, le modale de U esl an

plus égal au maximum de. - , - divisé par la cons teinte /*.

En reprenant encore l'étude de la fonction U^, choisissons deux
constantes positives a et TJ telles qifon ait

^ / Kii^ - /y- -< A ; — <. /»• — <%,

K désignant le m a x i m u m de - ,- ,-w <)^-
La, formule de ïaylor nous donne

<XJ. ^ ' I . J ,[J^^ --rî//, o)-...!.]^^, 9)-:- '?(/Û, 9)0^.4- .-.'(pS o) - ,
</p ^'/p-' * ',>,

on désignant la di( îet"enc(ï î — p et p' étant coîni)!^ entre l̂ e
l̂ — îm. Si ari <^r^ on a évidern nient

^1 ^^o)1 .̂> a,(^l, 9) ^p2•^p

ce q u i e n t r a î n e
J (Ji (M. — 3n, 9 ) — Ui (A, 9 ) [ > a o//

et, par suite,
U^^ — on, 9)| < i — a^n.,

' Soit T O â i n t e n a n t y^, une v a l e u r de o pour l a q u e l l e | lj('^., c ' ) a l t e i n î
son m a x i m u m M..-. Comme on a, q u e l s que soient p et 9,

|U(p,ç) :̂ )iu,}t

et, en particulier, pour p =: M, o ^^ ^(p

| lj(p,9)|i.r;)îHJi,
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les inégal i lés précédentes nous d o n n e n t

j U (<< — on, ©„ ) — U (<îFl, ©„ ) > ;)1L a cm
elel

| U ( A. — a/?, ç ) | < ̂ X ( r -- a o/O,

pour Sn << 7]. Ces inégalités sont fondamentales pour la suite.
Avant de terminer ces préliminaires, il nous fau t encore indiquer

nu théorème relatif aux intégrales de l'équation (h). So i tW une telle
intégrale qui s'annule sur,s\ et désignons par m le maximum de [(A)

S i W o s a t i s fa i t a n x c o n d i t i o n s

AW., r::=/W, -i- î dans S, W'o ••:-.: o sur s,

on aura les deux inégalités
| W [ "1 m. (0

et
[ W(^\.—r)n^) | ^m[3o / / ,

(0 désignant le maximum de Wo | et p le maximum do < - - . 0 • La dé-

r ruHîs t ra t ion de ce t t e p ropos i t ion ne présente aucune d i f f i cu l té et nous
n 'y in s i s t e rons pas.

4, Nous sommes m a i n t e n a n t en mesure d'aborder le problème que
n o u s a v o n s e n vue , toujours en s u p p o s a n t que l 'aire S est un cercle.
Soi t <Ï^ une fonct ion d é f i n i e en tou t po in t de s ; i l s 'agit de t rouver
une fonc t ion I.J sat isfaisant aux c o n d i t i o n s

AU '•"=/[} dans S, ,— •::=. <I^ sur .v.
Cl ttt

Dans ce q u i s u i t nous ferons les bypolbèses su ivan te s :
La fonction/sera c o n t i n u e , pos i t ive et non n u l l e dans S et s u r - y el

admettra des dérivées part iel les des trois premiers ordres, f i n i e s et
con t inues dans la môme aire, le contour compris ;

La f o n c t i o n <I^ sera t inic et c o n t i n u e et admettra des dérivées des
deux premiers ordres par rapport à y, éga lement f i n i e s et con t inues .

Je dis d'abord que le problème comporte au plus une solution.
Si, en c f Ïe t , on p o u v a i t o b t e n i r . d e u x so lu t ions d i s t i n c t e s U, et IL,
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la différence Uo ==• Ui — IL satisferait aux cond i t ions

AU()=:/UO dans S, —— :.= o sur ,y

et, comme elle ne pour ra i t par su i te (n° 3), d e v e n i r ni posi t ive n i né-
gative, e l l e serait i d e n t i q u e m e n t nu l l e , et les ( o n c t i o n s 0^ et IL ne
seraient pas d i s t inc tes . A i n s i , l ' l lypot l ïese de deux s o l u t i o n s d i s t i n c t e s
nous c o n d u i s a n t a u n e c o n t r a d i c t i o n , not re p ropos i t ion est démont rée»

Cela étant , soi t o / / ^ une v a l e u r de Sri i n f é r i e u r e à y; (n0 3) et posons
ô/4o/^——^.

A, chaque va l eu r en t i è r e et posit ive de i n o u s ferons correspondre
i.i n e s u i t e ( 1 e fb n c t i o n s ( l )

ru |p n//
*•-' { f *'-' i » • • • » *••' i l • • •

déf in ies par les c o n d i t i o n s

A U j rr-y'IJ! dans S, Uj •:':;— <I^a/// sur ^,
àVl rr/U^ (iaUS S, IJ7 •rr: |.iJ (.^ — rî/-*/, y) SUF .y,

AIJ7 ̂ /U71 dans S, [ ] ' / -::,: ll^^f/n — o//^ 9) sur .v,

Posons
max. |<I», | ••,=..'^;

i l v i en t (n0 ^ " )

l-U I::, -G 07^ 1 1 - ^ | < ( » --"" ^ 5/^) -^ô^/,
IIJï^d-^ô/^)^"1^^,,

Donc la série
u^u'i

converge un i fo rmément et représente, par s u i t C y une ht terrai e < 1 < 1

P) M. Le Boy se serl d'approximations analogues pour l'a résolution du problème de
Foiirier ( Compter rendus, 18 ïîtars 189'') ),
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Inéquation (a). On a d'ailleurs
u^a. _ ^,, y) - u,(Ji, 9) = <D,ô/z,

et

|U, |<^.

13^

Nous allons voir que la série S(U^, — U^) représente la solut ion de
notre problème; mais, auparavant , il nous faut étudier les dérivées
des fonctions U/.

5. L'égalité
U^n,, 9) = U,^. - Sn^ 9) - <I>,ô/i,

i / • - àUf (^V,
r̂ v0 1 -» 'nous montre d'abord que les dérivées -—(Jiyîp) et •.^(^,9) sont

tinies et continues. En définissant les fonct ions V^. et W^. par les con-
di t ions

AV^:/^ dans S, V^ ̂  (Jl, 9) sur ^

A'W; :^/W^ 4" U/ ̂  (ians S, W/ == o sur.?,

nous aurons donc (n° 2), à cause des hypothèses faites sur/,

<Wi \r' , xx//-— := y . •-i- w ̂ .
^9 ^

Cela étant, posons
<?/•^U/

<}9l'nax. '(A^) ==;X^ max. ^ ^^/,

et soit 9,, une valeur de îp pour laquelle le module de -j-(^, ?) atteint
la valeur STL',. 11 v i en t (n'" 3 et 4)

| V',(,.-n. — on.; yo) - V'K^. ?») 1 > ̂ 'i"-^i
(;t,

W'̂  (;ïl — Sni, yo) 1 < •̂ -̂  o'/î,,

(l'Oll
àV, ,( '̂6li^^Sn,,^)--o^^^\+•^-Q^>^ïi^8n,.<W{

()'»
j-tnn. dcl'Éc. Normale, 3« Sorie. Tome XVIU. — AVIIIL 1901. l8



î 38 J .-W. LmDEBFJUi.

Mais
^ U / _ . , / X J / . , , ^î?s..^,^_o^y)^^(,a,o)^..-^

Si l'on désigne par ^ le maximum de - / S i l v i e n t donc

p '»r / ̂^+^|J>;x',a
et, par sui te ,

Or, on a

e t ( n ° 3 )

f".)r,'6 î"
;))L',< -̂ ...——l-1 -|- -s---

0(2 Cî

v,|;^/

iwn-^^.k '""1" ,a

Le module de la dér ivée r— reste donc dans S i n f é r i e u r a. u n nombre
fixe, indépendant de •L Par un raisonnement ana logue on démon t r e
qu'il, en est de même du m o d u l e » de; la dér ivée r..-'--^»' - ^

Ceci démontré, nous a l lons voir que, si o< R(, "<^i» (H. si .3 désigne
l'aire comprise entre s e(: la c i rconférence ps=p. , ^ module ^.rH;/

1 </</:"
/w/<? dans 3 inférieur à un nombre fixe (f, indépendant de i.

Posons, en effet,
/<IT ï ^3'"/ „ i'jt^^^....^,,

et intégrons les équations auxquelles sa t is font les U,; il v i e n t

f^-^'^^.*)
et

•U^.?)-(J/(po.9)- r111^ fp^p^+ ^(p..y)poIo^l^....
^po P *7p„ ^P P"

En observant que ̂  reste dans e inférieur à un nombre fixe, on en
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conc lu t sans peine qu' i l en est de même de ^—5 et, comme

à^ _ ï <;)U, _ ^
/,^""+ p ̂  ̂ 10

139

on v o i t que la proposition énoncée est vraie.

f>. Nous pouvons ma in t enan t montrer que la série

U=2(U^-IJ , )

sa t i s fa i t aux cond i t i ons de notre problème. .En effet, la formule de
Taylor nous donne

U l̂ - o^, o) - l?/('^ ?) =- ̂ / (^l, 9)0/^4- ̂ / (p^ 9) ̂ ^

p^ élant compris en î re l̂ et A — $///.
(A) m me

ll/(^ - ̂ ^ 9) - IJ^^l, y) = <h o / / / ,

on en conclut que
/- ÎÏ0^'d{\{

7/7t~
) <l>. '-- -;71:̂  5

, ,, . (\ , • . 0 / /o . . . / * /( * î t r on peut toujours supposer 0/4 asse% peti t pour que "-7- soit i n f é -
r ieur à ^il — p,, pour toute valeur de i.

s ' ensu i t
d C{r3n,
^(U,H-U.) <.̂ -

et, par suite (n0 3),
(J/KJ^.

La série ^(U/-n "•""" U/) ^t donc un i fo rmément convergente et re-
présentey par conséquen t» une intégrale de Inéqua t ion (a).

V osons m a i n t e n a n t

IL LL-=V/ ^
6^^

y 0/4
^/^ f^-Ï^-^
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et désignons par $ une l imite supérieure du module de la dérivée
à^V-——" On a évidemment
(7Ç2

p,(p, y -h ôy) >pi(p, 9) — Ïôy

et, par suite,

| V,(p, ? + 09) — V/(p, 9) | >piÇp, 9) 3o - 1 rî^ ;

d^où, en posant âç == '^?
/^^tfjc;.

Cette inégalité nous montre que la série S~^-(ÏL-M — U/) <^t un i -
formément convergente dans S, le contour compris. Par un raisonna
ment analogue, on établî t que la série ̂  — (U^ — IJ,) est uniformé-
ment convergente dans e, les l imites comprises, et Fon a, par suite,
sur la circonférence ^,

di] ^ Y d / Î T n \
cin^lé^^^^13^

Mais la série ̂  ̂  (U^, — U,) a pour somme t^ Donc, U sat isfai t aux
conditions

AIJ=:/U dans S, ^u;=<ï^ s u r ^

et représente, par conséquent, Fintégrale cherchée. A cause de la con-
vergence uniforme des séries ̂ —(U,,.,,, - U,) et^^(U^- U,)dans
©, les limites comprises, on est, d^ai l leurs , assuré de la cont inui té des
dérivées .partielles du premier ordre de U par rapport à «r et y dans S,
le contour compris*

En observant que les résultats précédents attendent au moyen d^une
représentation conforme à toute aire limitée par un contour régulière-
ment analytique, nous pouvons donc finalement énoncer le théorème
suivant :

Son S une aire simplement connexe^ limitée par un contour réguliêre-
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ment analytique s, et désignons par ̂  s et f deux fonctions assujetties aux
conditions suivantes :

La/onction <Î , définie sur s, est finie et continue) ainsi que ses dérivées
des deux premiers ordres par rapport à F arc s ;

La fonction f est continue, positive et non nulle dans S et sur s, et pos-
sède des dérivées partielles des trois premiers ordres finies et continues dans
S, le contour compris.

Cela posé, on peut trouver une fonction U, et une seule, de x et y, finie
et continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans S, le
contour compris, admettant des dérivées partielles du second ordre finies
et continues dans S, et satisfaisant aux conditions

AU =/(] dans S, dv ^ <t>, sur ̂

7. Mul t ip l ions ma in t enan t la f o n c t i o n / p a r une cons tan te posi-
tive a et montrons, pour t e rminer , que si ^<I \ . rZy=^o, l'intégrale U

J s

tend uniformément vers l'infini quand a /end vers zéro.
Comme on a

f t.—ds -4- f f afU dûd dy == o,
J s dn J ^

il est d'abord évident que les valeurs absolues de U ne restent pas
partout inférieures à un nombre fixe et, comme c'est sw s que ces va-
leurs atteignent leur maximum, il en résulte que le maximum $ de

|U(^?) |

tend vers l ' inf ini quand a tend vers zéro. Cela étant , soit Y la fonction
harmonique qui prend sur s les mêmes valeurs que U, et posons

U = V 4- W.

Si. A désigne une constante convenable, on a, d'après un théorème
de M. Picard (loc. eu.},

^ et <w <^œ.àx ày

lyautre part, on peuttrouver une constante positive p telle que, si
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;.)1L/désigne la différence entre la p lus grande et la p l u s pe t i t e va leur
de V sur ,ç, on a i t

f
d̂n • ^;))L.

aux poinÉs où, Y atteint ses valeurs maxirna et minirna. Cornn'xî

fiy r/w.„ »-l_ „-..„,..... ̂  <I)
«//, <c//z.

• i l v i en t , par conséquent , en désignant par j^Ie m a x i m u m clé <î>,,

^L < aÀ œ .4---< ,

ce q u i mont re que le rapport ̂  décroî t au-dessous de tou te l i m i t e
q u a n d a tend vers %éro. On en conclut sans pe ine que le module de II
tend u n i f o r m é m e n t vers l ' i n f i n i , et le théorème énoncé se trouve a i n s i
é tab l i .


