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SUR

I’INTEGRATION DE L’EQUATION

Au = fu,

Psr M. J.-W. LINDEBERG.

Etant données une région S du plan et une fonction / de z et y, on
peut se proposer de trouver unc intégrale U de I’équation

Pu Qu

((1) A= -(«)——;2“ . F)jy—-j [ / u,

gatisfaisant aux conditions suivantes :

Elle est finie et continue dans S, le contour compris, et admet des
dérivées partielles des deux premiers ordres finies et continues
dans S;

(e, dl .
La dérivée -~ prise sur le contoursde S dans le sens de lanormale

intérieure, prend des valeurs données d’avance.

(est ce probleme dont nous allons maintenant nous occuper, mais
nous ne le traiterons pas dans loute sa généralité; dans tout ce qui
suit, la fonction / sera supposée positive et non nulle dans S et sur s.
L’aire S sera, d’ailleurs, simplement connexe et satisfera aux condi-
tions pour qu’on sache résoudre & son égard le probleme de Dirichlet.

Comme la méthode dont nous ferons usage repose sur la possibilité
d’intégrer 1’équation

() Au:=fu+ w,

olt o désigne une fonction de = et y, les valeurs de I'intégrale étant
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données sur s, nous commencerons par rappeler la méthode de
M. Picard pour la résolution de ce probleme, et nous passerons ensuite
au principal objet de cette Note (').

1. Soit p une fonction de @ et y, et désignons par V la fonction sa-
tisfaisant aux conditions (*)

AV =p dans S; V =o sur s;

on sait que la fonction V est donnée par la formule

V(xy)u_——-; [/ 2,y G, vy 2, y')dx' dy’,
oll G(z, y; 2', y') désigne la fonction de Green relative a I'aire S et
au point z, y. Nous .lllons chercher une limite supérieure de | V.

A cet effet, désignons par w; la plus grande covde de s, et faisons le
changement de variables suivant :

v == (D€ Y= (.

Le conlour s se¢ changera en un contour ¢, limitant une aire S
2]
égale & ~——-; et Vet p oseront transformés en deux fonctions V' et p/,
telles qu(,
AV = ®mkp dans 8'; Vie==o sur ',

D’ailleurs, la plus grande corde de s sera égale o 1.

In désignant par r la distance du point &, 0 au point &, v, et par
(&, n; € ”, 7') la fonction de Green relative & l’(ur(, S'ctau point &, 7,
on aura alors

(J’(E’ n; &N "7 l()g -

(1) Les résultats qui seront exposés ont 616 indiqués dans une Note insérée aux
Comptes rendus de U’Académic des Sciences de Paris (5 juin 1900), et nous les avons
développés d’une manidre compléte dans une Thoge présentée récemment & la Faculté des
Sciences de I'Universilé de Ilelsingfors.

(%) Quand nous dirons dans la suite qu'une fonction satisfait & une certaine équation
différentielle, il sera toujours sous-entendu qu'elle est finie et continue dans S, le contour
compris, ¢t qu'clle admet des dérivées particlles des deux premiers ordres finies et con-
tinues dans S.
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et, par suite,

o ' i S :
/‘/ G(Z, 05 &0y dE dn' < /j Iog’—_d’;"d-n’.

Mais, si e désigne le cercle de rayon V/;_: ayant le point £, 7 pour
centre, 1l vient ¢videmment

RN . e - -
/ log y dE dn' = / / log — de' dn' <2z
: - _ 108~ dg

o

On a done

/ / G(E,n3 e, n') dilda < o /TS,
J oS

S
[ V] ®ym \/—-,
P

moetant e maximum de | .

d’ol

Celte inégalité va nons permettre d’établiv en toute rigueur exis-

tence d'uncintégrale de I’(sqimtion (b), prenant sur s des valeurs ®;
données.

En ellfet, soit ¢ la fonction harmonique qui prend sur s les valeurs

Oy, et désignons par oy, w,, ..., 0, ... les fonctions satisfaisant aux

conditions

Ay o fo - dans 85 =0 SUr s,
Ayry = fiv dans 8; v, == 0 sur s,
................... . N

St, g désignant le maximum de /, on a

, T
- -
T g
la série
e X ¥y,

sera uniformément convergente, et P'on aura
A = for e fo - dans §; 520 SUr s,

Dans ce cas, la somme w -+ ¢ sera done la fonction cherchée. Si, au
Ann, de l'Fe. Nopmale, 3° Sévie, Tome X VI — Avrin 1qgor. 17



130 J.-W. LINDEBELG.
. T . . . . N . ;.
contraire, SZ 7:.;(‘33: il sera toujours possible de construire & intérieur
& Uy

de S des courbes fermées s,, s,, . .., 5,, de telle sorte que la courbe s,

contienne dans son intéricur toutes les courbes d'indice inféricur, ef

que Paive S, limitée par s,, ainsi que les aires Sy, Sy, ..., S, limitées

respectivement pars, et s,, s, els,, ..., s, , ets, soient plus petites

que -'@— Comme on pourra alors résoudre notre probleme pour ces
o s

aires, la méthode alternée de M. Sehwarz permettea de passer, pour Ia
solution, successivement aux aires limitées par s, s, ..., ¢t Fon
arrivera ainsi & la solution du probleme pour Paire S.

L’existence de 'intégrale cherchée se trouve done établie dans tous
les cas.

II' faut remarquer, enfin, que la méthode suivie suppose que les
fonctions /et o, ainsi que leurs dérivées partielles da premier ordre,
soient finies et continues dans S. Dans ce qui suit, nous supposerons
ces conditions remplies méme sur s, et, quant i aire S, ce sera un
cercle ayant origine pour centre.

Cela posé, nous allons établiv quelques théoremes préliminaires re-
latifs aux intégrales des équations (a)y et (h).

2. Soit U une intéegrale de Péquation (b), et supposons, en dési-
enant par & le rayon du cercle S et par g et 2 les coordonnées polaires
d’un pointduplan, que la foncetion périphérique UCa, o) @ admette
par rapport i o des dérivées des deux premiers ordres finies et conti-
nues; nous allons montrer que les derivces o au o [ et l)—iL restent

dy dp o 0y p?

Jintes et continues dans S, le contour compris (abstraction faite du centre
de S qui est évidemment un point singulier pour les dérivées de U par
rapport i o).

Soit d’abord V Ia fonction harimonique qui prend sursles valeurs @,

el posons

P(g+09) —D(9) ;
5y =%

Vip, p-+09)—Vip, 9)
65") 173}

~ oo . " - . . ’ .
oy désignant un accroissement fini de w. La fonction Vg sera ¢videm-

]

ment harmonique et prendra sar s les valeurs ®;. Si alors V/ est
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b
la fonction harmonique qui prend sur s les valeurs /—l, on pourra,
ao

aprts avoir fixé un nombre positif'e, choisir v assez petit pour que

et, par suite,

|V V| < e
pour ¢z < 7. Mais, en faisant v suflisamment petit, on trouve en un
point intérieur A, outre ces inégalités

AS

)or | =

! i g,
ot
av
%)
Comme A est un point quelconque de S, et que € peut étre choisi
aussi petit que Pon veut, il en résulte que I'on a identiquement
A%

Vs ()Cp .

D
28,

A" . . . .
La dérivée 0 st done finie et continue dans S, le contour compris.
v

Par un raisonnement analogue, on établit qu’il en est de méme de la
2V

et
)2V

) A% '\'
l our VUH' comment se (J()[rll)()l tent l("j dbl lV( ¢S -)—- ¢ L et (b”\ ons

dérivie

équation i laquelle satisfait Vsous la forme

EAY A% 1 0%V

gy rey Yoty __ .,
op* p dp ot Jy?
etintégrons; il vient
) ()\ ¥
(() (0, o)== P,“ (p(,, J)+ - 03 dp,
r f 0,

()zv t :] Tl'lﬁ‘ ‘“1'.1 e
oyt = - 7 et en désignant par p, une valeur de g inféricure
am. Comme F reste finie et continue entres et la circonférence g==g,,
les limites comprises, on voit que les dérivées en (question tcndent vers

des limites finies et continues quand g tend vers &, et qu’elles sont,

en o pos: ant - r
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par suite, finies et continues dans S, le contour compris. Ceei ¢labli,
la démonstration du théortme que nous avons en vue est immédiate.

Posons, en effet,
U=V 4 W;

il vient
AW == fW 4 /'V 4 dans S, W = o sur s

et, par suite,

W =— ()Lf /.}'/'\V + SV ol (e, 0, ") e oy’
am ) g

De cette formule on conclut sans peine, en se reportant & un
Mémoirve récent de M. Picard ('), que les dérivées partielles des deux
premiers ordres de W sont finies et continues dans S, le contour com-
pris. Comme il en est de méme, d’aprés ce que nous venons de voir,
des dérivées des deux premiers ordres de 'V, exceplé peul-élre la
dérivee ‘;;«(—)\—Ga sur laquelle le caleul précédent ne nous apprend rien,
notre théoreme se (rouve done démontré.

Si, en particulier, /et o admettent des dérivées partielles des (rois
premiers ordres finies el continues dans S, le contour compris, on peut
étudier directement la fonction U par la méthode que nous venons

, N7 .. , ., Jul . .
d’employer pour V, et Ton trouve ainsi que la dévivee - estidentique
w

A la fonction U satisfaisant aux conditions

Ly o O ) . o db
i Jpe [ TR, F g h, e -y s,
AU = U - U s | 05 dans L o sur s

Ce résultat nous sera utile plus loin.

3. Nous passerons maintenant i 'étude de la fonction U,, définie par

les conditions
AU == /U, dans S, Up==1 sur s,

C e . . (o dl
Comme U, est inféricur & 1 dans S, on voit d’abord que la dérivée 5
ne peut devenir positive en aucun point de s. Je dis qu'elle ne peut

(1) Piesnn, Sur la détermination des intégrales de certaines dyuations lindaires du
second ordre par leurs valeurs sur wn contowr fermé (Journal de Mathématiques; 19oo).
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méme pas prendre la valeur zéro. En effet, si elle s’annulaiten un point
de s, on aurait en ce point

U, N
oo gt - g o Ui=n

ce qui est impossible, puisque, 4 cause du (héoreme du numéro pré-
codent, la relation
U, 10U, a0,

‘()bé— e _P_ —()r': o E' 7}?" = fU,

doit encore avoir lieu sur s, et que la fonction [ est supposée positive
. o dl , .
¢t non nulle dans S ¢t sur s. Done, la derivée 7/-,7‘ est négalive en tout

point de s. Comme clle est d’ailleurs continue, son module admet un
minumnum k différent de zcro.

Nous allons tirer immdédiatement quelques conséquences impor-
tantes de ces propositions.

Vo — Ny . . Lo, dU
Soit U une intégrale de Péquation (@) admettant des dérivées ——

finies et continues, el désignons par @ le maximum des valeurs de U
sur s. Les valeuvs de U sevont partout inféricures ou égales i celles de
@I, et Pon aura, par suite, en tout point de s ot U atteint la valeur @,

] il , P . . Cep
Comme ((-/;1 est partout négatif, il en résulte que, si @ est positif,

ol , . . . " . I )
-;l sera negatif en un point du moins de s. De méme, si le minimum
on

de U sur s est négatif, il y aura nécessairement un point sur s

. j . PN .. L dl .. »
ol -/il devient positif. Réciproquement, se st positif ou nul, U ne
il (

. . . .. .l L . . .
degient jamais positif el, si = est négatif ow nul, U ne devient jamars

negali / . ‘

. . dl ) ] , .
Cela ¢tant, désignons par ¢ le maximum de If/'"i' ; comme on a évi-

demment , \
d (g, avrn .
Zl/zt(l.f' Uy~ ”).-07 dn(/;Ul f U) “ o,
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le théoreme que nous venons de démontrer nous donne
7 ( ~
»/{UI_U;O, 7{[{,4-U;<»,
d’otr
. 7

puisque U, est égal & ou plus petit que 1. Done, le module de U est au
dU
i3

dvisé par la constante k.

plus égal aw maximum de
En reprenant encore Pétude de la fonction U,, choisissons deux
constantes positives a et 7 telles qu’on ait

K
a << k; -;—' < b,

B . 0* U
K désignant le maximum de | =1
> Jp?

La formule de Taylor nous donne

‘ JU,
dp

) . o* U, an®

Tt - N ! "

(M, w)on - Py (¢ %) o
i

Uk dny o) U (R, o) —

sn désignant la dillérence @ — p et g" étant compris entre R o
g N , .

A —Bn. Si cn <7, ona ¢videmment

an

o,
(M, v) -t ((){J':l (;’J y V) | L P

)

! ou,
-

ce qui entraine
fUR = bn, ) - U(R, )] zon

ct, par suite,
fU (R —dn, ©)] 71— adn,

Soit maintenant g, une valeur de 4 pour laquelle | U(a, 2) | atteint
son maximum dL. Comme on a, quels que soient g et o,
| Ulp,9)|” U,
ct, en particulier, pour g == &, 2 == g,,

Ulp, 9)] == oy,

|
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les indgalités précédentes nous donnent

JU(R = adn, 0,) — U(R, )| == Nadn
et

[U(R —dn, o) | <N (11— 2on),

pour cn < 7. Ces inégalités sont fondamentales pour la suite.

Avant de terminer ces préliminaires, il nous faut encore indiquer
un théoreme velatif aux intégrales de I'équation (b). Soit W une telle
intégrale qui s’annule sur s, et désignons par 7 le maximum de

St W, satisfait aux conditions

w|.

AW == /W -1 dans 8, W, =0 sur s,
on aura les deux inégalités
[ W [Zmo

ol
[ W (R —dn,0)| - mpBaon,

OW, [ oo
()"5 - l' L(l (l(.»"

monstration de eette proposition ne présente aucune difficulté et nous

dy désignant le maximum de

W, et Ble maximum de ‘

n'y insisterons pas.

4. Nous sommes maintenant en mesure d’aborder le probleme que
nous avons en vue, toujours en supposant que aire S est un cerele.
Soit @ une fonction définie en tout point de s; il s’agit de trouver
une fonction U satisfaisant aux conditions
dU

=Dy sur s,
dn

AU == fU dans 8,

Dans ce qui suit nous ferons les hypotheses suivantes :

La fonction /sera continue, positive et non nulle dans S et sur s et
admettra des dérivées partielles des trois premiers ordres, finies et
continues dans la méme aire, le contour compris;

La fonction @, sera finic ¢t continue et admettra des dérivées des
deux premiers ordres par rapport i o, également finies et continues.

Je dis d’abord que le probléme comporte aw plus une solution.

Si, en cffet, on pouvait obtenir deux solutions distinctes U, et U,,
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la différence U, = U, — U, satisferait aux conditions

duli,

dn

AU, = fU, dans S, “=osurs
et, comme elle ne pourrait par suite (n® 3), devenir ni positive ni né-
gative, elle serait identiquement nulle, et les fonctions U, et U, ne
seraient pas distinetes. Ainsi, hypothese de deux solutions distinctes
nous conduisant i une contradiction, notre proposition est démontrée.

Cela étant, soit ¢n, une valeur de ¢n inféricure & v (n° 3) et posons

~\
on,

N
O ;==
2

A chaque valeur entitre et positive de 7 nous ferons correspondre
une suite de fonctions (")

un, U oL, U,

définies par les conditions

AUl == /U! dans S, k| P Y sur s,
AU} == U} dans 8, Up= UNR =Gy ) sur s,
................ , e
AUY == U dans 9, Pl U V(R e tireyy @) SUT S,
................ ,

Posons
max. [P, |- L
il vient (n® 3)
JUHC L dny, [UH < (v~ adng) L dny, cey
| UM < (1= adn )1 L ony,
Done la série
.
U }_‘ jie
n

converge uniformément et représente, par suite, une intégrale de

(1) M. Le Roy se sert d’approximations analogues pour la résolution du probléme de
Fourier ( Comptes rendus, 18 mars 1895).
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I'équation (@). On a d’ailleurs
U (R —0n;0) — Uy(R, 0) =D, dn;
et
L
U] < >
[24

Nous allons voir que la série X(U,., — U,) représente la solution de
notre probleme; mais, auparavant, il nous faut étudier les dérivées
des fonctions U,.

5. L’égalité
U(R,9)=U; (R —0dn;9) —P;0n;

- .o d’abor s derivées 2U: 9*U;
nous montre d’abord que les dérivées 7};10—(31,9) et 0?2’ (9,2) sont

finies et continues. En définissant les fonctions V; ¢t W/ par les con-
ditions
’ ’ ‘ ' ()lIi
AVi—=/V; dans §, p= -J’;(m,q) sur s
ol
” con. o . :
AWz fW] Ui;)'é; dans §, W;=o surs,

nous aurons donc (n®2), a causc des hypotheses faites sur /,

U, _

Gy = Vit Wi

Cela étant, posons

af

()U[ " /
max. | ——— (¢ [t ‘]Ll. ax. | =~
max PP (e, q;)] Ny, max Jo

= %/,

i ou .
et s0it o, une valeur de ¢ pour laquelle le module de 7{;(51, o) atteint
la valeur o). 1l vient (n** 3 et 4)

[ ViR = Ongy 0g) — Vi(R, 00) | > e dn,

et
1 N LIGB
l Wlt'(‘f”‘ = 07, (P())I< o f)()Il[,
d’olt
. lT 'V%l N « ’ a
Il%l,;i (R — ong, cF’o) e (3),{;[ (R, @) | -+ :_;c.—@ on; > IMjodn;.

Ann. de U fie. Normale, 3° Série. Tome XVIII. — AvrIL 1gor. 18
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Mais

()(-(‘R—«r)/[” ”)_-()—.— (R, @)= dy

oU; ou; A, Py

. .. . dd, . . .
Si I'on désigne par ¢’ le maximum de - °> il vient done

o DB
£+ -\a > U, 2
et, par suite,
0 /p o
I < SR S
= a

Or, on a
A
et(n°3)
m")x.
—

Wil 2

., oy i pe s .
Le module de la dérivée 5 “reste done dans Sinférieur i un nombre
9

fixe, indépendant de 7. Par un raisonnement analogue on démontre

2y

. . o,
qu'il en est de méme du module de Ta dérivée ol
yh
Ceci démontré, nous allons voir que, st o < g, <, el si 2 désigne
+ e . - v, s
Paire comprise entre s et la circonférence p==p,, le module de-
4

reste dans 2 inférieur ¢ un nombre fixe ¢, independant de .
Posons, en effet,

et intégrons les équations auxquelles satisfont les Uy il vient

Il P o ()l
(){) (J /_y):':.:;/ 3, "J//r/ | ‘n” i (fu,, v)

o
R

et

‘ , Rty @ M
Ui, 9) — Uz(pu,@)::/ (-{/ Fip dp ~+ “""({JM?)P() lo"p

)
‘o !

En observant que 7, reste dans € inféricur 4 un nombre fixe, on en
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. . R oU;
conclut sans peine qu’il en est de méme de =, et, comme
&

U, 190, .
——— _}_ — S—
Jp? g dp
on voil que la proposition énoncée est vraie.

(. Nous pouvons maintenant montrer gue la série
N /T ;
U= (Ui —U)

satisfait aux conditions de notre probleme. En effet, la formule de
Taylor nous donne

) otl; R ol , L on?
Ui(RowmGrrgy ) — Ui (o, 5) = — M()P, (N w)dn; -+ ()o._,l (pir %) ‘)I‘ )
i
"o . ) ~N
o, Clant compris enlre & el R — ong.
Comme _
Ui (o dngy @) = Ui(en, @) == Dgdn,,
on en conclut que
L/j__}’ D] .(!if?./fl’,
dn A A
. o - Qg oy« o,
car on peul toujours SuUpposer on, assez petit pour que — soit infe-

rieur i & — p, pour toute valenr de <.
Il s’ensuit

d (l’a”'(p
-~ (U U;)| = &2
n ( i1 l) ~~ o
et, parsuite (n® 3),
G on,

La Sél‘i()X(U,-,,i -~ ;) est donc uniformément convergenle ct re-
présente, par conséquent, une intégrale de I'équation (a).

Posons mainlenant
()V,'

- (,' all(,
Jw

. A
T Py e {;

=«

Uy — Uj==V,
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et désignons par @ une limite supéricure du module de la dérivée
Vi On a évidemment
do?
pi(p, ¢ +99) > pi(p, ) — L9
et, par suite,
oy N (‘L‘ ~
[ Vi(p, 9+ 39) —Vilp, 0) | > pi(p, %) 09 — — 09%;

¢

d’ol1, en posant Sy = {-i)i,

pr<y/T3C;.

., .y , o d .
Cette inégalité nous montre que la série E;)E(U,-,_. — U;) est uni-
ormément convergente dans S, le contour compris. Par un raisonne-
formément gente dans S, le conto p
, . Lo 0 . ,

ment analogue, on établit que la série BE(U"'*“' — U;) est uniformé-
ment convergente dans e, les limites comprises, et I'on a, par suite,
sur la circonférence s,

dU d

i = 2 ign (U= U0,
e , . o . .
Mais la série ZZZ}'L<U"“" — U;) a pour somme O;. Done, U satislait aux
conditions

. Y]
AU=/U dans$, === surs

an

et représente, par conséquent, I'intégrale cherchée. A cause de la con-
vergence uniforme des sériesZ (7%([][ o= Up) etE % (Uzpy— U;)dans
e, les limites comprises, on est, d'ailleurs, assuré de la continuité des
dérivées partielles du premier ordre de U par rapport & « et y dans S,
le contour compris.

En observant que les résultats précédents s’étendentau moyen d’une
représentation conforme a toute aire limitée par un contour réguliere-
ment analytique, nous pouvons donc finalement énoncer le théoreme
suivant :

Soit S une aire simplement connezxe, limitée par un contour réguliére-
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ment analytique s, et deésignons par ©; et f deux fonctions assujettics aux
condutions suivantes :

La fonction @, définie sur s, est finie et continue, ainst que ses dérivées
des deux premiers ordres par rapport & Uarc s;

La fonction [ est continue, positive et non nulle dans S et sur s, et pos-
sédle des dérivées partielles des trotis premiers ordres finies et continues dans
S, lecontour compris.

Uela posé, on peut trouver une fonction U, et une seule, de x et y, finic
¢t continue, ainsi que ses dcrivées partielles du premier ordre dans S, le
contour compris, admetiant des déripces partielles du second ordre finies
et continues dans S, et satisfaisant aux conditions

AU =0 dans 5, 11—[—1 =@, surs.

dn

7. Multiplions maintenant la fonction / par une constante posi-
tive « et montrons, pour terminer, que si/(])s ds =% o, lintégrale U
]

tend uniformément vers Uinfini quand o tend vers zéro.

omme on a
7AN
— s 4 afUde dy = o,
J, dn J3

il est d’abord évident que les valeurs absolucs de U ne restent pas
partout inféricures & un nombre fixe et, comme c’est sur s que ces va-
leurs atteignent leur maximum, il en résulte que le maximum ¢ de

( U(m7 CP) l
tend vers Vinfini quand « tend vers zéro. Cela étant, soit V la fonction
harmonique qui prend sur s les mémes valeurs que U, et posons

U=V+ W,

Si A désigne une constante convenable, on a, d’aprés un théoréme
de M. Picard (loc. cit.),

...... et

f{}i{ \ < o P,
dy

D’autre part, on peut.trouver une constante positive p. telle que, si
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o désigne la différence entre la plus grande et la plus petite valeur
de V sur s, on ait

RAY .
[cfn ’ = I

aux points ot V atteint ses valeurs maxima et minima. Comme

dV AW

P = (P,
dn i

dn
‘il vient, par conséquent, en désignant par ¢ le maximum de ®@,,

PN <Z o 0 - L,

. LI .
ce qui montre que le rapport = décroit au-dessous de toute limite

quand z tend vers zéro. On en conclut sans peine que le module de U
tend uniformément vers Uinfini, ¢t le théoreme énoncé se trouve ainsi
établi. ‘



