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RECHERCHES

SUR LES

SERIES DE FONCTIONS CYLINDRIQUES
DUES A MM. (. NEUMANN ET W. KAPTEYN,
Pan M. NIELS NIELSEN.

e 4 P

Il est bien connu que la résolution célebre, due i Bessel ('), de
I"équation de Kepler donnera la formule remarquable (*)

neno
I N\
() =1 ) 2 3 (na),
11—
n=l

valable pour les valeurs réelles de 2 dont le module est plus petit
que 1. Or, cette équation intéressante qui présente le premier exemple
d’un développement en série de fonctions cylindriques différente des
séries de Fourier (*), de M. Schlomileh (*) et de M. C. Neumann (*)
semble étre restée inapercue jusqu’a la recherche profonde de
M. W. Kapteyn & Utrecht.

Dans son intéressant Mémoire (°), Recherches sur les fonctions de
Fourcer-Bessel, M. Kapteyn détermine le champ de convergence du

(1) Abhandlungen aus der Berliner Academic aus dem Jalre 1854 (publié en 1826 ),
Voir aussi les deux nouveaux Livees sur les fonctions eylindriques : Gray et Marrusws,
Treatise on Bessel functions, Londres, 1895. — Gra¥ et GusLEr, Kinleitung in dic Theorie
der Bessel’schen funktionen, Berne, 1898-1900.

(%) TobnunTEr, 7reatise, p. 34», Londres, 1875.

(3) Théorie analytique de la chaleur, chap. V1. Paris, 1826.

(v) Theorie der Bessel'schen Functionen, Loipzig, 1867; Leipziyer-Berichie, 186¢, ou
bien Mathematische Annalen, t. 11, 1871,

(5) Zeitschrift fir Mathematik und Physik, t. 11, 1857.

(¢) dunales de U'Ficole Normale, 3° sério, t. X, 18¢3.
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développement (o) pour les valeurs imaginaires de . et en outre il
démontre qu’une fonction holomorphe aux environs de zéro peul étre
développée en série de la forme

n=w
(8) 3 @ (na),

no= )
série qui rappelle formellement en quelque sorte et aux séries de
M. Schlémilch et aux séries de premiere espece de M. Neumann sans
étre identique 4 aucunc de ces deux catégories de développements selon
les fonctions eylindriques.

La premiere partie du Mémoire que voici est destinée i généraliser
le théoreme susdit de M. Kapteyn et & déterminer d'une manivre
plus détaillée le champ de convergence absolue de la série ainsi ob-
tenue :

n o

@) (2) % s e )y,

€
ne0

série kapteynienne de premicre espéce, olt v désigne une quantité finie qui
ne doit pas ¢tre égale & un négatif entier, mais ¢ltant du reste complife
ment arbitraire. En outre, j'introduis une série de la forme

nzz
. A
(9) <"> 2‘(!,,5(""‘[([1. SV ) | A (b b ) s

a
()

série qui semble avoir 66 inconnue jusqu’ici et pour laquelle jo pro-
pose la désignation scric kapteynienne de deuxicme espéce.

Les démonstrations que j’ai données dans la théorie des séries (v),
(9) sontentizrement différentes de celles que M. Kapteyn a appliquées,
Or notre méthode nous permet de déduirve facilement des relations
remarquables entre les développements d’une fonction en séries fap-
teyniennes ¢t ¢n séries neumanniennes de premiere et de denxiine
espece, savoir les séries de la forme

n

2\Y :' .
(¢) (’&) 2 i),

nasd)

nezw

o !], v -

o B
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Ces relations nouvelles nous fourniront un moyen trés simple pour
déduire les développements en séries kapteyniennes d’un grand nombre
de fonctions pour lesquelles les séries neumanniennes sont connues.

La seconde partie de ce Mémoire est destinée & montrer comment
il sera possible de déduire immédiatement les séries (c) et (0) pour
lesquelles . v = o0 ou . +v =1, a I'aide des sérics obtenues de (v)
et de (¢) en y posant v = o.

Dans son Mémoire susdit M. Kapteyn déduit, par une méthode fort
ingénieuse, le champ de convergence d’une série reumannienne de
seconde espece & I'aide de celui d’une série de premiere espece. Le
point essentiel de la démonstration de M. Kapteyn est une remarquable
formule intégrale qui unit les coefticients des développements de la

N . I
fonction

depuis quelque temps la formule inverse de celle de M. Kapteyn, et
Iidentité obtenue en combinant ces deux formules m’a suggéré idée
fondamentale de la démonstration. Du reste, une telle méthode nous
conduira & quelques autres formules remarquables contenant les fonc-
tions cylindriques et qui sont nouvelles, je le crois.

en séries des deux catégories indiquées. Or, J’ai possédé

PREMIERE PARTIE.

I. — Séries kapteyniennes de premiére espéce.

1. Supposons tout d’abord qu’il soit possible de développer la puis-
v
sance (f) en série de la forme,

n-=w

x\Y
(=) (‘) = X}, (v + 2n) 2],

n=0

et supposons en outre qu’il soit possible de transformer une telle série

sous forme d’une série de puissances dont le cercle de convergence a

son centre a I’origine; nous aurons, en substituant pour chacune des
Ann.de UEe. Normale. 3° Série. Tome X VIII. — JANVIER 1901, 6
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fonctions cylindriques la série bien connue, savoir

a\Vvtin
n:i‘w (__,)n ( 2)
@)= X T A T

n={
ces équations pour déterminer les coefficients o,

v

(8) =T 4

et généralement, n étant un positif entier,

I) =n

(— 1D)P(v =0 p)vt2e
’ o
(8" o= Z(lz—«[))ll‘v+n+1)+!) b

équations qui nous donneront pour les premicrs de nos coefticients
ces expressions

vt U(v 1)

(1) of == 1l (v '_,,,)w‘l‘7
o= 2t L)
PN | (v,.;(../l‘)'ux

résultats qui nous conduiront & poser généralement

v: o (v < n)

| Vo amtomorringios 8
( a)l G%an nl (V e 2n)v+1

Pour démontrer rigoureusement cette formule générale, appliquons
la conclusion ordinaire de » — 1 & n, de sorte qu’il s’agit de démon-
trer la formule

p=n
(—O)PT(v =4 pY(v 4 2p)i=t /n .
") 2 = roran g ()=

p==0

pourvu que l'on sache que les formules analogues mais contenant des
nombres plus petits que n sont vraics. Pour effectuer une telle démon-
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stration désignons par X" le premier membre de (), nous aurons apres
un caleul direct

p=n—

1
ot — N o (P Cv+p)i(n—p)(v-+n—+p) Y= —
Bl nXIL-‘l_’ 2 ( I)l <P> I‘(‘J - ’l+]7+ I) (V'+' 217) O,

p=0
d’ol1, en ajoutant cette équation i (y),
Xi=(+2r)X],
ou bien, aprées une application répétée de cette méme réduction,
Xtz (v -+ 2n)2-2X1.
Or, nous avons

p=n pe=n—1

X},:vZ(—I)”<l,l Lo+p) ., 2 (—-1)/'(”“'> U'(v-+p+1)
17;:0

0 p)r(v-+n+p-+1) P C(varn+p—+2)
p=
ce qui montre, en vertu des éléments du calcul des différences finics,
que X}, doit &tre égal a zéro et, par conséquent, qu’il en sera de méme
pour X”, et voila la démonstration de la formule générale (1,).

Il est évident que notre démonstration des formules (1) suppose
nécessairement que v ne soit pas égal & o ou a un négatif entier. Dans

le premier cas, nous obtiendrons
ag=1, o), =o, n>o,

tandis que dans le second cas, les équations (B), (B) ne déterminent
pas les coefficients o}

2nt

2. Démontrons maintenant que la série infinie

n=om

v? Tv+n .
v (“)vZ ,zl(v(—i- 2,’1))v“»’3""2”[(v-|—2n).r}
- ne==0

est absolument convergente pour les valeurs de = dont les valeurs ah-
solues ne surpassent pas une certaine limite. Appliquons & cet égard
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R IES

[8e(E)| < }l‘(n - 1)

Pinégalité

qui est une conséquence immédiate de la définition de A"( %), pourvu
que la partie réelle de o, & (w) soit suffisamment grande, nous aurons
pour le terme général u,, figurant sous le signe % de (2), cetle antre
inégalité

vt

[v - an|2n-te a

nl|v—n||v-tn - ]"v oo 7 (

Jwn|<<

de sorte que la formule de Stirling
sy LS l
Sl Vam(n--sg)e88 2

olt S désigne un positif entier triss grand destiné a croitee an deli de

1 M
~» donnera finalement

toute limite, tandis que g tend vers zéro avee =

C (e B

ke désignant une quantité finie; ¢est-h-dire que la série proposée est
convergente comme une série de puissances, pourva que [ -7 Q(1),
olt Q(1) désigne la racine positive de cetle équation transe endante

ty
' \/N 2

. PR 5',':
(2) - oy,
ou bien, d'apres M. Kapteyn (1),
£2(1) == 0,659.

Gomme corollaire du résultat précédent, nous avons que la somme

<V-+ on N\vian+zp
— l)

~ nlp! (v 42 )" T (v 4271+ p)|

r=e ]I‘(v “+ n)|

(Y) Loc. cit., p. 120.
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tend vers zéro avec i, pourvu que || < Q(1), résultat qui nous sera
tres utile bientot.

Cela posé, écrivons notre séric («) sous forme d’une série 2 double
entrée dont les lignes horizontales sont formées par les séries de
puissances obtenues pour chacune des fonctions cylindriques ordon-
nées de manitre que les termes contenant la méme puissance de
forment les séries verticales de la série & double entrée. Or nous
venons de démontrer que les séries formées des lignes horizontales
sont toutes absolument convergentes, pourvu que || < Q(r). Quant
aux séries verticales, elles posstdent, en vertu de (y) aun® I, la
somme zéro, & I'exception de la premiere dont la somme est 1, ce qui
montre que nous avons démontré cette proposition fondamentale :

En désignant par v une quantité finie qui ne doit pas ére égale a un
négatif entier, mais é¢tant du reste complétement arbilraire, nous aurons
ce developpement en série kapteynienne de premicre espéce :

n=ow

(3) <——> = y nl %]/‘—L)-——’w-n.su[(vﬁ_gn)m]’
valable pourv que || < Q(1).

Dans le cas v = o la formule (3) se réduira a Uvdentié 1 = 1.

Généralement, un développement de la forme (3) est toujours possible
el ne peut éire effectué que d'une seule facon, pourvw que v ne soit pas
égal a un négatif cntier.

3. Supposons particulierement v égal & un positif entier et tenons
compte des deux formules

o= ‘l(n-l—')p)

() _I'WI—‘I) =(an+p)[(an+op)—ot]. . [(2n+ap)—(2p—2)],
o2 Il .
(o) - I l(‘l(lnﬂ)ll)) L-) =[(en—+op4+1)2 =1 ][(an+op-+1)'—32]. . . [(2n42p+1)*—(2p—1)?],

notre développementgénéral (3) montrera, par la conclusion ordinaire
de piv p +1, que la somme de la série infinie

. ;}2/14-3[(2,
(B) SED e
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ol p désigne un positif entier, tandis que ¢ est égal & 1 ou a 2, doit étre
un polynome entier de . En effet, appliquant les formules (o), on
aura la série infinic obtenue de (3) représentée sous forme d'une
fonction linéaire des séries obtenues de

- “E
S?n S?)—u crr bl

en y supprimant les premiers termes. Or les formules (o) montrent
que l'adjonction de ces termes supprimés n’a aucune influence sur la
fonction linéaire susdite. Aprés avoir trouvé la forme de la fonetion
représentée par la somme S3, on déterminera aisémen( les cocfficients
inconnus du polynome en ordonnant selon des puissances ascendantes
de  le second membre de (B), ce qui donnera la formule cherchée

= . s e e
) P Y <'>’
(2n~+¢g)r RSN
e P

olt I'on a posé

! »\1, (— 1)"'(7'" ;f* a‘)

3 ke SR .
() by = (20 4 &) ] dud (01 e 2§ wfo g )20 B1HE ’

&)

2 A e

de sorte que les nombres & pour lesquels r- p s’ évanouissent.

La formule (4) est analogue aux formules démontrées pour les séries
neumaniennes de premicre espece par M. Schlémileh (') eticelles que
j'ai déduites pour les séries neumaniennes de seconde espece (%), Du
reste, la diversité essentielle entre la série kapteynienne (4) et les
séries neumaniennes correspondantes, savoir que 'exposant de la
puissance de I'indice multipliant la fonction eylindrique doit étre
négatif ici, saute aux yeux. Les séries kapteynicnnes pour lesquelles cet
exposant n’est pas négatif ne présentent jamais un polynome entier
de , comme la formule () dans I'Introduction le montre clairement.

4. Regardons maintenant la série de puissances

5 x x\? a\"
(e) F(z) = ay+ a, <;> +a,<—2—> e a,,(-,;) .

(1) Loc. cit., p. 141.
(%) Mathematische drnalen, t. LI1, p. 584; 1899.
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dont le cercle de convergence a son rayon égal & p. Exprimons ensuite
chaque terme de second membre de () & I'aide des formules obtenues
de (3) en y posant v—+1, v+ 2, ... au lieu de v, et écrivons le
résultat sous forme d’une série & double entrée, dont les lignes hori-
zontales sont formées par la série obtenue pour une puissance de «,
ordonnées de maniere que les termes de ces lignes horizontales con-
tenant la méme fonction cylindrique forment les lignes verticales de
notre séric 4 double entrée.

Cela posé, il est évident que les séries simples formées des lignes
horizontales sont toutes absolument convergentes, pourvu que on ait

a la fois
]xl <‘Q(I)’ ,x] <p

tandis que la somme d’une série verticale sera

A
®lx

{

AR (v - )]
I)

i

(B Sp= (v 7)ot

S (Ve-n—op)2(va-n—ap)
pl(van)n-tr 2
0

série pour laquelle il s’agit de démontrer la convergence absolue. Pour
cela, il suffit de regarder n pair, le cas » impair se traitant, en effet,
de la méme maniere. Posons

,’:Il
T'(v-+n)
— )2
Su= ey v+ 2n) @] D v+ 2p) sy,
II:”

nous aurons

- (v+nr)Y(va+n-+1)...(v+n-+Fp—i)yn(n—1)...(n-—p-+1)
O (v =+ an)ir '

Posons encore

o — Yprr _ (vn-=p)yn—p)
_— —— - Y 7
LT uy, (v4-2n)*

nous aurons, pour les valeurs trés grandes mais finies de =z, |¢,| égal
4 & peu pres; en outre, je dis que nous aurons, pour les valeurs
finies mais suffisamment grandes de p, cette inégalité

[9p] >19psals
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qui se démontrera aisément i Uaide de cette autre inégalité

! T ," 5
() |‘*f::7;~r,';..‘-,| e

évidente, pourvu que p soit suffisamment grand, car on aura toujours

I ’ 1
r‘“ ———— AP <
<v 1+ p x) S nep’
de sorte que la partie réelle du premier membre de (y) est plus grande

que celle du second membre.

Désignons par A le plus grand des modules | -3~

""!, HOUS verrons, en

vertu des formules appliquées au n® 2, que

NArJEe ‘L’l an
lsﬂnl<ll/\]y-,;_5,’”|2(’£_\0| I’) .

ce qui montre que la série verticale S, est absolument convergente,
pourvu que | x| soit plus petit que !.2(!) et Q(p), Qlp) désignant la
racine positive de celte équation transcendante

o l}g,f‘

se e

et nous avons démontré ce théortme général :

Une serie de puissances

noow

dont le rayon de conpergence est égal & p, pewt ltre développée en sériv
kapteynienne de premicre espéce sous celte forme

%) $@)=(2) B s 000+ ),

ou ['on a posé
- N
‘::2'
v o (v - r»-'»/z)"l(v b gl )
(7) oY, =
" Py oy e
P

Le développement susdit est absolument convergent, pourvi que | x|



RECHERCHES SUR LES SERIES DE FONCTIONS CYLINDRIQUES. 4()

sout plus petit que les deux nombres positifs Q (1) et Q(p); v deésigne une
quantité finie non égale a un négatif entier. Dans le cas v = o le premier
terme de (6) se réduira a a,. Le développernent (6) est toujours possible
et ne peut étre effectuc que d'une seule fagon.

M. Kapteyn a démontré son théoreme dans le cas particulier v=o,
cependant il ne regarde que les séries de puissances dont le rayon de
convergence est égal a I'unité au moins.

Remarquons qu’une série neumannienne (de premiere ou de
seconde espece) est convergente, absolument ou non, ol la série de
puissances qu’elle représente l'est, et wvice versa. La démonstration
rigoureuse de cette proposition n’est pas encore publiée, d’apres ce
que je sais; or elle peut étre effectuée sans peine. Au contraire, le
champ de convergence absolue d’une série kapteynienne semble étre
généralement différent du cercle de convergence de la série de puis-
sances qu’elle représente. En outre, il peut arriver que la série susdite
soit convergente, non absolument, & 'extérieur du cercle que nous
venons de déterminer.

Regardons, par exemple, la série

n =w

=1+ 2 2 Ar(na),

n=1

1

11—

mentionnée dans 'Introduction, et dont M. Kapteyn (') a déterminé
le champ de convergence qui ne coincide pas avec le cercle de rayon
Q(1) =o0,659....

Or, un approfondissement complet de cette question semble offrir
des difficultés assez considérables, qui nous conduiraient en tous cas
beaucoup trop loin ici; je reviendrai peut-étre 4 ce sujet dans une
autre occasion.

(1) Loc. cit., p. 103.

Ann. de ULe. Normale, 3¢ Série. Tome XVIII, — Fiviueh 1901, i
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I1. — Séries kapteyniennes de seconde espece.

5. Quant aux séries kapleyniennes de seconde espiee, décidons
tout d’abord ce que nous avons i entendre par une telle série. Appli
quant la régle de Cauchy pour la multiplication de deux séries infi-
nies, on verra sur-le-champ que le produit 5% (o )s”(Ba) peat ére

. , . . Y ey
écrit sous forme d’une série de puissances multipliée par () - Or
les coefficients de cette série ne peuvent étre véduits i des quantités
monomes que dans le cas olt @ == 3, ce qui donnera, en effet,

e (— )" ([J' v ,l) grvatn
- n" oo 1
o 1 NMox) = Z S, S (

(2) (az)d" (az) St ) By )

n o0

2

formule que M. Graf (*) attribue & M. Schonholzer (*) el cela i juste
titre, d’apres ce que je sais.

Cela posé, la formule (a) et les résultals oblenus dang la seconde
Partie de ce Mémoire nous conduiront i entendre par série daptey-
nienne de seconde espece une série de la forme

noa
(B) 2((”5!"‘” [(ptv bmm )y | A0 [(poy 0t vl
"ol

Pour établir profondément une série de la forme (3) nous avons i
traiter, par la méthode expliquée au n° 1, ce développement hypothé-
tique

n

a\ Pty ..‘w ) )
(;«) = Z Sy APV (pdv o) ] AV (4 v b oy,
A ne

ce qui donnera, pour la détermination des coefficients «,, ce systeme
d’équations linéaires
(V‘ R e
| G §
T () Ui v)’

(V) Gnav et GusLer, Einleitung in die Theorie der Bessel’ schen Lunktionen, fase, 11,
p. 855 Berne, 1goo.

(%) 'U(/bcr' die duscvertung bestimmter Integrale mit Hilfe von Feréanderungen des n
tegrationsweges (Programm der Kantonsschule ), p. 13; Berne, 1877,
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et, généralement, en supprimantles diviseurs communs T'(p. +n -+ 1),
F'(v+n+1),

n

r

(./) 0= Y (—1)? ((J- + ‘Jp-!— 2n> (B-Fv-Fon—ap)tving,

JRl

p=0

Or la résolution des premieres de ces équations nous conduira &

poser généralement

(p+)Ta+ W) Ta+v) T(p+v—+n)

) = T (e +v) (y—i—v%—éﬁ)‘lfmi;

pour effectuer la conclusion de n & n~+ 1, il faut, en vertu de (),
démontrer cette formule

p=n

(¢) Z(——I)P (V""v;l;_'_l;p—') <F+;)+2”>((J.+v+2n——2p)1""‘:o.
. p=0

Introduisons maintenant, au lieu des deux coefficients du hinome,
les fonctions T' correspondantes, nous verrons sur-le-champ que /e
Jormule (€) n'est autre chose que (8) au n® 1, démontrée pour les séries
kapleynicnnes de premiere espéce, vésultat qui est bien remarquable, ce
me semble.

Suivant encore pas & pas la marche indiquée au n®2, on verra que
notre développement ainsi obtenu est absolument convergent, pourvu

que -dire que nous avons démontré cette autre
proposition :

En supposant qu'aucunc des quantilés p. + v, i, v ne soil égale a un
négatif entier, nous aurons ce développement en série kapteynienne de
seconde espéce

n=om

= (p )L+ T(+) Z G L g )

g\ Pty

(8) (j)

R n,—1>
n

ot la série au second membre est absolument convergente, pourou que
|| <5 Q1). Dans le cas . +v = o, la formule se réduira & I'identité
1 = 1; généralement le développement (8) est toujours possible et ne
peut étre effectué que d’une seule fagon.
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La méthode expliquée au n® 3 donnera de méme ces deux formules

n=oaw

T

An+l(ang)3n-t(2na) ; (2r)! /'”' £
2 (2n) Zl Cofe 1 - t JL)l( L ) (»>
n=1
n=ow N
cus CHESY el RTINS SN L SR 4
2 (th—i—[)?ﬂ rrrr ( lw(' - J)l( Cbu e )\ 2
n=yu JAE=1]

entierement analogues i (4); 03¢ désigne les nombres définis i Uaide
de (5) aun° 3.

- . N y 4 :
6. Appliquons encore une méthode analogue i celle du n” 4, nous
aurons ce théoreme général :

vy

P . RARL e

Une série de puissances L, ( -;;) » ne conlenant que des puissances
paires de ., pews re développée en série kapleynienne de scconde espice
comme suil :

n:mw

.‘Z,"”"” ey
(10) Z”:n<;) ( ) 2‘/) "" (J devobous) I| N7 b [(.l by b oasyrl,

R
A} y '
ow l'on a pose

p = 8 .
Y 7)) W (7 R PR TA Y A (V7100 S S S ) WY S VA SN N S R |
(1) ,,5::2(1_ o) Ulp a1 )l b b 8 ))(,W
(1., T ;S}Ulllfltll 8 /'
n 0 '

Le développement (10) est toujours possible et ne peut lire effectud que
d’une seule fagon, pourvu quwaucune des quantités 4y, ., v ne soit
égale a un négatif entier. Dans le cas particulier . +v == o, le premier
terme du second membre de (10) se réduira a a,.

La série kapteynienne de seconde espbee ainsi obtenue est absolu-
ment convergente, pourvu que |2 | soit plus petit que j (1) et 12 (z),
p désignant le rayon de convergence de la séric de puissances donnoe.
Cependant, ce cercle ne coincide pas généralement avee le champ de
convergence (non absolue) de la séric kapteynienne en question.

Pour dégelopper en scrie kapteynienne de seconde espéce une sévie de

LRra
>
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puissances impaires de x, i suffit de poser dans (10) p.—+1 ouv +1 au
liew de p. et v, oubien & la fois p. + 5. v + ; au liew de . et v, et muli-

. . x
plier ensuite les deux membres par 5"

ITI. — Connexion intime entre les séries de MM. Neumann et Kapteyn.

7. Les formules (7), (x1) pour le calcul des coefficients d’une
série kapteynienne indique une connexion remarquable entre une telle
série et une série neumannienne de la méme espece et représentant la
méme fonction. En effet, regardons tout d’abord les séries de premibre
espece, la fonction holomorphe aux environs de zéro

nom

s@y=Yaw(5)

n=0

peut &étre développée en série kapteynicnne comme suit :

nemw AV, N <__4“~__“_>
2\Y Q Vo~
)= — ——t L VR (y n)x
(2) Samy=(2) B gt 2+ m) )
n=0
olt 'on a posé
<z
=2
. (v+n—oapyPlv+n—p _,
(OC’) 2Av,n (C{) — /;;1 ( [4_)_ [1'11—2[) ot 2/)’
p=0

tandis que nous aurons ce développement en séric neumannienne

n=w
v
(B) S(ax) = (‘?E> 2 (v n) A" () 370 (),
-
nz=0
ol I'on a posé
(") AV (o) = 2 . "531;;‘[)) Apmgp 2" 720
p=0 ) ’

Posons v = o, la formule tirée de (B) est due & M. C. Neumann ('),

(1) Theorie der Bessel’ schen Functionen; Leipzig, 1867.
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tandis que la formule générale a ¢té démontrée, d'une maniere peu
élégante du roste, par M. Gegenbauer (*).

Quant aux séries de seconde espéce, nous aurons ces deux deve-
loppements

N0 n=w ;g,p.,v,n(,_.__f;_..,... 4 Ay .
2\ [a\EY Gy ) AR (pepy ean)a | A (e s o]
n=0 n=0
n=® y "=
i n Uk . s
(@) 2“2" <oiz€> :<%> Z (A= 9 A o) BEn () S0 () A7 (),
n=10 ‘ n=l

ot l'on a posé respectivement

pen

(") W"””’(a)xz('u +vep)U(ptp )l p 1) ("’ SO ') tap 270"

(0")

oonp
p==0

,7 “n “ \ \
m,q,,’,,(a)::x Ulpp+ O bp ot _x)(lx Fyvebnbp et

U 271,
oyt up R ) K
/)’:O

Les développements en sérvies de seeonde espece obtenus pour
une série de puissances impaires de za, peuvent étee deduits de (),
(3) en y posant v -1 au lieu de v et en multipliant ensuite par ” "
ce qui conduit & poser
(¢) B2 (g ) o g PO B2 (g,

(5’) [3v,2n "‘(m) o [V 2 ( o)y

Remarquons en passant que M. Neumann (*) ne regarde que ses

..... SR E

M. Gegenbauer (*) a étudié les séries qui correspondent i p -~ v,

tandis que la formule générale peut étre trouvée dans un Mémoire (1)
que j’ai publié récemment.

(1) Sitzungsberichte der Wiener Akademie, t. LXXIV, Abth, 11, p. 196 446,
() Mathematische Annalen, t. 15 1871, Leipziger Berichte, 186y,

(%) Sitzungsberichte der Wiener dkademie, t. LXXV, Abth. 11, p. 2195 1477,
(%) Mathematische dnnalen, t. LIL, p. 234; 18gg.
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Or, les formules (o), (f'), (y) et (&) montrent immédiatement
que les coefficients des séries neumanniennes et kapteyniennes obtenues
pour la méme fonction doivent satisfaire a cetle équation dyfférentielle
linéaire du deuxiéme ordre

(12) a? Y+ (2o +1)aV ' +wl =1,

ou Y désigne A" (o) ou T (a); ¥V A" (a) ou B¥V"(2), tandis que
doit étre égal av ou & p.—+ v respectivement. Les déripées doivent éire prises
par rapport & .

Le résultat que nous venons d’obtenir peut étre exprimé aussi sous
cette forme remarquable :

Supposons donnces les séries kapteyniennes (o) ou (), la fonction
e f7(ax) 4 (2w~ 1)ef (ox) + 02 f(ax)

peut étre développée en série neumannienne de la forme (B) ou (8), od les
Jonctions A" (), B*"" («) sont remplacées par X" (o) ou par B> (o)
respectivement.

8. Les résultats obtenus au n® 7 pour les séries de premiere espece
se présentent sous forme tres élégante dans le cas particulier ol
I'on suppose que /' («) soit une intégrale convenable de cette équation
linéaire, non homogene

l 2 I
() Y+ (l'- If;;)y:;c—zg‘“(x),

x

ou

n=m

oY \ — ,‘L'\ v
-] (.9,”) - an(;‘ ’

n==0

série qui doit étre convergente pour des valeurs suffisamment petites
de a.

Pourvu que v == 1n ne soit pas égal 4 zéro ou & un négatif entier, il
est évident que notre équation («) possede comme intégrale particu-
litre une fonction développable en série de la forme (8). Soit main-
tenant /¥(x) une telle solution, on aura ces deux développements en
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séries neumanniennes de premicre espice

n g (@)= ot 3 (v 4 1) B () 370 (),
ne

(9) SH(ax) =a’ 2 (vt n) B (z)arin (),
"l

ralables tous les deux aux environs de zéro. Les coefficients 677c %),
B"*(a) sont des polynomes entiers de o.
Or, a I'aide de cette équation

@€ o

24 o " o 2
g._/:.{.di) e X t)/,(all -} <7/ - [::>f/(7l) : ;,ﬂ, g,

déduite de (), nous aurons, en tenant compte de I'équation différen-
ticlle & laquelle 3™ () doit satisfairve, savoir

Jda? 2 e

()z:wwt(,l.) It ();Wln(‘lv) } "I (.J Lo )'z
at

I;yun(',.) 0,

cette formule remarquable

=]
v obon
() x*fY(aw) = o Z :I ;_‘ [(vebn )t [ (B30 () (| v ().
=

On aura de méme

Pl aw) Lo ey (g 1}3) Jraay — (o)
o o t

do? ¢ (){Z ot

Y N . ’ . . . v
d’olt, en vertu de (v) (8) (&), nous obticndrons cette équation lineaire
non homogene

) DB (o) A
(13)  a?(1-— a?) g b (avin)at at) & EP )

A= [V pE) b av et [ B (o (),

9 A ’ . “ ’
@ot Pon peut déduire quelques autres propriétés remarquables pour
les cocfficients & (o), B (o) et le cocfficient A (a) correspondant
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quitigure dans ce développement en sérvie kapieynienne

"o _31"./1( “ )
o ., . LR Vo) . .
() Sy e 3 A ) ),
noo4

En o premier liew posons dans (13) a=-r, ee qui est permis
puisque 677 (z), B*7(2) ne sont que des polynomes entiers de o;
nous aurons

O ()

7y Yyl
(t1) () (v-pn) (v prn)

formule qui donnera immédiatement la sévie neumannienne de J(x),
pourva que eelle de g”(Cac) soitconnue. De cette maniere nous oblien-
drons immdédiatement les séries newnannicnnes de premiere espece,
obtenues pour les trois fonetions %), OF7Ca), HEYe(a) que jai
ctudices dans mon Mémoive : Evaluation noucelle, ete. (1), dévelop-
pements dont le premicr donnera comme cas particulier la série new-
mannienne oblenue pour fa fonetion

0 \/‘7’.‘ (l, ‘)H’ 7:

v o1y

4 Ll

A () sin (e cose) (sing )?=1dy, () =,

serie quia ¢fé trouvee par Mo P Siemon (%), pourva que v soit égal i
un nombre entier non négalif.
La formule (14) montrera encore la vérité de cette proposition :

Pourcee quey -Yuone soit pas cgal @ séro ow a un négalif entier, les
séries newmannicnnes obtenues pour les dewx: fonctions [*(x), g'(x)
ont le méme rayon de convergence, de sorte gl en sera de méme pour
les séries de puissances qui nous definissent ces dewr fonctions aux environs
de siro.

Quant i la série kapteynienne (2), les formules (12), (13) donneront

(V) ddnnali i Medematica (8Os presse )
(ty Ueher die Integrale ciner nicht homogenen Differentinlgleichung zweiter Orduwg
( Progrevnm der Luisensehule ; Berling t8g0), p. 15,
dnn. de U Ee. Normale, 30 Séria, Tome XV = Féyrinr 1gor. 8
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immédiatement cette expression

b (a) A+ [pr e n (s av)at | B ()
= A ,

(15) 2 ()

Q’ott nous obtiendrons les coefficients de la série kapteynicnne pour la

I .
-Dans e cas -1,
V-t

le second membre de (15) se présente sous forme indéterminée,
Diflérentiant par rapport & o« le numérateur el le dénominateur, on
retombe, en vertu de (13), dans la formule (12).

La formule (15) donnera immédiatement les développements en
séries kapteyniennes d'un grand nombre de fonctions qui sont lices
aux fonctions eylindriques, plus ou moins intimement. On verra que
les coefficients de ces développements s’expriment a Paide des mémes
fonctions que ceux figurant dans les séries newmanniennes covrespon-
dantes. Par exemple, les coelticien(s obtenus dans les développements
des denx fonctions

fonction /¥(x) en y posant simplement oo = .

1
s W
’.'/,.l‘l. 5 ‘! (2',. )

se réduisent aussii £ (z)youi 2 n (o 2¥) respectivement, ot 4”7 (%)
désigne Ta fonction sphérique générale, ¢est-iedire Tes polynomes de-
finis & Paide du developpement

"o
I \E \
ey A DRI T R
ey

Le premier de nos exemples susdits montre que "équation (1%) ren-
ferme, comme un cas trés particulier, celle connue pour le polynome k' (%),

Du reste, la formule (15) montre encore que les séries kapteyniennes
sont plus compliquées que celles de M. Neumann, comme cela était a
attendre. En effet, la simplification obtenue pour les coefficients de
ces dernitres séries, en posant « = 1, ne peat pas étre conseryée pour
les séries kapteyniennes.

9. Ltudions maintenant les séries obtenues pour la fonction ',
-



RECHERCHES SUR LES SERIES DE FONCTIONS CYLINDRIQUES. 5()

nous aurons ces deux séries de premitre espice
N non s
| 2\ . R
() PR (;z:) 2.: en (0 (y) AV n (),
n 0

" .
. I 9N W : - . .
() ' ; (1,?) D e V(e )y | A [ o )]
) o

n

o les quantités ¢, doivent étre égales i 2, & Pexceeption de g, qui est
égal i1, et olt Mo a posé respectivement

"

' . Voten *\ | (v -1 - /,} NN AR YRR |
o NI AT v _
(') Omn(y) ; \ P y) C o=
Il 0
”

y(v Y L N AT e /))( > 21’”

ful XM oy
(‘) ) Al '(') ) [!l

hiv 9‘ "
Pour les séries de deuxitme espece nous aurons de méme

" it
FRNLERY
e ()TN ey spn ey i (e,

B e 1 %
y moo
4 i *I” i’
vy L et . N . . .
(5) : 72) Z Egn WA (b oo n )y | S (ot y = o) 2 | BV (ot v =) ],
' non
ot Fon a posé
()//) U2 ( gy oo ban 2‘ l ((J e p ’l‘) [‘(V”l [) A ) A Y 'l"/' -*«1)( K )/xu
-' ? poe ¢ r " 4
Ny ; I"st( % ITRYR) "’__/) AAAAA 1 2 p-1
8 W gy o ; 4y (s e = -
) () (Y ',”)V”H(y e e 2 ) Ut pp oot 1) B (9 e pofe 1 ( "—p )<y>
pe

Quant aux développements obtenus pour la fonction —3-——s» ils

. , . . Y 3 ~ N
peuvent étre déduits immédiatement de (v), (2) en y posant v 1 au
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. . . . 0 . ) ' N g
lieu de v et multlphant ensuite par 3 cC qui nous conduira i poset

(E’) W,v,2n41 (.,V) e ._; WY I,'.'u( l'}f )"

A y ! R \I. " ey ’ 1 A
Cela posé, les formules (o), (B') et (¢'), (2') domneront cetle fn
mule, analogue & (12),

320 (61— 1)% - _(:‘m”-»l' n)mt Y

Y T »

K-
Ve )

(16) ¥+

les désignations ¢tant analogues i celles appliquées dans (r2). Ovnous
avons cetle équation différenticlle (1)

ROVy) | 32w 00n()) | I (= gy ‘uv.ﬂ(u
dy* Y dy

ce qui donnera, en vertu de (16),

‘ (v e )yt
(17) Va0 (7’) e W(qjuk,.n)” $e ()t (‘}. J
T no , N \ 7 N T
I (uv-»§~« ) cost T i (u 4 l l) wint "7
. k. ", ”

R ”_ e Af " - " - o .
”l‘<;‘j‘ -t ’)(V = )" l’<.‘ -~ .,.4)(\/ oy

Dans le cas v == 0, nous supprimons Ie premier des indices fixés aux
fonctions ¥, O, de sorte que nous aurons, en vertu de (17), cette for-
mule particuliere

(18) VA (nyy=n(r—y*) O%(ny) 4y cos® .";F 4 5;,,2,,’{:)??,

formule que M. Kapteyn (*) a démontrée d’une autre maniere.

(V) dnnali di Matematica (8ous presse).
(%) Loc. cit., p. 117,
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Les formules (17), (18) montrent que v = o est la scule valeur de
v pour laquelle le développement en série kapteynicnne obtenu pour

—— se présente sous la forme ¢légante indiquée dans Ulntroduction.

En outre, la formule (17) montre que ¥ () doit satisfaire aussi &
une équation linéaive non homogine de deuxitme ordre: on déduit
sans peine cette équation, qui devient beaucoup plus compliquée que
celle obtenue pour 0% (y). Quant & A" (y), on démontre au n° 13
que, dans les deux cas . +v = o, p.+v==1, celte fonction doit satis-
faire & une équation différenticlle linéaire ¢t homogene de quatrieme
ordre.

10. Avant de terminer cetle premiere Partie de nos recherches, nous
avons i mentionner deax développements vemarquables Cune fonetion
particulicre. Pour les obtenir, appliquons d'abord Ta formule (16);
nous aurons immédiatement, en vertu de (o) ann® 9 :

‘ v (v 1) :
( B ) L A B
1) Yot () = )® (,),

Hos o
EAVAN NERE'Y: Y v
- e Yo ) vyn b op
1) Bewts +n) (gyavin(a),
nQ

formule qui se présente sous forme élégante dans le cas v = o. Posons
encore y == 2, ce (uiest permis; nous obtiendrons cette formule ve-
marquable

I
VS D S 2\
1) ( ’) (*—) by eu(v A4 )W (o ) A ().
o A’ A
)

Appliquons ensuite (2/) au n® 7, nous aurons, en vertu de la déti-
nition de O*"(y), cette autre formule

n" oy 7

I o
, ~ 1 an 2N N E, OV (vt )y L C
(w0) b <1 2‘ (V o )‘” J AR (v = )]
ne

Dans le cas v == o, les deux membres de (20) deviendront infini-
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. T
ment grands; soustrayant maintenant e de ces deux membres, on

aura, en posant v=o,

n = o n =oeo )
o 1t “ny, @t
(204) S a3 L) gy
n? .'V" +1 n 5),.';'
n=1 ne=1

Le premier membre de cette formule représente, pour y == 1, la fone-
tion célebre pour laquelle Legendre (*), Abel (*) et Schaeffers (%)
ont démontré un nombre de propriétés remarquables.

Enfin, 'hypothise y = 22, qui est permise, donnera, en vertu de
(20), (20,), ces deux formules

nz==w

(r)') 4 2 1 1
1] o (y ) )‘l PLUER
ne
~n.'f:'m
,,,,, NEAAN En o o
s (»;> }-‘ Z;jfw);‘m)%l»l OB [ (29 = opy o | S0 [( e )],
"oy
3 "o
. I Th 1 o () (), 4
(o) Py (x 08 "") s X A ey

o

On verra sur-le-champ qu’il existera des formules analogues pour
les séries de seconde espece. Or, les démonstrations étant pas i pas
les mémes que celles que nous venons d’expliquer, elles peuvent étee
omises ici.

(Y) Ewercices de Caleul intdgral, \. 1, p. 244.
(%) OLuores complétes, 1. 11, p. 18g.
(3) Journal de Crelle, t. 30.
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SECONDE PARTIE.

IV. — Evaluation nouvelle de certaines séries de seconde espéce.

. .. . -l 2\ .
Supposons que la série de puissances Za” (7) soit conver-
gente pourvu que || < g; il est évident que les deux fonctions

>

- in

[l )= Y @
o . d 201

L] Y

"o

, . ,. V i

.Q(-'.y)' A“’H}ly;”,,

7]

sont définies pour les combinaisons des valeurs de @ et de y qui satis-
font o Pinégalite

() |'lp

¥

et que, cette condition remplie, les deux fonctions possedent les pro-
prictés fondamentales ’une série de puissances. Gela posé, appliquons
ces deux formules bien connues

K

i3

v _ INGEEE DY N7
// (eosg )™ cos(a2vp)dy = (- ) ,(/ ) »
vV, f A U(n -t o-pv)l(n-+1—9v)

T

[

2
P'(rt-1)F(n-
o / (eosg )ttt cos(ay — 1) dy == (4 (e -t 5
vy l(/lll“))‘(ll-—l—->~‘)
olt - désigne un entier non négatif, tandis que v estune quantité finie
queleonque, nous aurons immédiatement ces deux autres formules

w

AR /1' (7 - )a,, Pl
20 . (o cosw, v) cos(ave) de 2‘ '- e e
O g, ety eostee) P(rt o) Pnp 1 ooy) it
n
T
n! U 3Yagy, At

0o ' 9, Y e 1Y 10 z . -
% ) \/r/,, @ eosy, y)yeos(ay-—1)ydyp (n- F-l~l<v)l(ll+)—-‘)) FaER

n
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qui g gardent leur validité, pourva que la condition (a) soil remplic.
On obtlendra deux nouvelles formules analogues & (22) en appliquan
les deux identités .

() Slxa, y)=

glen y)=1

(&

Appliquons encore ces deux autres formules bien connues

.5 I(/fll»~‘.!|(fl' 1)
/ (sinam)*+ (Langs)* do T (on 1
i ZRCREES

g N ke Pl o)

— / (sin2m)*2(tang m )1 dm = ”,l(" (o ;

\,/77-' =)

nous aurons de méme

i

n rd
y R I Porgevy Pln Lo
— /)_y/ /(' )(I.ln"m) S \1 (r ‘ ") (,” : 4 g
Ve sin o) i Vin v+ yl(n vy
nooh
E
" \ I [ Bty
— L I)y/ ,1{(.’1?, 1-;“‘?/ )(l.;lll;.’;m)""’ el \1 (-] )Ll """-' '
\/’IT Jao ) Sinam ) I(y/ } l)l (n i 1)

]

formules qui sont valables, pourva que les conditions (2 ) soient rem-
plies et qu’en outre

2 M (v) -
respectivement. Il est évident que les formules (B) nous donneront

deux formules analoguesi (23), (23,). Bn outre, des quatre formules
ainsi obtenues on pourra déduire quatre formules nouvelles, en appli-

quant I'identité
—y I)y/'?‘:l)‘,,(?” /.)

Cela posé, combinons les formules (22),(23) et (22

EX Oy

(y)

), (23,), nous

]

yri 1 !
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obtiendrons ces deux identités

]
L]

2 . i E X ’
(24) =W D, [ /(m cos 0, —2——> cos(2vo)(tangm)¥ dodw = f(x, y),
= Ty Wy Sinz2m ‘ s
Tom
(2/ ) _2‘_)..1) : 2(;- ; Y sy )2V - 1 Iy — o (0
da y g xcoso, — cos(2v—r1)o(langm) dodn =g (x,y),
T Jy oy TUsin2m T < T

qui possedent six formules analogues déduites a I'aide des transfor-
mations (), (¥). Il est évident que les deux fonctions générales
" A A Y x . \
J(%, ), g(x, y) peavent étre remplacées par o et i respec:
tivement.

12. Appliquons maintenant la formule () aun®5 pour I'évaluation
du produit de deux fonctions cylindriques; nous aurons, en vertu
de (22)

L
n-+v n—v Y

— 2
(a) A (x)d ? (w):%f 37 (22 cosg) cos(vo) do,
0

ol » désigne un nombre entier non négatif, tandis que v est une quan-
tité finie quelconque. Cela posé, les identités (24) nous conduisent &
poser v=o0 et 2, 2y au lieu de x, y dans les développements
en sérics neumanniennes ou kapteyniennes de premiere espece, obtenus
pour les deux fonctions

Y z
({3) _y2~——.1:‘2’ ),ﬂ.___z.z’

ce qui donnera ces deux mémes fonctions développées cn séries
de seconde espece pour lesquelles . +v =0 ou p—+v=1 respecti-
vement. Kerivons simplement 3% (y ) et W0 »(y) aulieu de U=""(y),
W’ —"»(y), nous obhtiendrons ces deux formules

LI

b

(25) Wo2n(y)=—ay D, ‘ 02"< 2 )(tangm)” dey,

$in2o)
0O

T
T
(25,) Wt (yy =—ay Dyf O+ ( 2y >(tangw)“"‘1 dw,
0

sina o

Ann. de UFe. Normale. 3* Série. Tome X VIII. — Fivrier 1gor. 9
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et deux autres obtenues par 1a en mettant W (y) et W**(y) au licu
de U (y), 0"(y) respectivement. Posons v ==o, la formule tirée
de (25) est due & M. Kapteyn (*).

On verra sans peine que la restriction relative a & (v) exigée par les
intégrales définies vient & disparaitre pour les séries de seconde
espece.

Nos identités (24) donnent encore, i aide de (2), cette autre for-
mule

T

T AN e sinam (5T farsinan
3 S(x) =D, | * NI (~A I IR < st o (ting o)” e
(7) (%) x S o ’

0

inverse i (2), de sorte que les développements des fonctions () en
séries de premiere espece peuvent étre déduils aussi des séries de
seconde espece a Paide de nos identités générales. Cette méthode
donnera de méme ces deux formules nouvelles

7‘.

N yoo\ cos (v

(26) O y) =z Ut (o () ol
! ™ 2 CO8 Y CONY !
0 I

‘ w [ V COs(2y 1)
26 2 yy e / [USRELER ' “al
(20) (r) 7., 9 eOSY o8 !

inverses & (25), et deux autres obtenues par la en posant V()
et W (y) aulieu de 0*(y) et U *(y).

Cela posé, 'intégrale fondamentale de Cauchy montrera immédiate
ment la vérité de cette assertion :

Nos séries neumanniennes ou kaptcynicnnes de seconde espice se pre-
sentent, sous ce point de vue, comme une conséquence tnmediate des
mémes séries de premicre espéce. L’inverse est vrai aussi.

Notre déduction des séries de premicre espece i Paide de celles e
seconde espece, et vice versa, montre encore que les deux catégories
de séries ont le méme champ de convergence et ne peuvent étre for-
mées que d’une seule fagon.

Les développements nouveaux obtenus des séries neumanniennes ou

(v) Loc. ¢it., p. vt
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kapieyniennes en appliquant la formule (y) au n° 11 peuvent étre
déduits immédiatement d’une maniere directe a 1'aide de I'identité

@€ dy T
/ h“'(.)' — w) vy =

13. Oa verra sur-le-champ que les identités (24) au n° 11 s’appli-
queront sans peine au développement général

N
1 R -
() = PG A (),
! ‘ n=0

07 P — 2 ¢ {I,
(.’ (.‘ ) - —i,,—)TT ’

: 5
Fn () »;-.}_( AP r,

et ot exposant p doit étre assujetti 4 parcourir des valeurs entieres
non négatives et de méme parité que 2. Les fonctions nouvelles de v
el de a ainsi obtenues s’expriment sans peine a Paide des formules
analogues i (2) et i (25) au n® 12, Prenant encore ces développements
nouveaux pour point de départ, on obtiendra, en verta des formules
analogues a () et i (26) au n° 12, le développement primitif (o).

I est évident qu'une application répétée de ces méthodes nous
donnera, en vertu de (o), un nombre illimité de développements nou-
veaux qui possedent tous le méme champ de convergence absolue
que (z) et qui ne peavent étre effectués que d’une seule facon, pourvu
que (z), ou un autre des développements nouveaux ainsi obtenus,
possede une telle propriété.

Cependant nous avons préféré nous borner ici  I'étude des séries
newmnannicnnes el kapteyniennes, parce que ces sérics possedent la pro-
pricté remarquable que les fonctions nouvelles obtenues par les
transformations s’expriment d’une facon tres simple a laide des
fonctions cylindriques. Les séries de fonctions sphériques, par
exemple, ne possedent pas une telle propriété.

Quant an développement général (o), M. Pincherle (') a signalé

(V) Reade Istituto Lombardo : Rendiconti, »° série, vol. XV, p. 525; 1882.
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cette formule remarquable :

n—om
I, p=1r,
: Napar=1"
(®) »4-‘0 nen o, pLr
o=

qui est fondamentale dans la théorie de tels développements en nous
fournissant un moyen, général peut-étre, pour déterminer 'un des
groupes de fonctions 7 (x) et " (y ), pourvu que Pautre soit donné
et que la formule () soit vraie. En elfet, nos déterminations des déve-
a\Y &\ . . ..
loppements de (;) oude (7) en séries kapteynicnnes de premiere
et de seconde esptee ne sont autre chose qu'une résolution des
¢quations () correspondantes. En outre, Heine (1) a déterming de la
méme maniere le développement d’une puissance de 2 selon les fone-
tions sphériques de premiere espéce.

Le sens propre des développements nouveaux que nous venons d'in
diquer saute aux yeux si nous tenons compte de la formule de M. Pin-
cherle : Les transformations des fonctions 3" (v ) et (" (y ) effeetuces par
les intégrales définies r’altérent pas la formule (3).

En cffet, les formules (22), (23) montrent que les coefficients
des fonetions nouvelles peuvent étre oblenus en multipliant X2 par
une quantité indépendante de 2 cten divisant A7 par la méme quantite,
(Cest-i-dire que les développements d'une puissance entiere non ni-
gative de z selon les produits de deux fonctions eylindriques dus i
Lommel (*) ne sont au fond, sous ce point de vue, autre chose que les
développements analogues scelon les fonctions cylindriques elles-
mémes dus & M. Schilomileh (*).

La recherche générale correspondante présente un intérét assez
considérable, cependant elle nous conduirait beaucoup trop loin ici.

1l est digne de remarque que Papplication des intégrales définies
nous épargne de chercher le champ de convergence absolue des séries
nouvelles et de démontrer qu’elles ne peuvent étre formées que d'une

(") Randbuch der Kugelfunctionen, V.1, p. 72 (2" éd.y; Berling 1898,

(#) Studien aber dic Bessel’schen Functionen, p. 485 Leipzig, 1868,
(3) Zeitschrift fir Mathematik und Physik, v. 11, p. 1415 1857.
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seule facon, problemes qui offrent certainement des difficultés consi-
dérables pris dans toute leur généralité.

V. — Evaluation de certaines formules particuliéres contenant
les fonctions cylindriques.

4. En terminant la premiere Partie nous avons, au n°® 10, déve-
loppé quelques formules particulieres contenant des fonctions célebres
dans la théorie des fonetions eylindriques. I nous reste ici & montrer
comment les formules générales évaluces au n® 11 nous fournissent un
moyen simple pour la déduction de nombre de formules du méme
genre,

Regardons tout d'abord les séries newmannicnnes de premiere espece
obtenues pour les fonetions

Yottt

les formules (22) donnent, en verlu de (z) aun® 12,

"o now
§ | 1 ~ PRR N/ b\ 2
e 6y (DU () ANy A0 (p) e Y . e w
(J,) :),A}d“" (.)) (') (’) \/ﬂ“l(/l‘l I 'J)l(ll—}-l-m')) ')/) )
" [ " [
"o n " “( )
\ e . , AN n!ln ) PRALLER!
9, o ()2/1! l(y SUET ey anttey P “ - \ 5 . ‘ L] .
(#74) y}" ! () () Vo A Vo) B oeey) \ ’
nol noeq

formules qui sont valables, pourvu que |22 ] <[ y|.

Remarquons en passant que la formule fondamentale de M. Pin-
cherle nous fournira un moyen simple pour trouver la condition né-
cessaire el suffisante que les fonctions A7(y) doivent rempliv pour
qll(? ]ﬂ somine ('15 eetle série

(2) ¥ Z S (},);,// () At ()

non

u

, , . r . \ o 2N ,
soit une fonction de (y) y SAVOIP Lrl,,(*},) I eflet, ordonnant

Ve
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la série («) selon les puissances négatives de y, on aura immédiate-
ment, en vertu du développement (y) aun® 9,

,I=ll ., A
, _n Tip+1-+9)L(p-t1-—v) [n+p—i (a»,"-'l"’_
A" (y) = '2"2 Pl "—p )”l' 5‘;) ’

p=0

¢’est-a-dire que A" (y ) peut étre formée en multipliant les termes de
W22 (y) par les cofficients @ correspondants. La méme méthode peut
étre étendue immédiatement a tous les autres développements du
méme genre.

Les séries kapteyniennes de premiere espece donneront de méme

n=o.
sinvm | .
(28) =2y 2 V21 (o ny) StV (ona) SV (sna)
nes
n e i
RN n!ll(n-+1) a0\ 2
vz :—‘0 Plu-tr -0 -p0 vy \ y ) '
N
. ~ : .
(28,) 2y WAL (g hex )y | AV (e pen )i [ BV (o et ) o

7

n "
- 2 n!l(n 1) ('e,n‘ 2nend
TR ATk ) Ve v\

Posons, dans (27), v = o; nous obtiendrons ces deux formules re-
marquables :

nzw

(99) € ,LO:’”(‘}/) CEACaE S T ,
Zlo 2 : 'I Vot - hr
(29a) OmA1 (yy on () 3ndt (g) = ' ( A ‘
El ) ) hor ,\/,,VM AT l)’

et les formules (28) en donneront deux autres du méme genre.
) g ans (»R" :
Posons encore, dans (28), y = 13 nous aurons, en vertu de (18) au
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n® 9, ces deux formules élégantes :

now n=w
sinvw ~ AN n!Uin+1)
3¢ e i ) N e ane)yIn=(onr) = — = et oz )
(30) i TP ( ) ( ) \/nﬂ.l(n-+~1-i-v)l(n,+1—v)( s
ne=1 nzz0
n “ n=

5 . i . o n!T(n-2)
30 0 S o A 1) ]S (e -1 |2 —= N 2 - (2u)Pert
(304) )Z [(rr 1) ] |22 1) \/’rr }-d l‘(ll-{"l-'!—v)[‘(Il-f-').—u)()l)
n 0

n==0
d’olr, en mettant v == o,

nizw
(31) 1 “l-‘22['—'5"('.),/14’)'[21.: -
" \/
n o’

(31,0) ".Ziﬁ"l‘(:».n b)) STV (oo 1) ] e L ( : ;);

Exs V.,mi 7 2 -
"o _‘\/l /|.I

on verra que les quatre dernieres formules sont completement ana-
logues i la formule eélehre (a) citée dans Introduction.

Nous avons encore i développer Uintégrale elliptique de premitre
espiee en séries de seconde espece. A cet égard, posons dans (29),

%

I i g
/) sin C‘b

et intégrons par rapport & ¢ de o @ g3 nous aurons, en éerivant £ au
licu de a, ces développements en séries reumanniennes de seconde

espeoe
" / new ¥ /
. t dy ~ - » ¥ " ‘
('i"}‘) : i L “ 2‘ Eyn I_»\"(/.‘) |2 / ) ('TT“‘(‘) ——— it )
Joo o krsinte J sing ) sine
o ! "ol

" n= ”
N o 5 1 N
(4, S TR T EVI T / o <'-T'*“)“ b
() ,/ Vi Msinty g‘o ) g sing ) Y

ol il faut que | 4] << 1. Les séries kapteyniennes analogues, obtenues i

. . ’ " ‘ T
Paide de (28), sont plus compliquées. Posant, dans (32), 9=+

nons aurons Uintégrale elliptique complete de premiere espece déve-
loppée en série neumannienne de seconde espece.
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Dans le cas général, les deux formules (32) se présentent sous
une forme trés remarquable indiquant une connexion nouvelle et tres
intéressante entre les fonctions cylindriques et les fonctions ration-
nelles 0"( y) de M. Neumann; cependant, leur utilité pour un caleul
numérique n'est que tres médiocre. En effet, la remarque, faite par
M. J.-P. Gram (), que la série newnannicnne obtenue pour a” w'est
guere convenable pour un tel caleul, s’é¢tend évidemment & toutes
les séries neumanniennes; ¢ est-i-dire que les séries de ce genre ne
présentent qu'un intérét purement mathématique.

15. Appliquons encore (25) au n® 11; nous aurons, en vertu
de (23), ces deux formules

n=sa

. N W%
(33) Z £, WH () 320 (1) ™1 1,,<I ey, Hemy, by >,

R y
sinmy y v hy!
nz=0 '
n o
o ~ . (1t -—v) @ 3
(53 Py \ U2t LT e S R S I"(l Yo e Y )
) 2 2 7) () siny  ay? "\ e Tl hyt )

"=z ' '

olt F désigne Ta série hypergéométrique ordinaive des quatee ¢léments
o, B, v, @ De méme il est évident que nous obtiendrons deux for
mules analogues pour les séries aptevnicnnes corvespondantes, Or,
nous nous bornerons i démontrer que les fonetions rationnelles
satisfont & une équation differenticlle lindaive et homogene de qua-
trieme ordre.

ftegardons tout d’abord U (y); nous aurons, en désignant par X
le second membre de (33),

() X

Py /)
dix ayd
)2 e
() EX gy T,

. 7

A ’ ? [t 02 ’ .
d’ol1, en tenant compte de I'équation différentielle i laquelle 5% ()

(') Om Rackkeudyiklinger bestemtc ved Hjaelp af de mindste Koadraters Methods
(These do doctoral), p. 44; Copenhague, 18-¢.
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doit satisfaire, savoir

)L tn a A 2
gEAT(e) 1 08 (@) o 8 () == hn* a0 ()
ado? @ R ’

nous obtiendrons, en vertu de (33),

n o
W V.9 N A "‘("" v x? v’ xt ’
() D eu it Wtn (y) B2 () i I A

" n

De méme, nous obtiendrons

X 1 e
. SR 2 7
( /) ()' ¥ .),2 -',..v.)/’o I’
, *X a ., hat | b
" SRR AN N e J g as
()’ ) /))”' "..y ! ._,"),;. | /I'V/ !

ce qui donnera, en vertu de (), cet autre développement

”n o
, 3 Y . o UWEE (e L AU ()T ot
(34) }-‘ Ezm‘ (hn'- ')u"a'(,) ) By ().'},2 """ =y dy? ‘ A () - ”}} /.
neh

Or, notre fonetion £ doit satisfaire i cette équation différentielle

2 at " 1 3ot ” y .
(n) (/”,1 v Tl-f";‘?”‘)l o () o /”,2)/ e (V1) 0,

. . Y , . hr? ) \
Apris avoir multiplié cette équation par fy,‘,-‘», les formules (y), (y')

suftisent pour déterminer Ia somme

at ot
i [y e,
tandis que le terme
hor? ,
. z,,(vz. ,-‘)[«

peut étre tive directement de (34), et la somme

g
hy' b

A
St

"

peut étre caleulée en appliquant sur (34) les formules (v), (7')-

dnn. de U Ee, Normale, 30 Sovie, Tome X VI ww Feyriur 1gor., 10
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Cela posé, tenons compte du fait qu'un développement de zéro en
série neumannienne de ce genre est impossible; pourvu que les coefti-
cients ne soient pas tous égaux & zéro, nous obtiendrons finalement
I’équation cherchée

6 hn*— Gvi— 5\,
(35) 7+ ;Z -+ <f| — -’—”Wj,y“"“*‘)/a”
16 [uz"———xzv'—'——x),,
A+ = o e 7
<y v

' % 2y
+<§_£ L L I;,EM 1)>,‘A o
Y
ot Z désigne la fonction ™" (y)
En traitant de la méme maniere la formule (33,), on obtiendra
pour la fonetion M™*** (y) cette autre équation différentielle

(27 4= 1)2 e V2 e [y e (’)‘] .
— LA v Ny

(35,) IV %/ + [4 (ant

r*
SR L el 7
- J .
'f‘l."gi L enaenr - ! [(Gv? ~’w)'lz o
Y Y

Posons dans ces formules v == o, nous obticndrons les équations
différentielles auxquelles doivent satisfaire les deux fonctions ration-
nelles introduites par M. C. Neumann, équations qui semblent étre
restées inapergues jusqu’ici.

I est digne d’étre remarqué que les deux fonctions W2 (y),
U+t (y) ne satisfont pas & des équations de la méme forme, de sorte
qu’il en sera de méme pour les polynomes de M. Neumann. Or, les for-

AR T T

. . . yran, o Y .
mules (35) (35,) montrent que les fonctions U (y), U * (¥)
satisfont toutes les deux, pour une parité quelconque de n, i cette
équation commune

st F . . .
(35,) 74 Sgr ( f— ’_‘L_,’L_,._Li> 7 (A‘ 6  nt=3vi—
Y Y

8 (n’-wlx)(v’--uw" .

Ln se rappelant la formule (16)au n® g qui exprime W™ (y)a 'aide
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de U(y), on verra que la fonction rationnelle W**(y) doit satisfaire
aussi & une équation différentielle linéaire et homogene de quatrieme
ordre.

Posons maintenant dans (35,) v=o0, nous verrons que, sous ce point
de vue, ce développement d’une séric de puissances impaires

p=co , n=c ~ 1 .

—~ 2\ 2w+t Y ne - -

(2) PRACIEEED XA CRE I
' p=0 n=0

indiqué pour la premiere fois par fen M. Lommel ('), deviendra ana-
logue & celui de M. Neumann

p:oo n=ow

AR T
(¢) dd, (;> =D XACLENS
p=0 n=0
3 ’ 3 . [
En effet, cherchons le développement de la fonction -~ nous
aurons simplement ’

1 N LN -
;_:‘7 = Z €nI"(y) [”}' (’)l ’ lyi >z,

n=0
ol 5" (y), pour une parité quelconque de z, doit satisfaire a I'équation
tirée de (35;) en y posant v == o. Cependant, cette analogie entre les
séries (e), (¢') ne semble étre que d’une nature purement formelle.

g 1 ;o .
En effet, posons dans (27,) v= > nous verrons que la série parti-

culiere ainsi obtenue représente une fonction entierement différente
de celle obtenue de (27) eny posontv = o. C’est pourquoi jai préfére
suivre, dans ces recherches, la marche indiquée par M. Neumann.

(V) Mathematische Annalen, v. 11, p. 6335 1870.



