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SUR UNE CLASSE
DE

SURFACES I S O T H E R M I Q U E S ,
PAR M. A. THYBAUT,

P R O F E S S E U K A U L Y C É E C O N D O R G E T .

I N T B O D U C T I O N .

Les rapports qui existent entre la théorie des surfaces isothermiques
(;t la déformation des quadriques ont leur origine dans une belle pro-
p o s i t i o n que M. Dârboux a communiquée à l'Académie des Sciences le
^4 mai 1899, M. Darboux associe à chaque surface applicable sur une
•quadîique générale h u i t surfaces isothermiques qu i correspondent u n e
à une aux h u i t génératrices isotropes de la quadrique.

Dans ma Thèse de Doctorat, publ iée en 1897, un cas pa r t i cu l i e r de
cette proposition étai t indiqué sous la forme su ivan te : chaque surface
applicable sur le paraboloïde fait connaître un couple de surfaces iso-
thermiques. Ce couple de surfaces et un couple formé de deux surfaces
inverses des premières correspondent, dans le théorème de M. Dar-
houx, aux quatre génératrices isotropes du paraboloïde qui sont
rejetées à l ' in f in i .

Le Chapitre II du présent Mémoire cont ient quelques propriétés
caractéristiques de ces quatre surfaces isothermiques qui sont nor-
males aux cercles d 'un système cyclique part icul ier dont l 'étude fait
l'objet du Chapitre I.

Par une généralisation facile on peut étendre certains résultats
à quatre surfaces plus générales que l'on déduit de chaque surface
applicable sur une quadrique quelconque. Ces quatre nouvelles surfaces,
qui sont définies par une relation simple entre les rayons de cour-
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bure, sont é t roi temenfc liées aux hu i t surfaces isothermiques de
M. Darboux.

La dé terminat ion de ces hu i t surfaces isothermiques est un pro-
blème équivalent à la dé fo rma t ion de la quad r ique correspondante. La
quadr ique la plus générale que l'on sache complètement déformer
é tan t le paraboloïde c/ui a un plan directeur isotrope, l 'étude des sur-
faces isothermiques qu i correspondent à ce paraboloïde part iculier
présente un intérêt spécial.

Le Chapi t re I I I est entièrement consacré à ces surfaces isother-
miques qu i é ta ien t déjà déterminées dans ma Thèse de Doctorat.
Parmi leurs propriétés caractéristiques, on peut choisir la déf in i t ion
suivante :

A chacune de ces surfaces, qui sont désignées sous le nom de sur-
faces (I), est associé un plan fixe (P) sur lequel des sphères tangentes
a la surface et au plan décrivent un tracé géographique de la surface.
Lorsque le p lan (P) s'éloigne indé f in imen t , i l résulte de la déf ini t ion
que les surfaces (I) se confondent avec les surfaces minima qu i
peuven t être considérées, à ce poin t de vue, confune un cas l imi te des
surfaces (I),

L'étude de ces surfaces est faci l i tée par l 'emploi d'un système parti-
culier de coordonnées curv i l ignes , et le Chapitre I I I renferme, avec la
dé te rmina t ion complète des surfaces (I) algébriques ou réelles, des
propositions relatives aux lignes de courbure, aux lignes asympto-
tiques de ces surfaces, et à l'image d"e ces lignes sur le plan (P) cor-
respondant.

L ' in terpréta t ion ana ly t ique de quelques remarques géométriques
contenues dans les deux premiers Chapitres c o n d u i t à des propriétés
de certaines équations de Laplace.

Plusieurs propositions qui figurent dans le présent Mémoire ont été
communiquées à l 'Académie ! des Sciences dans les séances ^es
23 mai 1899, 12, février et 3 décembre iqoo. 1

Dans la rédaction, j'ai. souvent f a i t usage des résultats que renferme
l'Ouvrage classique de M. Darboux : Leçons sur la Théorie générale des
surfaces. ! ! ! ^ ^ !
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CHAPITRE L

SUR UN SYSTÈME CYCLIQUE PARTICULIER.

1. Définition et propriétés du système cyclique. — Soient (M) et (N)
les deux nappes de l'enveloppe d'une sphère variable dépendant de
deux paramètres arbitraires; supposons que les lignes de courbure se
correspondent sur les deux nappes de façon que les normales aux
deux surfaces, en deux points correspondants M et N, soient toujours
dans un plan passant par un point fixe 0.

Si les deux surfaces ne sont pas parallèles, on peut tracer un cercle y
normal à (M) et à (N) en deux points correspondants et les cercles y
ainsi obtenus forment un système cyclique puisque, par hypothèse,
les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de l'enve-
loppe. "Remarquons immédiatement que si tous les cercles y passaient
pa ru , les deux surfaces seraient les inverses par rapport au pointu de
deux surfaces parallèles.

Lorsque les cercles y ne passent pas par 0, à deux positions inf in i -
ment voisines du point M sur une ligne de courbure de la surface (M)
correspondent deux cercles y in f in iment voisins qui se coupent en
deux poin ts ; ces deux points sont situés sur une droite passant par 0.
Le point 0 a donc même puissance par rapporta deux cercles infini-
ment voisins, et par suite par rapport à tous les cercles y; il en résulte
que les cercles y sont orthogonaux à une sphère fixe (S) de centre 0.

Si les plans des cercles d'un système cyclique passent par un point
fixe 0, ces cercles sont orthogonaux à une sphère fixe ayant pour centre
le point 0.

Dans les cas l imites ou la sphère (S) a un rayon infini ou nul, les
deux surfaces (M) et (N) sont parallèles ou inverses par rapport à 0
de deux surfaces parallèles. Ces deux cas étant exclus, nous pourrons
.supposer que la sphère fixe (S) a pour rayon i.
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Il résulte de la théorie des systèmes cycliques que les cercles y
orthogoniîux à la surface (M) et à la sphère (S) sont orthogonaux à une
i n f i n i t é de surfaces; il est: facile de mettre ces surfaces en évidence
dans le cas particulier que nous traitons.

Portons sur les normales à la surface (M) Çfig' i) une longueur

constante MP que nous désignerons par cosA, le point P est situé
sur une surface(P) parallèle à (M'). Soit(P') la surface inverse de (P)
par rapport à 0 avec la puissance d'inversion sinV-L On vér i f ie aisé-
ment que les points correspondants P et P' ont même puissance par
rapport au cercle y, donc la normale ao point P' à la surface (I^) est
tangente au cercle y en un po in t M' et la longueur P'W est égale
à cosA. Le point M7, cons t ru i t comme nous , venons de l ' i n d i q u e r ,
décrit une surface (M') parallèle^ (P'). Les deux surfaces (M) et (M/)
parallèles à deux surfaces inverses senties deux nappes do l 'enveloppe
d'une sphère variable dépendant de deux paramètres et coupant une
sphère fixe sous un angle constant ; nous d i rons , pour abréger, que
( M ) et (M/) sont les deux nappes d 'une enveloppe E. La sphère fixe est
la sphère (S),do rayon r , l 'angle constant est l 'angle h qui a servi à
déterminer la longueur MP.

Le point M restant fixe, si le point P parcourt la normale Ml dans un
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sens déterminé, cos/ujui est égal àMP prend toutes les valeurs réelles
et le point M' décrit le cercle y. Pour une valeur particulière de h,
la surface (M') coïncide donc avec la surface (N) et l'on obtient la
proposition suivante qui peut être établie aussi par le calcul :

Si les lignes clé courbure se correspondent sur les deux nappes de l en-
veloppe d'une sphère dépendant de deux paramètres, de façon que les
normales en deux points correspondants soient toujours dans un plan
passant par un point fixe 0, la sphère variable coupe une sphère fixe de
centre 0 sous un angle constant. Les surfaces parallèles et leurs inverses
correspondent aux cas limites où l'angle constant est infini et le rayon
de la sphère fixe infini ou nul.

Il en résulte que deux surfaces quelconques, normales aux
cercles y, sont les deux nappes d 'une enveloppe E. Réciproquement,
on retrouvera les systèmes cycliques que nous avons considérés
en menant les cercles normaux aux deux nappes d 'une envelopper;
l 'une de ces nappes étant une surface quelconque, on peut obtenir ainsi
tous les systèmes cycliques dont les cercles sont normaux à une
sphère.

Si une congruence de cercles normaux à une sphère forme un système
cyclique, deux surfaces quelconques normales aux cercles constituent les
deux nappes d'une eweloppeE; sou h l'angle constant correspondant. Si
on laisse fixe l'une des deux surfaces et si F on fait varier h, la seconde
surface coïncide successivement avec toutes les surfaces normales aux
cercles.

Sur l 'un des cercles-y, si l epo in tM de la première surface reste fixe,
le point M o d e l a seconde décrit le cercle lorsqu'on fait varier A; COSÂ
est réel, mais l 'angle h n'est réel que si les points M et W sont dans
deux régions différentes de la sphère fixe (S). Lorsque le point M- est

• situé sur la droite OM, rangle h égale ^ et les 'deux surfaces sont
inverses.

On vérifie facilement qu'à deux positions de M'inverses par rapport
à 0 (par exemple W et NQ correspondent deux valeurs inverses
de COSÀ. Lorsque W coïncide avecle point de contact d'une tangente
menée de 0 au cercle y, l'angle h devient o ou TC. Enfin, lorsque M'
coïncide avec M, h est infini (tangÀ= ± ?),

Arm. de l'Èc. Normale. 3e Série. Tome XVIÏ . — DÉCEMBRE 1900. ^9
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2. Remarques. — Signalons deux remarques relatives aux nappes
d'une enveloppe E :

i° Soit C le point de rencontre de OM' et de la normale Ml à la sur-
face (M) Çfîg. i)? la sphère de centre W et de rayon MT' et la sphère
de centre C et de rayon CP sont inverses par rapport à 0. La première
a pour rayon cos/z; on en déduit aisément que la sphère de centre C
et de rayon CM, qui est tangente à la surface (M), coupe la sphère
fixe (S) sous un angle constant k. Les angles h et k sont liés par
la relation

( î ) . 2COSh COS/C^COSVî-^- I.

Si, de même, on appelle C le point de rencontre de OM et de la nor-
male M'I, la sphère tangente à (M') qui a pour centre le point CV coupe
la sphère fixe (S) sous le même angle k.

Les deux nappes d'une enveloppe E étant (M) et (M/), les sphères tan-
gentes à (M) qui ont pour centres les points G définis précédemment el les
sphères tangentes à (M') qui ont pour centres les points analogues (Y coupent
sous le même angle la sphère fixe ( S ).

Cette remarque sera appliquée dans le Chapitre suivant.
Si GOS'/C est donné, on déduit de la formule (î) deux valeurs inverses

de cosA. Ces valeurs correspondent aux deux enveloppes E que l'on
obtient en associant à la surface (M) les deux surfaces inverses (M')
.^(N').

2° La droite MMT coupe la sphère du centre 0 et de rayon COSÂ aux
pointsmctw'(/?^. î) qui sont la représentation sphérique de M' et M'.
Les développahles de la congruonce engendrée par MM/ coupent (M)
el' (M") suivant leurs lignes de courbure et la sphère de centre 0
suivant deux réseaux orthogonaux qui sont la représentation sphérique
de ces lignes de courbure.

Rappelons que les surfaces (P) et (M) sont parallèles et que PM est
égal a cosA. Considérons une surface (Pi) homothétique de (P) par
rapport au point 0 et portons sur la normale à (P^) une longueur P^ M.i
égale à PM et de même sens; le point M< est situé sur la droite Mm.
Le point M! décrit une surface ( M ^ ) et, en faisant varier le rapport
xThômothétie, nous obtiendrons une famille de surfaces (Mi) compre-
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nan t la surface (M). Toutes ces surfaces se correspondent par plans
tangents parallèles et ont la même représentation sphérique.

On obtient une seconde famille de surfaces en partant de (M'). La
surface (M) et la sphère fixe pouvant être prises arbitrairement,
on peut énoncer la proposition suivante :

Considérons la congruence formée par les droites qui joignent un
point d'une surface (M) au point correspondant de sa représentation
sphérique sur une sphère quelconque. Les développables de cette
congruence coupent la sphère suivant deux réseaux orthogonaux; Fun
est la représentation sphérique des lignes de courbure de (M) et d'une
famille de surfaces coupées par les développahles de la congruence
suivant leurs lignes de courbure; l 'autre réseau orthogonal est la
représentation sphérique des lignes de courbure d'une seconde famille
de surfaces analogues aux premières.

Deux surfaces de familles différentes constituent les deux nappes d'une
enveloppe E puisque leurs lignes de courbure se correspondent et que
les normales correspondantes sont toujours dans un plan passant par
un point fixe.

3, Relations entre les éléments géométriques des deux nappes d'une
enveloppe'E. — Soient (M.) et (M7) les deux nappes d'une enveloppe E;
prenons pour origine le centre 0 de la sphère fixe (S), cette sphère a
pour rayon î . Désignons par/? la distance du point 0 au plan tangent
en M à la surface (M), par q le demi-carré de OM, par p et p^ les rayons
de courbure de (M) au point M. Les éléments correspondants de la
seconde nappe (M') seront représentés par/?, y, p", p\.

1° En remarquant que (M) et (M") sont respectivement parallèles à
deux surfaces inverses, on peut établir les formules suivantes dans
lesquelles h désigne, comme précédemment, Fangle constant sous
lequel les sphères tangentes à (M) et à (M') coupent la sphère (S);
r est le rayon de ces sphères variables •

f __ ^
/ , ï / ? — - c o s A / /—-COSÀ / sWh ^ """ 4(a) - = l————— ̂  ^————— ==cosA-4- ——r———————-——--•
' / r i . 1 cosA / i\ i , i\

< y — - ^ ~— [ q — - ^ /---/ a 7 2 V 2;V 2 }

2^ Les formules précédentes permettent d'établir des relations
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simples entre deux points correspondants M et M' et leurs représenta-
tions sphériques m et m' sur la sphère de centre 0 et de rayon COSÀ :

M M / s m ^ ^ = = = ( O M / 2 — ^ ) w M = - ( O M 2 — I ) w / M ' / .

On déduit facilement de cette double égalité
— sin2 h == ( OM2 — ï ) ( OM'2 — i ).

3° Cherchons maintenant les relations qui exis tent entre les rayons
de courbure correspondants p, p' et p^ p\ des deux nappes d 'une enve-
loppe E. Une f ami l l e de lignes de courbure est définie par l ' une des
deux équa t ions

d<] -1- p dp == <:.,), dq14- p' dp' ::=• o

que ron déduit immédiatement des formules d'Olinde Rodrigue. En
développant la seconde équation on obtient

à q ' , àq1 . , f à p ' . à p ' . \f dp + / dq -l- f/ [ J — dp -{••• -L" dq —:. o.ôp t àq 1 ' \ àp t ()(/ J /

Remplaçons le rapport <-7 par (— p) et les dérivées de // et q ' par
leurs expressions en fonction de p et q calculées à Faidcî des for-
mules (2). En introduisant , pour s implif ier , l 'angle k défini au n° 2 et
lié à h par la relation (ï)

a ces h cos k -•= cos^/z 4- i ,

on trouve les deux équations

W
f ^V . ^w^ l>

— sin2^ ==: \ p — cos/c — ——^ j \. p1— cosA' — —....^

( ^-^( . '/f-^— sm2 k == \ p — cos/c — ——— / \ p'— cos/c — —,—
\ Pi / \ Pi /

4° Les normales aux deux nappes (M) et (M7) en deux points corres-
pondants étant dans un même plan passant par 0, deux centres de
courbure correspondants de (M) et de (M") sont sur une droite D
menée par 0. Si l'on trace les cercles y normaux en M et W aux, sur-
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faces (M) et (M"), on voit facilement que la droùeD contient les centres
de courbure correspondants de toutes les surfaces normales aux cercles Y ;
elle contient aussi les deux points de rencontre du cercle y correspon-
dant avec l 'un des cercles infiniment voisins; enfin la droite D passe
par l 'un des points focaux de la droite MM\

4. Application analytique. — Nous avons vu au n° 1 que les cercles y
normaux à u n e surface quelconque (M) et à une sphère (S) sont nor-
maux à une fami l le de surfaces et que deux surfaces quelconques de
la fami l le constituent les deux nappes d'une enveloppe E. On peut
interpréter analytiquement ces résultats de la façon suivante :

I/ori^ine étant le centre 0 de la sphère fixe (S) de rayon i, soient
(X, Y, Z) les coordonnées d'un p o i n t M de la surface (M) et (X\ Y', Z7)
les coordonnées du po in t correspondant M/ de la surface (M/). Les
sphères tangentes à (M.) et à (M') coupent la sphère (S) sous l 'angle
constant h.

En représentant par / et l ' deux constantes quelconques» posons

( x^-Y^Z2^^ x^+Y^+Z72^^^,
i u — i u — l

a) j ^:=X(«~a y^Y(a~Q, ^Z^-Z),
( .^^X^—^),

Soient A et A' les points qui ont respectivement pour coordonnées
les quanti tés ( x , y , z ) et (^y,^) définies par les relations (4).

Considérons le cercle y normal en M et M" aux surfaces (M) et (M7);
i l est normal à la sphère (S) de rayon i, c'est-à-dire que le centre Ode
cette sphère a la puissance i par rapport au cercle y. II en résulte que
le cercle concentrique Y passant par 0 {fig- ï) intercepte une lon-
gueur 2 sur toutes les tangentes au cercle y; en particulier, il coupe
la normale en M à la surface (M) en deux points situés à la distance i
du point M, il coupe de même la normale en M'. Si de chacun des
points des surfaces (M) et (M') on décrit une sphère de rayon i, les
quatre points de contact de deux sphères correspondantes avec leurs
enveloppes sont donc sur une circonférence Y passant par 0.

Transformons par l'inversion avec la puissance 2/ la sphère de
centre M et de rayon i; d'après les formules (4)? nous obtiendrons une
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sphère (2) clé centre A et de rayon (u — /). Effectuons avec la puis-
sance 2^ la même transformation sur la sphère de centre M\ nous
obtiendrons une sphère (S'). Chacune des deux sphères (S), (S')
touche son enveloppe en deux points et, en transformant la propriété
du cercle y', on trouve que les cordes de contact sont deux droites
homothétiques par rapport au point 0.

La surface (A) , décrite par le point A, est le lieu des centres des
sphères (S); d'après une propriété bien connue des enveloppes de
sphères, le plan tangent en A est perpendicula i re à la corde de contact
de la sphère (S) de centre A. Les cordes de contact de deux sphères
correspondantes (2), (2V) é tan t parallèles, les surfaces (A) et (A') se
correspondent par plans tangents parallèles; leur réseau conjugué
commun correspond aux lignes de courbure de (M.) et (M').

En désignant par a et p les paramètres des lignes de courbure des
deux surfaces (M) et (M/), les ' q u a n t i t é s x et x\ y et y\ z et z ' seront
solutions du système
,,, ()Q - (W ()0 (W
( .>) ja^a" ^^"ÏJ^

et l'on reconnaît fac i lement que u el u' vérif ient les mêmes équa t ions ,
Réciproquement, si, ces condit ions sont remplies, il est aisé de con-
stater, en recommençant le raisonnement en sons inverse, que (M')
et (A'F) sont les deux nappes (Fune enveloppe BL

On dédui t immédiatement des formules (4) les relations
^ -+. jâ ̂  ̂  = u2 — l\ x^ + y'^ + z'^ rr u^ — l^,

on peut donc considérer ( x , y , z , u, l) et {x\y\z\ u\ /') comme un
système de coordonnées pentasphériques des points M et W ;, rappelons
que / e t // sont deux constantes quelconques.

La condition nécessaire et suffisante pour que les sphères tangentes à
deux surfaces coupent sous un angle constant une sphère jîoce de centre 0
et de rayon ï est que les coordonnées pentasphériques Çx, y y z^ u^F)
et Çx^y^ s'y u',1'^ de deuûc points correspondants forment cinq couples
de solutions du système (S).

L'une des deux surfaces (M) ou (M7), la surface (M) par exemple,
peut être prise arbitrairement; l'autre nappe (M^ne dépend alors que
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de l'angle constant h. En d'autres termes-, lorsqu'on se donne oc, y , z
et u, les fonctions \ et ^ sont déterminées à .une constante près; on
peut donc calculer ^ et p- en fonction des éléments géométriques de la
surface (M) et de la constante.

En faisant usage des formules (2), on trouve facilement

(6)

, _ zYsîn/c p
"' / / p ( ^ — c o s / 0 — ( ^ — i ) ?

_ il si H A' p i^_ _^_ ^^_^^_^__^

Dans ces égalités f igurent p et q, définis au n° 3, et les rayons de
courbure p, p^ de la surface (M). L'angle k, in t rodui t pour simplifier,
est lié à h par la formule déjà signalée

2 ces A cos k == cos2 h 4- i.

En employant les éléments correspondants //, y\ p', p\ de la sur-
face (ftf), on obtiendra de même

( i _ II' s in k p'^ _„^^^^^^^^^^
w / J ^ ^<^_si_n^______p^_______

[y.^ l p;(^-cos/c)-(^-|)"

Si l'on rapproche les formules (6) et (7), on retrouve les équa-
tions (3) qui- l ient les rayons de courbure correspondants des deux
nappes d'une enveloppe E.

En négligeant le facteur constant -,7? les fonctions À et p,, et par suite
le système (ô) correspondant, ne dépendent plus que d'une constante k.

Le système (5) étant complètement établi, si l'on élimine ©'entre
les deux équations de ce système, on obtient une équation de la forme
,_ <^ô àQ <3©( 8 ) "r—_ ==: m — -h n -̂' / àoc âp àa (7(3

que vérifient les coordonnées pentasphériques {x,y, z, u, l).
Si quatre fonctions dont la somme des carrés est constante sont des

solutions d'une équation de Laplace (8), on peut déterminer deux/onc-
tions \ et p. dépendant d'une constante arbitraire et telles que la transfor-



552 A. THYBAUT.

malion définie par les formules

à@ _.àô^ ()@ _ à^
â'S ~~~ J^' ô^ -~^~^

fasse correspondre aux quatre fondions données quatre autres fonciioîîs
dont la somme des carrés est constante, solutions d^une équation de
Laplace de la 'même forme,

Les équations de Laplace , que l'on dédui t a ins i de l 'équation
i n i t i a l e (8) en donnant: toutes les valeurs à la constante arbi t ra i re k,
correspondent aux différentes surfaces orthogonales au cercle y. Parmi
ces surfaces, on trouve deux fois la sphère fixe (S) lorsqu'on donne à
k les valeurs o ê t re . Dans ces cas limites., s in/c é tant nu l , il résulte des
formules (6) que // est nul .

Dans le groupe d'équations de Laplace, que F on fait dériver de l'équa-
tion primitive (8), se trowent deux équations particulières A. et B qui pos-
sèdent quatre solutions dont (a somme des carrés est nulle.

On retrouve les mêmes équat ions de Laplace en a p p l i q u a n t la trans-
formation à u n e équat ion quelconque du groupe; en par t icul ier , on
pourra prendre A ou B comme équa t ion in i t i a l e .

Les remarques précédentes seront employées aux n^ il et 12 pour
é tud i e r certaines équat ions de Laplace à invar iants égaux.

II,
LES SURFACES IBOTÎ.ÏEBMÏQITES ET LA DÉFORMATION DU PARABOLOIDE.

5. Nous appl iquerons m a i n t e n a n t les résul tats du Chapitre [ dans le
cas où les deux nappes d 'une enveloppe E se correspondent avec simi-
litude des éléments i n f i n i m e n t petits.

Considérons la congruence formée par les droites MM/ qui joignent
les deux points de contact M et M' de chaque sphère avec l'enveloppe,
les développables de cette congruence coupent les deux nappes (M) et
(M7) de l 'enveloppe suivant leurs l ignes de courbure; donc, d'après
une proposition de M*'Cossenït ( 4 ) , la condit ion nécessaire et suffi -

( ï ) E. COSSEBAT, Sur la, dffformcitwn infinUêsirnale d'wa sur fcice flexible et itiexten-
sibic {Annales clé la Faculté des Science.1! de Toulouse, ï" série, t- VIÏÏ) p» Er^u; ^94)'
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santé pour que les lignes de longueur nulle se correspondent sur les
deux nappes est que les points de contact M et W soient conjugués
harmoniques par rapport aux deux points focaux de la droite MM'C).
Les deux nappes (M) et (M') de V enveloppe E sont alors isothermiques.

Désignons comme précédemment par C le point de rencontre de
OM' et de la normale en M a la surface (M), par G' le point de ren-
contre de OM et de la normale en M' à la surface (M') Çjîg. i). Les
points M et M" sont conjugués harmoniques par rapport aux points
focaux de MM', et, d'après une remarque faite au n°3, la droite qui
j o i n t l 'origine à l 'un des points focaux de la droite MM' passe par l 'un
des centres de courbure de la surface (M) au p o i n t M. Les points M et
C sont donc conjugués harmoniques par rapport aux deux centres de
courbure s i tués sur MC. Les points M' et C, situés sur la normale
en M/ à la surface (M'), possèdent une propriété analogue.

6. Propriétés des deux n'appes isothermiçiies (M) et (MT). — Nous
appellerons, ̂ ow^vk^GT, développée harmonique d 'une surface le lieu
géométr ique du conjugué harmonique de chaque point de la surface
par rapport aux deux centres de courbure correspondants.

Ainsi , lorsque les deux nappes d'une enveloppe E se correspondent
avec s imil i tude des éléments in f in imen t petits, la surface (C) décrite
par le po in t C est la développée h a r m o n i q u e de la surface (M); de
même la surface ((7) est la développée h a r m o n i q u e de la surface (B'F).

Les remarques faites précédemment conduisent à la proposition sui-
vante :

Si la normale à l'une des nappes d'une enveloppe E passe par le point
correspondant de la développée harmonique de l'autre nappe : ï° La nor-
male à F autre nappe possède la même propriété; 2° Les deux nappes sont

( 1 ) On retrouve cette condition géométrique lorsqu'on cherche à établir entre deux
points M cl M' d'une sphère fixe une correspondance qui conserve les lignes de longueur
nulle. Dans ce ca^, les points M et M'doivent être conjugués harmoniques par rapport
aux deux points focaux supposés distincts de la droite MM\ et cotte conditîon est suffi-
sante. Les développables de la congruence coupent la sphère fixe suivant deux réseaux
orthogonaux isothermes qui sont la représentation sphérique des lignes de courbure de
deux surfaces inverses. Les couples de surfaces inverses, qui correspondent aces réseaux,
sont déterminés dans ma Thèse de Doctorat ^Annales de F École Normale ; 1897).

Ann. de i'Rc, Normale. 3e Série. Tome XVÏI. — DÉCEMBRE 1900. 7°
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isothermiques et se correspondent avec similitude des éléments infiniment
petits.

Une surface peut être considérée comme l'une des nappes de l'enve-
loppe des sphères (S) qui sont tangentes à la surface et ont leurs
centres sur la développée harmonique. Le rayon de chaque sphère est
l'inverse de la courbure moyenne de la surface au point de contact. On
démontre f ac i l emen t que la définition des sphères (S) ne change pas si
l'on transforme la figure par inversion,

Dans le cas particulier que nous traitons, les développées harmo-
niques des surfaces (M) et (M') é tant les surfaces (G) et ((7), il résulte
d'une remarque faite au n° 2 que les sphères (S), tangentes à l 'une
des nappes (M) ou (M'), coupent la sphère fixe (S) sous un angle
constant k lié à h par la relation

( i ) 2 cosAcosÂ'=: cos2^ + ï.

.11 est facile de démontrer directement que si. les sphères (S) coupent
une sphère fixe sous un angle constant , l 'une des nappes de leur enve-
loppe est isothermique. Ce théorème, que j 'ai énoncé dans ma Commu-
nication du 23 mai 1899, est un cas particulier d 'une proposit ion
démontrée depuis par M. Darboux et qu i peut être énoncé de la façon
suivante ;

Considérons une .surface (M) et les sphères, tangentes à (M), qui ont
leurs centres sur la développée harmonique de (M'); la condition
nécessaire et suffisante pour que la surface (M') soit isothermique est
que les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de
l'enveloppe des sphères ( < ) .

Lorsque les sphères (S) coupent sous un angle constante la sphère
fixe (S) de centre 0 et de rayon x , l'équation de la surface isother-

( 1 ) On peut rapprocher de la proposition de M- Darboux le théorème suivant dont je
me borne à indiquer l'énoncé ;

Considérons une surface (M) et les sphères, tangentes à (M), qui ontieurs centres sur
la développée moyenne de (M) ; la condition nécessaire et suffisante pour que la surface (M)
ail une représentation sphérique isotherme est que les lignes de courbure se cor-
respondent sur les deux nappes de l'enveloppe des sphères»
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mique (M) correspondante peut être écrite (en conservant les notations
du n°3)

( 2 ) 2 p p i ( / ? — C O S Â ' ) — ( p 4 - p i ) ( ^ — - | - ) = 0 .

A chaque surface isothermique (M) de finie par l'équation (2), on peut
associer une surface îsoihermique (M') satisfaisant à la même équa-
tion (2) et formant avec (M) les deux nappes d'une enveloppe E.

Les cercles y normaux aux surfaces (M) et (M') sont normaux à la
sphère fixe (S); d'après les propositions établies dans le Chap. I, ces
cercles sont normaux à deux surfaces (N) et (N') inverses de (M)
et (M/) par rapport à 0. Les surfaces (M) et (M/) étant isothermiques,
les surfaces inverses (N) et (N') le sont aussi. Deux surfaces quel-
conques normales aux cercles y constituent les deux nappes d'une
enveloppe E ; on peut donc énoncer la proposition suivante qui est une
conséquence des remarques faites au n° 1 (1).

Les cercles, normaux à la sphère fixe (S) de centre 0 et de rayon i et à
une surface isothermique (M) défîrîie parla relation (2), sont normaux à
trois autres surfaces isothermiques (M'), (N), (N').

Les sphères tangentes à Jeux de ces quatre surfaces coupent la sphère
fixe (S) sous un angle constant qui a pour cosinus :

i° wshpour les couples de surfaces (M,), (M/) et (N), (N') ;
.>o „_ nour les couples de surfaces (M), (SNT) et (M'), (N) ;

cosh1 ~
3° o pour les couples de surfaces (M) , (N) et (M'), (N').

7. Les surfaces (M) et (M7) et la déformation du paraboloïde. — Les
surfaces (M) et (M') senties surfaces isothermiques que fai associées
à la déformation du paraboloïde dans ma Thèse de Doctorat. Nous
établirons directement les liaisons qui existent entre la détermination
des surfaces (M.) et (M') et la déformation du paraboloïde quelconque.

L'équation (2) est une relation involut ive entre les rayons de cour-
bure de là surface (M); appliquons à cette équation la transformation

( i ) Cette proposition renferme, en particulier, un ihéorème énoncé par M. Servant
dans une Communication à rAcadémie des Sciences (19 novembre 1900).
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bien connue de M. Weingar ten; c'est-à-dire posons

_ _ î y — z i _ _ p — cos k

(3)
^-ï ' ^ (ç-i)2

' -i- ^y -|- ̂  ^ pt / ,—. . . :̂ _ 4^ ^ cos/r -h -:"W
on en d é d u i t , entre <r, j et r?, une relation qui est l 'équation d'un
paraboloïde. En met tan t en évidence les plans directeurs, l 'équation du
paraboloïde prend la forme su ivante :

{x 4- l)(j -h 3^ — -2^/2 COSÂ'^ -h 3\/2 COS/c) = 3 y -j- IZ -}- 2 \/'2 COS/C.

Le pamboloïde que lconque se dédui t du précédent par une homo-
thétie. La forme du paraboloïde dé t e rmine la constante cos^ et, par
suite, la relation (2) qui dé f in i t les surfaces (M).

On sait que chaque surface applicable sur le paraboloïde fait
connaître une surface (M.) sa t i s fa i san t à l 'équation (2); on peut
en déduire aussi la surlace correspondante (M/).

Soit, en effet , d la distance d'un po in t (x^ y, s) du paraboloïde au
premier plan directeur; on. trouve irmmkliatcuneni

cl ==: x 4- a (/ -1- î
9. q — i

Nous obtenons ainsi une relation géométrique entre l ' u n des plans
directeurs et une surface (M) vér i f ian t l ' équat ion ( 2).

Par analogie, il existe la même relation ent re le second plan
directeur et une autre surface (M'i) qui. doi t aussi vérifier l'équa-
tion (2) pu i sque cette équation est déterminée par la forme du para-
boloïde. Nous allons démontrer que les surfaces (Mi ) et (M.') coïn-
cident,

Désignons parj[/ e t . y ^ les éléments correspondant à p ai q dans la
surface (M/) et par d' la distance du point (^y, s) au. second plan
directeur; on peut écrire

. y "+" ïiz — a^/a cos/c^-+- ^\/^ cos^ _ 3r/-4"" ï
\/2i s i n k " " i^7— t '

(4) ^

En remplaçant dansréquation(4) les coordonnées (x^ y ^ z ) par leur
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valeur tirée des équations (3) en fonction de p et de y, on obtient

(5 ) p-Gosk ̂  ̂ _ f s i n / c
fi ___ A. /y/ 1
</ 2 ^ — — — - 2

et l'on trouve une égalité analogue en permutant/? et q respectivement
avecj/ et q\ Ces deux relations deviennent identiques aux relations (2)
établies au n° 3 si l'on remplace la constante k en fonction de la
constante À, à l'aide de la formule (i); les éléments j/ et r/ de la sur-
face (M,) sont donc respectivement égaux aux éléments correspondants
de la surface (M'). En outre, en des points correspondants, les
normales aux surfaces (M), (M'), (M^) sont dans un même plan
passant par 0; on en dédu i t facilement que les surfaces ( M ^ ) et (M')
coïncident .

On peut encore é t a b l i r ce résultat en vér i f iant par le calcul que
la droite OM, qui . j o i n t l 'origine à un point que lconque M de la
surface (M), passe par le point correspondant de la développée harmo-
nique de ( M < ) . I l résulte alors d 'une remarque fa i te au n° 6 que
le couple de surfaces (M) et ( M < ) est ident ique au couple de sur-
faces (M) et (IT).

La dèformalion du paraboloïde est un problème équivalent à la déter-
mination des nappes d^une enveloppe E qui se correspondent avec simili-
tude des éléments infiniment petits.

8. Parmi les propriétés géométriques des quatre surfaces isother-
miques (M), (M/), (N), (W) se trouvent les propriétés de quatre des
hui t surfaces isothermiques associées par M. Darboux à la déformation
d'une quadr ique ; ce résultat peut être expliqué.

Rappelons d'abord l'énoncé de la proposition de iM. Darboux : Si une
quadr ique générale (Q) roule sur une surface applicable (©), les huit
points où les génératrices isotropes de (Q) coupent le plan de contact
de (Q) et de (©) décrivent hu i t surfaces isothermiques.

Lorsque la quadrique (Q) est un paraboloïde, elle a seulement
quatre génératrices isotropes à distance finie, les points de rencontre
des quatre génératrices isotropes rejetées à l'infini avec le plan de
contact du paraboloïde et de la surface applicable sont à l'infini, et les
surfaces isothermiques correspondantes n'existent plus. Nous allons



558 A. TIÏYRAUT.

montrer néanmoins que les surfaces isothermiques(M\ (W\ (N), (Pf) ,
étudiées dans ce Chapitre, correspondent une à une aux quatre généra-
trices isotropes du paraboloïde qui sont rejetées à ^infini.

La méthode de M. Weingarten consiste, en effet, à déterminer,
à l'aide d'une surface (M) satisfaisant à la relation

sppi. { p — cosA") — (p -+- pi ) {q — .1 ) ==. o,

une surface (©) applicable sur le paraboloïde (P) dont l 'équation est

x(^y 4- ïiz — 2\/2 cos/c^) r= 2 (y -~ z i } .

Si l'on fait rouler le paraboloïde (P) sur la surface (©), la sur-
face (M) correspondante peut être définie de la façon suivante ( 4 ) :

Considérons la droite isotrope (d) qui , rapportée à des axes inva-
riablement liés au paraboloïde (P), est définie par les équations

x •==. û, y — iz = /;

elle est parallèle à la génératrice isotrope do (P) qui a pour équations
x ==. o, y — iz =: o.

Dans le roulement du paraboloïde (P) sur la surface applicable (©),
le point (Ç, Y], Ç) ou la droi te ( d ) coupe le plan de contact de (P)
et de (©) décrit une surface (S).

Si l'on fait croître / indéf in iment , la droite isotrope (d) s'éloigne
indéfiniment dans le plan

,̂  rr= 0

rattaché au paraboloïde et tend à se confondre avec une génératrice
isotrope située dans ce plan et rejetée à l ' infini. La surface (S)
s'éloigne aussi indéfiniment, mais la surface homothétique décrite par
le point, dont les coordonnées sont (|, ̂  J\ reste à distance finie et
se rédui t à la surface (M).

Il existe sur le paraboloïde une génératrice isotrope de même sys-
tème que la première, elle est à l'intersection de deux plans définis
par les équations

^-\-ï=0y j-h^^-h â</acos/c=o.

(1) DARBOUX, Leçons ,w la Théorie des mrfacesy Livrô Vïïï, n0 1067.
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Supposons que dans le premier de ces plans, une droite isotrope
s'éloigne indéfiniment en restant parallèle à la génératrice isotrope,
on en déduira, comme précédemment, une surface isothermique; c'est
la surface (N) inverse de (M) par rapport à l'origine 0.

On trouvera de même les surfaces inverses (M/) et (N') en em-
ployant des parallèles aux deux génératrices isotropes de Fautre sys-
tème.

En résumé, dans le roulement du paraboloïde (P) sur une surface
applicable, les surfaces isothermiques (M), (M"), (N), (N') corres-
pondent aux quatre génératrices isotropes de (P) qui sont rejetées à
l'infini.

Il est facile de déduire de ces quatre surfaces les surfaces isother-
miques qui correspondent aux génératrices isotropes à distance finie.

Soient, par exemple, (X, Y, Z) les coordonnées d'un point de la
surface (M), (C, C\ G") les cosinus directeurs de la normale à la sur-
face en ce point, p et q les éléments géométriques définis au n° 3. En
faisant usage des formules données par M. Darboux dans là théorie du
roulement d'une surface sur une surface applicable ( < ) , on trouve
que le point de rencontre de la droite isotrope

x=0y y — i z ^ z i o

avec le plan de contact du paraboloïde et de la surface applicable dé-
crit une surface isothermique ( M ^ ) dont les coordonnées (Xi , Y ^ , Z ^ )
sont définies par trois équations de la forme

K^r^-^dx^—,J (ç-4)2 <7-4 cic.

Les surfaces (M) et (M^) se correspondent par plans tangents paral-
lèles et leurs lignes de courbure ont la même représentation sphérique.

9. Généralisation- —- II a été démontré au n° 7 que l'on peut déduire
de toute surface définie par la relation involufcive (2) trois autres sur-
faces satisfaisant à la même relation. Ce résultat peut être étendu aux

(1) DARBOUX, Leçons sur la Théorie dey surfaces. Livre VIII, n° 1067.
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surfaces (S) définies par l 'équation plus générale

(6) 2ppi(/?4-a)--(p 4-pi)(/7 4- b) 4- c==o,

dans laquelle a, b et c sont des constantes quelconques. En donnant
à c la valeur o et à b la valeur (—-l) on retrouve l'équation (2); les
surfaces isothermiques (M) sont donc comprises dans les surfaces (2).

En supposant que c ne soit pas n u l , si l'on pose

V {P, q ) •= ̂ (7TT)?:::::^^

l 'équation (6) peut être mise sous la forme

à^ . , (PO â'^
PPi^-(p+Pi)^+^=o.

Il résulte de la méthode de M. Weingarten que la recherche des sur-
faces (S) est un problème équiva len t à la déformat ion de la quadr ique
définie par l 'équation

a ax^ -h 2 b (y — z i ) x •+" (y + ̂  i) x 4- c (y — z i )2 — c = o,

/'/0 dèformciiiûîz de la c/uadriyue générale est im problême écjuwalcfit à
la détermination des surfaces définies par la relation (G).

L'équation q u i donne les carrés des demi-axes de la quadr ique est

^ 4- 2 b /^ 4- a a et — c2 :== o.

Il en résulte, si la quadrique est: donnée, que la constante b est dé-
terminée, mais que les constantes a et c sont déterminées au signe
près. On vérifie aisément que les surfaces (S)y représentées par la
formule (6), demeurent invariables lorsqu'on change en même temps
le signe de a et de c.

A une quadrique donnée correspond donc une f a m i l l e bien déter-
minée de surfaces (S) qui satisfont à une même équation (6).

Si Fon f a i t rouler la qaadr ique sur une surface applicable (@), nous
avons vu au n° 8 q u e , la surface (S) correspondante se déf in i t au
moyen de la droite isotrope (r/) dont les équations sont

*7;==o, y — zi-^z k,
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en supposant que k augmente indéfiniment. Cette droite est parallèle
à deux génératrices isotropes de la quadrique et elle est située dans
le plan de ces deux génératrices. On peut donc déduire une surface (S)
d'un couple de génératrices isotropes parallèles et, comme il y a quatre
couples analogues sur la quadrique, il y aura quatre surfaces corres-
pondantes. De plus, diaprés une remarque faite précédemment, la re-
lation (6) est bien déterminée lorsque la grandeur de la quadrique est
donnée; les quatre surfaces satisferont donc à l'équation (6).

Les normales à ces surfaces, en des points correspondants, sont
dans un même plan passant par l 'origine; ce plan est parallèle au
plan tangent à la quadrique au point correspondant.

Les lignes de courbure des quatre surfaces (S) se correspondent,
puisqu'elles correspondent au réseau conjugué commun à la quadrique
et à la surface applicable (0).

Chaque surface applicable sur une quadrique fait connaître quatre sur-
faces (2) satisfaisant à la relation (6); les lignes de courbures se corres-
pondent sur ces quatre surfaces et les normales en quatre points corres-
pondants sont dans un même plan passant par l'origine.

Il est facile de rattacher ces surfaces aux hui t surfaces isothermiques
que M.. Darboux associe à chaque surface applicable sur une qua-
drique. On sait que, parmi les huit surfaces de M. Darboux, deux sur-
faces ayant la même représentation .sphérique correspondent à deux
génératrices isotropes parallèles, par exemple aux génératrices (à")
et (S") définies par les équations

x == o, y -==. ziàz r.

Lorsqu'on fait rouler la quadrique sur la surface applicable, les
trois points de rencontre des droites parallèles (à?), (à), (§') avec le
plan de contact décrivent trois surfaces ayant la même représentation
sphérique. On en déduit facilement la proposition suivante :

Chacune des quatre surfaces (S) a la même représentation sphérique
que deux des huit surfaces isothermiques de M. Darboux.

Si l'on connaît l 'une des surfaces (S), on peut obtenir par des qua-
dratures les deux surfaces isothermiques qui ont la même représenta-
tion sphérique :

Afin,, de l ' K a . Normale. 3e Série. TomeXVIÏ . — DÉCEMBRE 1000. '""ï
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Soient (X, Y, Z) les coordonnées d'un point d'une surface (S);
(C, C, G'7) les cosinus directeurs de la normale en ce point. Les coor-
données (X,, Yi , Z^ ) , qui représentent un point de l'une des deux
surfaces isothermiques, sont données par trois équations de la tonne

X, = f-̂ =î l̂= ± x
J ^/(<y 4~ ^)2— 2C(^ 4- €l) ~~~~

on obtient Y< et Z^ en changeant X et C en Y et (Y ou Z et C7.
Inversement, lorsque les huit surfaces isothermiques sont connues,

il résulte de l'expression des coordonnées (X^ Y^ Z < ) que les quatre
surfaces (S) sont définies par le théorème suivant :

Considérons, parmi les huit surfaces isothermiques, un couple de sur-
faces (A) et (A^ ayant la même représentation sphérique; si l'on mène
par un point fixe un segment égal et parallèle au segment AA/ qui joint
deux points correspondants, le milieu de ce segment décrit une surface (2 )
(fui a même représentation sphérique que (A) et (A'), et qui satisfait à
la relation (6).

10. Cas particuliers. — En donnant à la constante c la valeur o,
l'équation (6) devient
(7) ^ Ppi (p + a) — (p •4-pi) {q -+" b} = o.

Remarquons que si b était égal à (—1), on retrouverait la rela-
tion (û) qui définit les surfaces isothermiques (M) étudiées dans ce
Chapitre. Les surfaces représentées par Inéquation (7) sonthomothé-
tiques des surfaces (M) par rapport à rorigine 0. Les sphères, qui
sont tangentes à Fune de ces surfaces et qui ont leurs centres sur la dé-
veloppée harmonique de la surface, coupent une sphère fixe de centre 0
et de rayon \/— aé sous un angle constant k défini par la relation

a===^/—a^cos/c.

Nous allons étudier quelques cas particuliers de la formule (7) :
x° Si b est nul. l'équation (7) se réduit a

a pp i ( p 4- a ) — ( p + p 0 q = ô ;

elle représente les inverses, par rapport à 0^ des surfaces à courbure
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moyenne constante. Les propriétés des surfaces isotbermiques (M)
correspondent, dans ce cas particulier, à des propriétés bien connues
des surfaces à courbure moyenne constante.«^

Soit (A) une surface à courbure moyenne constante, on sait que sa
développée harmonique (G) a la même propriété. Les sphères tan-
gentes à (A), qui ont leurs centres sur (C), ont un rayon constant. Les
nappes isothermiques (M) et (M') du cas général sont donc remplacées
par les deux surfaces isothermiques (A) et (C) qui sont parallèles et
peuvent être considérées comme les deux nappes d'une enveloppe E.

L'intégration de l'équation précédente est un problème équivalent à
la déformation du paraboloïde tangent au cercle de l'infini. Les rapports
qui existent entre la déformation de ce paraboloïde et la détermina-
tion des surfaces à courbure moyenne constante ont été signalés pour
la première fois par M. E. Cesserai.

2° Si a est nul, l 'équation (7) devient
2ppi^—(p.+-pi) ( r /4-^)==o.

Les sphères (S), qui sont tangentes à l'une des surfaces (P) repré-
sentées par cette équation et qui ont leurs centres sur la développée
harmonique de (P), coupent orthogonalement la sphère fixe (S). La
seconde nappe de leur enveloppe est donc inverse de la première par
rapport au point 0, et, dans ce cas particulier, la seconde nappe est
aussi une surface isothermique.

Transformons la figure à l'aide d'une inversion effectuée par rapport
à un point quelconque de la sphère fixe (S). Les sphères inverses des
sphères (S) seront orthogonales à un plan fixe transformé de (S).
D'après une remarque faite au n° 6, les sphères inverses ont, par rap-
port à la surface (P") inverse de (P), la même relation que les sphères (S)
par rapport à la surface (P); le plan fixe transformé de (S) sera donc
la développée harmonique de (P').

On établit facilement que la recherche des surfaces (P), ou des sur-
faces (P'^est un problème équivalent à la déformation du paraboloïde
équilatère.

Si la développée harmonique d'une surface est un plan, cette surface
est isothermique, et Von en peut déduire, par des quadratures, une sur-
face applicable sur le paraboloïde équilatère.
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Les surfaces minima peuvent être considérées comme un cas limite
de ces surfaces, lorsque le plan qui constitue la développée harmonique
se confond avec le plan de l 'infini.

3° Dans le cas particulier où & a la valeur (— a " ) ? l'équation (7) de-
vient

/ ^2 \

(8) 2ppi(^ +a) — (p 4-pi) ( 7 — ̂ j ==o:

Désignons par (Q) les surfaces représentées par cette équation. Les
sphères (S), qui sont tangentes à l 'une des surfaces (Q) et qui ont
leurs centres sur la développée harmonique de cette surface, sont tan-
gentes à la sphère fixe (S) de centre 0 et de rayon a. La surface (Q) et
la sphère (S) constituent alors les deux nappes de l'enveloppe E que
nous avons étudiée dans le cas général; la surface et la sphère se cor-
respondent donc avec similitude des éléments infiniment petits.

On peut intégrer l'équation précédente; les surfaces (Q) que l'on
obtient ainsi sont les surfaces isolherrniques qui sont déterminées dans
ma Thèse de Doctorat et dont on déduit les surfaces applicables sur le
paraboloïde qu i a. un plan directeur isotrope.

Si. l'on fa i t croître i ndé f in imen t le rayon a de la sphère fixe (S),
Féquation (8) se rédui t à l 'équation des surfaces minima qu i peuvent
être considérées comme un cas l imite des surfaces (Q)» Les sphères (2)
sont alors les plans tangents aux surfaces rmniï'na, la sphère (S) est
le plan de l ' in f in i , et la propriété des surfaces (Q) devient, à la limite,
la conservation des angles dans la représentation sphérique, propriété
bien connue des surfaces minima.

Au contraire, si a tend vers o, l'équation (8) prend la forme

^ ppi/; — ( p "4- pi ) q = o,

elle représente les inverses des surfaces minima par rapport à l'ori-
gine.

En supposant que le rayon.a de la sphère fixe (S) ne soit ni infini
ni. nul, ù l'on transforme parTinversion cette sphère en un plan, les
surfaces (Q) deviennent \^surface§ isothermiques(I) qui sont étudiées
dans le Chap. IIL



SUR UNE CLASSE DE SURFACES ISOTHERMIQUES. 565

11. Applications analytiques. — On peut interpréter analytiquement
les relations qui existent entre les deux nappes d'une enveloppe E dans
le cas où ces deux nappes se correspondent avec similitude des élé-
ments infiniment petits. Conservons les notations employées au n° 4,
soient (X,Y,Z) les coordonnées d'un point M de la surface (M)
et (X', Y', Z7) les coordonnées du point correspondant M'de la seconde
nappe (M'). Posons

(9)

X^ + Y2 + Z2^ u^, X^2 -h Y^+ Z^ ̂ -̂ p
u — L a'— I1

\ x - = X { u - l ) , y ^Y ( ^ -Q , ^=Z (zz -Q ,
( ^^^(u'-l'),

et soient A et A' les points qui ont respectivement pour coordonnées
(.-r,y, z) et (^,y', -s'), Nous avons trouvé au n° 4 que ce, y , z, u et x\
y , z ' , u' étaient liés par des équations de la forme

d@ _ .âQ1 â^_ (W
àcx ^ àoc î ^ "" IJ' à^ 5

a et P étant les paramètres des lignes de courbure des deux surfaces (M)
et (W), ou les paramètres des développables de la congruence (MM').

Les points correspondants M et M' sont conjugués harmoniques par
rapport aux points focaux de la droite MW; on en déduit facilement
que les points A et A'' sont conjugués harmoniques par rapport aux
points focaux de la droite AA', et l'on peut poser

(10) À = — ^ .

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, les points M et M'
sont conjugués harmoniques par rapport aux points focaux de la
droite MM' et, par suite, les surfaces (M) et (M'), qui sont les deux
nappes d'une enveloppe E, se correspondent avec similitude des élé-
ments infiniment petits.

On peut transformer la condition (10). Remarquons quechacunedes
fonctions @ et ©' vérifie une équation de Laplace à invariants égaux;
posons

w
À==—^==G)2 , ©&)==OV —== 0-';
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on reconnaît facilement que a et a' vérifient des équations de la forme
02(7 — àî(7f ^. / .
^p-"^ ^p"^^

La première admet cinq solutions (û).-r, coy, o)js, î co^^ ,œ/ ) dont la
somme des carrés est nulle , car on déduit immédiatement des rela-
tions (q)

• ' ,y;2 ̂  y 2 ̂  ̂  à ̂  ^2 „ ̂

De même, la seconde équation est vérifiée par les cinq solutions ^-î y^
^/ ,.„/ f^f
l^y _, ̂  dont la somme des carrés est nulle. L'équation en a est dé-
tf) Ù) (j) 1

terminée en même temps que la surlace (M) correspondante et, par
suite, en même temps qu 'une surface applicable sur le paraboloïde.
Ces remarques conduisent facilement à la proposition suivante :

Chaque surface applicable sur le paraboloïde fait connaître une équa-
tion de Laplace de la forme

(Pcr
ja^^

<iui satùfail à deux conditions : ï° elle'est vérifiée par un groupe de cinq
solutions dont la somme des carrés est nulle ; 2° si l'on applique à cette équa-
tion la transformation de M. Moutard relativement à l'une de ces cinq solu-
tionSy la somme des carrés des cinq fonctions correspondantes est nulle.

Il en résulte que l'équation transformée aura la même définition (fue
la première.

Réciproquement on pourra déduire, d'une équation de Laplace pos-
sédant les deux propriétés énoncées, une surface isothermique (M)
et, par suite, une surface applicable sur le paraboloïde.

La recherche des équations de Laplace qui viennent d'être définies est
un problème équivalent à la déformation du paraboloïde.

Remarquons que 1 on est conduit naturellement aux propositions
qui précèdent en appliquant à la déformation du paraboloïde la mé-
thode générale que j'ai exposée dans le Mémoire déjà cité,

Les deux équations en a- et cr\ et, par suite, les deux surfaces iso-
thermiques correspondantes (M) et (iW), sont déterminées par la so-
lution (n). Cette solution doit donc être liée aux éléments géométriques
des deux surfaces. En appliquant les formules (6) établies au n° 4,
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on trouve, en négligeant un facteur constant et en désignant par p ,
ç, p, pi les éléments géométriques de la surface (M) employés déjà
plusieurs fois,

-—^ •= p — COSÂ-— /———2- =:—(/? — COS Â-) -h- /———'l',4^ ' p ' / pi '

on dédui t immédiatement de cette double égalité
i , . / i i \—-= ( a g — i ) ( _ — - .

^2 \pi P/

Remarquons que (ay — i) est la puissance du point M par rapport
à la sphère fixe (S) de centre 0 et de rayon i ; rappelons que cette
sphère est coupée sous un angle constant À par les sphères tangentes
à (M) et à (M').

La fonction œ~2 est égale au produit de la différence des courbures
principales en un point quelconque de la surface ( M) par la puissance de
ce point par rapport à la sphère fixe (S).

On obtiendrait une formule analogue à la précédente en calculant œ2

à l'aide des éléments géométriques de la surface (M'). Si l'on rap-
proche les deux résultats, on trouve la relation

(2q -ï) (2 ̂ - j ) f l—^ fi- - ̂ }=— sin2^7 \pi p/ \pi p7
Cette égalité exprime que l'équation (10) est vérifiée, c'est donc la
condition nécessaire et suffisante pour que les deux nappes d'une enve-
loppe E se correspondent avec similitude des éléments infiniment petits.

12. Application à l'équation harmonique. — Lorsque les deux équa-
tions de Laplace correspondent à la déformation du paraboloïde gé-
néral, chacune des constantes / ou V est différente de o. Si l'une décès
constantes est nulle, / par exemple, nous avons vu au n° 4 que la surface
correspondante (M) se confond avec la sphère (S) de centre 0 et de
rayon ï . La surface (M') est alors l'une des surfaces isothermiques (Q)
qui sont liées à la déformation du paraboloïde à plan directeur iso-
trope. Dans ce cas, l'équation

à^a •• meà(xà^
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possède quatre solut ions dont la somme des carrés est nulle, elle peut
donc être ramenée à une équation harmonique.

J'avais ind iqué déjà, dans ma Thèse de Doctorat, que si l'on ap-
pl ique à une équat ion harmonique la transformation de M. Moutard
relative à une solution spéciale^ on obt ient l 'équation de Laplace qui
est vérifiée par les coordonnées pentasphériques d 'une surface (Q)-

Avant de compléter ce résultat, indiquons d'abord une notat ion que
nous emploierons souvent dans la suite.
f étant une fonction d 'une variable.» nous représenterons, pour sim-

plif ier , par le symbole / ( f ) le résultat que l'on obtient en effectuant
sur la fonction / les opérations ind iquées dans l 'égalité

^n-( ^V-^-^r"^./'^^^f) 'v7--' " 47r—-

Considérons maintenant une équation harmonique

^0 ^'H , ..,,,, . .,, . .
,^^^^^^^

on sait qu'elle est vérifiée par une in f i n i t é de groupes de quat re solu-
lions don t la somme des carrés est nu l le ; les solutions ( 0 ^ , 0^, 0;t, O/,)
de l 'un de ces groupes sont

n .. p + Q ., ^ , Q - ̂  A ,« l'O - .r . „ , PQ + t
Ut .—- "«••--"""" y Uy —— I, "•'.-•r':::;:.,.̂ ,,.., > V'i —-» -'--...:.:.ï:;;==ï;- y (/fc, :—: l "•11111111,-^,..„::11•11•"1'>- •

V^CT ^'O' \/^f(y ^P'Q'

La recherche de ces solutions 0, ou celle des fonctions P et Q^ est un
problème identique à la dé te rmina t ion des solutions harmoniques
•—-""̂  de réquation. Pour trouver les solutions 0 d'une équation har-

monique, il faut donc intégrer les deux équations différentiel les

( u ) ;r(P)^:.r(l!)+//, J (Q)=^(V)+ / / ,

pour toutes les valeurs de la constante À.
Remarquons que le symbole nf(/) représente l'invariaot différentiel

du groupe projectif; l'intégrale générale de chacune des équations
précédentes, pour une valeur déterminée de A, est donc reliée à une
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solution part iculière par une relation homographique. La détermina-
t ion des so lu t ions 0 est ramenée à la recherche d'une solution des
équat ions (i i) pour chaque valeur de À.

Il résulte de cette remarque que, si l'on effectue sur les fonctions P
et Q qui figurent dans l'expression de ( 0 ^ , (L, 63, 6/,) une subst i tut ion
homographique quelconque, on obtient quatre nouvelles solutions 6 de
la même équation ha rmon ique ; il est facile de vérifier que chacune
d'elles s'exprime linéairement à l'aide de ( 0^ , 0^, O ^ , 6..). Nous ne consi-
dérerons pas ce deuxième groupe comme distinct an premier.

Soit 03 rune des solut ions 6; considérons l ' équa t ion que l 'on dédu i t
de l 'équation harmonique par la transformation

, , „ rf^àw à^\ , (^ àw àQ\ ,(i a) Q == 1 © — — G) — }dv 4- © — — G) — du,J \ au à a ) \ àv ôv )

et formons les solutions qui correspondent dans cette nouvelle équa-
tion à un groupe de quatre solutions 0 de l ' équa t ion ha rmonique , par
exemple au groupe

U-hV , . V — U , U V — î , .UV- f - ï
À » ""2. —————— i A<> """•• t ——r^=rr— ? /••i ^^ ——•'" ":."" " 1"- f Ar —. ( ————""•1-— •1 ^ry, 2 ^uTy- ^/g-/v/ ' ^W

Pour s impl i f i e r les calculs effectuons un changement de variables,
et posons

U = a, V'= m.(a), P (u) = I\0),
•V=b, V^^), Q ( ^ ) = Q i ( / ^ ) ,

les équations (t i) prennent la forme

03) ^^=JTa)' ^Q1)=.^)•

La recherclie des solutions harmoniques d 'une équation harmonique
est donc ramenée a l ' intégration, pour toutes les valeurs de A, des
deux équat ions précédentes que nous retrouverons dans le Cha-
pitre III.

Supposons que œ appartienne à un groupe de solutions 9 distinct
du groupe (Xo ^2, ^3» ^)» et posons

co 07z(a)n(^)-=/(a, b).
Ann. de l'Fc. Normale. 3e Série. Tome XVII. — DÉCEMBRE 1900. 72
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Si l'on transforme l 'équation harmonique à l 'aide de là for-
mule (12), au groupe ()^, } ,̂ ^3, À,,) correspondront qua t re solu-
t ions (p^, (JL^ ^,3, [x,,) définies par les formules

^= (^)-^- (àf^àr\.àaàb \àa àb /
• / / •. ^/' • ( à f àf\^ -==. L ( b — a ) -—— — i( — — — ,

' àa àb \àa àb /
( i4) {

/ ; , d2/ / àf , àf \pi3== {ab — T ) -—^ — a -/- ̂  ^ — —/ ,
àa àb \ àa' àb )

• / 7 ^ ^f . / àf . àf \t^ == i (ab + ï ) -—4-r — i (a . -f- •+• b —- — / .1 ^a^/^ \ ^a <Jô " /

On établit facilement la relation
(i5) • ^+^+^^^=^^

et l'on peut énoncer la proposit ion su ivante qu i résul te des formules
(12) et ( i 5 ) :

Appliquons à une équation harmonique la Iransfonnafion de M. Mou-
tard relative à o>, solution 0 de F équation harmonique, A chaque groupe
de solutions O y distinct du groupe dont (0 fait partie, on peut faire cor-
respondre, dans F équation tramfomiée, un groupe de cinq solutiom dont
la somme des carrés est nulle.

Il est facile de caractériser les équat ions en û que l'on dédu i t par
la formule (1,2) d'une équa t ion h a r m o n i q u e . Cette formule f a i t corres-
pondre, en effet, aux trois solut ions 6 du môme groupe que o-> trois
fonctions qui représentent les coordonnées rectangulaires d 'une sur-
face min ima rapportée à ses l ignes de longueur nu l l e . En t r ans fo rman t
un peu ce résultat on ob t ien t le théorème suivant: :

L'équation de Laplace à invariants égaux, que vérifient les' coordon-
nées rectangulaires d'une surface minima rapportée à ses lignes de cour-
bure, possède une infinité de groupes de quatre soiutions dont la somme
des carrés est constante.

Cette constante est différente de o d'âpres la formule (i5); elle est
nul le dans le cas l imite où co devient une solution harmonique- On
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sait, en effet, que si l'on applique à une équation harmonique la
transformation de M. Moutard relative à une solution harmonique,
l 'équat ion transformée est harmonique.

Il résulte de la relation ( i5)que les quant i tés [^, pa» [^3 p-/.» et 2, qu i
sont cinq solu t ions de l 'équation en û, peuvent être considérées comme
les coordonnées penlasphériques d 'une surface isothermique. Les sur-
faces isothermiques, que l'on peut déduire par ce procédé de toutes
les équa t ions harmoniques , sont les surfaces (Q) signalées au n° 10.

Rappelons qu'à chaque surface isothermique (Q) est associée une
sphère fixe (S) sur laquelle des sphères variables tangentes à (Q) et
à (S) décr ivent un tracé géographique de la surface (Q).

Chaque équat ion en û, qui est déterminée à l 'aide de la formule (12)
par une solution co, fai t connaître une inf in i té de surfaces(Q). On peut
é t a b l i r une l ia ison géométrique entre toutes les surfaces (Q) que l'on
d é d u i t a ins i d 'une même solut ion co.

App l iquons la remarque faite au n° 11 dans le cas général : La fonc-
tion co""2 est égale au produit de la différence des courbures principales
en un point quelconque d'une surface (Q) correspondante par la puis-
sance de ce point par rapport à la sphère (S) associée.

En employant les nota t ions du n° 11 et en désignant par r et r7 les
rayons des sphères associées à deux surfaces Q, on dédui t de la
remarque précédente que la relation

^-""^-^^'-'•"'(R-?)'
qui relie les éléments géométriques des deux surfaces, est la condition
nécessaire et suffisante pour que ces deux surfaces correspondent à une
même solution o->. Dans ce cas, les coordonnées pentasphériques (p-i ,
a,, [x.p a^ 2) des deux surfaces sont so lu t ions d 'une même équation
en^û.

Considérons, au contraire, toutes les surfaces isothermiques qui dé-
r ivent d 'un même groupe de solutions (9, , (L, 63, O/ , ) lorsqu'on rem-
place successivement, dans la formule (12), œ par toutes les solutions 0
de l 'équation ha rmon ique . Parmi ces surfaces, on trouve en particulier
la surface m i n i m a (M) que l'on obt ient en remplaçant oj par 0,. La
propos i t ion su ivan te rattache cette surface min ima aux surfaces (Q) :
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Les lignes de courbure de foules les surfaces (Q) qm dérivent d'un
même groupe de solutions 0 ont pour image, sur chaque sphère (S) cor-
respondante, la représentation sphéricfue des lignes de courbure de la sur-
face minima (M) (oa bien un réseau inverse de cette représentation
sphérique)<

CHAPITRE iïL
ÉTUDE D'UNE CLASSE DE SURFACES ISOTHE.RMÏQUES.

'13. Système particulier de coordonnées curvilignes. — Au n0 10 du
Chapitre précédent, nous avons trouvé une classe de surfaces isother-
miques définies par la relation

appi (p •+• r ) — (p 4- pi) (7 — {) = o ;

nous avons vu que les sphères (2), tangentes à l 'une de ces surfaces et
à la sphère (S) de centre o et de rayon T , décr iva ient sur la sphère (S)
un tracé géographique de la surface. Si. l 'on transforme la figure par
inversion J,e centre d'inversion é tan t un point quelconque de la sphère
fixe (S), cette sphère se transformera en un plan (P) qui corres-
pondra géographiquenwnt, par sphères tangentes, aux surfaces in-
verses des premières; nous appeneronsw//aœ?(î) ces surfaces inverses.

Dans ce Chapitre, nous montrerons que la propriété ind iquée carac-
térise les sur/aces (I) et nous ferons l ' é tude de ces surfaces qui peuvent
être ent ièrement déterminées sans quadra tures .

11 est u t i l e d'étahlir auparavant des formules relatives à la corres-
pondance par sphères tangentes entre une surface quelconque et un
plan fixe; il, suffira pour cela de t ransformer un peu les coordonnées
tangentielles (o^ [3, I;) employées par Ossian Bonnet.

Supposons qu 'une surface quelconque (A) soî t représentée par les
coordonnées (a, (î, Ç), c'est-à-dire soit considérée comme l'enveloppe
du plan1 dont I n é q u a t i o n - e s t

, , , • , (a-4- j3)X+<( l3-a)Y+(^—J)Z4--^o.
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Introduisons à la place de Ç une fonction ç telle que

En désignant par P et Q les dérivées premières de 9 par rapport à a
et à (3, les coordonnées (X, Y, Z) d'un point de la surface (A) sont
représentées par les formules suivantes :

a-4- j3
X= ( P + Q )

Y = = ^ ( P ~ Q ) -

ap-i-i

^ ( P - a )
a(3-4-i

a p — ï
a(3 4-1

( P a + Q p - c p ) .

( P a + Q P - o ) ,

(Pa+,Q-p-9) ,Z = : (Pa -4 -Qp—ç)- -

et les cosinus directeurs (C, 07, C7) de la normale à la surface sont

^'(P-^a •+- (3 ap — i
ap~ï~i1C^ :̂

ap -h-1 7 '" ap -h i

lifleclaons un changement de variables équivalent à la transformation
de Legendre; posons

ô^i- '̂ à(f
àcc

poc- î_Q(3^îp==/(a,^) .

On sai t qu'on en peut déduire

^-p. ^i=-
L'expression des coordonnées (X, Y, Z) en fonction de a et b est

p + y
X- (a+6)-^ ^=—— c^

Y^-^-i^/^-C'/,(') ?</ -4- 1

^ -^ _^-1 /=5-C"/.
"-7 ^ + r

II résulte de la forme des équations ( r ) que la sphère variable (S),
représentée par l 'équation

(X - a - 6)2-)-(Y - (•& 4-(a)^ (Z-y)^/2,

est tangente au plan desayet à la surface (A), qui constituent les deux
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nappes de son enveloppe. Le centre de la sphère (S) est le point C de
coordonnées Çx, y , s).

Pour abréger, nous donnerons le nom de surface des centres à la sur-
lace (G) décrite par le centre C de la sphère (S).

Le po in t du plan des xy q u i a pour coordonnées (.r, y) est le p o i n t
de contact de la sphère variable et dn plan des xy; nous d i rons qu ' i l
est la représentation plane du po in t A, ou la même sphère touche la sur-
face (A).

Les formules (î), dans lesquelles a et b sont les paramètres des droi tes
isotropes du p lan des xy, représentent les coordonnées d'une surface
ûiielconque rapportée aux lignes de longueur nulle de sa représentation
plane.

La surface (A) peut aussi être considérée comme l 'enveloppe du
plan

(,o ^^^)x.-<^--^nY+f<p^-,)7-.Y^^^'--/)^
\()a àb ) \i)a ()b / \àa àb ) \ ôa ûb " /

Désignons par/', s, t les dérivées secondes de la ( o n c t i o n f, et cal-
cu lons les expressions des é léments ^éornétr iques du second ordre de
la surface (A).

L'équat ion d i f férent ie l le des lignes de courbure est
(3) rcW—td^^o.

Les rayons de courbure p r i n c i p a u x p et p , on t pour expression

fr\ r r ï + w r - - /* i + p ( î
(À) P ="/ — •1'--11--11—,-- 7 p î -....-....- / — ~111--11-11-.- ',y -î1- \jrt s — \f rt

On en dédu i t fac i lement les développées de la surface (A).
L'équation des lignes asymptot iques de Ja 1 surface (A) est

( 1 3 ) ( ï ̂  si} {rdcê-\- t ̂ ) -h (^ — rtl — ^Z) da db -: o,

et réiérnent l inéa i re de la surface
((> ) ! ^ f/S':.,^ (Z (lq — 2 da ) ( Z dp — 3 db ).

Ind iquons enfin Téqua t ion des l ignes asyrnptût iques de la surlace
des centres (C) ! ! • . !

( ^ j ) . ! ! ! /' da!1 -4"" ^ ff da db 4- / di^ == o. : ^
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En rapprochant les formules (à) et (7), on voit que les lignes de
courbure de la surface (A) correspondent à un réseau orthogonal du
plan des xy et à un réseau conjugué de la surface des centres.

La remarque précédente, dont la démonstration géométrique est
très simple, avait été indiquée par M. Darboux dans son Mémoire Sur
la Théorie des coordonnées curvilignes (ï8'78)(1).

lî. Détermination des surfaces ( ï ) . — Cherchons à déterminer toutes
les surfaces don t un tracé géographique est donné par la représentation
plane. Il suff i ra d'exprimer que les lignes de longueur nulle de la sur-
face et celles de sa représentation plane se correspondent.

L'élément l inéaire d'une surface (A) rapportée aux lignes de lon-
gueur nulle de la représentation plane é tan t , d'après la fo rmule (6),

d^= ̂ dq—ïda^^dp— ^db\

les équa t ions di f férent ie l les des l ignes de longueur nu l l e de la surface
seront

(X.ç ̂  a) da + Z£db = o, (2s — 2) db -4" Zr da = o.

Les droites isotropes du plan des .y/sont représentées par les équa-
t ions

da = o, db == o.

On reconnaît facilement que la correspondance entre les lignes de

( 1 ) L'analogie, que présentent les formules précédentes avec les formules corres-
pondantes dans le système de coordonnées (a, |3, ^), conduit à supposer qu'il existe
une relation géométrique entre une surface ( A ) dont les coordonnées d'Ossian Bonnet
sont (a, p, {,) et la surface (A') définie, dans le même système de coordonnées, par
/^ ^ ^ ^ 8^ A[^ ̂  a^+P^-^.

La correspondance établie entre (A) et (AQ est réciproque; elle peut être obtenue en
effectuant successivement les quatre opérations suivantes : x° une dilatation; 2° une
inversion par rapport à l'origine; 3° une dilatation ; 4° une inversion par rapport au point
de coordonnées (o, o, ï). On peut aussi effectuer ces opérations dans l'ordre inverse.

La transformation conserve les lignes de courbure et fait correspondre une sphère à
une sphère. En particulier, un plan se transforme en une sphère tangente au plan des/y;
au plan dû l'infini correspond le plan defë .rj.

Signalons les deux propriétés suivantes des deux surfaces (A) et (A') :
La représentation plane de Fune des surfaces est inverse de la représentation splié-

rique de l'autre. Les surfaces des centres de (A) et (A') sont polaires réciproques par
rapport à un paraboloïde.
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longueur nulle de la surface (A) et du plan des xy peut être établ ie de
deux manières :

i° Si l'on suppose vérifiées les relat ions

/• ==: / ==: o,

la fonction /(a, &) est, dans ce cas, en désignant par /, /n, n des
constantes,

y( ab ) == ab -r" Ici -h w^ -4" //

et la surface (A) est une sphère qui correspond, par inversion au plan
des xy. Nous écarterons cette so lu t ion q u i pouvait être prévue.

2° II y aura aussi correspondance entre les lignes de longueur n u l l e
si l'on a

Z.Ç — 9. :=: O»

Ilemplaçons Z par'son expression tirée des fo rmules ( ï )

/- lîZ^^},ï.4,y,y
la r e l a t i on précédente devient;
(8) /v=i+/^.

Si, l 'on désigne par A une fonct ion quelconque de a, et par B u n e
fonct ion quelconque de b, l ' intégrale générale de l ' équat ion (8) peut
être mise sous la forme
(9) /(^^^i^B.

^ h ' W

En remplaçant dans les formules ( ï ) la f o n c t i o n /(a, b} par cette
expression et en faisant usage de l'équation (8), on obtient les coor-
données (X, Y, Z) des surfaces qui correspondent géographiquement
à leur représentation p lane ; ces coordonnées sont :

X=a^&-^^,
s

Qo) . V=i(h~a)-l(p^,

7=^.
À" •
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Les équations précédentes représentent les surfaces (I), c'est-à-dire
les inverses, par rapport au point de coordonnées (o, o, i), des surfaces
isothermiques (Q) signalées au n° 10. On vérifie aisément, en effet,
que les surfaces (Q) et les surfaces représentées par les équations (10)
ont les mêmes coordonnées pentasphériques; ces coordonnées (pi,, p^,
;j,3, p.^, 2) sont définies par les équations (i4) du n° 12.

Les surf aces (I) sont isothermiques et l'on en peut déduire, par des qua-
dratures, les surfaces applicables sur le par aboloïde qui a un plan directeur
isotrope.

Il résulte de la définition que l'inverse d'une surface (I) par rapport
à un point du plan des xy est une surface (I).

Si l'on considère une surface (1) et la surface des centres correspon-
dan te , on dédui t des propriétés des enveloppes de sphères que le plan
tangent à la surface des centres en un point est bissecteur du dièdre
formé par le plan des xy et le plan tangent à la surface (I) au point
correspondant.

En d'autres termes, si des rayons lumineux normaux à une sur-
face (I) sont réfléchis sur la surface des centres, ils forment un
faisceau de rayons parallèles et donnent sur un plan perpendiculaire à
leur direct ion une carte géographique de la surface (I). Cette propriété
caractérise les surfaces (I).

15. Détermination des surfaces (I) algébriques. — Les formules (10),
qui donnent l'expression des coordonnées d'un point d'une surface (I),
renferment les dérivées p , q, s de la fonctionna, &) définie par la
relat ion (9); dans ces formules (10) figurent donc les fonctions arbi-
traires A etB, et leurs dérivées premières A! et B7. Cherchons comment
on doit choisir les fonctions A et B pour que la surface (I) correspon-
dante soit algébrique.

Remarquons que, si une surface (1) est algébrique, la surface (C),
décrite par le centre des sphères tangentes à la surface (I) et au plan
des xy, est aussi une surface algébrique. Les coordonnées ( x , y , z )
d ^ u n point de la surface (C) étant
(n) x=a^-h, y=^~-a) , z =/(a, b) =. ^ ,

Ann. de l ' É c . Normale. 3° Série, Tome XVIÏ . — DÉCEMBRE 1900. 73
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la surface (C) sera algébrique si/(a, 6) est une fonct ion algébrique
de aetb. On en d é d u i t faci lement que A et B doivent être des fonctions
algébriques.

Réciproquement , si les fonctions arbitraires A et B sont algébriques,
les coordonnées (X, Y, Z) d'un point de la surface (I) correspondante
s'expriment algébriquement à l'aide des paramètres a et 6; la sur-
face (I) est donc algébrique.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, établie par un
autre procédé dans ma Thèse de Doctorat :

On obtient toutes les sur faces (I) algébriques en remplaçant dans les for-
mules (îo) les/onctions arbitraires A et B par des/onctions cilgébriques
quelconques.

16. Détermination des surfaces ( I ) réelles. — Cherchons à déter-
miner les fonctions arbitraires A et B des paramètres a et b pour que la
surface (I) soit réelle.

Si une surface (I) est réelle, les sphères tangentes à cette sur face et
au plan des xy sont réelles et, par suite, la surface (G), l ieu des centres
de ces sphères, est réelle. D'après les formules (a), qui donnent les
coordonnées d'un point (;r,y,^) de là surface (C), les paramètres a^ib
doivent être imaginaires conjugués et la valeur correspondante de
/(a, &) doit être réelle. Il, f a u t donc déterminer les fonctions A et B de
deux paramètres imaginaires conjugués a et b de façon que la fonction

.. ,, ï + A Bfia., b ) =: ,..--..,.-..—..-.,-,-.
' ' \/K'W

soit réelle; les formules (îo) représenteront alors une surface (I)
réelle.

Faisons usage d'un symbole déjà employé au n° 12, et posons, pour
simplifier,

^, / î Y ( I ^ 3/^-2.4^
(„) ^K)-\^') ^^O^——U-i——'

En utilisant, cette notation, on peut écrire

;,.=,g=^(A)/(a,&),, ^=^(=^(B)/(a^).



SUR UNE CLASSE DE SURFACES ÏSOTHERMïQUES. 3 79

Les dérivées r et t étant imaginaires conjuguées, on déduit des égalités
précédentes que ^(A) et ^(B) le sont aussi.

Si l'on désigne par A^ la fonction imaginaire conjuguée de A, ^(A)
et J(Ai) sont imaginaires conjuguées et l'on obtient la relation

^ (AO=^(B) .

On déduit de l 'égalité précédente que les fonctions A^ e tB sont liées
par une relation homographique

, m-Ai 4- fiB == m1 A, -+- ///

dans laquelle nous pouvons toujours supposer que les constantes m,
n, m', n' vérifient l'égalité
( i 3 ) mn' — m' n ~z i.

Remplaçons B par son expression en fonction de A< dans/(^, &);
nous obtiendrons

, - ,. _ mAA^4-^A. + /n^Ai^ ^/

y ' / W ^ '

Le dénominateur de /(a, &) étant réel, pour que le numérateur le
soit, c'est-à-dire pour qu'il reste identique lorsque l'on change ian—i,
il faut et il suffit que m! et n soient réelles et que m et n! soient imagi-
naires conjuguées. On reconnaît facilement que la condition (r3), éta-
blie entre les constantes, peut être supprimée dans l'énoncé suivant :

On obtient toutes les surfaces (I) réelles en associant dans les for-
mules (10) à une fonction analytique quelconque A. du paramètre a une
fonction B du paramètre imaginaire conjugué 6. Cette fonction B est liée
à la fonction Ai 9 imaginaire conjuguée de A, par la relation

^ mAi-4- fi
Brrr

m''Ai + ï^r

dans laquelle les constantes mf et n sont réelles et les constantes m et n'
imaginaires conjuguées.

17. Lignes de courbure. — N o u s avons vu au n° 13 que l'équation
des lignes de courbure d'une surface rapportée aux lignes de longueur
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nulle de la représentation plane était
/• da2 — t dV" == o.

En faisant usage du symbole ^(A) défini par la formule ( î2) , nous
avons trouvé, dans le cas des surfaces (I), les expressions suivantes
de r et de / :

/•^(A)/, ^=^(B)/;

et, par suite, les deux familles de lignes de courbure d'une surface (I)
sont représentées par les équations

( x 4 ) f\/J1j^) da ±/\/J(B^6 == const.

Les paramètres a et & sont liés aux coordonnées (<^y) de la repré-
sentation plane par les formules

x == a -"h b, y == /( b — a ) ;

on déduit donc faci lement des équations (1:4.) la représentation plane
des lignes de courbure d'une surface (I)»

II résulte de la forme des équations (i4) que cette représentation
plane est un réseau orthogonal et isotherme du plan des xy ( ^ )* Cette
proposition, que l'on peut déduire d'une propriété des surfaces in-
verses (Q) définies au n° 10, est une conséquence de la définition des
surfaces (I).

En effet, la correspondance établie entre une surface (I) et le plan
des ocy conservant les angles et la simili tude des éléments infiniment
petits, la représentation plane d'un réseau orthogonal et isotherme
de la surface est un réseau orthogonal et isotherme du plan des xy.

(1) Désignons par p et pi les rayons de courbure d'une surfaco, par d et di les dis-
tances des contres de courbures au plan sur lequel on fait la représentation plane, et
posons

r (p -4-p i—^—^)== ^ppi—p^i- pid.

On peufc énoncer la proposition suivante :
La condition nécessaire et suffisante pour que la surface ait une représentation plane

isotherme est que les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de l'enve-
loppe des sphères de rayon r tangentes à la surface.

Lorsque le rayon r est nul, la surface est une surface (ï)*
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En particulier, la représentation plane des lignes de courbure d'une
surface (I) est un réseau orthogonal et isotherme.

Les surfaces (I) sont isothermiques, et nous venons de voir que la
représentation plane de leurs lignes de courbure est isotherme. Cette
double propriété ne caractérise pas les surfaces (I).

Parmi les surfaces qui satisfont à ces deux conditions se trouvent,
en effet, les surfaces de révolution dont l'axe est parallèle à Oz ou les
cylindres dont les génératrices sont parallèles au plan des^jet toutes
les surfaces qu'on en déduit par inversion, le centre d'inversion étant
un point du plan des xy.

Signalons encore les surfaces isothermiques qui constituent la se-
conde nappe de l'enveloppe d'une sphère tangente au plan des xy et
dont le centre a pour coordonnées

^ ̂  a -+- b, y -==. i ( h — a), z -=: \/hci2-}- /ça -4- L^jh' /V2-^ k ' b -h / /,

À, k, l, h\ k\ l ' sont des constantes liées par la condition
( Â Z — A 2 ) {h'V— A-'2) + i = o.

Rayons de courbure. — L'expression des rayons de courbure/définie
pour une surface quelconque par les formules (3), devient, dans le cas
des surfaces (I),

(I5) Ï=7^f^ï p^/"'/^
A]outons membre à membre ces deux équations, nous obtenons

i i __ 2
P Pi ~~f

Cette relation exprime que le centre de la sphère variable, qui déter-
mine la représentation plane d'un point M d'une surface (I), est le
point qui correspond à M sur la développée harmonique de la surface.

Cette propriété caractérise les surfaces (I)* Écrivons en effet, à
l'aide des formules (3), que le rayon/des sphères tangentes à une sur-
face et au plan des xy est égal à l'inverse de la .courbure moyenne de
cette surface; nous obtenons l'équation

(fs — i —pq)s—frt __ ï ,
(ft-^pgY-rrt f9
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d'où Pon déduit facilement la condition (8)

fs-= \ -h pq,

(.lui caractérise les surfaces (1).

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit une sur-
face (1) est que la développée harmonique de la surface soit confondue
avec/a surface des centres.

Application. — Cherchons à déterminer les surfaces (I) algébriques
dont les lignes de courbure sont algébriques.

.Remarquons d'abord que la représentation plane d 'une courbe tracée
sur 'une surface algébrique est obtenue au moyen de sphères tangentes
a la. surface et au plan des xy; i l en résulte que la condition nécessaire
et suffisante pour que la courbe soit algébrique est1 que la représen-
tation plane le soit.

La représentation plane des lignes de courbure d'une surface (I) est
définie par les équations ( ï4)

f\/^'k)da ± f^J^j clh :=: cens t.,

et les paramètres a, h sont liés aux coordonnées (*r,j) d/un po in t de
la représentation plane par les formules

,y rr; a 4- h, y = l( h — rt).

Si la représentation plane est algébrique, les fonct ions

/V^TAJ da, j^/j^ ̂

qui dépendent des fonctions algébriques A et B, seront elles-ffîèînes
algébriques.

La recherche des surfaces (I) algébriques dont les lignes de cour-
bure sont algébriques est donc ramenée à la détermination de toutes les
fonctions algébriques A telles que

; , • JVi(A)^

soit aussi une fonction algébrique.
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^Lorsqu'on connaîtra une fonction A satisfaisant à cette double con-
di t ion , on obtiendra toutes les surfaces (I) réelles qui correspondent à A
en associant à A une fonction B liée à la fonction imaginaire conjuguée
de A par la relation homographique définie au n° 16. Chaque fonction
algébr ique A, qui satisfait à la condit ion énoncée, fait donc connaître
une famille de surfaces (I) qui sont toutes algébriques et réelles, et qu i
ont des lignes de courbure algébriques. Cette famille de surfaces dépend
de trois constantes réelles arbitraires.

On peut déduire de chacune des surfaces (I) particulières que nous
avons considérées une infini té de surfaces (I) qui ont les mêmes pro-
priétés ; il suffit de transformer la première surface à l'aide d'une inver-
sion effectuée par rapport à un point du plan des xy.

Plus généralement , désignons par A et B les fonc t ions qui corres-
ponden t à l ' une de ces surfaces (1); si Fon effectue sur A et B une
s u b s t i t u t i o n l iomographique quelconque, les invar iants différent iels
r f (A) eU'(B) ne changeront pas, et, par suite, toutes les surfaces (T)
algébriques que nous obtiendrons de cette maniera auront leurs lignes
de courbure algébriques. En désignant par À, l, m, n des constantes
arbitraires, ind iquons l'expression de la fonction/(a, 6), qui, à l 'aide
des formules (10), déterminerait toutes ces surfaces (I) :

. . . /»/ / x ^"AB 4- /A + m B -h n( î 6 ) /(^ b} == ——,___._ —.............——•
^Im-im^VW

De chaque surface (î) algébrique dont les lignes de courbure sont algé-
briques, on peut déduire une famille de surfaces (I) possédant cette double
propriété en substituant à la fonction •—===-? qui définit la première sur-

face, la fonction /Ça, b) représentée par la formule (16) à l'aide de trois
constantes arbitraires.

18. Le problème de M. Darboux. — Dans la Communication faite le
29 mai 1899 à l'Académie des Sciences, M. Darboux a cherché les
surfaces isothermiques telles que chacune constitue, avec une surface
isothermique donnée (M), les deux nappes d'une enveloppe des phères,
la correspondance entre les deux surfaces ayant lieu à la fois avec
conservation des lignes de courbure et simili tude des éléments infini-
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ment petits. Ces surfaces isothermiques dépendent de quatre con-
stantes arbitraires et leur détermination peut être ramenée à l'intégra-
t ion d'un système d'équations aux dérivées partielles.

Un plan peut être considéré d'une infinité de manières comme une
surface iso thermique, un réseau orthogonal et isotherme du plan
jouant le rôle des lignes de courbure. C'est pour cette raison que les
surfaces (I), qui const i tuent avec le plan les deux nappes et l'enve-
loppe des sphères, dépendent de deux fonctions arbitraires.

Mais, si l'on se donne dans le plan un réseau orthogonal et isotherme,
le problème de M. Darboux pourra être énoncé de la manière sui-
vante :

Déterminer toutes les surfaces (I) qui ont pour représentation plane de
leurs lignes de courbure un réseau orthogonal et isotherme donné.

L'équation différentielle du réseau orthogonal et isotherme étant

y(a)^a2 —^(h)d^=o,

si Fon considère l 'équation des lignes de courbure d^une surface (I),
on, reconnaît immédiatement que la détermination des fonctions A etB,
dont dépendent les surfaces (I) cherchées, est ramenée à l ' intégration
des deux équat ions
( 1 7 ) ; f (A)^9(^ ) , ^(IQ=:::/^(ZQ,

pour toutes les valeurs de la constante h.
Les équations précédentes sont ident iques aux équations ( ï3) du

n° 12 qui font connaître les solutions harmoniques d'une équation
harmonique. L'intégrale de chacune des équations (17) renferme trois
constantes arbitraires; les surfaces (I) correspondantes paraissent
donc dépendre de sept constantes, h étant comprise. En réalité, si Pon
considère l'expression de/(a, &) donnée par la formule (16), on voi t
facilement qu'il n'y a que quatre constantes arbitraires.

Les surfaces ( I}y qui ont un réseau orthogonal et isotherme donné pour
représentation plane de leurs lignes de courbure, dépendent de quatre
constantes arbitraires.

La recherche de ces surfaces est un problême identique à la détermina-
tion des solutions harmoniques d'une équation harmonique.
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On peut donner une autre forme à ce résultat. Considérons l'en-
semble des surfaces (I), et faisons correspondre sur toutes ces surfaces
les points qui ont la même représentation plane; nous ferons corres-
pondre de cette manière les lignes de longueur nulle et les réseaux
orthogonaux et isothermes. Sur l'une des surfaces (I), chaque réseau
orthogonal et isotherme correspond aux lignes'de courbure d'une fa-
mille de surfaces (I) dépendant de quatre constantes arbitraires;
toutes les surfaces de cette famille ont la même représentation plane
de leurs lignes de courbure.

Indiquons nnerelation géométrique entre deux surfaces (I) qui pos-
sèdent cette propriété. Supposons qu'elles correspondent aux valeurs / t ^
et h\ de la constante h qui figure dans les équations (17). On peut
établir l 'équation suivante qui relie les rayons de courbure et les or-
données des deux surfaces en deux points correspondants :

A (p—Pi)ppiZ_^ (p^p^)pV,Z\1 Tp^pi)2 "" l (p^pir '
mais cette condition n'est pas suffisante.

Dans le cas particulier où les valeurs h^ et h\ sont égales, les fonc-
tions A e tB qu i définissent les deux surfaces correspondent dans les
deux équations (17) à la même valeur de À. Les deux fonctions A, ou
les deux fonctions B, sont alors liées par une relation homogra-
phique.

On déduit facilement de cette remarque le théorème suivant :

Taules les surfaces (I), que l'on obtient en remplaçant dans les for-
mules (10) la fonction fÇa^ &) par l'expression

f^b) Â'AB -4- IA •+- mB 4- n
^^T^vï7!7

dans laquelle k^ l, m, n sont des constantes, ont la même représentation
plane de leurs lignes de courbure.

Cette proposition peut encore être énoncée sous une autre forme :

On peut déduire immédiatement d'une surface (I) donnée une infinité
Ann. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome XVIÏ. — DÉCEMBRE 1900. 7^
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de surfaces (I), dépendant de trois constantes arbitraires, et ayant la même
représentation plane de leurs [ignés de courbure que la surface donnée.

Au n° 19, le problème de M. Darboux est entièrement résolu dans
deux cas simples.

1'9. Élément linéaire. — On peut donner à Félément linéaire d 'une
surface (I) les formes suivantes :

( 18) ^= 4^ da db =: 4 ( p ± p l Y da d b 's 1 \p "~p iy

L'élément linéaire du plan des xy étant
d^ -:^ !\ da d(^

le rapport d 'un arc inf in iment petit tracé sur u n e surlace (I) à la re-
présentat ion plane de cet arc e s t ^ - - — - ' * Lorsque ce rapport est cons-
tant , la surface ( I ) est développable; dans ce cas, l ' un des rayonf» de
courbure étant i n f i n i , le rapport: est égal à l ' u n i i é . En d 'autres termes,
les courbes tracées sur la surface o n t la même longueur que leur repré-
sentation plane.

Inversement , cherchons à déterminer les surfaces développables
telles que la correspondance établ ie entre chaque surface et un plan
fixe» au moyen de sphères (angenics à la surface et au p l a n , réalise
fapplicatkm de la surface sur le plan. La correspondance conservant
évidemment les lignes de longueur nul le , les surfaces cherchées sont
les surfaces (I) développables que nous allons maintenant déterminer,.

Surfaces (I) déçeloppabtcs. — Le plan tangent à une surface déve"
loppable étant le même en tous les points d'une génératrice, la repré-
sentation plane d 'une génératrice sera une l igne droite. L'une des deux
familles de courbes du réseau orthogonal et isolherme, qui constitue
la représentation plane des l ignes de courbure (Fume surface (t), doit
donc être formée de droites; on en dédui t que l'autre famille est formée
d.e droites ou de cercles.

Pour obtenir les surfaces1 cherchées, il suffira de d is t inguer l'es sur -
faces développablesparrni les surfaces .(I.) dont les lignes de courbures
<mt pour représentation plane unréseau formé d.sdrôites ou un réseau
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formé de droites et de cercles. Nous avons donc à résoudre le problème
de M. Darboux dans deux cas particuliers.

1° Dans le premier cas, on peut toujours supposer que les droites
du réseau sont parallèles aux axes de coordonnées. Les équations (si-
gnalées au n° 18), qui déterminent les surfaces (I) correspondantes,
sont dans ce cas

^(A.)-=-.h, ^ (B)=A,

h désignant une constante. L^intégration de ces équations s'effectue
immédia temen t et, en désignant p a r c , /i, /, w, n des constantes, on
trouve pour la.surface des centres (G) l 'équation suivante :

•a c \/ /d — mu z •=. h^^ -{- le"^ 4- me^r -+- ne -(^.

I l résulte de la disposi t ion du plan tangent à une surface et du plan
tangent correspondant à la surface des centres que si l 'une de ces deux
surfaces est développable l 'autre l'est aussi. Pour que la surface des
centres (C) représentée par l 'équation précédente soit développable, il
faut que les constantes k et /ou les constantes m et n soient nulles. Le
premier cas peut être rattaché au second, la surface (C) est alors un
cylindre dont la section droite est une chaînette.

Ce résul ta t est une conséquence immédia te de la remarque suivante
q u i cons t i tue une propriété caractéristique de la chaînette :

Les circonférences, qui ont leurs centres sur u n e chaînet te et qui
sont tangentes à la base de cette chaînette, enveloppent une courbe dont
Parc a la même longueur que le segment correspondant de la base.

â° Supposons que la représentation plane des lignes de courbure
soit formée des cercles ayant pour centre l'origine et des rayons de ces
cercles. Les fonctions A et B, qui déterminent les surfaces (I), seront
les solutions des équat ions

ff(A)^ ^(B)=^.

Après avoir intégré ces équations, on trouve que l 'équation des sur-
faces des centres développables est :

(4c — 2) ^~w7I^.==. m{x •+-j^(.r -.j^)1-6--^ n{x -^-JQl-£•(^—^y•.

Celte équation représente des cônes, les surfaces (I) correspon-
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dantes sont des cônes ayant pour sommet l'origine. Pour que ces cônes
soient'algébriques, il faut et il suffit que c soit commensurable.

20. Lignes asymptotiçues. — Nous avons trouvé au n° 13 l 'équation
des lignes asymptotiques d'une surface rapportée aux lignes de lon-
gueur nulle de la représentation plane ;

(i —sl^rda^tdb^} -h (2 s — r t ' L — ^Z) dadb == o.

Supposons que la surface soit une surface (I) etremplaçons 'Z pa r l a
va leur ^ tirée des formules ( ïo), l'équation prend la forme
( î, q ) rs da^ + 2 ri da db -h ts db^ ::::= o.

Les asymptotiques d 'une surface (I) divisent doncliarmoniquement,
les asymptotiques de la surface des centres représentées par l 'équation

r da9 -+• à .î à a db 4- t db^ =: o,

et l 'on vérifie aisément que cette propriété caractérise les surfaces (I).
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit une

surface ( 1 ) est que les asymptotiques de la surface divisent harmoniquernent
les asymptotiques de la surf ace des centres.

Une surface (I) étant isothermique, aux lignes de courbure de la
surface correspond sur la développée harmonique un réseau conjugué
à invariants ponctuels égaux. De plus, la développée harmonique d'une
surface (I) est confondue avec la surface des centres, donc les asymp-
totiques d 'une surface (1) et de sa développée harmonique se d iv isent
harmomquement Le réseau conjugué, qui sur chacune des deux sur-
faces correspond aux asymptotiques de l'autre, est un réseau à invariants
tangenfciels égaux.

Étant données une surface ( 1) et sa développée harmonique y les asympto-
tiques de chacune des deux surfaces correspondent sur F autre à un réseau
conjugué à invariants tangentiels égaux.

Le réseau conjugué de la surface (I), qui correspond aux asympto-
tiques de la développée harmonique, a pour représentation plane la
projection orthogonale de ces asymptotiques sur le plan des <ry; cette
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représentation plane est donc, d'après un théorème de M. Kœnigs, un
réseau à invariants égaux.

En un point d'une surface (I) réelle, les directions des lignes de cour-
bure sont réelles; les deux couples formés par les directions asympto-
tiques de la surface et de sa développée harmonique sont conjugués
entre eux et conjugués par rapport aux directions des lignes de cour-
bure. Il en résulte que les directions asymptotiques de l'une des sur-
faces sont réelles et que les directions asymptotiques de l'autre sont
imaginaires.

Une conséquence de cette remarque est qu'en deux points corres-
pondants d'une surface (I) réelle et'de sa développée harmonique, les
courbures totales sont de signes contraires.

Nous venons de voir que les asymptotiques d 'une surface (I) corres-
ponden t à un réseau conjugué de sa développée harmonique; établis-
sons que cette propriété caractérise les surfaces (I) parmi les surfaces
isothermiques.

Les normales à une surface isolhermique forment une congruence
don t les développables coupent la surface et sa développée harmo-
nique suivant des réseaux à invariants ponctuels égaux. Si les asympto-
tiques de la surface correspondent à un réseau conjugué de la déve-
loppée harmonique, on peut démontrer que les plans tangents aux
deux surfaces en des points correspondants se coupent dans un plan
fixe. La courbure moyenne de la surface en un point est alors une
fonction l inéaire de l'ordonnée z du point correspondant de sa déve-
loppée harmonique; on en dédu i t facilement que la surface isother-
mique est une surface (I).

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface isolhermique
sou une surface (I) est que les asymptotiques de la surface et de sa déve-
loppée harmonique se divisent harmoniquement.

La remarque qui vient d'être utilisée peut être étendue à deux sur-
faces conjuguées ponctuelles par rapport à une congruence. Lorsque
les asymptotiques des deux surfaces se divisent harmoniquement, les
plans tangents en deux points correspondants se coupent dans un plan
fixe, c^est-à-dire qu'en transformant les deux surfaces par homographie
on retrouve deux des douze surfaces de M. Darboux.
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Application. — Cherchons à dé te rminer une surface (I) au .moyen
de la représenta t ion plane de ses lignes asymptotiques. Cette repré-
sentation plane forme sur le plan des xy un réseau défini par l 'équa-
t ion différentielle (19).

rs da^ -+- 2 rt da db 4- t3 db^ =r o.

En prenant ci et b comme paramètres, on dédui t de l ' équa t ion diffé-
rentielle du, réseau donné des q u a n t i t é s proportionnelles à r, ,y, t. On
peut donc calculer l 'expression de "j qui f a i t connaî t re réiément li-
néaire de la surlace et, par suite, la courbure totale. La valeur de cette
courbure totale étant, d'après les fo rmules ( ï5) ,

±,. - l...(^..^'\
Fp,~/^ r t ) '

la r e l a t ion précédente fera connaî t re la fonc t ion /*e t , par su i t e^ la sur-
lace (I) correspondante .

Une. sdf'facfi (.1 ) csl (Ictcnn'ffléa par la reî)'réserila((-on plane de se^' lignes
asynif.ïlol.iqae^

2'L Propriétés de la développée harinoïlique. —- Ijes coordonnées
(^,y, z ) d ' un point de la déve loppée h a r m o n i q u e (C) d ' une sur lace (I)
sont

AB-n
x :::::. a -h h, y -::: / ( h — a), s :,:::: -..,....-.::—,:• .

1 V /A/ Î^

Considérons la surface (C') décrite par le poin t , qu i a pour coor-
données

A + ' B / ,|^-.-A A . B — t
, ^./ -^, ,,.„.„.......,.„......„.... , y l ̂  ^ ^——^- , Z' ——: -..-^~~~ *

v^vir < 1 /A/ir ^/.^H'

On déduit de la relation d i f fé ren t ie l le
da^ --h <r2 4- d^ ::::: d.^ 4- clj^ + ds'\

que les surfaces (G) et (G') soni applicables. Pour que (C) et (C7) soient
des surfaces algébriques, i l i a u t et i l suff i t que les fonct ions A et B
soient algébriques. Pour que (C) et ((Y) soient des surfaces réelles, il
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l a u f c et il. suffit que A et B soient des fonct ions imagina i res conjuguées
des deux paramètres imaginaires conjugués a et b.

La surface (C') correspond par orthogonali té des éléments à une sur-
face m i n i m a (M).

Le réseau conjugué commun aux surfaces applicables (C) et (CY) est
un réseau à invariants ponctuels égaux, il correspond auxasymptotiques
de ia surface minima et aux lignes de courbure de la surface (I) don t
(C) est la développée harmonique^

Les lignes de longueur nulle se correspondent sur les surfaces (I)
et (M).

Les sphères de rayon z , qui ont leurs centres sur(C), sont tangentes
au plan des ̂ 7' et enveloppent une surface (I) dont(C) est la développée
harmonique . De même, les sphères de rayon z qu i ont leur centre sur
(C) passent par l 'origine et enveloppent une surface (I/) dont ((7) est
la d é v e 1 o p p é c m o y e n n e.

La surlace (I') a une représentation sphérique isotherme et possède
cette propriété caractéristique que toutes les surfaces'inverses par
rapporta l 'origine ont aussi une représentation sphérique1 isotherme.
J 'a i dé terminé toutes les surfaces ( V ) dans ma. Thèse de Doctorat.

PIN DU TOME XVII DE LA TROISIÈME SÉRIE.


