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SUR QUELQUES CAS PARTICULIERS
DE

L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE MON&E,
PAR M. W. KÂPTEYN.

L L'équat ion (le Monge s'écrit

II r + a K s 4- L t + M = o,

où H, K, L, M. sont des fonctions de x, y , z , p , q et /^ y, r, ^, / repré-
sentent les dérivées partielles du premier et du second ordre d'une
fonction s de deux variables indépendantes x et y. Cette équation ne
possède pas toujours deux intégrales intermédiaires; il f a u t pour cela
que certaines relations soient satisfaites. Je me propose, dans les pages
suivantes, d'abord de déterminer ces relations pour les deux cas par-
ticuliers où l 'équation de &Ïonge se rédui t à

ou a
c>,K.,<?4- L// + M = o

H r + U=o.

De ces relations je déduirai ensuite là forme la plus générale de ces
équations et les intégrales intermédiaires elles-mêmes.

En réduisant un des coefficients à l'unité, nous écrirons les deux
cas dont nous parlerons

s 4- )» 14- p. = o^
r—P<Ç==ô.
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Premier cas : s -4- ^ t 4- p. == o.

2. Les deux systèmes de caractéristiques, toujours dist incts dans ce
cas, s^cment

dz •— p clx — q dy === o, r/,; — /^ <-/.r — q dy == o,
dx == o, (̂  — À ̂ .r -= o,

^L dy -\- cîp + ). dq == o, fJt f/.r ~h ̂ / = <:>.

Les combinaisons intégrablesde ces systèmes correspondent, comme
on sait, avec les intégrales communes des deux systèmes l inéaires

,.,„ àV .()'VA( V) =:-——),.,,-- =: o,
^y ^P

r>/x^ àv ÔN âv,B(V) == (i— — •y- — .7-.- = o,• àp ày ()z

A,(V,^=o,

„ ,,,, àV âV ..àV . . ,<)VBi ( V ) = u "•— — .— — À — -1- (p 4- ?. </ ) -i— = o.' l àq âx ày ' ,̂5

Supposons maintenant que l 'équation donnée possède deux inté-
grales intermédiaires. Dans ce cas i l faut et i l suffit que chacun des
deux systèmes de caractéristiques admette deux combinaisons inté-
arables, ou, que chacun des systèmes linéaires équivalents admette
deux intégrales communes. Or, on sait que toute intégrale commune
du système A(V) ==o, ÏiÇV) === o, satisfait aussi aux équations

C ( V ) ^ A B ( V ) — B A ( V ) r : r : o ,
EtV^A^y^CACV1) =;o,
F ( V ) - = B C ( V ) — C 5 ' Î ( V ) r;r:<>,

Le système A(V)==o, B (V)==o , C(V)^:o, E ( V ) ==o, F fV^=:o . . .
se réduisant à trois équat ions indépendantes, on; au ra , d'après un
théorème connu, deux intégrales distinctes.

11 faut et il suffit donc que le système A ( V ) = = o , B ( V ) =~ o,
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C(V) == o soit un système complet et que, par conséquent, les équa-
tions E(V) == o, F(V) ===o, ... soient l inéairement dépendantes des
trois premières. Cette dernière condition sera évidemment remplie
quand les deux équations E(V)==o, F(V)==o dépendent linéairement
des trois premières. Les conditions nécessaires et suffisantes pour
I/existence de deux intégrales intermédiaires peuvent donc s'écrire

•E(V) ̂ .h Â ( V ) 4- À- B(V) 4- / C(V),
F ( V ) r= /// A ( V ) + k' B ( V ) -h l' C ( V )

et
Ei (V) = //, A i ( V ) 4- k, B,(V) 4- l, Ci(V),
F, (V) ̂  h\ A , ( V ) + k\ B,(V) + ̂ C,(V),

en représentant par h, k, l, fit, k'\ V\ h^ k^ l^ h\, k\, l\ des fonctions
inconnues de x, y^ z^ p , q et par C , ( V ) , l î , (V) , F,(V) les formes
analogues à C(V), E(V) , F(V) correspondant au second système
l inéai re .

Du premier système linéaire on déduira aisément

€(V I)=[A(^)-^B(^]^-^=:o,

/)V
E(V) =- [AA(^ ) 4- AB(7Q + €0)] ̂  = o,

F(V) := |:1U,(^) 4" 1MÎ( ÎO - €(^)] ̂  = o;

par suite
/^ •:::-:: k = / =ro et A A ( [ ^ ) 4- A I Î ( À ) 4- C(^ ) = o,
^ /==. Â-7^: ^= o cl BA ( f ^ ) 4" BB (?.) — C ( ^ ) -= o.

De même, le second système linéaire donne

(,(V)^A.(^^^.A.(X)^

E , (V ) r=A ,A , ( ^ ^ v ~A ,A , ( / . ) ^ v -A ,A l ( / ) + / ^

f)V1' âV
F, ( V ) = LBiA,(^) - (^ (p:)] ̂  ' [B,A,(^ - Ci(À)]^

^V
— |1' B i A, ( p 4" ). q ) — Ci (p + ?* y )] ^- = o ;

f,/'w
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(l'Oll

/ /, ^o /_A. iA, ( ÎQ_AiA;_( ,o j -Ày)_A,AiQj i )
•-"Alp:) --À,^^/) -"ATQïT7

/,--/-._.- , ,_B,A,a)-C,a)// . —— A —— 0 ^ __ —————————————,.„„..————,1 9 1 A , (À )

- lilM -̂̂ Ĵ /lr: c! O r̂til} ̂  Î Ail̂ Lẑ ^Ai(/?-i-r7) " Ai (p.)
Les deux fonct ions inconnues À et (x doivent donc satisfaire aux

six re la t ions suivantes , qu'on ob t i en t après une légère réduction,

A A ( ^ ) 4 - A B ( À ) - h C ( À ) ==o,
B A ( p O + B B ( X ) - C ( ^ ) = o ,

Ai Ai (À) =0,
AiAi(p.)=:o,

A,(/ j . ) [^At(À)-ÀA,(^)]=BiA,(^)-C,(^),
Ai (^) [ îxA, (? . )~?.A, (^) ]=B,A,(? . ) -Cî(?.).

3. Pour déterminer la s o l u t i o n la p lus générale de ces six équat ions
d i f T é r e n t - i e I l e s , je considère d'abord la t rois ième et la quatr ième, ou

an , <pa.-^ = o et . - 1 1 1 - 1 - ==o,
àp ()p2'

De ces é q u a t i o n s on conc lu t imméd ia t emen t

À ^py(.y, j^,/7)+4^(^,7, ,^,/7),
p.=pQ (.r, y, s, q ) + co ( .r, j, s, r/ ),

o, ^, 0, co étant des fonc t ions arbitraires de x, y , z, q. En s u b s t i t u a n t
ces valeurs dans les autres é q u a t i o n s d i f fé ren t ie l les , celles-ci se rédu i -
ront à la fo rme

M / ? 4 - N = o ,

M et N étant des fonc t ions de x, y, z , q. Il faut donc qu'on a i t séparé-
ment M = o et N = o. Or, dans les deux dernières, le coefficient M: se
rédu i t i d e n t i q u e m e n t à zéro. On obtiendra, par suite, six équat ions
différent iel les entre les quatre fonc t ions inconnues y, 4/, 0, w. Après
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quelques réductions, ces six équations prendront les formes suivantes :

, > à^Q ^cp à2^ dcp _^ ) ^ — ̂ ^ ^ q ^-^ — 2 ^ — 0 ,

, , ^ à2^ à^ à^ à^ à ,., ,(2) —— — ——^ — q —-L, = _ ̂  î 4-. 2 (M- — ^(p)
' / <?y2 àyàq i àzàg , c/^ àz ôq ' T ' / ?

^\ ^Q3^ !̂î_ L. 2^? àsio àeio ÔQ -{ 6 ) à ? 1 ^ 9 à y à z ^ J^^J^-^ àzàq^àz-0'

. . . ô^) <PG) à2^ à2^ ,^2^ ( 0 à\.^ . 00(^) ——^-q-—,- —^—ay- ,^^- -^ 2 - - , - -^—:^ —4-<7—(0^—a}y)4- -Y-~>
^y<^</ àzôq ôy1 àyàz Â . Oz2- \()y • àz) T 1 r}.r

/ ^ v /^ ^\ à^ ^()^ , ^ , . ^Œ , (à^ ()w\ ÛQ(5) ® T +^ —L + -ï — 0 -T —.cp (r.)CO — 0^) = —— -4-4 -T- +^ -T- — ^ ~r- '
' / \àf I â z j àz ()q ' • ' r '̂ \^y à z j ùq

(à^ à^\ ô^ .()w ., .,, ()0 fàO àQ\ ()0( 6 ) ç -—.-(- q — .4- — — 0 — — 0 ^cp — (9-i) =: — + ip .- 4-- (/ "F — w — •
V^V àz ) ()z àq ' ' ôx T \^ / ()s ) ( ) ( /

4. Pour intégrer ce système, posons

et remarquons que

., à à
H ==; — -4- q ~()f J as

,.,. /^^\ () y , / . ^/^H — == — H ( ̂  ) — -r" »v^// <^/ ^
^ étant une fonction quelconque de oc\ y , z , q.

En introduisant cette nota t ion, les équations (i) et (3) s'écrivent

^ [ào n / . 1 ^ y^f^-n(.)1=^
ûq \j)q 1 'J àz

ïr 1"^ lî/ N ()e1.1 _ 11(9) •== —
\j)q v T \ àz

Si, donc on pose
(hy = —,
(){/

on aura
ÔÔ ,^, , (h
— — H(9)= —?^<7 ' àz

d'après la première de ces équations. Avec cette valeur la seconde
équation s'écrit

* / -i \ -\ A

H^--^
" \ à z ) ' " T s

Ana.de i'Kc. Kvrmale. 3" Scric. Tome XVII. •—JtiiN 1900 Sa
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d'où
6=H(T)+/ (^ ,y ,y) ,

/é tant une fonction arbitraire de x,y et q.
. En introduisant cette valeur dans l 'équation

on obtient

on a donc

et par suite

à 9 <h^_I- . l(y)=^,

ô! El— (h.
as + àq ~~ Ï3 '

^-0
^-°'

0=II(T)+/(a:, j) ,

ou, en posant/(.r,y) = ̂  = ̂  + y^ - H(/.),

9=IÏ(r+/,) et ¥=--^:=.-^.(r4-/,).^y (f^/ J '

Si maintenant on écrit
T"h/i"=IogÀ^

on voit qu'on satisfera de la manière la plus générale aux équa t ions ( i)
et (3), k étant 'une fonct ion arbi t ra i re de <r,y, z , q, en chois issant

y — — f \ 0=^e:(/-).A' c>y k ' '

5. Avec ces valeurs les équations (2) et (4) se réduiront aisément a

<) rjû> „ r àk , ~\
•àTf [^ - HW -- J ̂  + ̂ "P + ̂ '^J - <•>.

H^-H^)-^^.-,,(^_^)j,,,.

La première donne

à(^ ., - , - , i ^/r
^ ̂  H(^) - ̂  ̂ + 2(û)y— ̂ ) = F(^ j^),
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et la seconde montre que la fonction F doit satisfaire à la condit ion

àF ô¥-. ^. q -^ o.
à Y àz

On aura donc séparément

()F dV— -n o et -— •==- o,
ày ôz 9

et par conséquent

( A ) ^«H(+)~-^+.(C,)^^)=^(^) ,

g{oc) étant une fonction de la seule variable oc.

6. Pour réduire les équations (5) et (6)

^ H ( ^ ) ̂  ̂  -..- Q ̂  ^ç(^ -^ o^) „. ^ H ( ^ ) ̂  ̂  + ^ ̂  ̂  o,
(/ -3 /̂ «'/ <7 '̂ </</

iri / \ ^r<) /-i ^6) n / 1̂ i s » ï T / n \ à9 ()Q^I1(,0+^^^^0(^,^0^)^^H(^ ̂  4^)^-0,

j ' i n t r odu i s dans la première

ï ï / i \ ^) ï ^^" / r i ^H(^) -^ -^^+ . (o . )y -^ ) -^

d'après l 'équation (A) et
,y , , ()€ î f)/.11 ( œ ) =-: -— -— - — •
" / ( ) ( / k ()z

Avec ces valeurs, la première équat ion se réduit à

à , .,,, , /i, . à^ ^ à h ()(Q <p àk
(^y ._ 0,n) 4,. m(^® -.0(1;)—— ^ 4- Z -—- ,4... ^ -^ ». —— -4.- ̂

àq ' • ' ' ' àz k ôz ôa; k àx '

i àkou, en multipliant avec k et en introduisant y == / -y-? à

^[^(^-^)]==-~^(^^)+^(^?)+^y-

Or, comme on a
ù , , . à (àk\ , , à , ..—-(/c9):=— — . e t ^/co=: —{g~k),

( ) x - " ()q\àx) a ' àq'0 '
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cette équation se rédui t à

-^[^-^-^-^-^w.
ou, en faisant at tention à Inéquat ion (A), à

^[^(^)-H(^)]=^(^).

De la même manière, on réduira la seconde équation à la forme

H[^(^)-H(^)]=^(^,>) ,

En comparant les deux dernières équations avec les équations du
n° 4, on conclut qu'on satisfera à ces équat ions, de la manière la
plus générale, en choisissant

^=^% et ^^H(^

a- étant une fonction arbi t raire de x, y, z, q.

7. En résumant , on voi t qu'on aura

?= ^ ^ (^ ^ H ( Â - ) ,

^^^ ^^H(^

et H est évident que les fonct ions k el a ne sont pas ent ièrement indé-
pendantes , parce qu'elles doivent encore satisfaire à la condi t ion (A),
que nous écrivons

/)/" i
Â-(^ ..- ̂ ) - ̂  -.-̂  H(/^) - ̂  (/,„).

En introduisant dans cette équation los valeurs de /4 et de /cw, on
obtiendra

^"-4:-^-fê-.4
ou, en posant .!?•=.= ^ ̂ ,A 0 h àx

^W+^-Q^-^kkV0^ ôq h àx ' /
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Soient encore
/,. „ P _ „,. j t .^-r a^e J

alors la dernière équat ion prendra la forme

-.-, . ()v . ( ) j 00
(pH(îJ)~h —— -- 0 .- == -r1-' v ' ^c <)<7 ^>

et les quatre fonctions se réduiront à

ï ()? , î y, , .
co=: - . l"5 6'= " H(p),p (h/ p K l

, ï ( ) j î ,r , .^^ «.- , r,)^ - H(u).T p < /̂ p

II faut donc, pour que l 'équation di fier en fie I le de la forme
a ...̂  \ ̂  ^.,. ^."-;: o

soit la plus générale^ admettant deux intégrales intermédiaires,
qu'on ai t

(7) l:::::^(pp+u),

(8) , ^^.^ l'I (pp^v),

où, p représente une fonction arbitraire de o o ^ y , z, y, et u la solution la
plus générale de l 'équat ion linéaire

ï àa ( ) ) ( (j ôo \ ( ) j _ ï / àp ()JP\^ — ̂( ̂  ) ^ ̂  ̂  + ̂  ï ̂  ̂ ^ ̂  ̂  ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  _ ^^.

8. Pour déterminer à présent les intégrales intermédiaires, je
remarque qu'en introduisant les valeurs (7) et (8) dans l 'équation
différentiel le , celle-ci se rédui t à

p ,y 4,- „ (p p + u ) t + H. (p p »{- u ) = o,

ou a
^GPp 4^5=0.
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Une première intégrale intermédiaire sera donc

7.?p"t-îj=/(^),

ce qui aura i t encore lieu si u é t a i t pa r fa i t ement a rb i t ra i re .
Quan t à la seconde intégrale intermédiaire, elle se déduira des deux

intégrales communes du système complet

A,(V)=:^=o,

B,(V)=^^-^-(^)Ç-o,l \ / 1 ^ .̂ ^ X X ^ ^

/)v /)v <W
C, (V) ̂  Ai(^) ̂  - A,0) ̂  - A,^ + À/7) ̂  = o,

ou
A,(,.)--.^H(p), A,0)=^, A..(/,-.^):--,4-^|.

Diaprés la première de ces trois équations, on aura

V"=/(.y,y, z,q).

Les deux intégrales communes de

,. /.., i <,. . r}/ <•)/ :r à , . àf a () , . àfBi(V = - ti {p p -h u) — — -L- — - -F" (^ p -)-".') ̂  — r) + 7 — (p a +' v) -/- — o,
P (^/ ^r P f^/ ^7' , P ^/ „ r^

1 H(p)^ - ̂  ̂  <y - f î + 2 EL} Ïl.
P ^/ P ^7 ^J V P ^/7 ^z<.(V)= H(P)Z--^-,-- '^".- ^==o>

ou des deux équations équivalentes

Oo) S 1 r» / v < /̂ <^/ ï àv ^ , „,."^^i-^-p^11^--01

Ill-Kpy^-.^-^H^-.o,
1 p ' </y ^ p <Ày

donneront la seconde intégrale intermédiaire.
Appliquons maintenant ces considérations générales aux deux cas

spéciaux ou l 'équation dif férent ie l le se réduit à s •+• [x == o ou à
s "+- 'kt = o.
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9. Quand l 'équation différentielle se réduit à
s -|- p. = o,

on aura
-, r ô / .^^p+.)^o.

Il faut donc satisfaire aux condi t ions
àp à^
-.1- = 0, -— == 0,
àq àq

et à l 'équation différent iel le (9) q u i prend la forme s imp le
à ) <)p
()z àx

Ces condit ions seront remplies, de la manière l î i p l u s généra le , en
choisissant

ôa' <)o'a ̂ . — i -u =:; — -,
' ôz àx

cr étant une fonction arbitraire de x, y, s.
Avec ces valeurs de p et u, on o b t i e n t a i sémen t

î , r / ()a~ ()/7\
u. =:: "-,— .1.1 p .- 4" -Y- •1 ()a- V as àx )

Js

L'équation la plus générale de la (orme ^ + ^ — o, admet tan t deux
intégrales intermédiaires , s'écrit donc

<h F / à^a ()^\ ^ff ô^ 1r / (Pa (Pcr\ â^ff ô^ 1. , + ̂  ̂ ^ + r/ ̂  + j^y ^ q ̂ ^J_^ v , 1 . »•» î ^_,___ «î . r] __,.„ | -4- ——.,.———. -{»- /•/ ———— r̂: (')«
^ts ^ I ^ V ^ y ^ l /^ , / ' àxày î ^Àr^J y

ou, simplement,
^(7

„.....-. ^ 0.
<:(,x' dy

On aura donc immédiatem.ent les intégrales intermédiaires
da à<7 à a ., .T^^-'-PT^-^^
da- âcr à a' „, .
Ty~-Ty^clT.~-^yY

f représentant une fonction arbitraire.
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10. L'équation différentielle é tant de la forme

S 4- ?^ •= 0,

il faut que
^ — H ( / ? p + y ) = : 0 .

Les fonctions p et u doivent donc satisfaire aux conditions

Ïï(p)===û, H(u):=o,

et à l 'équation différentiel le (9) qui se réduit à
ÔJ à!
'Jz^ àx9

Or, l 'équation H(p) == -p. -+• q^ == o exige que

p==:9(.^, q, u),

y étant une fonction arbitraire et u == z — c / y .
De même, on aura

u=^(.r, ^7, ^/),

les fonctions y et ^ étant soumises à la condit ion
à^> <)ç
ou ()x

On satisfera, de la manière la plas générale, à cette condition en
choisissant:

àa , àaû == ç := "— y u == u; "r̂  ".-— ?1 ' au T rÀr

o- étant une fonction arbi t raire de x, q, a.
L'équation la plus générale de la forme s -h 7^ == o a d m e t t a n t d < k u x

intégrales intermédiaires, se rédui t donc à la forme
à? , \ ( (ria ^ ^\ ^ (r^ ^àa , \ ( (ria ^ ^^\ (ria <ri<7

^ [/> \àuàq 1 y JÏê) 4" Jx ôq ^ y <te^
ou à

^ [/> \àuàq 1 y JÏê) 4" Jx ôq ^ y Jxjù ̂  t 'w oy

d ( àcr ()çy\. «,.( p ^ ^ ) =o»
€ly\1 au ( ) x )
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La première intégrale intermédiaire sera donc

<)(7 àa _
P J u t à 1 z l ^ J v ^ h

/ étant une f o n c t i o n arbitraire.
La seconde se dédui t du système complet

». / /.s ^P àV / do \ ÔF
^^^(P-^)^0'
0(y)^-^f f^ f^v / i ûx d.q \à'y 1 àz )

De la première, on tire

dy dz __ dx _ dq
dp """' do o o
^ ^^dq

d'où
dz — q dy dy
^~^~". • Ti'p '

dq

Une pnmîière intégrale se déduira de l 'équation

^^i^p^^ ^ dp.
dit p ^</ p c^j^

(Ui etrct
^/p ^ Jp àp
df/ " J^/ '/ ou

On aura donc, pour l ' inlégralela plus générale de la première équa-
t ion d i f l e r e n t i e l l e ,

F='Fi(.r, y, G)),
ou

^cr <?o-
" d u àq

En substituant F == -1^ dans la seconde équation, on obtient

p|A^Q(^^A^^
' à-v • ' ̂ w

Or
. Q(O))==O,

^-///r/,. À? ^J^ff. .Normale, 3'' Série. Torne X'VÎ'L — JIÎLN 1900. 33
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par suite
F^F^G)).

La seconde intégrale in termédia i re sera, par conséquent,

ûa' àa- „ . .y Ta - ̂  ~-=fw'
f représentant une fonct ion arbitraire.

Second cas : /* — À 2 / = o.

' I I . Les deux systèmes de caractéristiques, toujours d i s t inc t s , sont
respect ivement

c/j — p dx — q dy ̂  o, dz —' p dx — q cl y "":: o,
dy .4- ?. dx ==: o, c/f — / dx ̂  0,
dp •+- 7^ dff :::= <"), dp — 7, dff '"^. o,

et les systèmes l inéa i res correspondants

^ f \ r ^ ()v ^}v
A(V)r1 '::1- "T-11- — À - - — ==0,oq àp
, ,.^ âV , ()V
A.i(V):= "r- 4 ~ A — — = o ,^y ^/;

T > / V X ^v ^/vl / - ] ^vB(V)=^-/ .^^( /^A,)^^o,

,, /,,, àV . rfV / , ,<)V1
I,^V)=^+^+(//4-A,)^=:o.

Du premier système, je déduis, comme dans le premier cas, les
trois équa t ions

(:(V)=-A(/.)^ +A(/>-/../)^ + B(>«)^ - o,

E (V) = - AA ( /. ) ̂  4- AA ( p - 7, y ) ̂  -(- [ A lî ( /. ) + ( ; ( À )] ̂  :=: o,

/iv /iv /)V
V ( V) = [C (-/) - IîA 0)] .̂ - + [ 1 ÎA {p -lq} - < ; ( /. - /, r, )] ̂  + IHî (-/,) ̂  =. o.

Supposons l ï la intenantque E(V) === o etF(V) == o dépendent i inéai -
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rement de A(V) == o. B(V) == o, C(V) = o. Dans ce cas, on aura

• \ A ( / , ) _ AA(/^/y) _AJW±C-(^,-Aoy" "ÀCp-'4) " '^^
]i,Vp.) __€('/,) _ BAĵ ^y^JX/^Àil = ïvw-.. ^ - ^ -—.- __ . ^çp__^) B ( /. )

Ces conditions nécessaires et suffisantes pour que les trois équations
A(V) == o, BCV) == o, C(V) == o forment un système complet, se ré-
duisent a isément aux suivantes :

I a/.AÀC}.)-3^2^-)-""0 '
) .. i/ÀT$a)-3A(7,)B(/.)==o,

(") i C(7.)-=o,
f •>,7BB(7.)-3B' !( / . )==o.

De la niôrno manière, le second système linéaire A,(V)==o,
3^V) =-- o conduit aux quatre conditions correspondantes

a>.AiAi( / . )—3A'f(7,)-=o,
a},AiHi(?.)-3A,(70Bi(7.)=o,

( l a ) i C,(}.)-=o,
( •,î7.UiBi(7>)-3Bî(7Q-==o.

!•> Clierclions inaintenant la solution la plus générale des équa-
tions C r i ) et da). Pour v arriver, considérons d'abord la. première
,,nial.ion du système 0 i) et la première du système (12). En intro-
duisant les valeurs de A (A) et AA(X), la première prend la (orme

.(^. , àH , , ^ \ / ^_ ,^V3^ / , ^ -o .
^.(^-^•j^+'-Jpi) \à,, 'ôp)\ àq à p )

l.a première équation du système (..) se déduit de celle-ci en rem-
plaçant A par — 'A; on aura donc

-W , àU ,,^2î•V_^.,.7^V3^-^/,'Ir
,,^^+2A^^+Î> ̂ ) ^ i >-^]\ ^ àp,

Par addition cl soustraction de ces deux équations, on obtient

<---^)-3fê)"-i•(l)'=°• ^-^
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L'intégrale générale de la dernière équa t ion s'écrit

À =: cp (.r, y, z, p). ̂  (,:r, j, ̂ , r/ ),

les fonctions <p et ^ étant arbitraires.
En subs t i tuan t ce p rodu i t dans la première , celle-ci prend la forme

, à^ _.f^Y
i^Ji^(^\—^f^à^^ t v < ; ) / /
>^2 vW """ —-^

or^-^^^V-^^^^ \,^./
^? ̂ 2 W / """ ~' " " '" u;r~~~-''--' "

Le premier membre de cette équat ion é t a n t i n d é p e n d a n t de y, le
second i n d é p e n d a n t d e p , on aura

Ô^O /6^\2 ,.,
^^- {^) =K(.^s.),

9^^ 3^^y^^^-^^j...„„„„„-„. ....,,.̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ K.(^,,r^),

K é t an t une fonc t ion a rb i t ra i re de î ï ' y y , z.
Or, la dernière de1 ces é q u a t i o n s se r édu i t a

, ^i ^'V r /,^^,,..,^^^=K(^y,.,),

par la s u b s t i t u t i o n

Pour s a t i s f a i r e de la manière la p l u s générale a ces é q u a t i o n s , je
pose

ç =: a •+" a bp 4- ^jp2,
^ .rr/ -4- a^/ 4"/^/â,

a, ^, c, /, g", A représentant des fonct ions arb i t ra i res de /r, ^.•, -?; en
s u b s t i t u a n t ces valeurs, on aura les intégrales les p lu s générales en
s < » i,i m c 11 a n 11 <:* s fo n c t i o n s a r!:) Ï 1 ra i r e s a u x c o n d i t i o n s

• , 4(^-^)=K(.r ,y ,5) , , ,
4(^-^)=K(^y,^) .
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I I en résul te
( ,3) ^^-^4,v / y 4- a ,̂ ''7 4- /^/'
avec la re la t ion

( 14 ) /^2 --- ac •=. ff1 — fil == a2.

13. Considérons, en second l ieu, la t ro i s i ème équa t ion du. sys-
tème ( ï i.) et du système (12) et proposons-nous de chois i r les fonc-
t ions a, b, c,j\ ̂ , h de l 'expression (i3), de tel le sorte que cette va leur
de \ satisfasse à ces équa t ions . Ces d e u x équa t ions sont i d e n t i q u e s et
se réduisent à,

. (R ( (Tk ^ À \ < f A /<)'Â ()l\()ï
• <u^ - [^ ^P^)^ - ̂  + ̂ )^'

' E n s u b s t i t u a n t dans cette équa t ion

•̂  — a^h ft ̂ M"" €^À = Q — ̂ ^^^^"^ ^

on o b t i e n t

(<e-^K-^-1^)^
-o-'^-^)^^-"0^-"-^

oii
^ p() _ p 0 ̂ l> ̂  q p ̂ Q =: a ̂ /'4- -î ^/> + ^ ^^- ^/ -r>. ̂  /^2"- 2 c^^2 // — •i ch!)î (f-

' ^ ôp ' àf/

Si m a i n t e n a n t on désigne les dérivées d 'une fonc t i on par r appo r t
a x ^ y , z par les indices ï , 2 ou. 3, l ' équa t ion su ivan te do i t être satis-
f a i t e i den t iquemen t :

(b + ̂ ) ( /-h ̂ 7 •4- h(f)\(f^ ^gq + li^){a, +ïhip "h c , / / 2 )
— ( a -+- 2 ZY? + cp^ ) (/i 4" ^ ffi q 4- //1 ̂  )"|

^ ( ̂  + /^/ ) ( a -h à /^ 4- c/.^ ) [(/ + a gq + Àr/2 ) ( a^ + a ^2^ -h c^ )
— ( 0 4 - ^ ̂  + Cp^ ) (/2 4- ^ gî q 4- /^ </2 ) ,|

== (^/4" ̂  4- agq - bhpq^-cgp^q — ^^^2)[(/4- 2^7 + ^'y i î)(^3+ ^ ̂ ;^ 4- ( ' , ? ' )
—(a^^hp^cp^f^^^^/^/t.^^)].
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En développant cette équation l 'égalisation des coefficients des
même^ puissances de p et q dans les deux membres donne vin^t-cinq
relations. Comme nous n'aurons pas besoin de toutes ces re la t ions ,
nous nous contenterons d'écrire seulement les sept su ivan tes où nous
avons in t rodu i t la notat ion

{ h i / . ) — . h i k — k i h ,

et mis en évidence les puissances de p et (j :

//y
^V
/^

/r

o •==— chÇc^h),
c/i{c,h)=—bh(c.,h)—2ch(l^/i),

bh{c\h) 4- ac/^M) =r— a^(M) — c//(^,,//),
bli{a^li) == o,
9.bg{a^h) + ïbh{a^^) -h a / i ( a ^ h ) ^ a g ( a ^ h ' ) ,
ch ( c.2 A ) == — c,̂  ( ̂ 3 // ) — ft c// ( €3 ̂  ),
<^(V)=o.

14. Les qua t re premières re la t ions se r é d u i r o n t a i sément à

d'où
^ fy

J^ \/i et ^ / />^
d1^ U,

On a donc d'abord

et, ensuite
y.z^ 4"Ç.^ 4- ^^ + 9,

' 7 .r^ — ^ Y) ,r
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a, ̂  y, *(, Y], 0 représentant des f o n c t i o n s arbitraires de la seule va-
riable y.

15. Considérons, en second lien, pour détenniner^ les équat ions
correspondantes à (f et/^ç3 ou

0 (8\ , A 1 (^ ^ - A ^ (^
J.̂  Vv <2/; <^ W /z "" 2^ r̂ \h/

<} f^\^jL ^ ̂ ^
^ V A ^ ' 2 ^ ^ y [ k ) 4

t • ' i î 1 1 ^ ( a \ à f a\ < • i 'Sja ])rerniere, uans laaue i le ,- r == ^- — - == u sont i n d e û ^ n -1 1 ^y \ / / / <)^ \fij r

dantes de .r, est une équa t ion l inéa i re don t on t ire

f-^+(r,»).

^(j, ^) é t an t une fonc t ion arbi t ra i re do y et z. En subs t i tuant cette
valeur dans la seconde équat ion, on obt ient l ' équa t ion l inéaire

d^ù

^ h à /^Vr ^J^L0 f0^} ̂  h ̂  f^
Js + ï 1h \h)^ w 2 bc ~ày \h) b à^\^,

II \ ' / i Z ( ) [ C\ U^^^\^^^)-^+7Ây)^

,7(y) représentant une f o n c t i o n arbi traire de la seule variable j.
Or, le premier membre étant une fonction de y et s, i l est évident

qu'on ne sau ra i t satisfaire à cette équation qu'en égalant à zéro la
partie entre parenthèses, ce qui donne

^ /^"•.h ^/.^+ ̂  _ y'^^^^: ̂  _ _
y ,r2 -l- ^ Y] x 4- % •/ 5 4- Ç ~~

En comparant les coefficients des mêmes puissances de .r et ^ dans
•cette équat ion, on obtient aisément

03) ^=:,^:=^r=^ et yy'^^^^f^'^:o,
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d'où

y^G^ 2Ç^ -h ̂ = /^+ (̂  + 7^) ̂  (̂  (y.- + Ç) (^ Z-r^Y

et, par sui te ,
ff ^ , P'— == — ^ 4- —. •
II 2 2 Ç

16. Pour déterminer enfin '/ je rne sers de l 'équat ion correspon-
dan te à p\ qui s'écrit aussi

A (t\^f h ^(^ nt
ôy \h) ~ A c ày \h) -w^7/. î

et de la re la t ion
i^^ ^b!^ac
~h ~ 7i2 A2 ^ "

En in t rodu i san t dans la dernière équa t ion les valeurs précédentes,
on obt ient

^ = ̂  (^ -.h fy" [(Ç2- py).r^+- ^(y0 - Ç-Q) ̂  4" (^a ~ a'y)^

4. a ( tf) — pr^ ) .:r -h a ( nO — aQz 4- O-2 — ap '1.

D'après la première équat ion, on aura donc

^(^-py).=^(Ç^Py),

^(y^^)=^(^~Ç^),

__(^2_^)_ .^^^p(^_^)_ .^3^

^(^-pY))=^(Ç0~prï), ,

^(^•"aS)-{^^^^(t)]^^(^-aÏ)-i.^

() (y ^^L^±(^\^.(^ ^ ^ël
( ^ { ) 1'1""" ̂ ) 2 ç dr Y ç / "'""[ { ~ i ) ""' ''l V '

Oty d'après les relations (ï5), la première de ces six équations est
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iden t iquement sat isfai te; quant aux autres, elles se rédui ront aisément
aux suivantes :

y^—rj^=o,
•^--ay^iy—i;^
ç^+^-Y^^,

ri p.r A /ftj\
^ (,•- „,/) =W-,..) Iç. +S^ ̂  (!ç-),

^-^-^^^(î)-^!21

dont on t i re ?-=f.
Ç' = (aÇ,

y=^=^,
jji^ — 3 y.[jJ ~h .̂3 == o,

y0~"/2Ç=0,

On aura donc

_ ^ ,= (Ç2._ py)^2 4.â(^ - P'/])^ + (rj2- ay -i^)^
/ Q / \ / 0 /2

+,^^^~^^^^(0^^--41^

Pour s implif ier ce résultat, remarquons (Fabord qu'on a

^^ay—l^^-^),

^0^aÇ-i^^=K^~^2)^

^^^-^^^(Ç^Pyî+KP7-^)^

par suite,

-^(Ç^pyî^+â^-p-^^+^^-Py)^^^-^)^^^
^/^<. c^" <?'À'. formelle. 3" Série- Tome XVU. — JIKN ic,ôo. 34
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Déduisons ensuite des équations

[j." — 3 [j-y.' -t- ̂  = o,

^(^-(^^.(Ç2-^),

^-(ÇO-|3n)=^(Ç0-P-/i),

<^ /a\

àAy)^0'
o /s \^u"0'

les valeurs
?,Â_(/>y4-_H_)

7^y4:"B)2__o;

/^r

^— (/^y+By—orî5

V - Py ^^.^.^_._^,

ÇQ-^^———^
(/«./-l-.lt}2-^

a A 2 — ? 2

r"""""'
ç (;^^>

où A, B, G, k, p, cr, T repréBentent des constantes.
Avec ces valeursy on obt ien t

f - î ±.il̂ ^^ î̂L±J '̂̂ ^
A ̂  '1 ""1 1 1' ( l /y+B") 2—cr 2 '

ou, en introduisant , pour abréger,

Â^+A.=:X, A y + B = Y , Â^-4- ( ;==Z,
y ^ ^^^(^"""•"P2)^ _ ^ ^ ^ ^ ,

17. En revenant aux autres proportions, i l nous f a u t dédui re des
équations précédentes les valeurs des fonctions1 a, p ,y , t, Y], 0. Choi-
sissons pour cela

^A^p2)
1 1 1 1 1 ^________________-y^^^,
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alors on trouve
_ À-3

7 ~ Yrr^5

/-S P
?- —

 A L
 -,

^ - Y^^5

0- ^ ^
^—Y2"^"1^ h ?

^-Ac^
î " — (7-

^A

Keinîtrquons que les sept constantes ne sont pas entièrement indé-
pendan t e s ; e n e fie t, o n a

f^ _ _Al£l_r r - ff:/ ̂  ̂  _^ ̂  ̂  ( Y^-». ̂ ^ ̂

Ol!
O-2^ Â-2?^

I . / iniroduction d.es valeurs précédentes nous donne enfin

^ ^ Yz
•k^ 'y^.::^^
c __ ̂ C îPl)
h """ "Y^—cr 2 3

a _ ^ _ ^Z_
^^:T -Yi^,^»

b_ /•XZ
A —YÎ-T"^'

d'où, après une légère réduct ion ,

(^ ) - r PT (^- Y^ ̂ p^/^2 - o- ( z ̂  /^ x ̂
v / "'"" " ïïTp2 - X,2 ) - po-2 ./2 4- p ( Z - q Y ̂  v /

•1.8. Démontrons main tenant que cette valeur de }v satisfait à l'équa-

( ') Nous devons colle forme symétrique à une observation de G. Darboux; voirie même
résultai sons unô aulrc forme dans les Comptes rendus de V Académie royale des Sciences
(l'Amsterdam, séance un '25 novembre 1899,
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t ion d i f f é r e n t i e l l e
, à'k { à\ à\\ à\ /rJÀ ()A\ 07.g ^ •=: 4- p — — ( — -+- q — ) -Y- i

as \à^ l à z ) àp \àp ^ â z / ô r /

ou, en i n t r o d u i s a n t
X =• kx 4- A, Y == ky -+- S"?, Z =r /-G -4-- î':,

a réqual ion
i ^À ̂  / r}À ^À ̂  à^ ( (rA (rA \ 6r/-

^ <iZ - \3X ^ pà7J àp ^ \^ '+" '/ 07.) T q '

Posons, pour y arriver,

à à .., à à^^"^^r H = ^ ^ ^ ^ .
^

et
I:> == -- pi- ( cr2 — Y2 ) -I- p2 cr//2 -- a ( / — p X }';i.

Q -=: OT ( p2 — X2 ) — po-2 72 -t- p ( X — y Y )••',

alors on au ra
G(P)^-o,

(.1 ( Q ) = — a t7T X 4- 2 p ̂  ( Z — y y ),
II ( P ) =-- 2 pT Y — 2 T r/ ( X — /) X ),

I I (Q)=o ,
G(Q)G (7.) ==—7.

H (À) = TL
Q

H(P)
P

En introduisant c&s valeurs et
<)î, — Â <)p ^ — À d^
<?/? P 6>/î ' àq Q ^(7 '

i l reste à faire voir qu'on a l 'identité

2Q•â=2(^-I^)=-(•<<-"<••^•
Or, cette identi té se vérifie aisément.
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19. Revenons m a i n t e n a n t aux équat ions restantes des systèmes (î i)
et (12)

( 2ÀA. B (70-3A ( À ) B ( À ) = = o ,
( !7) ( 2 À A i B i ( ^ ) - 3 À , ( 7 Q B , ( X ) = = o ,
et

( 2>.B B (PO—SB^À)^:^ ,
( 2 À B i B i ( À ) - 3 B ^ ( À ) = : o .

( 1 8 )

Par add i t i on et soustraction le système (17) se rédui t a

( .^G(X)+.7.^Ha)==-^Hw|.4-3G(7,)^,

( ^^W-^ ^10)=. 300)^-. H ( - A ) ^ ,

et le système (18) à

(ao)
a À [ G G ( ^ ) + ^^^(Â)] = 3G2^) 4•-PH2(}.)

XHG(?0 = XGI : i (Â) .= G 0.) H ( À ) .

On vérifiera aisément; que la valeur (no) trouvée pour X s a t i s f a i t aussi.
a ces deux systèmes. En eflet , en posantl^
on au ra

^(..(^—^îiiQl-À^cKO),^/'^- ^ y Q ̂ "^'

^,.,^ ^(.(Q) .Q^0^^-^0^}.— \ ]t \ A J — — "™— ——Ti— —— " ~ ~ 7 \ . • " " " " ' — -^y (^y Q (Ĵ
p jL H f P ) _ II C P ) (-~-à < ) À H ( P ) à p ^ ' " ^ ' à p

~ôp ll ( Â) ̂  ^7 ~P~ - " ~""———^————

^nO)^ f.I(p-,.^n(p),
<^/ ' ^y P P àq

^^n^)aG2(( : ) )WQ( iG(Q)
(j<3T ( h ) —— A ——————————^—————————— ?

«Ho^nc^-"^',
,n,(,)="^'-}.
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En i n t r o d u i s a n t ces valeurs, les deux systèmes (19) et (20) se ré-
dui ront aux suivantes :

(21)

(22)

.O^G(Q)-.P^H(P)^G(Q)^^H(P)^,

.P^G(Q)^.Q^H(P)=G(Q)^-II(P)^,

( 9 Q G G ( 0 ) -G^Q)= 2Pmi(P) - IP(P),
f G ( Q ) H ( P ) = G ( Q ) I Ï ( P ) ,

qu'on vérifiera aisément.
Nous pouvons donc énoncer le théorème su ivant :

Pour que l'équation différentielle r — P^ == o possède deux intégrales
intermédiaires, il faut que "X au la forme û6).

20. Considérons, pour déterminer les intégrales intermédiaires , le
système complet

A r\î\ âv i àv
A ( V) = —- — À —~ = o,' àq àp

U(V\ • àv 1^ , / ^ àvB(V)=^-^+(p-À^.=o,

C(V)=^A(À)^ - [ : .Â+^A(?O: I^+B(^^=O,

ou le système Jacobien équivalent

A^^Vî^^ -^^ r^o ,

•"•^-^^^i-ïir^—"^-^,
rd)/V)==<)v- 4 -̂-t-̂ All) ^Y _ îW)rjv - c(V)
' ày A ( A ) 01-3 A (?>)()/?" ~'0"" AT?~y'

D'après la condition C(À) == o, on sait que la valeur (16) de À est une
inlégrale de C(V) == o ou de (^(V) == o. Pour déduire de cette inté-
grale une intégrale commune de B^^V) == o et C^(V) == o, posons

À==yi, B("(Â)==02, B("B(1 '(?>)==®.,^;
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alors on tire de la re la t ion connue

a À B I ^ ^ ^ — S B ^ À Î r r o ,

3^
03== ————•

291

Cherchons m a i n t e n a n t à déterminer une fonction

V=ai(cpi,9,,.r,<7)

sa t i s fa i san t à l ' équat ion B^CV) == o; on devra avoir

àO, àO, M,
<p i 4^ y;, —1 4- 1 ==: o
ï 6/yi 1 <7©a </</

et l'on sera ramené à trouver une intégrale du système

<"/<pi ^Çg d(f
92 ""w" 93 w' i

qm peut être remplacé par l 'équat ion unique

^9i ^ 3^ /^çA2

^=9^^^^ .

L'inlégrale première de cette équat ion

ï /^9iV—.T "—" == const.riV^//
donne alors l ' intégrale commune cherchée

^pi^o)• î - ^ : ^ p ,_
Cette intégrale commune satisfait aussi à l 'équation A^V^^o. En
ef f e t , on aura

A.,[I^]^A[•B^l-)^^t^AB(^-3A(^Ba^o.

Pour trouver la seconde intégrale commune, nous écrirons le sys-
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terne complet sous la forme

ÔV À A ( À ) àV ^^^A(7.) àV _ WV^)^^A, ̂  ( V ) = ̂  - ̂ -^y- ̂  - .-—^^^—— ̂ ..^0^ A ( \ ) ^~ ). ̂ y,

B^(V)== ̂  - À^ 4- (/? -^/) ̂  = o ̂  B(V),

.^ny^ „ <^y A (À ) ^V 2À +r/A.q) ^V _ _ C^V)
' n ) "" ̂  B (À ) ày B (X ) ()z ^ -" B (À ) '

La seconde de ces équations admet l ' intégrale

V =^ z — /.w — yy == (^ i.

Pour en déduire une intégrale commune deB^ÇV)^^) etC^^V)^:^),
|e pose

C(^)(^)=^, C^G^^):^.

On trouve alors
(^(^)=::^:=-,.-^

et,

^C..(+0-^---^C[^,^]---=- H^<'-[^

OU
r r—i—1 — B ̂  ̂ ^ LrÂ00 ̂ À ) Àj;BJÀ )L B ( ̂  J ~ " ~ " w "a2 a ) ~~ = "' i^ ( ̂ rî

parce que C(X) == o.
Or, on sait que

CB(À)-BC(l)=F(l)=o,

par suite,

et

La fonction

C B ( Â ) = o

4/8 == 0.

, 2?.

^^^•10)
sera donc l'intégrale cherchée»

^ Posons maintenant , pour trouver une intégrale commune des trois
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équa t ions de notre système complet,

, ^,.:r:-.r-^.-^, A. (^(^)^^ , A ^ À ^ ( % 0 ^ ^ î

alors on aura
A's'(y,,):---A (x,)+},^,

(la ri s l a q u e l l e

2 7.3

A(7. i )— —• a A

C^, ) - - : - - . 30

Par suite,

B(7.)

- -/. _
B?:),

n G '̂A!?- ^ — À A 'L1'1! - A ( y-_ - ^^ _„ _ --^

B(7.) C ( Î , ) — X C B ( 7 . )
B^/,)

A-(^-X-^

et
A'^A!-'; (/.» ) .̂  A'2 ' (-/,) ---. A (/.,) + ,,—," (;(%,),/.t ^ - • ^1 ' \. À2 ; — /* \/.î 1 ~r |) /) \

ou

A ( y . , ) - .A A ( À ) | B ( 7.} AA_( À ) — A (XJ AU^ )Baï.J= '--—iF-(-7;-)- -
et.

, r A ( ^ ) 1 _ B(ÎQ CA('À) -A(À) CB(?,)^Wl.
'L I Î ( ^ ) J '

(;(%,) -.=:( B^}.)

parce qu'on a d'abord CB (X) == o et ensuite ÇA (A) — AC(^) == li(A) == o.
Ou voit donc que la fonction

A(}.)
/.. - in-

satisfait au système considéré.
L ' in tégra le i n t e rméd ia i r e prend donc la forme

B'O) _.,JA(7.n' ^ " f ^ .f'~ir ^J
.BOL

où/représente une fonct ion arbitraire. En remarquant que

ÏPO) ,. B^À) A^Â)^ ,̂.,, =: ̂ ^.^ .̂̂  ,

^///-//.. ̂  r/i'c. Normale. ^ Scï'ie. 'l'ome XVIÏ. — JUIN rgoa, 35
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i l est évident que l ' i n t ég ra l e i n t e r m é d i a i r e se met aussi sous la forme,
/ é tan t encore une fonc t ion a rb i t r a i r e ,

A2 ( À ) r'Ban
v "^LAaLr

Nous avons donc trouvé une intégrale in t e rméd ia i r e , parce que les
deux intégrales ^--^/ et . - ' du système complet sont i n d é p e n d a n t e s ,
comme on le démontrera i t f a c i l e m e n t .

La discussion du second système complet A ^ Ç ' V ) •== o, B , ( V ) = o,
C ^ ( V ) = = = o condui ra i t , de la même manière , a la seconde in tégra le
in t e rméd ia i r e ,

A ] ( I ) j-Bion
'"p'^^LA^ayJ5

ou/représente de nouveau une fonction arbitraire.

îl. Considérons encore les deux cas spéciaux ou À est indépendant
de ;r, j, z, et celui où A est indépendant de p et y.

Dans le premier cas, l'équation différentielle aura la forme

r-^^^^^^^^^^^^^
V +^74"/^V

où a, b^ c,f, ff, h sont maintenant dos constantes satisfaisant à ia con-
dition

<^— ac^^—ffz^:^.

.L ' intégrat ion ne saurait se faire comme dans le cas général parce
qu'on a ici B("À) == o-.

Pour intégrer dans ce cas le système complet

,^. ()V , ôV 'A V)::= — — À — =:o,Oq ( ) p

n /x r ' àv "i àv , - ^v
U{V) ::::= —- — À .-- "f- (p •—.À c i ) — := o,àx ôy t / / ôz

-C(V) =A(7) ̂  ̂  [2^+^A(Â)] ̂  =o,
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je d é d u i s de la dernière équa t ion

^2" _ dy __ dz _ dp __ dq -
V ~ A(À') '~" 2"rT7'A~('I) """ T ~ ""o" '

dont l ' intégrale générale s'écrit, y étant une fonct ion arbi t ra i re ,

Y:=cp(.y,/?, q, u),
ou

Af/J aX -r^ÀtÀ/

En s u b s t i t u a n t cette valeur dans l 'équat ion B ( V ) == o, on ob t i en t

à^ „, , à^L.. ̂  B (u)—^c),
().Z' ( ) { l

ou

in,,-) - -........l.̂  .„ ...... P:-^/. , . -.....„..,. f t À Ï :h /> A (À ) .
i / ' A . (À ) 2 À +7À ( / . ) " " " " " A (À ) | ^Â4 - / 7À (? . ) ]

De cette équation je tire le système

('{:P du dp dq
"7" :1:1:1": W'Ui) ~; ""o' ̂  ~'o1 1 1"?

don t FintégTale générale sera

9 "=•: ^(/^/y, ^),

dans l a q u e l l e ^ est u n e fonction arb i t ra i re et

v :::::: (/? .r -i- r/y -"-- -c ) A ( 7. ) ~i- a ).2 x -l~ a P,;}̂

La subs t i tu t ion de cette intégrale dans l 'équation A ( V ) ==o donne

^ , ̂  A / • ^- T _ ?, î .4..- A,(-J) -T = 0,
àq ()/} ()^

A ( v ) ^( ' />^-r^y~5)AA(}.) 4- (y- }^)A(?.) +/ iÀ^A(/ . ) .4- %jA.(}.),

ou, parce que
a Â A A ( À ) -âA2(?.)—o,

A(u) = 3 (/^ 4- </y - ̂  A^À) + B(À^ +j) A ( À ) == 3J A ( A ) .
«'•5 A . •'' A
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Pour intégrer, on a donc le système

clq _ dp _ 9. À c l j,̂, ,„ -^ ̂  ̂  ̂ ^^,

qui admettra les deux. intégrales cherchées,
En comparant les deux premières fract ions on ob t i en t

dp dff
a -h •:>. bp -h c//2 / --h ^ ̂ Y/ 4- /u/^ " " " " " " " '

don t l ' intégrale
h 4- cp "-•- a '̂ 4-- /^/ — a. ,..,...,̂ _-,.....,̂ .̂ ..,...,,,...,_ L;'-„,,„..„.,_ .„./„„..,..„„.._.. ̂  ^ , , -^ eoi-ist^.
^ 4- c/? 4"- a ^ 4- /^/ -I" y,

Remarquons que cette intégrale prendrai t u n e a u t r e forme q u a n d
a === o.

Pour déterminer la seconde in tégra le on pourra r édu i re le système
il la forme

//, r/r/ c dp d j
^ 4~ hf{ — y, b •-h cp ~\-- sy, 3 "j
g 4_ /^ ..„-.- ^ '"' () ̂  cp — y. " " " " — ( h •-4-1-1 cp -4-- ^ • - 1 1 1 1 1 1 - 1 : - //<y ) '

En ajoutant les n u m é r a t e u r s et les dénomina teurs , on o b t i e n d r a

// dff c, d{) d'j
^' ,....̂ . ]vj „.,- ^ ^ -h" cy^ -h î% 3 'J ' " ?

d'où
/^•4- hq — ̂t,,,-.,„.„,,.,.»,.,../.„,,...„,......„.„.„ y ,̂:; ^. .,,_ consï,.
\ ^ 4- r;/? 4" a /

On aura donc une intégrale i n t e r m é d i a i r e , / é t a n t une fonct ion a r b i -
traire,

(^=^/(^l),

OU

çy — È±.5?,.:::.? ̂ ...̂ .ri.̂
1 ^ 4- c^ 4- ^ ^ 4- /^/ 4- y.

^•-(^^^f^+vy - ^ A ( A , 4-^-^4- ̂ j].

Une discussion ana logue du second système complet donne la se-
conde intégrale in te rmédia i re

"4-/K),
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clans laquelle

/ _ b 4- cp — a ff -i- hq 4- a
h 4- cp 4- a g' -l- /^ — a

n<= (^-±^.Z^ \ " 1 - ( ^ -̂ ,z. „ //r) A ï O ) 4- ^2^— 2/7].\ ^ -l- c/? — a / ,/^ / i . / ^ j

22. Supposons m a i n t e n a n t que X soi t i n d é p e n d a n t de />» et <y. Dans
ce cas, les sys-ternes (i i) et ( 1 2 ) se r édu i ron t aux équa t ions

C ( À ) = : o ,
. a} .S^ B ( / ) -SB^^Qr^o,
2^B/Ri(}.) — 3 B j ( } Q -=o,

( j t î i sont équivalentes aux trois suivantes :

rA
^ rlll:" 0-

. f^l .,0^ ,>/^\2 ^ /^N^
-•IÂ - . , . 4-- ^ 2 - ^ a :::::3 -ï- "> 7 i - ( T' ?VÀ'^ d}-'^ \<1.y/ \^/7

^SÀ _ ^"A r)"A
'̂ .'r ^y ""' <)x ÔY

l/à première de ces condit ions fait voir que /, doit êire indépendant
de ^, la troisième que À aura la forme

/.rrç(y)4-(^)

et: la seconde que les f o n c t i o n s cp et ^ do iven t êire liées par l ' é q u a t i o n

, ̂  o /^^V

^ %i^"•ol^)/^y ^cp " •^•2

\àf) -^j^^'-——^^^^^^

On en c o n c l u t , comme dans le cas trai té dans le n° i2,

a -4- a by -l- cy2

1 , Â "'''/4-l'll^rT'l/<.^?

od les constantes sont soumises à la condi t ion

b9 — ac =•= g " ' — fli ̂  a"'.
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Le premier système complet se rédu i t ici à

, _, àV - âV
A(V;=: —— — À - - - r= o,

Ôq à[>

,,...,, àV .àV . , dV
B(V)..^»X^+(/.-^)^=o,

.,,,, , f)V ,^-^)V
L(V ;=~ .À^+B(Â)^= .O .

Pour intégrer ce système, je déduis de la dernière , en remarquant
que ron a

B(?.)=-.^+w±^+/w,' ,/ 4- ^gx 4- /^x'^

cix _ dy dz dp d<f
o o f -\-' 2 ffx 4- h.c^ b -h a'y 4- '̂ 4- /̂ ,̂ ,' ""'" <>

L'intégrale la plus générale de C(V) ̂  o sera donc, en représentaîU
par o une fonct ion a r b i t r a i r e ,

V::r©(.r,^',/y, u)
OU

^ /-' ^ //
I I -••'--• ,....,.,.„....,,,..,.„.,.....,...„...,.,.....,,,,.,,,,,,,., ^_.„ „„,„.........,......„„»..,.,.........„..„,„',,„ „ , ,„ . , „ , , „ «„— , ' ^ -

' ""^ f "t- ̂ ^x -i- ^.z'^ // -4- cy -{•' ^ -\~ ]i.r ""'" <J ""'" K. *

Avec cette valeur, B(V) :̂  o devient

d(P . r)q3 ,-,, , ,, ()(îî^ _/. 1 .4» \na) ~ :::::: o.
à.y à y . • / à a

Or, on aura

, QB^)-^B(Q) K B ( / ; ) - / . B ( K )
i> ( ") ̂  t-11"——^^^^^^^^^^^^^^ " ^.——^^^^^^^^^^^^^^^

_ Q_(p ̂  }, ̂  ) „« ^ ( ̂  4, /̂ ; ) ̂  ^ ( /^ ,_ )^ ̂  )
.,,: .»__^^^^ 4., .̂.,.._̂ .̂,.̂

— p \ih ^^\C\ i K -a - l ^(^-+"^)^ /^/_ ̂ ^ [̂  ̂  ̂  j Q .,,̂  K j - _..._^^^ - ç,

_ ^/r -^/î^ ) / ^ p \ ^ c/m —•q—^-^^
_ ^.{g + hx)u tq, .̂,« ..^,_^._^^^.
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En i n t r o d u i s a n t ce t t e v a l e u r , on ob t i en t le système

dx cl Y _ du _ dff
/'4- p.̂ '.r -h //..z'3 a -h a l\y -1- c^}'2 "" ;2(^' -i- ha') u 4- /.y o

La compara i son des deux premières fractions donne l ' in tég ' ra le

^ •A- hx --'- y. b 4- cy — a.v := ^—..—,--,..-...-,..„- —...... ..—-•.:,„.-.-..„„..„„- m consl.
^ ̂  / { j - ^(- y, [ ) -.1.- ('y -^ ^

De cet te inlégralc on t i re , en posant

b 4- cy = rn, ^ -[•- )ix —: //,

u ( //, •••••l- a ") -i- //• •"-- y./n :":• ---- - • - -' - - -- - 1 1 1 1 1 . 1 - 1 -— - 1 1 - 1 1 1 - 1 1 - 1 - -1 1-1- -..---..-.--- y,,
•j ( n ~i1-- y, ) — ( n — y. )

/l.a'^—a')^
< - ( a - \ - ^hy-^cy^)::-^ ,..—t/ / ( u ( t i -h a) — (//. — ff.)\-

h (/ -4- îî^'.^ -"i- À^'2} •.-- /^ — a2.

Si, n i a i n l e n a n i , on subs l i t ne ces va leurs dans l ' é q u a t i o n qu 'on
obt ien t , en comparant la première et la t ro i s ième f rac t ion dn système
s i m u l t a n é , on aura

hdx
f ^__ y^du.

[\ a1 ( / h v
':>. n // 411- -,-—.•.••.----11 - 1 1 1 1 - : - 1 1 1 - 1 ---11,--....-..-.--.-,.--......,._

c[v {n. "-}- cy.) — f //, — a) |-

ou, en r e m a r q u a n t q u e dn ̂  hdx,

^^( f l i ' j dn
c: [ v ( n 4- y.} -- ( n. — y.}]2a i l a dfi. -h ( H2 — a2 ) du

dont l ' i n t é g r a t i o n donne

( „... ̂ ,, ̂  ̂ ^.-/^ .....__^^^^^^^^^^^^^^^^^^ :::. const.
' / ( ('• — i )c v ( /< 4~ y. ) -~" ( fi -- ^ J

En remplaçant u par sa valeur, on trouve

, . , ! hq m^ "-- ̂  ! ! ,
(/&2— a^) u — —" ——•—— :•="• const.,
' / c ni — /^
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0 11
/'-.,).-- 3 r»-.y -|- fu-'1• îî '̂.2'' •

" 6'
" ' ta? •~- [ p 4- /.</) ̂  consL,

~b-+-cy ~\-g ^h.v

ce qui se réduit encore a

n-=:.+^f/.+/.y).

Iniroduisons enfin, ^ étant une fonction arbitraire,

^ :^^(y,u, (F)

dans l'équation A ( V ) = o, alors celle-ci s'écrit

àb à^j
A(ir).^ 4- -.T .:'=o.^ f ï ' or/

Or,
'>. À

A ((F) ::::: j ^ ^ . A ( / / 4 1 • " À 7 ) :;-,:i o;

par suite,
r;'̂
.-. • •::..: o.
^y

On conclut de cet te discussion que les deux intégrales communes
du système complet seront u et wet que l'intégrale intermédiaire cor-
respondante sera

n-r:/(u),

ou/représente une f o n c t i o n arhi traire

ff -(- h x — a b «-+•- c y — a
V -.r: -...—-..-...--,--—--.-..-..-...,,..— ... ^...............-.^..^.^..^-..^., 5

g -h // X -}- a h -4- CJ •-i-- a

»'--^+^(r+^/)-

Le second système complet conduit (le la inérnc manitii'ft i) la secoinic

«.'-=/(•.'),
intégrale i n t e n n é d i a i r o
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ou
^ , _ g -I- h x 4" a ^ -h c y — a

^ -{- Iix — a 6 + cy -4- a

,,'=,+.^(^-^)

, , - ff 4- h x — b -— c y
Bla)--^7:ï:~ï.^^

23. En considérant tous les cas possibles où l 'équation de Monge se
réduit à deux termes, on obt ient six cas qu'on pourra écrire

r -L- î. ,s' ==o, /• + ). t === o, /" -h ^ '==• o,

.s' --h- À t -"."»• <•:>, .s" -(- À ;•"-= o, ^ -4- À = o.

Le premier et le quatr ième de ces cas, comme aussi le troisième et
le sixième, se ramènent les uns aux autres par un changement de
n o t a t i o n . Dans ce qui précède, nous avons traité trois des quatre cas
restants. Pour compléter, nous allons ajouter encore quelques lignes
sur le dernier cas t "h À == o- Dans ce cas, les deux systèmes de carac-
tér is t iques sont confondus :

dz — p dx — q dy —- o,

dx r= 0,

dq 4- Àdy =: 0.

Le système l inéaire équivalent

A(V)=^=o,

B^^^-^o
ày l ôz à(j

devra donc admettre trois intégrales communes pour que l 'équation
différent ie l le admet te deux intégrales intermédiaires. 11 faut donc que
le système A(V) === o, B(V) == o soi fcnn système complet, ce qui, donne
la s'eule condition

AM=^o.

^nn. de l 'Éc . Normale, 3'1 Série. Tome XVÏÏ. — JUIN 1900. 36
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I l en résulte qu'on peu t chois i r pour la fonct ion X toute fonc t ion
indépendan te de p. Pour obtenir les deux intégrales, on aura à déter-
m i n er 1 es tro i s i n terrai es d u System e

d.v _ dy __ dz _ ciff
o """ i "'" (j ~" },(,r,y, ̂ , ( { ) '


