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SUR QUELQUES CAS PARTICULIERS

LEQUATION DIFFERENTIELLE DE MONGE,

Par M. W. KAPTEYN.

1. L'¢quation de Monge s'éerit
Mr-oKs--Le4+M=o,

oull, K, L, M sont des fonctions de @, y, 5, p, g ¢t p, ¢, r, s, Lrepré-
sentent les dérivées partielles du premier et du second ordre d’une
fonction z de deux variables indépendantes 2 et y. Cette équation ne
possede pas toujours deux intégrales intermédiaires; il faut pour cela
que certaines relations soient satisfaites. Je me propose, dans les pages
suivantes, d’abord de déterminer ces relations pour les deux cas par-
ticuliers ot I'équation de Monge se réduit a

aKs4 Li+M=—o0

ou i
I[" —t lal == 0.

De ces relations je déduirai ensuite la forme la plus générale de ces
équations et les intégrales intermédiaires elles-mémes.
[in réduisant un des coefficients & 'unité, nous écrirons les deux

cas dont nous parlerons
S At~ p.=0,

r—3t=o.
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Premier cas: s+ ht + p=—=o.

2. Les deux systemes de caractéristiques, toujours distincts dans ce
cas, §’écrivent
ds—pde —qdy =o, ds—pdr — qdy =o,
dx =o, dy —Adz=o,

- at)/ ~+dp -+ ldg=o, pdr 4 dg=o.

Les combinaisons intégrables de ces systemes correspondent, comme
on sait, avec les intégrales communes des deux systemes linéaires

A(V) = %3]’- -4%;’).:0,
et
A(V)= %%7:::0,
BV = = SE 0% Y =o.

Supposons maintenant que U'équation donnée posstde deux inté-
grales intermédiaires. Dans ce cas il faut et il suffit que chacun des
deux systemes de caractéristiques admette deux combinaisons inté-
grables, ou que chacun des systemes linéaires équivalents admette
deux intégrales communes. Or, on sait que toute intégrale commune
du systeme A(V) =0, B(V) = o, satisfait aussi aux ¢quations

C(V)==AB(V)— BA(V):==o0,
E(V)=AC(V)— CA(V) =0,
l‘ﬂ(V) o B‘:(V) — B (V) O,

Le systeme A(V) = (), lf(V) =0, ((V)==0, E(V)=0,F(V)=o0...
se réduisant & trois é¢quations indépendantes, on aura, d’aprés un
théoreme connu, deux intégrales distinctes.

Il faut et il suffit donc que le systeme A(V) =o0, B(V)--o,
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(V) = o soit un systeme complet et que, par conséquent, les équa-
tions E(V) =0, F(V) =o, ... soient linéairement dépendantes des
trois premieres. Cette derniere condition sera évidemment remplie
quand les deux équations B(V)=o0, F(V)=o0 dépendent linéairement
des trois premieres. Les conditions nécessaires et suffisantes pour
I’existence de deux intégrales intermédiaires peuvent donc s’écrire

E(V)=QhA(V)+ LkB(V)+{C(V),
F(VY=/R'"A(V)+LB(V)+UC(V)
et
By (V) =/ A(V) + &y Bo(V) 4+ 4, C (V)
Fo(V) =~ A (V) 4+ LB (V)+C(V),

en représentant par o, &, L W, KU, by, kL R, K L des fonctions
inconnues de x, y, z, p, g et par C,(V), B (V), F,(V) les formes
analogues & C(V), E(V), F(V) correspondant au second systeme
linéaire.
Du premier systéme linéaire on déduira aisément
C(V) = [A(p) -+ B()] ‘())Z —_ ‘())Y =0,

. N s OV
E(V)=[AA(p) 4 AB(2) -+ C(3)] f;); =o,
. . A
1 (V)= [BA(p) 4 BB (1) — C(p)] 1()7). = o;

par suite

hoesl=1=0o0 ¢l AN (p) - AB(2) + C(2) = o,

W= e =0 et BA(p) BB (%) — C(p)=o.

De méme, le second systeme linéaire donne

: IV LY
Co(Vy=A, (1) ’()}/’ A, (‘)‘)(‘,.

OV
})J; — A (p - /.x/)ﬁg = 0,

) ov NCAY PNCA
E(V)=AA () Jy -— A A (1) Dy — A A (p - 1q) Pr Oy
i ‘ i oV R R . OV
]41 (V) o [BIAI((J) o (q ([J” (},/- - l_]’lAl(/") — (,1()\)]7}‘;‘

S AL
e [ByA (p g = Co(p + k)] 5 = 0

s
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d’ou
. A1A1(_?\) _ JA_IAi([) +2Ag) _ AA(p)

hy=1/Fk =o, [, =

ALY T ApH+Rg) T A(R)
, , ., BiA(M) —C (A
hy=Fki=o, Iy =~ 1(1\1)()\) ()
_ BiA(p+2qg)—Ci(p+12q) _ B A (p) — Cl(pz)‘
Ai(p+2q) A ()

Les deux fonctions inconnues A et . doivent donc satisfaire aux
six relations suivantes, qu'on obtient apres une légere réduction,

AA(p) +AB(2) + C(2) =o,
BA(p)+BB(L) —C(p)=o0,

A1 I&1<7‘) == 0,
A A (p) =0,

A(p) [P A(R) = 2A ()] =B Ay () — Ci (),
Ar(2) [pAL(R) — 2A ()] == B AL () — Cy(2).
3. Pour déterminer la solution la plus générale de ces six équations
différentielles, je considere d’abord Ta troisitme et la quatrieme, ou

()?7. . ot 0
opr ' ’ ot

=20,

De ces équations on conclut immédiatement

= P ’*;”(Jr, VAR {/) = '*’H("”': NEET) (/)a
p=p0(x, y,35q) 4 o(x, ¥, 5 4),

o, b, 0, o ¢tant des fonctions arbitraires de , y, z, ¢. En substituant
ces valeurs dans les autres ¢quations différenticlles, celles-cise rédui-

ront 2 la forme
M[) 4= N=o,

M et N ¢tant des fonctions de z, y, z, ¢. Il faut done qu’on ait séparé-
ment M == o ¢t N = o. Or, dans les deux dernieres, le coefticient M se
véduit identiquement 4 zéro. On obtiendra, par suite, six équations
différentielles entre Ies quatre fonctions inconnues g, ¥, 0, w. Apres
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quelques réductions, ces six équations prendront les formes suivantes :

(2) = e — 1 g =t 5 s L oy — o,
Q 3}‘P+‘15§3~+123i’? zfi—f,,—ffa‘faq =
RS N R

5 ¢ At oy W ol — b -—‘lﬁ w92 J¢ i)j
) cP<()v s >+Vr Vg eI =74; +*( /o "oy
Jw do Jn Jdoy ()0 Wy, 09 Y
; AR A R D T Ao 7 90N .
(6) @ (()y a ()s> v o dyg — Uy —0y)= ¥ (.\()y 1 ():) ”()//

4. Pour intégrer ce systéme, posons

, J 0
M=oy + 75
et remarquons que
Ju ()11
11(07> 1[( ) —

u étant une fonction quelconque de z, y, =, ¢.
En introduisant cette notation, les équations (1) et (3) s’écrivent

J [09 J9
gl | =55
a0 29
1[07 e )] :
Si donc on pose
Jr
dq’
on aura ,
J _Jr
5‘,} — H(9)= i’

Qapres la premiere de ces équations. Avec cette valeur la seconde
équation s’écrit
Jt 09
H(E) =5
0z 05

Ann. de {'fic. Normale. 3° Série. Tome XVII. — Juix 1goo 32
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d’ou »
O=MHN(z)+[f(2 ), 9),
/ élant une fonction arbitraire de o, y et ¢.
En introduisant cette valeur dans I'équation
09 k ot
(');/“"' H(o) = Pk
on ohtient
1)1 4 ﬁ/_‘ Ot
ds  dg 03’
on a done

9g =
et par suite
0=H(z) +/f(2 ¥),

ou, en posant f(z,y) = o _ -+ ¢ 9 o H(/),

dy — dy s
T
'Z'-!—-fi) ct P == ()—’/ ()//(‘ 4+ /1)

Si maintenant on écrit
T f1 = log &,
on voit qu’on satisfera de la maniere la plus générale aux équations (1)
et (3), £ étant une fonction arbitraire de , y, z, ¢, en choisissant

1 Jdk r
v 9 0= y H (/).

5. Avec ces valeurs les équations (2) et (4) se réduiront aisément i

() ’)(:) " ()/

D;[/)q H() — —-ruﬁi._g(m?_hg.PJ o,
()0) i ()/I

][l ”(4’) 7 )}LJ")(""\"‘*’/LJ/)I

La premiere donne

do | 1 Ok
2 —H()— 1 S5 a(w0— ) = F(, 3, 2),
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et la seconde montre que la fonction F doit satisfaire & la condition

o OF_
dy T =
On aura donc séparément
aF X aF _
())/ - ’ gz @
et par conséquent
(A) 22— H() — 5 I (og — 04 = g (),

Jdy
g (x) étant une fonction de la seule variable .

6. Pour réduire les équations (5) et (6)

' o oy P . Jy
CP”(.!J)'}— ;)::-—')(—)-7-—‘.? (:)0-*—}4})* -!Jl[ 0) -~—-—{— ) -0—;/- =z 0,
()rn o ()0 ()0
Yy 0 - .«_»-.. pa— f Je— N - f —— { —— —
ol () -t J()’/ O(ovw — 0y — JH(0) iz ()(/ 0,

jintroduis dans la premitre

doy 1 ok

.._4..f1 — A
H() == 9 " 0w +2(we — 0)) — g,

d'apres I'équation (A) et
d0 1 0k
u LA
(¢) = "y Kk 0z
Avec ces valeurs, la premiere équation se réduit &

0 . ., A1 (LP Llj ok ()cp [ ok .
g (P I elop— O =— G0 e e Tk 0m T8

.. , . . 1 0k,
ou, en multipliant avec £ et en introduisant ¢ = - 97

P Lk(op — 0] == 52 (kY)+ 32 (hg) - ghe.
Or, comme on a

Jd ., 0 (dk e — 9
wkcp)«;;]@;) et 6/“9——()7(5’/‘)»

Jdx
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cette équation se réduit &

J ok a .,
7 [ Kwe =00y = 55 — s | =— T k0,

ou, en faisant attention i I'équation (A), &
d[ o, n—— T1_.9,,
2 |55 o) = ) | = 5L e,

De la méme maniere, on réduira la seconde équation & la forme

! J
" [df/ (ko) — "(/ﬂ{/)} = - (k).

En comparant les deux dernitres équations avec les équations du

n° 4, on conclut qu’on satisfera 4 ces équations, de la manitre la
plus générale, en choisissant
Fo=29 o ko= lH(),
Yo dyg o

o étant une fonction arbitraire de #, y, =, g.

7. En résumant, on voil qu’on aura

1ok — L
1 Jo I
Y=o 0T e

et il est évident que les fonctions 4 ¢t o ne sont pas entierement indé-

pendantes, parce qu’elles doivent encere satisfaire & la condition (A),
(ue nous écrivons

k A
k(60 = 0)) — :}3 gl =T (k) — (% (ko).

En introduisant dans cette équation les valeurs de £y et de o, on
obtiendra

i)+ 97— 097 = (% 4 i

1 Ol
ou, en posant g = 5 5,

do 00 o 0
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Solent encore
v
k— E 5 o it eh ;

h

alors la derniere équation prendra la forme

1 Jp I
o=21, 6— L
' p dy / p"(P)’
1 —_
e . 07 [ 5 H(v).

Il faut done, pour que U'équation différentielle de la forme
8 ot Ml -+ p==0

soit la plus générale, admettant deux intégrales intermédiaires,
qu’on ait

Y _()ﬂ

(7) b :{; (')'(/<[7P“|‘U),
(8) f [ —;; I (/‘)p...{.. "J),

ol p représente une fonction arbitraire de x, y, 5, ¢, ¢t u la solution la
plus générale de 'équation lindaire

(9) 1ipdo (,_‘,__ qdp\9s 1 (1),?_ y QL)Q_ = Y.
? pdg dy o ()//) 0z p\oy "19z)07 " o=

8. Pour déterminer i présent les intégrales intermédiaires, je

remarque qu’en introduisant les valeurs (7)et (8) dans I'équation
différenticlle, celle-ci se réduit 2

() ) ) —
ps 4 (.«),/([)p—ku)t-l H(pp-rv)=o,
ou

4 vy=o
7y (ppv)=o.
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Une premiere intégrale intermédiaire sera donc
pe+v=J,(2),

ce qui aurait encore lieu si v était parfaitement arbitraire.
Quant & la seconde intégrale intermédiaire, elle se déduira des deux
intégrales communes du systeme complet

ov
A(V)= o =o,
A ANAY ov
B,(V)_[J——-————()JL 7\--—~ ()+7\(1)-—~ = 0,
5 )V )V ov
V)= M) g = M) G = M 2 G = o,
ol
! A () =L 92, gy =14 42
A ( ) [[(P)y !\.1(/\)»-— P ()’I A (/) -+ )(/) b~ 0 ()’/
D’apres la premiere de ces trois équations, on aura
V=[x, ¥, 5, 9)-
Les deux intégrales communes de
o  of 1 J N /__“
Bl(v)"—”([)rj +) gy 95 pe ),/(PP '""J)oy I/ |~~ (/'r +J) 0,

L(V)= fu ()L L9 A <,2Wof
(V)= p (e )()// cagay 'y 7)/7) 0z

ou des deux équations équivalentes

()/' ()f v o

donneront la seconde intégrale intermédiaire.
Appliquons‘ maintenant ces considérations générales aux deux cas

spéciaux ol I'équation différentielle se¢ réduit & s+ p =0 ou 2
$ -+ AL = o.

(10)

1 =

,'~__‘ _r_()p .
umw i~ 5 o AU =0,
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9. Quand I’équation différentielle se réduit a

§+p=o,
on aura

)
Z:é;)(—q(pp—l—u)::o.

Il faut done satisfaire aux conditions

Py, 92
o9 7 dg

9
o

et & I'équation différentielle (9) qui prend la forme simple

Jds __dp

Jdz  dax’

1>

(S84

[923

Ces conditions seront remplies, de la maniere la plus générale, en

choisissant
do v Jo
O T e T e
P s’ oz’

¢ étant une fonction arbitraire de x, y, =.
Avec ces valeurs de g et v, on obtient aisément

pe o (p?7 4970,
F 0 Urr dw)

J3

I’¢équation la plus générale de la forme s + p. == o, admettant deux

intégrales intermédiaires, s’¢erit donc

()a()_‘{m )<__{?_2__q_k e o - o iy Ao | .
PER P\oyd= " 19z owdy  1ozos| T
ou, simplement,

On aura donc immédiatement les intégrales intermédiaires

do s do
il il = f(x),
do _ do Jo

ay = oy + 57 =S

/S représentant une fonction arbitraire.
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10. L’équation différentielle étant de la forme

$~At=o,

il faut que
= %H(pp -+ v)=o.

Les fonctions p et u doivent donc satisfaire aux conditions

H(p)=o, H(v) =o,

et & I'équation différentielle (9) qui se réduit a
S)’.) __dp

05 dr

Or, I'équation H(p) = ;)()‘P; + q%% = 0 exige que

p=q(z, ¢, u),

o étant une fonction arbitraire ¢t u == z — ¢y.

De méme, on aura
= (‘P(‘T? (/’ ”)7

les fonctions @ et ¢ étant soumises 4 la condition
Iy . 9¢

Jdu dx
On satisfera, de la manicre la plus générale, i cette condition en

choisissant
Jdo . Jo
4

PEEEgw VEYE 0L

s étant une fonction arbitraire de x, ¢, «
L’équation la plus générale de la forme s 4+ A¢ = o admettant deux

intégrales intermédiaires, se réduit donc & la forme

25-5'-+~ (e O . o A .
du P\ ou Jdq e dx dq Y dul 9
ou @
d(p97 97\
dy [du ~+ 9w == 0,
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La premitre intégrale intermédiaire sera donc

Jdo
1);)7 ()K f(l)r

J étant une fonction arbitraire.

La seconde se déduit du systeme complet

dp Ol / dp\ OF
/)= ;l'(}()y‘*“((“"/([(/)()-—

» _OF  dv [oF aFN
Q(f)~—P(-);‘*'@<(75,+(/(75>—0-

De la premitre, on tire

dy ds _dx _dyg
([r T T dp T o T o7
(/(/ P /cl(/
Qo
des—qdy d'y
e T dp’
dg

Une premiere intégrale se déduira de I’équation

dy ~1dp __10dp,
det 3 p da? = p 0q’
en effet

do _de _ %,
dy — dy Jdu

On aura (l()llb your l HlL(‘”‘I'l](/ ld )lus e \n 'ral dL ld xcmu, re (‘( ua-
? t>)
tion (“”(H (HI[.I(.“(,,

F=F(z,q,0),
ol

da _ d2

\

En substituant F = F, dans la secconde équation, on obtient

()/1 +Q(n) )/ = 0.

Or
Qw)=o,
Ann, de U fie. Normale, 3° Série. Tome XVII. — Jurx 1900, 33
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par suite
Fi="F.(q,0).

La seconde intégrale intermédiaire sera, par conséquent,

Jdo do .
yb’“[;"‘(_)rl "f(//)’

J veprésentant une fonction arbitraire.
Second cas : r— 12t = o.

11. Les deux systemes de caractéristiques, toujours distincts, sont
respectivement

ds —pde —qdy=o, ds — pdx —qdy == o0,
dy 4+ 1 dr=o, dy —1dr==o0,
(//) -+ A dy =0, (/[) — 2 doy o,

et les systemes linéaires correspondants

A(V) - %})’.__7.3;::0,
AL (V) = '())3; - Z,\T —o,
B(V)== g-\; —-—7.%—; 4 (p = 7.//)%\:_[ =0,
B, (V)= 3‘; u:})\f +(p -I-?.q)%g — o

Du premier systeme, je dédais, comme dans Te premier cas, les
(rois ¢quations

A% A A

GV = — A (L)~ A(p— 1) == 4 B(h) — ==

( ) ( )()‘}, i ([ /) 03 - ( )/)[) 2

A%

03

A%

. NAY ]
E(V)==— AA(7) ;5‘)7 +AA(p —2q) )] (,),/_)_ =0,

A4 [AB(2) + C(%
B (V) =[000) —BA(3)] 3;  [BAGp =) = € p =) 5% +BI(2) :j/Y -

Supposons maintenant que E(V) = o ¢t F(V) == o dépendent linéai-
Supposons maintenant que BE(V tE(Y l lent |
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rement de A(V) = o, B(V) = o, C(V) = o. Dans ce cas, on au

AA(L) AA(p —1q) _AB() 0
N Alp—1rq) - B (%)
BA(2)—C(3) _ BA(p—2qg) —C(p—1hqg) _BB(2)
AR - A(p—hy) T B

Ces conditions nécessaires et suflfisantes pour que les trois équations

A(V)=0,B(V) =0, C(V) =0 forment un systeme complet, se ré-
duisent aisément aux suivantes :

S 22 AN(2) — 3 mmo,

(1) >/\R(l)~——)’\(l)ﬂ(f)
) C(h) =
. 02 BB(%) — 3B (%) =
De la méme manitre, le second systeme lincaire A, (V) =o,
B, (V)= o conduit aux quatre conditions correspondantes
20 A AL (1) — 3A2(1) =0,
() 20 A B (1) — 3A, (1) B, (%) == o,
) C(2)=o,
228, B, (2) — 3B2(2) = o.
12.

Cherchons maintenant la solution la plus générale des équa-
tions (r1) et (12). Pour y arriver, considérons d’abord la premitre
équation du systeme (11) et la premiere du systeme (12). En intro-
duisant les valeurs de A (%) et AA(X), la premiere prend la forme

0 (‘)_7 —_) s 47 2 070 9. — @) (3 2 9.\ _
T\ T op oy ()p ) dg T adp dq ‘0/)) .

La premitre équation du systeme (12) se déduit de celle-ci en rem-
placant & par — %; on aura donc

Y a*}, a3 J%), Y 9?7\ @__7()__7; ()7 +75E>~()
<()/[ op 0y Jp? Jdq =4 dp ()// ‘dp) T 7

Par addition et soustraction de ces deux équations, on obtient

J%) , 0% FO\ 2 JA J%l dk dh
() o8 ()= 1

opoq " apag~°



2060 W. KAPTEYN.

[1 llll(‘,(’ldl() g(}l]Cl’dlC dt.‘ l(l (101 niere ec ll'l:tl()ll S (,Lll[
] LR
|( 7)’ ’[)) A(l,.,?'7(/>’

les fonctions ¢ et ¢ étant arbitraires.
in substituant ce produit dans la premiere, celle-ci prend la forme

W20

J*o (()qa \ 2 2T T oy
Qg —t — | =L T e e
T op? Ldp ) L

Le premier membre de cette équation étant indépendant de ¢, le
second indépendant de p, on aura

2 2
9({)'()——(3 — <—()—(—P> =Kz, y, 3),

op* dp
i ( AN
2")()(/" 3 .()(]) e K(a vz
N ..._,.4).,;-....,,%‘. SA e, (.‘1,, R )7

K étant une fonction arbitraive de x, y, =.
Or, la derniere de ces équations se réduil i

oy U0 (t”%“‘“ (2, 7,
b Gt = () =K,

par la substitution
! 1
[
Y 0,
Pour satisfaire de la maniere la plus générale & ces équations, je
pose
v ==a-+2bp -+ cp?,
o= - agg -+ het,

a, b, ¢, [, g,k représentant des fonctions arbiteaires de x, 2, z; en
substituant ces valeurs, on aura les intégrales les plus générales en
soumettant les fonctions arbitraires aux conditions

G(ac —0*)=K(x,y, 3),
(S h—g*)=K(z,y, 3).
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Il en résulte

o a-20p -+ cp?
(1;,) )\: h_WLi.,E;
[+ 289+ hy?
avee la relation
(14) b —ac=g*— fhh = o>

13. Considérons, en second lieu, la troisieme équation du sys-
teme (11) et du systeme (12) et proposons-nous de choisir les fone-
tions a, b, ¢, /, g, h de I'expression (13), de telle sorte que cette valeur
de A satisfasse & ces équations. Ces deux équations sontidentiques ot
se¢ réduisent i

0 ! Jh (_([ﬁ )(_)i [z (ﬁ’/; q J1N Jl
“tos T i )()/) dy 19z ) oy

“En substitnant dans cette équation

/~+- 2 gp + hyt’

<()g_;~#l,gzgg> , oP _(0913__]()0)])00

on obtient

) da ) < dp ~dy dy dy
N ol , 00 N aP JQ
M<Q?): . )( PO —pQ o =P 5
oll
ar JQ
')]’()-—~/)()~)~/~—- qP —)—7-?a/ “abfp-Fragg—abhpy*—acygpqg—aschp*q*.

Si maintenant on désigne les dérivées d’une fonction par rapport
Ay, s par les indices 1, 2 ou 3, I'équation suivante doit ¢tre satis-
faite identiquement :

(O ep)(f+2gqg+ hg*)[(f+a2gq -+ hg*)(ay+20,p -+ c,1p?)
(= 2bp -+ cp* ) (J1 4+ 250¢ + hg?)]
- (g o by ) (= 2p = ep) [(f + 2.8 - hg*)(@a+ 2 bap =+ c2p?)
— (a4 20p 4 cp*)(fo+ 2420 + hag*)]
== (af - bfp ~+ agq — bhpg* — cgpyq — chp*@*)[(f + 2589 + hq*)(ay=+ 2 byp + cyp?)
(@~ 20p 4+ ep?)(fy=+2 g0 -+ Iy )]
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En développant cette équation ’égalisation des coefticients des
mémes puissances de p et ¢ dans les deux membres donne vingt-cing
relations. Comme nous n’aurons pas besoin de toutes ces relations,
nous nous contenterons d’écrire seulement les sept suivantes ol nous
avons introduit la notation

(hihy=l;lk—Fk; h,
et mis en évidence les puissances de p et ¢ :

PRt o=— ch(csh),
PPt ch(e iy =—bh(csh) —ach(byh),
prgh: bli(egh) = 2ch(bh) === 200 (by/e) — ch(azh),
gt bh(a ) = o,
qi: 20g(arh) +20h(a,g)+ al(ash) =ag(a, ),
Pt ch(ec,hy=—cg(ec,t)y —2ch(cs2),
Pt cg(cyf) = o.

4. Les quatre premieres relations se réduiront aisément i

0 ¢’
g (7) =

d'ou
~(_}.E. b.\ il s (nl ()i ,/ ) S,
oxt /1> o a Js* 7[) =

On a done d’abord

1/ .
/[ = / =T SR A A S 0,

et ensuite

- I — -/;1;2 e AN O
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«, B, ¥, €, 1, O représentant des fonctions arbitraives de la seule va-

riable y.
~ N . ’ . , . o , .
15. Considérons, en second lieu, pour (l(.:mrlnlnel"/ll les équations

correspondantes a ¢* et p*g® ou

7 03

. ) Jd [a Jd [a Y
La premitre, dans laquelle - ( = — (7 ) =wv sont indépen-
) dy \ h
dantes de a, ¢st une équation linéaire dont on tire

o iU /)
% == -t A Yy, 3),

Y(y, 5) ¢tant une fonction arbitraive de y et z. En substituant cette
valeur dans Ta seconde équation, on obtient I’'équation lindaire

()'.!J~ hod (b 0 12 _()‘_ A h o [u
Dz b ds \h ‘J"'m()y 72) b os\v)’

<

d’ol
h 0 4 uw "
boom e e . JR R
70 ¢ Jy </¢> 5t /.(.7)-1,

L(y) représentant une fonction arbitraire de la seule variable y.

Or, le premier membre ¢tant une fonction de y et 5, il est évident
quon ne saurait satisfaire i cette équation qu’en égalant & zéro la
partic entre parentheses, ce qui donne
aead |yt

.//
- SR ST . ._-/_: :)‘- :

gy ey

En comparant les coefficients des mémes puissances de x et = dans
cefte équation, on ohtient aisément

' 7’ 2.1 vl 21
— sz e oo el g2yl — 2 7Cl 4+ '/’{5 == 0,

& @ ..
(lv)) -C; = n — '/
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d’ou
! NcU ! 1,
y’:‘3+9§s+f)’:y’;‘~’+(g—+&-> +p'= /~~+~C)<7—s—l——e—;),
14 4 7 4
et, par suite,
U
h™ 2~ + 2§

/,'

16. Pour déterminer enfin % je me sers de I'équation correspon-

dante & p*, qui s’¢erit aussi

U f_Iﬁi£~_£
dy T hocdy \h B

et de la relation

o -2 2 .
S 8 __bL—ac
I h? N2

En introduisant dans la dernicre ¢quation les valeurs précédentes,
on obtient

Va ,/\2
://7::..: ;; <[J.3 - (g) — [(§2— By )t 2 (y0 — Cn) a5 - (n* — ay)s®

A= 0 (L0 —fry) e = 2( 00 ~— al)z - 02— a5 |.

D’apres la premiere ¢quation, on aura done

()

o), &= fy) = p (82— By),

(,y(rfi —&n) = p (79 —&a),
()}’(" —oy) —ipp =p(nt—ay) —ip®

()y(cfj - {3”) _._[J(Cf - p”)7
Y

- !
g Y B Y L T il
()y(r1} of) — i IMIJ. 7 -+ ())’ <§)J = (00— af) — | 7

ol ! 19
sy LB BN e gy 1, B2
())/</ o) 2 C d.)’ z ) ["'(jz %) v - [

Or, d’apres les relations (15), la premitre de ces six équations est
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identiquement satisfaite; quant aux autres, elles se réduiront aisément
aux suivantes :

}’9,—" n% = 0,

nt— oy =§p'—ip?

go' + 67 — nﬁ’: pgo,

; : %
(it ay) =1 --P‘){3 “’idy( >

Y ¢
= ! ! 212
06/ — oB! — lf’.ﬁ.(@_>_r 6=,
2f) o3 — pg? 57 o\ 7 - 7z
dont on tire
2
pr=t
¢ = pi,

0 = Fé—q = 1,

7
P = 3pp 4 pt =0,
y0 — 0§ =o.

On aura done

----- 7 = (= pp) @t 280 — Ba) @ + (0P — ay —fp?)s?

-+ :><00——a€~- . %)z-i— <9"——a —-;—é)

Pour simplifier ce résultat, remarquons d’abord qu'on a
0t — oy — g pr=g (= ),

! .
10—t —ip G =4 =)

reop— i B =2 i)
par suite,

— = (= Bp)at 20— )z T (8 By) + 4 (' ) ("* ;)

Ann. de U'Fe. Normale. 3» 8érie. Tome X VI -= Juix 1goo, 34
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Déduisons ensuite des équations
p'— 3pp. 4+ pt=o,

J 2 o) — 2___ 2.
D;(Z—@/)—-H(C B7)s

75 (80— Bn) = (0 — B),

.‘L<?_‘>~o
dr\r/) 7

9 (8=,
dy\y/)

—_ 2khy+DB)
P=" Ty +Byr=c*’

les valeurs

ou A, B, G, &, ¢, 5, 7 représentent des constantes.
Avee ces valeurs, on obtient

S ks 4 C)r— ke (ke 4 A)* -+ hp?

h= iy +Bi—o*

ou, en introduisant, pour abréger,

ka - A =X, ky +B =Y, ks 4 C =1,
J = k(X2—p)
h Yi— g2 ’

17. En revenant aux autres proportions, il nous faut déduire des
équations précédentes les valeurs des fonctions o, 3, v, ¢, 7, 0. Choi-
sissons pour cela
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alors on trouve

Remarquons que les sept constantes ne sont pas entierement indé-
pendantes; en effet, on a

12 e gy Y (8 O
! = Yi gty T (Y= )R ’

ou

&

h™

¢ k(X2P—p?)
7 = T
a VA
At =i
b kX

LT Y =g

\

d’olt, apres une légere réduction,

. s pr(at == YA - propr—a(L—pX)? |
(16) o= (= XT) = p(l—g Y )? M

18. Démontrons maintenant que cette valeur de A satisfait & I’équa-

(1) Nous devons cette forme symétrique & une observalion de G. Darboux ; voirle méme
résultat sous une autre forme dans les Comptes rendus de I deadémic royale des Sciences
o’ Amsterdam, séanee du 25 novembre 1899.
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tion différentielle

LG AL SR Y
2ho: = \ox TP s ap op 793 oq’

ou, en introduisant

X = kx+ A, Y = /.) -+ B, 7o Lz + (),

an 92 (92 | OANOL  [(Oh | ORN 0L
0z =\ox T Poz)op —\ox " 707) oy

Posons, pour y arriver,

a I'équation

. J dJd 0 Jd
G=ox*rop  WEgv oz
P
A= ?:)7
el
P o= pr(a®*— Y?) + plopt— o(7 — p X )2,
Q== or(p*— X?) —ps?q* 4+ p(4 — g Y )%,

alors on aura
G(P)==o,
G(Q)=—o2gtX 4 2pp(L — q¥Y),
H(P)= aprY —20q(Z — pX),
H(Q)=o,

G () =— 12 -(:-g‘)),
. op
o) = G,
En introduisant ces valeurs et
O __ 2o 0k 2 0Q
op P op’ oy — Q aq’

il reste 4 faire voir qu'on a I'identité

N )1 (. )P Q
%7 <Q‘W 1)‘3> (.(Q)i—— kll(l’)(-)"

Or, cette identité se vérifie aisément.
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19. Revenons maintenant aux équations restantes des systemes (11)
et (12)
() [ 22A B (2)—3A ()B (1) =0,
/ [ 22A, B, (1) —3A,(2)B,(2) =o,
et
08) [ 2B B (1) —3B*(2) =o,
[ 22B,B,(2) —3B2(%) = o.

Par addition et soustraction le systeme (17) se réduit i

(;/—«(,(/)-t—o/?ill()) /ﬁII())()/ - ’(1(7)211,
(19) ¢
) .0 ()/ .
( 22 7 60 o) n(/)g 16000+ WO
et le systeme (18) &
. oA [ GG (R) < RHH(R)] = 3G () 4 22 H2 ()
(20) ; MG () = AGH (2) = G (1) T (7).

On vérifiera aisément que la valeur (16) trouvée pour A satisfait aussi
aces deux systemes. En elfet, en posant

l)
=g
on aurd
) Goy=— GQ 20
6/7‘1( \)""""— ()/“; () “ ;)'[;G(Q),
() ()()
Gy e O G(Q) 7 G —GQ) 5
),; i(h) = 97 0 \ . Iy
9 L op
0 oy 2l Pop T,
;)f H(2) = ap P L i ,
s OVI(P) ) )
77“’(7‘)‘“ })’;;———P + P ()(/II(I),
GG (L) =2 G*(Q) (—)IQ(.(. Q)
H(P)G(Q),

GH(L) = HG () = — —2)

>
HH (1) = .’l’f_—fll
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En introduisant ces valeurs, les deux systemes (19) et (20) se ré-
duiront aux suivantes :

d .. . 0 N ()() or
. S 2057/(1(@_3 7 I(P)=G(Q) 5> — H(I ))01 ’
[ 2p ;;33(,(0)_20 J . (l’)_(.(())ﬂ-—l[(l’)f)—(—),
[ 2QGG(Q) — G2(Q) = 2PHH(P) — HX(P),
(22) | G(Q)H(P) =G (Q)H(P),

qu’on vérifiera aisément.
Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant :

Pour que Uéquation différentielle r — \*t = o posséde dewx intégrales

intermédiacres, il faut que \ ait la forme (16).

20. Considérons, pour déterminer les intégrales intermédiaires, le
systeme complet

()V A%
A(V)u— '7\ ‘()—/‘; =0,
()V Jv _ v
B(V)-—- — — )\"(‘j.')‘, -}= ([)—-—).( -(*)':: 230,
5, 9V
(J(V)_.——A()\ p Tl [2% -+ /A(7)1 ()“' ~+ B (%) 7 =0,
ou le systeme Jacobicn équivalcnt
A oV L9V
(V)= 97 — 2 p =o0,
)v m_;- A() OV 2B(2) oV (V)
( ¢ pAt LRAA)OY —_ )
BO(V) = ARy, s ALY op =0=B(V) lA(/)’
()V 27 4 (/A(/) av B(l) A% C(V)
(1) I e o e = :-—-——uw——
Gy f).)’4 Ay 093~ K(hy dp ¢ A(2)

D’apres la condition C(A) = o, on sait que la valeur (16) de % est une
intégrale de C(V) =0 ou de (’“"(V) = 0. Pour déduire de cette inté-
grale une intégrale commune de BN (V) = o et C"(V) = o, posons

A=¢, BW@)=o,  BOUBM(R) =0,

v
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alors on tire de la relation connue
23BB () — 3B2(A) = o,
0. 093
Cherchons maintenant & déterminer une fonction
V=10,(9:, 93 %, q)
satisfaisant & I’équation BY(V) = o; on devra avoir

J9, 90, 4 0 __
S Eer Pl 7

et Pon sera ramené & trouver une intégrale du systeme

dyoy,  dyy, _dy
TS e IO ...;,,.

Pa @3

qui peut ¢tre remplacé par I'équation unique

d*op 3 [dy\*
5 @)

L’intégrale premiere de cefle équation

1 <(l’[l|>2 N .
— | == ] = const.
i\ dy

donne alors Uintégrale commune cherchée

5= 05 = B4
P 8 T T
Pi ,

Cette intégrale commune satisfait aussi a Péquation AW (V) =o. En

effet, on aura

A l’fffflj —A ll‘.f}%il] — l‘__)(_,:’:l|;ngn(x) —3A00) B()] = o

Pour trouver la seconde intégrale commune, nous écrirons le sys-
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teme complet sous la forme

y oV AA() OV 2R+ qhA(R) OV _ , ){ (V).
AB(V)= 9 " By 9y B () 9z =o=AV)F 1 pEy
A ,
B (V)= ‘;L—x%—y+(p—7\q)f()-;:o:u(\/),
(V) = Al \(7\) oV ’7\‘1‘(//\()\) Q_Y_r:(): C(V).
op B(h) ()_y B 0z B(2)

La seconde de ces équations admet I'intégrale
V=z—pr—qgyr=1¢,.
Pour en déduire une intégrale commune de B® (V) =0 et C# (V) =0,
je pose

O =ds  COCO(Y) = b

On trouve alors

0 e === 505502+ 5775 | =~ i e |

(‘[ A‘J B(O)C(A)—2CB() _ ACB()
B(7) B2(2) Bx(2) "’

ou

parce que C(A) = o.
Or, on sait que
CBO) —BC(AW) =F() =o,

par suite,
et

La fonction

sera donc I'intégrale cherchée.
Posons maintenant, pour trouver une intégrale commune des trois
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[@¥]

équations de notre systeme complet,

ey ARG = AR () =
alors on aura

) = AGu) +)

.L
ny’
dans laquelle

Al — ""’Al _%_z_q) l L, BOYAG)—ABOY A

B (% B(7) B
el
R N N L B)60) =208
Gl nC { ..ﬁ..(_)_;\ .M,,l,ﬁ_(,ﬁ ______ ;
Par suite,
‘ A(2)
(2) (- — —— N
/\ (/,l) /.! - ‘().)
of
ACTAC (y) == AP () = A () l;(*f}(‘(/.z)»
ol
L TAMY T BOYAAY) —AO)AB(L)
A A | = B (7) -
ot

o TAMYT . BOYCA(G) —A(R) CB()
Y ““Bﬁﬂ]“ BT =0,
parce qu'ona d’abord CB(A) == o et ensuite CA (A) — AC(A)=E(%) =o.
On voit done que la fonction
,, = A
ST
satisfait au systeme considéré.
Iintégrale intermédiaire prend done la forme

w Ao._z’
- lm.), ’

olt [/ représente une fonction arbitraire. En remarquant que

B*(2) _ B*(}) A*(})

TR T AE() 7'

Ann. de UEe. Normale. 3 Série. Tome XVII. — Juix rgoo.

w
T
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il est évident que I'intégrale intermédiaire se met aussi sous la forme,
[ étant encore une fonction arbitraire,

)

Nous avons <Ion(‘ trouvé une intégrale intermédiaire, parce que les

deux intégrales = (” et !-;—-(v-)z du systeme complet sont indépendantes,

comme on le demontrurait facilement.
La discussion du second systeme complet A((V) =0, B, (V) =o,
C,(V) =0 conduirait, de la méme maniere, & la seconde intégrale

mtermédiaire,
ARy B
x ”/[ f)l

olt /"représente de nouvean une fonction arbitraire.

Considérons encore les deux cas spéciaux ott A est indépendant
de x, y, z, et celui ot A estindépendantde p et g.
Dans le premier cas. I'équation différentielle aura la forme

ot - ')/:/; e (/ﬂ'«“
/ 0 w/-| ha*

0,

olta, b, ¢, [, g, h sont maintenant des constantes satisfaisant i la con-
dition
O ac— g — fh = a*.
[’intégralion ne saurait se faire comme dans le cas général parce

quon aici B(A)==o.
Pour intégrer dans ce cas le systeme complet

AN\
A oV NNCAA
B (V) - ;j,)‘,‘ —A ;))/ =4 (I) "/.(/) “(); IO,

—C(V) == A (7) 5 —i~ [27%- +—-r/A(7)]~—Y =0,
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je déduis de la derniere équation

o A(D)

dr  dy ds _dp _dy -
2h+gA() o o’
dont I'intégrale générale s'éerit, » ¢tant une fonction arbitraire,

V=uol(x, p, q, w),
ol

En substituant cette valeur dans Uéquation B(V) = o, on obtient

ol
B(uy -~ 'M o l/'j"'7d/ R ")')'::fl_‘ » A»()_').‘ .
ALYy 2+ qgA(d) AWy [2h +=qA()]

De cette équation je tire le systeme

de  du dp _dg
B e T

dont I'intégrale générale sera
g =g (ps s ),
dans laquelle ¢ est une fonction arbitraive et
vem (pa gy —=3)A(L) 42022 - 2y,

La substitution de cette intégrale dans I'équation A(V) = o donne

Av)=(px-+qgy—z)AA()+ (y—=2z)A(L) +4laA(7)+ 2y A(d),

ou, parce que
25 AA (D) —3A%()) = o,

A(v)== :-;)7; (pr+qgy —s)A* (W) +3(hx +y)A(h) = —))—; A()).
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270
Pour intégrer, on a donc le systeme
“ dyg  dp  akd,
TN T 35AG)

1

qui admettra les deux intégrales cherchées.
En comparant les deux premieres fractions on obtient
dp d
SN/ A
a-+2bp +cpt o f 4 2g0q 4 hg?

dont I'intégrale
g A hg — a
et e (P CONSL

btep—ag
bt-cp~oa g-hg+a

Remarquons que cette intégrale prendrait une autre forme quand

o == 0.
Pour déterminer la seconde intégrale on pourra réduire le systeme

a la forme
hedly cdp )
g+hyg—a  becpaa 3y
’ ' /RS c/) — T (bt eptg -t hy) ’

.'; A= g -
En ajoutant les numérateurs et les dénominateurs, on obtiendra
oy

R PR

o /,([,/ ¢ dp
gy e b eep b

“8

-
d’on
O e /l/ A
<"/ ) Uy, s const,

Vi ep o

On auradoncune intégrale intermédiaire, / étant une fonction arbi-
traire,
wy = (),

ol
. bd-ep-—oa g-4-hg—oa
§P) ) S s S s e e
YU b ep o g 4= hg 4o ’
&A= Iy — - ., .
el x ’—3 L) Aokt - aly].
2 <b-t- C[M"a) [(pa -1y A(L) +oltz -+ aly]

Une discussion analogue du second systeme complet donne la se-

conde intégrale intermédiaire
sy == [ (o)),
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0
~J
]

dans laquelle

o b+ P — % g /u/ “+ o

/)-l—c/)—&-.,c "—}—/u]~—a

22. Supposons maintenant que A soit indépendant de p et ¢. Dans
ce cas, les systemes (11) et (12) se réduiront aux équations

;0)
228 B (1) — 3B (1) =
1) =

—= 0,

9/1;13(/)~40n

I 0,

qui sont équivalentes aux trois suivantes :

~

AL LY AN (()7 __,(()7.‘2
‘L<0w¢'4" d)§>" 1L> - \Qr) ’

WALy
Drdy  dx dy

La premiere de ces conditions fait voir que 2 doit étre indépendant
de z, la troisitme que A aura la forme

L= aly)b(e)

et la seconde que les fonctions et g doivent étre lices par I'équation

(92) ~ag 0% = CZS
uy> oyt ’

On c¢n conelut, comme dans le cas traité dansle n° 12,

5 — r(~u9/;y7}-(‘y'-
S HAomx A+ hat’

ol les constantes sont soumises i la condition
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Le premier systeme complet se réduit ici &

oV ov
TN e I
A(V)= oy )’()p 0,
B(V)= -f):‘;,-)f)l “+ (p ——7(/)‘——\[-“~ 0,
Y A%
G(V)=— L i =B )()) =0

Pour intégrer ce systeme, je déduis de la derniére, en remarquant

que 'on a

b - cy + & -+ /11
BO) =22 _fl' g -+ hat

de dy ds _ dp dy
o T o T fhagr 4 he'  Ucybga-hr o

l’intégralc la plus générale de C(V) == o sera done, en représentant
par o une fonction arbitraire,
Vesola,y,q,u)
oll
:‘ J? 5 J
S age - hat T by g he Q0K
Avec cette valeur, B(V) == o devient
do ();(J B« do
dx '()_y » du

Or, on aura

B(u) == IB(E)—3sBQ)  KB(p) —pB(K)

Q* UK
_Qp—2rg)—2(g+hz)s  plh-—Ic)
"""" 0 o K2
+/l’)u '///
QW\(/z re)Q - K] — 214 - ~4
..... _%@ﬂ@iwﬂyﬂﬂ
- Q 0 K (i)

2(g +hx)u g

Q Q-
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En introduisant cette valeur, on obtientle systeme

d.r - dy B du _dyg
SAege++haer T a2by eyt algha)u-1qg T o

La comparaison des deux premieres fractions donne I'intégrale

g+he-—~o bcy—a
P - etz consl.
gl o b cy + o

De cette intégrale on tire, en posant

b - cy = m, &= hr=—n,

v(n--a) A o
I T e —ee Oy
vin o) —(n-—a)

hot(nt— o)y
el 2by - cy?) ho ) .
‘ ' : [vin-4a)—(n-—a)l*
([ =280 -4 haet ) — o,

Si, maintenant, on substitue ces valeurs dans 'équation qu’on
obtient en comparant la premitre et la troisieme fraction du systeme
simultané, on aura

(n?*— o2y du

hdy = — R R

ha*qghv ’

Y a——— S —

cluvn o) — (n—a))?

ou, en remarquant que dn = hdx,
) . heatghy dn

anwdn - (n?—o?)du = ey .
¢ [v(n o) —(n-—a)l

dont I'intégration donne

hotaqhy

N e gyt S
( ) (¢—1)c v(n-+e)

- =z ¢const.
)

En remplacant v par sa valeur, on trouve
plag

hg m? - z*
(,LQ____‘,Z‘B)U’___ .,./ R,
¢ Mm—n

== const.,
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ou
‘- o o0 4 et -
z - s./.J_?f’——f«--}:-»* — (p -+ q) == couslt.,
b+cy-—g-+ha

ce quise réduit encore a

2. ( .
m) (p-+=21q).

[§ SIS 5
Introduisons enfin, ¥ étant une fonction arbitraire,

o =d(q,u, )

dans I'équation A(V) = o, alors celle-ci s’¢eril

ob oY
Al );ju; + }}r/. o
Or,
Vo) — P A ) o
/ u),_l;( ) P othg)ono;
par suite,
o
dy

On conclut de cette discussion que les deux intégrales communes
du systeme complet seront u et w et que Uintégrale intermédiaire cor-

respondante sera
(A% _/( Y ),

olt / représente une fonction arbitraire

s ha—a btcy-—a
R e e e ’

2h v
- '”'U“) (/) -+ 7,(/).

W 5
Le sccond systeme complet conduit de laméme maniere i Ta seconde
intégrale intermédiaire
wl = f(0),
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ol
R ha o b+cy—o
T g+hr—abicy+o
tms P (p—
W=z li,().)(P 2q)
et

o+hx —b—c
B,(M)=— o8 X O
Sregx+lha?
23. En considérant tous les cas possibles ol 'équation de Monge se
réduit & deux termes, on obtient six cas qu’on pourra écrire

r+2s=o0, re-ht=o, r-+1=o,

s+ ht=o0, s+ A =o0, () =o.

Le premier et le quatrieme de ces cas, comme aussi le troisieme et
le sixitme, se raméenent les uns aux autres par un changement de
notation. Dans ce qui précede, nous avons traité trois des quatre cas
restants. Pour compléter, nous allons ajouter encore quelques lignes
sur le dernier cas £ -~ A = o. Dans ce cas, les deux systemes de carac-
téristiques sont confondus :

ds —pdr —qgdy =—o,
dx =0,

dy - ddy = o.

Le systeme linéaire équivalent

)’V
A(V) == 5)/-)— = 0,

JV IV .0V
B(V) = —*—()y ~=q ’(}Z — A (——)(/ =0

devra donc admettre trois intégrales communes pour que 'équation
différenticlle admette deux intégrales intermédiaires. 11 faut donc que
le systeme A (V) = o, B(V) = o soitun systeme complet, ce qui donne
la scule condition .
Ay =2% =0
p

Ann. de [’ e, Normale. 3¢ Série. Tome XVII. — Juix 19oo. 36
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Il en résulte qu’on peut choisir pour la fonction A toute fonction
indépendante de p. Pour obtenir les deux intégrales, on aura a déter-
miner les trois intégrales du systeme

de _dy ds deg
o T 0 T g TR, v, e )



