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METHODE

DE

DECOMPOSITION DES POLYNOMES ENTIERS

A PLUSIEURS VARIABLES

EN FACTEURS ll{l’\]:ZDUC'l‘IBLES,
Par M. Harris HANCOCK.

Le professeur Max Mandl (Journal de Crelle, t. 113, p. 252) a donné
une méthode pour décomposer un polynome entier & une variable &
coellicients entiers en facteurs ivréductibles (). Laméthode suivante
est une généralisation de celle que le professeur Mandl a donnée pour
les polynomes & une scule variable.

Je vais d’abord montrer comment un polynome entier & £ variables
et 4 coellicients entiers peut élre transformé en un polynome entier
i £ nouvelles variables ne contenant que des coefficients entiers et
POsiLifs.

Considérons d’abord le cas le plus simple, celui des polynomes &
deux variables

T =n

| . &
(1) Sy 23) = g a2 3 e gl Y

=0

ottnest le degré de f(x,, @,) en @, el olt azg(m=0,1,2,..., 7)sont
des polynomes entiers en @, i coefficients entiers.

(1) Ces facteurs sont des polynomes entiers 4 coellicienls entiers. Nous ne considére-
rons, par conséquent, dans ce qui suit, que des polynomes de cette forme.
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Nous pourrons donc écrire

o
Ay==y,g-+ Ay Lyt Ay oLy ~t= o oot Uy 0 T2,
A== @,y & Oy Ty Uy X o Ay 1T

2 .
(1) CAy== g+ @y g Tyt Uy g X5 o b @y, 252,

An== g, p= Q1,0 Ty~ Ay T3 A=« oA=Ly n XY

ou

N "1:

- y

g == Wy,
Yz

(T==0,1, ...,1),
ol n, est le degré en z, du polynome ar (w=0,1,2,...,7) el ol

M==0, [y eu s 2
Yest-i-dire les entiers correspondantaux plus hautes puissances de .,
dans les expressions de ay, il peut y en avoir qui soient précédés du
signe moins. Nous les multiplierons par — 1, ¢ce qui nous obligera i
placer le signe rmoins devant un certain nombre de @ dans (1); mais
nous garderons le signe plus devant a, dans (1) en multipliant par — 1,
si cela est nécessaire.

En écrivant a, = 2, -+ hr dans (1) et choisissant le nombre entier
positif 2, suffisamment grand, nous pourrons changer ax en

V=0, I, ..., . . B
am< ro “) sontentiers. Parmiles entiersa, (m=o0,1,...,n),

Nt

g
- . "‘ - l;’
o Wy, gy
Yzl

(m=o0,1,...,n),

VEZO, Ky ey Ay

ou toutes les quantités a”,<
! M0, 1, vy, 2

) sont des entiers positifs
ou nuls.

Une limite inférieure pour /4, sera déterminée par la méthode
donnée ci-apres. Des lors, prenant pour £ un entier positif supéricur
au plus grand des entiers 2x(w =0, 1,...,n) et éerivant

Ly &y N,
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nous changeons a, en

v o=n,
ro ' oy
g == (l.,m; "Z“l
vz 0

(m==0,1,...,1n),

V=m0, 0y ey Ry

) sont des nombres positifs
T==0, 1, ...,

ol toutes les quantités a;',“<

non nuls.
[’expression (1) devient alors

(1) Sy, 2y v h)=d,xt==a, 2tk Ea.

St Te second terme de Pexpression n’est pas déja précédé du signe
plus, il peut toujours étre rendu positif en éerivant — 2 & la place
de @, et changeant ensuite le signe de 'expression tout entiere, si n
est un nombre impair. Nous pouvons donc considérer e second terme
de (I') comme positif.

Dans (I') nous faisons la substitution

RE= .1,"l e A'(.’l.’fl )

ou
k(@y)=op2'f - otpy &l ™ 4. .. - agy

et choisissons les entiers p, ay (A==o0, 1, ..., ) suffisamment grands
pour que I'expression résultant de cette substitution

(Im) F (x|, z,)=co+ c;&) + e +. ..+ cpal

ait tous ses termes positifs, les ¢ étant des polynomes entiers en x;, a
coefficients entiers positifs.

Les raisons pour lesquelles nous pouvons choisir ainsi ces quantités
résultent de ce quisuit. Prenons le casle plus défavorable, dans lequel
a, est positif, @,_, = o, tandis que a,(v=o0, 1,...,n—2) sont tous
négatifs.

Nous pouvons alors ¢erire (1) sous la forme

[ ’ S 2 ! b,.n—-s !
@, — (x4, st A ay).



92 HARRIS HTANCOCK.
Soit 1 un entier inférieur ou ¢gal & tout nombre du systeme des
entiers

(l(yJ,ln ”Il,n: DR (I:l,,,/lf
qui entrent dans @, de la méme manitre que les entiers correspon-
dants non accentués entrent dans les formules (1), et soient M; des
entiers ¢gaux ou plus grands que ceux du systeme de nombres

’ ! ! .
”(),i, a’l,i’ LI ] ”/l;,/ )

et soit, de plus, M un entier supéricur ou ¢gal aux entiers
M;(i=n—2,n—3,...,0).
Formons I’expression

(@ (Yl — M S (@ e o X ()t
= () A X)),
oll
(@) = e e ) e 2 -, -t

(Y Ry Py By oo oy My )s
Nous voyons que expression
()l — Xty

ne contient que des termes positifs tant que ( > /.
Supposons que iy s0it supéricur ou ¢gal aux entiers

gy Mpyegy ooy Ny,

et, pour abréger, posons
2ty b ().

Formons maintenant U'expression
(b) et — Nk () (2 - 2t b ),
KEn vertu de 'identité
sy (g — 1) (2 e 2 e 1,
Pexpression (&) peut s”¢erire

(&) Py~ [ g (g 1) — MA( ‘.1,. NN L B A SR IR LR Ry
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Si dans (67) nous posons x, = &, + 1 + ak'(x,), expression dans

\ n. . . ny 1
laquelle # () =2 (x,)™, ol = = —-,)1‘ sim est pair et =2 si n; est

impair, et si, de plus, nous choisissons I'entier o de telle maniere que
Pon ail pe*>M, nous aurons une expression dans laquelle il n’en-
trera que des termes positifs. Des lors, a fortiore, cette substitution
rendra positifs tous les termes de (a) et aussi, par suite, les termes
de (I').

Si maintenant le polynome (1) est décomposable en facteurs, de
fagon que I'on ait

S oy ey) =g (x, ay) b(x, z,),

.
.

olt g el désignent des polynomes a coelficients entiers, on peut
éerire

SLa v hQay), @y o ] B, 2))
gL e (@) e R L e k() @ -l

s (a, wy) U (2, ay);

ou (), ) et U, x,) sont entiers en 2, 2, ¢t a coefficients en-
tiers; el réciproquement si F (a0, 2,) == P (2, 2,) Q(x\, 2,) ot P el Q
désignent des polynomes & coeflicients entiers, on a aussi

Wy k(g D)y g = | 2P = Je (g P), 2= 1] Q [0y— L (22y =), 0y — J2],

ou
Sy iy ) == p (g vy) (e, 2y),

ol p(2,, ®,) et ¢q(a,, x,) sont des polynomes entiers en z,, z, i coef-
ficients entiers.

Des lors, si f(x,,2,) est décomposable en facteurs, F(x|, x},) est
aussi décomposable en facteurs; et, a tout facteur irréductible de I'un
des polynomes, correspond un facteur ireéductible de Vautre.

Notre probleme revient done i trouver les facteurs d’un polynome
tel que

F (i) == cy-t= ¢y, Cotd 4. . . Ccpf,

oit les ¢ sont tous des polynomes entiers en , & cocfficients entiers.
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Considérons maintenant un polynome a trois variables /(x,, a,, @,);
il peat étre écrit sous la forme donnée pages g1 et 92, mais mainte-

nant les quantités
< VIZO, 0, o.vy g
Fv,m M= 0, 0, .., N

ne sont plus des entiers, mais des polynomes entiers en x, a coelti-
cients entiers. Nous pouvons écrire, par exemple,

—_ .2 N s
Ain == Ao, 1,0+ Q1,1,n T3 Ao q,n Tyt oo Ay 1,0 T

ou n, , est le degré de a, , en x,; ct nous avons, en général,

oz
=, o

AN oy
Ay, === ¥, Ay
=0

VIZ O, 0y ooy Rp
T2 0y Iy ouuy R ’
ol n, - est le degré de @, en x,, et ott les nombres

( POy Uy ouuy Hyqe ’
Apo,me VIO, 0, o, My )
\ T O, T, .,
sont entiers.

Dans le polynome

[ (&g, gy 3) == @yt @y &y~ g} b @, 2,

faisons les substitutions
Ay T ‘7'; -t /’(n

Xy =l = Ry (),

ct choisissons /4, et £, () de telle fagon que, dans I'expression trans-
formée

o' N e ! ol / R / NI e gt
olay, &%y &) == 2| -, gtV a2ttt el

les quantités «,, @, ,, ..., a, soient des polynomes i coefficients en-
tiers et positifs en ), &), et tels que tous les termes possibles exis-
tent (puisque aucun terme n’est détruit par les opérations effectuées

plus haut) et que tous les coelticients soient positifs.
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Posant maintenant
= &Y A gy (2, 2%),

nous pouvons transformer cette expression en une autre dans laquelle
tous les termes sont positifs.

Si le degré de la plus haute puissance de ), qui entre dans
w(w,, o, ;) est D, tandis que celui de 2 est D,, et si entier M est
supérieur ou égal aux coefficients des termes négaltifs qui entrent dans
cette expression lorsque Uentier pest inféricur ou égal aux entiers qui
entrent dans «,, il est certain que la substitution suivante a la pro-
pri¢té voulue

g 1 (e YT (L )

ol
D, Dyt
dy s =2 o =2,
0 o
) Dy~
(/3 s 02 ou A 3
2 2

sutvant que D, et Dy son( pairs ou impairs, et ceci lorsque po® > M.

Bn général il est clair que nous pouvons déterminer nos quantités
de telle fagon que, si dans la fonction f(z,, @,, ..., 2;), nous faisons
successivement les substitutions

yv v -’
T e I = ,10,
/ "
X pey g b Ay (20,
» s 4 ;l /] -’ . 0,
oy 22 Ay b Py (X Xy ),

' R, N
Xy Ay g (X Ty Ty )

..................... e,
v - ,1/ o/ ol /] !
£y 2y A M (Zy Xgy oo oy Xy ),

s ,,’ ’./ ’
Xy X A g (X Ty oy Xy ),

tous les termes peuvent étre rendus positifs.
En effet, si Dy est le degré de la plus haute puissance de
xy (h=2,3,..., k) qui est précédée du signe moins, et si 'on a

), Dyb1 . S "
dy = ,,").': ou ——— suivant que D, est pair ou impair, les substitu-
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tions (') suivantes ont la propriété voulue [voirla formule (&), p. 92]:

wp= T - oy
h=k
R R H (1 2y, )0y,
7 :-i-{:l
(=2, ..., k~—1),
po >M,
L=k
ay== 2 A1 ]—I (1 - a5)™,
Sy

Pt e M,

ol I'entier M est supéricur ou égal aux coefficients des termes néga-
tifs qui y entrent, tandis que U'entier . est supérieur aux entiers qui
entrent dans a,.

Il en résulte aussi que on a inversement

ay g hee= Ey
' PR
gy gy e Ny (2= Py ) gy I (Er) = Epeys
’ - b .« !
Cp oy mm &gy Dy (Epy En) 7 Elns

A ) /’:i(il.-, Cltn C ke 2) Chtr

........................ trraveruaay
/ ) p z P -
1y Lo = ijey (Epy Ejiovs ey lu) Cue
! p t- .
aly iy Ny (E gy By oo By) 0 Cy

Comme dans le cas de deux variables considéré plus haut, il est
évident, ici encore, que, i tout factenr irvéductible du polynome donné,
correspond un facteur irréductible du polynome transformeé, et que,
a tout facteur irréductible du polynome transformé, correspond un
facteur irréductible du polynome donné. Il suffit donc de considérer
les facteurs irréductibles du polynome

(1D (g, @y ooy Zp) =7 Cot Cr il - Cyy 4 bt

(1) Puisque dans le développement suivant 'ane des variables, par exemple a4y, nous
pouvons toujours supposer que les coefficients de la plus haute puigsance et le coefliciont
de la puissance suivante en a; sont tous deux positifs.
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N

ou les ¢ sont des polynomes entiers & coefficients entiers positifs.

Avee le professeur Mandl, considérons le polynome /() comme
un produit de facteurs linéaires. Si y désigne une racine réelle, et
a —+ i une racine imaginaire de /(x) = o, ce polynome peut s’écrire

S(2) =AM (z — y)I[(2z — a)*+ £2],

olt A, estle coefticient de la plus haute puissance de « dans /().
Si nous posons ensuite x = o'+ A, 1'expression ci-dessus devient

flz'+h)=F(z') =AM (2'+ A —y)N[(2'+ h — a)*+ 2].

En donnant & 4 une valeur entiére et positive qui ne soit pas plus
petite que la limite supéricure des parties réelles positives des racines
de f(z)= o0, nous voyons que F(2') et tous les facteurs réels de
F(x") ont des coefficicnts entiers et positefs.

Pour déterminer cette limite supérieure, posons

fx) == Ajr" 4 A=+ ..+ A,

et soit & = p(cosO +zsin0) une racine de I’ cquatmn S(x)=o0, la
pdl‘tl(‘ réelle pcosh étant positive.
En substituant cette valeur de « dans /(«), nous avons

Aop”? 4+ Aypttcos@ -+ Ayp”=2cos20 4. . .- A, cOsSng =o,

et 'on a lalimite supérieure cherchée en prenant pour p une valeur
satisfaisant & I'inégalité

AOP’L'—'IAi I Pn——i___ } ’)\2 | pn—‘z .. ____I A/z Zo

Le professeur Mandl donne une méthode qui permet souvent de
trouver de plus petites valeurs de p.

On voit donc ainsi que nous pouvons donner & I’entier £ qui entre
dans la formule

. ! e !l ’ 11 - Y
fxp, 2y+ )y =a,ztta, 2.

une valeur telle que les coefficients a), (k=o0,1,...,2) soient des
polynomes entiers en «', 4 coefficients entiers et positifs, et que tous

Ann, de UEe. Normale, 3° Série. Tome XVII. — Mars 1goo. 13
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leurs facteurs réels soient aussi des polynomes entiers en ar, i coceffi-
cients entiers positifs.
De méme, si, dans I'expression

It ! Ll =1 - !
dpxtEay, itk R,

nous donnons & 2, la valeur s(cosy ~ isin), nous pouvons déter-
miner une limite supéricure de @, soit o = £(a,), telle que, lorsque
nous ferons la substitution
ay= ) -+ h(x)
I’expression (1I)
F(x\,a)) =co+ e &, .. .+ e

non seulement ait tous ses termes positifs, mais, de plus, soit de telle
nature que tous ses facteurs contiennent des (ermes positifs.

De méme, dans les substitutions de la page o5, nous pouvons dé-
terminer les quantités

/'07 /II(""’A‘)v /’:!('1'2-1 "'I/.-,j)y R /'/."'l(.'ll’/,‘a -"'/, 1 ...,.I'.,")

de facon que, Torsqu’on fait ces substitutions dans le polynome
S (xx ., ay), le polynome qui en résulte, non seulement ait tous
ses termes positifs, mais, de plus, soit de telle nature que tous ses
[acteurs réels ne contiennent que des termes positifs.

Si, de méme, le polynome

V(e yy ooy g) == €y v~k cprd e el

qui a été formé. comme on I'a dit plus haut, est égal au produit des
deux polynomes

B (rg, gy ooy ) = g~ A2y g2t Aoy,
Wy, &ay ooy ) == Dymtm Dyy 4= by e e Dy,
. , ,
il en résulte que I'on a

k=

(1) Cp= Z by,

kg

(re=0,1,...,0).
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Nous avons donc & déterminer les deux systemes de polynomes
entiers 4 coefficients entiers

Ay @y @y -..3 boy by by

qui satisfont & (III).

Le fait que nous pouvons supposer tous ces polynomes entiers par
rapport aux variables résulte de I’extension d’un théoréeme du 4 Gauss
( Dvsquisitiones arithmetice, p. 42) d’apres lequel, si un polynome
entier en @, dont les coefficients sont des polynomes entiers en z,,
Zy, ..., 24 est décomposable en deux facteurs qui sont entiers en x,
et & coefficients rationnels en x,, @;, ..., @, il est aussi décompo-
sable en deux facteurs qui sont entiers en tous les «.

Comme la méthode employée pour la résolution du systeme d’équa-
tions (III) est au fond la méme que celle donnée par le professeur
Mandl, je ne ferai que 'indiquer bricvement.

Nous écrivons le systeme (III') sous la forme

1 @by =cy,

(1y) ‘ .
[ agh,+a,by=2C,,
ol
k=r—1
“ ul
Gp=c,— Z a/rl)/-—/w
k=1

Il en résulte que
ayby+a,by=C,=r¢,

Agbg~+ 0y by=Cy=cy— a, by,

Afin que les équations (IV) puissent étre résolues, nous remar-
querons d’abord que C, ne peut contenir que des termes positifs,
puisque les @ et les b ne contiennent que des termes positifs, et, de
plus, que C, doit étre divisible par le plus grand commun diviseur
entre a, ct b,. Ce diviseur peut toujours étre déterminé par l'algo-
rithme du plus grand commun diviseur.

Supposant pour le moment que «, et b, n’ont pas de facteur com-
mun, nous déterminons un polynome entier des mémes variables,
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a coefficients entiers et positifs ¢ tel que
ayB -+ byA =d,

ot A et B sont des polynomes entiers & coefficients entiers (non foreé-

ment positifs).
Nous en déduisons les expressions

diy=— N0, - a, K,

Vio)
( ) db,.= B b, — b, K",

ol
KW= Ab,-+ Bb,,

et olt K est par conséquent un polynome entier i coefficients entiers.
Puisque da, et db, ne contiennent pas de coefficients négaltifs, il en
résulte que — Ab,+ a, K@ et Bb, — b,K® ne peuvent contenir que
des coefficients positifs.
Supposons alors que 'on pose

Abp==q™ a,-- r,

oit ¢ est un polynome & coefficients entiers, et ot 7V est un polynome
de méme nature et formé de tous Ies termes de Ab, qui ne peuvent pas
étre arrangés de facon & avoir «, en facteur, Pautre facteur élant aussi
entier par rapport aux mémes variables, et & coefficients entiers. Dis
lors les coefficients de ¢ doivent étre inférieurs ou égaux aux coeffi-
cients correspondants de K@, ce qui détermine une limite inféricure
pour les coefficients de K.
Nous pouvons éerire de méme

(a) Bb,= QM b, 4 RO,

Il est clair que les coefficients de Q© doivent étre supéricurs ou
¢gaux aux coefficients correspondants de K, ce qui détermine une
limite supérieure pour les coefficients de K.

Nous pouvons donc écrire
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ol KW peut étre nul et est aussi, comme K, un polynome entier
a coefficients entiers.
Des lors, nous avons

— R}
da,,:_._ AC,-—*— @, B_C.’___I{___. — (ZOK(”
be
ou
— (0)
. da,_:_(.{g.'%l}___aolc(f)’
(Vi) y

db,=R® + b, KD,
K1 = Q0 — KO = Q) — (Ab,~ Ba,).

De méme nous pouvons écrire

—_ (0}
(B) dCr—ag R QW+ R,
by
ot Q" et R™ sont des polynomes de méme nature que les poly-
nomes Q@ et R® définis plus baut. Comme conséquence de cette

identité nous avons la relation QZK®™, de sorte que ’on a
K = Q) —Km,

ol K® a un sens analogue & celui déja donné pour K et K.
Nous en déduisons

da,= R + g, K3,

(V) dCp— by R

db,— — b K®),

a,
( K® = QU)— KW = Q) — QW 4 (A b+ Ba,).

Si nous écrivons
dC,— b,RM

— 0, Q)+ RO,
«y

on voit que R® = R, et les expressions écrites plus haut commencent
ase reproduire elles-mémes.

Des relations (V©@), (V) et (V®) nous déduisons des systemes de
limites supéricures pour les coefficients de K(©, K" = Q©® — K ¢t
K® = Q" — Q4 K@, Nous choisissons le systeme qui donne les plus
petites valeurs pour les limites supérieures des coefficients de K.
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Une limite inférieure de ces cocfficients a été déterminde plus haut.

Si les limites supérieures sont plus grandes que les limites infé-
ricures correspondantes, nous chercherons entre ces deux limites les
systémes de coellicients qui satisfont & (V). Les valeurs des coelti-
cients qui sont les mémes pour la limite inféricure et la limite supe-
rieure sont fixés dans K.

Si un ou plusicurs des coefficients correspondant i la limite infé-
ricure sont plus grands que le ou les coefficients corvespondant i la
limite supérieure, le probleme n’a pas de solution et le polynome
Flx,, 2y, ...,x,) estirréductible.

Si, enfin, les polynomes @, et b, ont pour plus grand commun divi-
seur D, de sorte que ¢, = &, D, b,==b,D ¢t C,== C, D, nous remplace-
rons dans les expressions (V@), (V) et (V®)ay, b,, C, par «,, b,, (),
ct nous multiplierons le résultat final par D.




