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MÉTHODE
Ï)E

DÉCOMPOSITION DES POLYNOMES ENTIERS
A PUJSÏEtinS VAÎUAS.iLES

EN F A C T E U R S I R R É D U C T I B L E S ,

PAR M. HAnnis HANCOCK.

Le professeur Max Mandi ÇJournal de Crellcy t. H3, p- 2^2) a donné
une méthode pour décomposer un polynôme entier à une variable à
(coefficients entiers en facteurs irrédiictibles (<). La méthode suivante
esl une général isalion de celle que le professeur Mandi a donnée pour
les polynômes à une seule variai') le.

Je vais d'abord rnonirer cornmeni un polynôme entier à k variables
et à coefficienis entiers peut être transformé en un polynôme entier
à k nouvelles variables ne contenant que des coefficients entiers et
po^Ulfe.

Considérons d/abord le cas le plus simple, celui des polynômes à
deux variables

Tî = n

( 1 ) /( ̂ î. ̂ 2 ) ̂  ^o "t- ^i «^i 4- <^2 ̂ i 4-.. . 4- cin x\ := ̂  a^,
-'îl^O

ou n est le degré de /(^, ̂ 2) en a^, et où a^Ç'n = o, 1 , 2 , . .., n) sont
des polynômes entiers en ̂ à coefficients entiers.

( î ) Ces facteurs soril des polynômes entiers à cofâfïiôienis entiers. Nous ne considére-
rons, par conséquoni, dans co qui suit, que des polynômes de cette forme.

Ànn. de i'Éc. Normal; 3° Série. Tome XVU. — FÉVBIKR 1900. ï2



QO IÏAÎUUS IÏÂNCOCK.

Nous pourrons donc écrire

(0

ou.

OQ = €Ï^Q -+- ^1,0^2 4- ^a,o^ J 4- " • • 4" ^/^o^?%
ai =r ^o,, -h a^i ̂ 2 -h ^â,i ̂ l 4"... 4- <^/^i^S

^2^- ̂ ^ 4- ^1,2.^2 4- ^^,8.^1 + • - • 4- ̂ ,̂ ;S

a,t== Oo,^4- a^rt^a + ̂ s,/^ 4-. . . 4" ̂ /̂ .n.'̂ ",

v.-/^

la71: :=::'' j^à ̂ ^^i
V ::= 0

" (7r=o, 1, .. . ,^) ,

où n^ est le degré en x^ du polynôme a^ (îc == Oy ï , 2, , . . , n) et ou
âfv,7c( ^oy r ? " > ? ^ sontentiers. Parmi les erïtiersa,^(7i: ==o^ ï , ..^n),
c'est-à-dire les ent iers correspondant aux plus haules puissances de x^
dîins les expressions de a.^, i l peut y en avoir q u i so ien t précédés du
signe moins. Nous les mul t ip l i e rons par — î , ce q u i nous obligera l\
placer le signe moins devani un certain nombre de a dans ( I ) ; mais
nous garderons le signe/^ devant ̂  dans ( I ) en m u l t i p l i a n t par — i ,
si cela est nécessaire.

Eu écrivant .Ta==^+/^ dans ( r ) et choisissant le nombre entier
pos i t i f /^ suff isamment grand, nous pourrons changera en

v-:.-̂

^7t=^ ^V,W^

V ï ^ O

( T T = O , t., . .,, n),

où toutes, les quantités a^^^ ̂ -.^ ̂ ^ ^^ ̂ ^^^ positifs
^ /(. .—„ Vy 1 , . . , , ^A y »

ou nuls.
Une l imite infér ieure pour h^ sera déterniinée par la méthode

donnée ci-après. Des lors, prenant pour A u n entier positif supérieur
au plus grand des entiers h^==o, i, ^ ^ n ) et écrivant

^=^3 "f hy
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n o u s cl langeons a^ en
v =,̂

^==^ ci^^
v ::= o

(7r=;o, i, . ..,/Q,

où toutes les quant i tés a^ ( v ^ 0 ^ î t --^ sont des nombres positifs
\ ̂  —— ° » ï 9 • • ' •) n j

non nuls.
L'expression (I) devient alors

(r) /(^i, ̂  •+- ̂ ) = a,x'[±a^ x^ ± .. . ± a;,.

Si le second terme de l 'expression n'est pas déjà précédé dn si^ne
plw, il peut toujours être r e n d u p o s i t i f en écrivant —x à la place
de x, et changeant ensuite le signe de l'expression tout entière, si n
est un nombre impa i r . Nous pouvons donc considérer le second terme
de (F) comme positif*.

Dans (I') nous faisons la subs t i tu t ion

ou
,r,=^+Â-(.^)

/f(^==ap.2;^ +ap,„l^•"l."h. . .-4-aoâ,

et choisissons les entiers p, a^ (À= o, r , . . . , p ) suf f i samment grands
pour que l'expression résul tan t de cettesubstiUjtron

(I I ) F ( ï\, ̂  ) =: Co -f- Ci X\ -+- Câ .2-12 -+-..."(- C,, ̂ ^

ait tous ses termes positifs, les c étant des polynômes ent iers en x^ à
coefficients entiers positifs.

Les raisons pour lesquelles nous pouvons choisir a ins i ces quant i tés
résultent de ce qui suit. Prenons le cas le plus défavorable, dans lequel.
d^ est posit if , d^^ = o, tandis que ^(v == o, ï , ., .,n—2) sont tous
négatifs.

Nous pouvons alors écrire (F) sous la forme

// ,y./l___ / / y ' mil1-- • 2 _1 // ,yt/Ï—3 l ï // \a^ x, — ^ a,̂  .z , -+" ^^., ^ ,z ^ 4-. .. -t- a y ).
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Soit jx un entier inférieur ou égal à tout nombre du système des
entiers

a{},ll'^ ^1,/lf * • • î ^"n^v

• q u i entrent dans d^ de la même maniè re que les entiers correspon-
dants non accentués en t ren t dans les (brnuiles ( i ) , el so ieul M/ des
entiers égaux ou plus grands que ceux du système de nombres

^O,/? a\,b ' - • f ^'//(,/ '»

et so i t , de p lus» M un ent ier supé r i eu r ou égal a u x entiers
M^Çi ==== n — 2, n — 3, . , . , o ).

Formons l'expression

(a) ^{x\Ynx\ — M [1(^)^-4'^ 4-^(4 Y1^^ 4- . . .
+^(.r,)^.r,4^(.r,)^.],

OU
v / /^ y/»»,.. „„."/ L -y.'v—i .1 ,^'v"-a i i •»1./ , t i' *^ \ ' " "2 / "'~1"" ' a ' a ' " a -••i-» . . "-t- d:- ^ '-t1-- i

(v •:^ n,i, n/^..,,»g, //.,/„...;}, . . ., /^,),

Nous voyons que l 'expression
V / ..../ u' _ V / ../ y^ { j. g ; — ^w { a ̂  y ,

ne contient que des termes positifs tant (lue i ^> /.
Supposons que n^ soit supér ieur ou égal aux entiers

11,^,..^, ^/l-ft» • o • 9 ^••1}V

et, pour abréger, posons
^(O^^Â^.r,),

Formons maintenant l'expression

(&) ^ - M^(^,) «-̂  4-.rï-1-3 -..t..... . , 4- .r» 4" ï).

En vertu de 1/identité

^ :;:::: ̂ i 4- ^1 (^i — î " ) (^"^ + .r^ 4- . * . •-}- .̂  41 î ;.

l'expression (&) peut s'écrire

(^ /) p^i 4" [^ (.ri - 1 } ~ U/ïi^ )] [a^ 4- ̂  4-. . . 4- ^i 4- î:|.
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Si dans (fY) nous posons x^ == x\ -+-1 -h c/.k\x^), expression dans
laquel le K Ç^) = ̂ (.^y1, où r. == ^ si n\ est pair et /l)L-—'- si ^/ est
impa i r , et si, de plus, nous choisissons l 'entier a de telle manière que
Fou a i t [xa^^&î, nous aurons une expression dans laquelle il n'en-
trera que des termes posi t i fs . Des lors, a fortiori, cette substitution
rendra posit ifs tous les termes de (a) et aussi, par suite, les termes
d e ( I ' ) .

Si m a i n t e n a n t le polynôme (1) est décomposable en facteurs , de
façon que l'on ait

/(.ri, j^) -: y(^i? •^) '-K^ ^a),

ou y et 4' désignent des polynômes à coefilcicisl's entiers, on peut
écrire
/[.y^-i.-.../•(.:^;),al,4-l[^j^F(.r^.^^

^:. ̂ \ + A-(.y,), ̂  ̂ h\ ̂ |>, + fc(^), ̂  4- h]
::.:<l»(^,^)r(^,<);

où $(^, ̂ ) et V(,Tp ̂ ) sont ent iers en x\, ̂  et à coefficients en-
tiers ; et réciproquement si F(^ » ̂  ) == l^C^i ? ̂ } Q(^{ » ̂ ) ou P et Q
désignent des polynômes h coefficients entiers, on a aussi

iq,ri-Â-(.r,-y/),^-A:|^

ou
/ ( ̂ 'i, -^ ) ̂  P ( «^i » ^'2 ) q ( -^i > -^2 ).

ou p{x^ ÛG^) et y(^» ^'a) so^t (•les polynômes entiers en x^ x^ à coef-
ficients entiers.

Dès lors, ^ïf(x^x^ est déeomposabl.e en facteurs, F(<rp.r^) est
aussi décomposable en fadeurs; et, à tou t facteur irréductible de l 'un
des polynômes, correspond un f a c t e u r i r réduct ible de l 'autre.

Notre problème revient donc à troum'Ies facteurs d'un polynôme
tel que

F(^i»^'ii) î—^o+ Ci^t1^ c^a:^ -h. . . •+- Cn^if

où, les c sont tous des polynômes entiers en x^ à coefficients entiers.
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Considérons maintenant un polynôme à trois variables f(x^oc^, x^y,

il peut être écrit sous la forme donnée pages 91 et 92, mais mainte-
nant les quantités

/ v=o, i, .. .,^ \
^V.TT )\ 71=0, i, .. ̂ n /

ne sont plus des entiers, mais des polynômes ent ie rs en x^ à coeffi-
cients entiers. Nous pouvons écrire, par exemple,

ai^== 00,1^4- ai,i,,^T3+ ^â,i^1 "+"• - • +" ̂ .,^^3'^

où n^n est le degré de a^^ en x\ ; et nous avons» en général,
(A=^

av17t=: $1 ^v.^Ï
[A ̂  0

/ ^=o, ï, .. ̂ n^ \
1 P\ TF =o, i^ . * . , n I

où n^^ est le degré de a^^ en ^3, et où les nombres

p. := o, r, ..,, /^,w
v -:û, f, .. ., n^^(A^,7r S v "=û, f , . . ., n^
\ TT == 0, î , . . . , n

sont entiers.
Dans le polynôme

f{x^ x^ .^3) = a^ -h ^1^1 •4- ^a.rj 4- . . » 411- a^a'^

faisons les subs t i tu t ions
.̂ 3:::= ̂  4--//o,
^=^«4-Ai(^),

et choisissons Âo et Âi(^) de te l le façon que, dans l 'expression trann"
formée

m/ /v» w'1 w/ '\ ^.w ^/ fy,ft ji // .fy.ri^l »..U ^J /y, ft.-^ S ».;A ,̂ «.L.,. ...,/
^ \ 1^ l? M- 2 » (z' 3 ) —— ^'/t w t • ^fl-'i tlt î —— ^rt- 2 ^ 1 —— * • ' -»1- ^^u »

les quanti tés d^ d^ ^ , , .., d^ soient des polynômes à coefficients en-
tiers et positifs en x^ x^, et tels que tous les termes possibles cib"
tent (puisque aucun terme n'est d é t r u i t par les opérations effectuées
plus haut) et que tous les coefficients soient positifs.
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Posant m a i n t e n a n t
.^r=: a-\ +/^(.y^ .̂

nous pouvons transformer cette expression en une autre dans laquelle
tons les termes sont posi t i fs .

Si le degré de la p lus liante puissance de x^ qui entre dans
9(^, ̂ , x ' y ) est D^ t and i s que celui de ̂  est 1)3, et si l 'entier M est
supér ieur ou égal aux coefficients des termes négatifs qui entrent dans
cette expression lorsque l 'entier (J. est i n f é r i e u r ou égal aux, entiers qu i
entrent dans a^, i l est certain que la subs t i tu t ion suivante a la pro-
p r i é t é voulue

•TI -=:: ^[ 4- i + a(i + .0 (̂1 + y^

où
/ Dg D g + ï

Cl» "-:•:: --— 0 \l ».——.......̂ ,.- 5
'À ^

, 1)3 .I),+î/4 ^^ .......̂  o u »-L..—.. ,
rt 2

suivant que IL et D» sont pairs ou impairs, et ceci lorsqne y^^> M.
En général il est clair que nous pouvons déterminer nos quantités

de (elle façon que, si dans la fbnctioo/(;r^ a?y, ,..,^), nous faisons
successi vemon t 1 es suhsti tu fions

.r/e > :,;::- .T^+- //»?

.r^-,-i—.'r^,^.-(-^i(.-x4),
A .̂..â — x^ 411" /(a ( ̂ 4» ^^-.i )»

.t^«g=:: ^4.-...a •+- ^3(^4» ^/•-i^ ^^â )»
. . . . » . . . . . « . . . . , , . . . . . . . . . . . . y

.r̂  ::.::: .y^ 4- hf^ ( x^ x/^^, . . ,, .^3 ),

^î =• ^\ -4- A^^i ( ̂ ^, .r î, . . ,, x\ ),

tous les termes peuvent être rendus pos i t i f s*
En e f fe t , si Ï)\ est le degré de la plus haute puissance de

.'̂  (X == 2, 3, ,. *, fc') qu i est précédée du signe moins, et si Von a
^4==-^ ou, .——1 suivant que D^ esfc pair ou impair , les subst i tu"
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•lions (1) suivantes ont la propriété voulue [voirh formule (//), p. cpj :

a^-= x'f, 4- ï 4-a,
>.=A

.-r, = ,y;. 4- ï 4~ a "J J (ï 4- .4 ̂ ^
?,=/-i-i

(^::9, . . . , / . — ï ) ,

jAa ;> M,
\^k

.ïi-= .r^ 4" .ï -h a TJ ( ï 4- .r'lyS
X:"2

p.a^ > M',

ou rentier M est supérieur ou égal aux coefficients des termes néga-
tifs . qui y ent rent , tandis que l 'ent ier [x est supérieur aux ent iers q u i
entrent dans a^.

Il en résulte aussi que l'on û i n v e r s e m e n t

^ ——:.^, -. //();:-^.,

.T ,̂...i "̂  ^'/•-..l """" ^1 { ^ ' 1 , — — ^o) """ ^/—î ~" ^1 (^•) :':1:"111':1' ( Â • - • - ^ • »

^^-y ::1:::< ^•-"•si " //^ (^•? ^-1111^•1 ) :!LI;1:1 ^••-1-^

^,^-::/r^...;s— //:,(^4 . -:: /r^,...;s-1— //;((^., ^•,-...1, ?/;-..,..&) " l^^:^•-. .ft»

^•2 :T::: ̂ 8 '—' ^Â--y (?/•» ^:-î. • • • ^îî) ::::TI:: ̂

^•'i ='.z'î-1-" ÀÂ-i (^»^- i» • - -^ïî) •"-"•^i»

Comme dans le cas de deux variables considéré plus Inuil» i l est
évident , ici encore^ que, à tout facteur i r r éduc t i t ) l c du polynôme donné ,
correspond un fac teur i r réduct ible du polynôme t ransformé, et que,
a tout facteur irréductible du polynôme t ransformé, correspond un
facteur irréductible du polynôme donné. Il suf f î t donc de considérer
les facteurs irréductibles du polynôme

( fi 1 ) ( .^i, .r^, . . ,, Xk ) =• Cy 4" Ci ̂  -h (^ x{ 4-" . * . -lllh €„ x^,

( 1 ) Puisque dans lo dévoloppemont suivant runo des varlalîlcs, par exemple «ri, nous
pouvons toujours supposer que les coefÏKïîonis dé jà pins lumto plussanefô cl la eôelïieiôist
de la puissance suivante en x^ sont tous deux positifs.



MÉTHODE DE DÉCOMPOSITION DES POLYNOMES ENTIERS, ETC.. 97

où les c sont des polynômes entiers à coefficients entiers positifs.
Avec le professeur Mandi, considérons le polynôme/(.r) comme

un produit de facteurs linéaires. Si y désigne une racine réelle, et
ci -4- /P une racine imaginaire def(a?) == o, ce polynôme peut s'écrire

/(^) r= Aolï(^ - y)ri[(.:r ~ a)^ (32],

où Ao est le coefficient de la plus haute puissance de oc dans/(;r).
Si nous posons ensuite x==x'+h, l 'expression ci-dessus devient

f^x'^ h) -=. FC.^) = Aoïl(^4- h — y) ^[(.r/-+- h — a)^ p].

En donnant à h une valeur entière et posit ive qui. ne soit pas plus
peti te que la limite supérieure des parties réelles positives des racines
de/(.T) ==== o, nous voyons que F(»r') et tous les facteurs réels de
F ( ^ ) ont des coefficients entiers et positifs.

Pour déterminer cette l i m i t e supérieure, posons

f{x) = Ao^ 4- Ai ̂ f^ï "4- ... -1- An,

et soit x == p(cos0 -h ^s inO) une racine de l'équation f(^) === o, la
partie réelle pcosO étant positive.

En subs t i tuant cette valeur de oc dans/(^), nous avons

A,o p^ -h Ai p"~"1 ces ç + As pf^•~~2 ces 2 y -h < . . 4- A^ ces /^ 9 = o,

et l'on a la l imi te supérieure cherchée en prenant pour p une valeur
satisfaisant à l'inégalité

A ..,n \ A i ,,n—l 1 A, /^•—is _ | A 1 = r\0p"'—— | t\^ j p — j ./ig ? * . . —— j A^ | > u*

Le professeur Mandi donne une méthode qui permet souvent de
trouver de plus petites valeurs de p.

On voit donc ainsi que nous pouvons donner à l 'entier À qui entre
dans la formule

/( /r 'r' -4- li\ — n' 'r'1' 4"' n1 nf^--\ -(- ~ .̂ //^'i ? •z' 2 4-- //' ; — CT/f. "'--1 •—" ^//.-"i •z' i -— ' • • — ^o

u n e valeur telle que les coefficients ^(k = o, î , . . . ,/^) soient des
polynômes entiers en x^ à coefficients entiers et positifs, et que tous

Ann. de l'Éc, NorrnaÎ€y 3e Série. Tonne XV ÏL — MAISS 1900. î 3
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leurs facteurs réels soient aussi des polynômes entiers en ^ a coeff i -
cients entiers positifs.

De même, si, dans l'expression
./ ,...// -.(-. ,./ ,y,n--ï >-.{- --(-- /•/

C/^.-t j[ .J» t^rt .,i J1 i —— - • « ^—— "() »

nous donnons à x, la valeur ^(cos^ + ^s in^ ) , nous pouvons déter-
miner une l imi te supérieure de o-, soit a==/c(^), telle que, lorsque
nous ferons la substitution

^=<4^(.^)

l'expression ( I I )
F ( X\, ̂  ) = C<, 4« Ci .̂  ^" . . . 4- Cn^'

non seulement ai t tous ses termes positifs, mais, de plus , soit de t e l l e
na tu re que tous ses facteurs cont iennent des termes positifs.

De même, dans les subs t i tu t ions de la. pa^e cp,, nous pouvons dé-
te rmine r les quant i tés

^O» ^1 (^/-)» ^i(-^ ̂  1 )» ( " • » ^•"l ( ( / 1^ •r/' l » ' " • » ( /^)

de façon que, lorsqu 'on ( a i t ces subs t i t u t i ons dans le po lynôme
/(^, , . r<, , . . . ^), le polynôme qu i en résulte, non seulement a i t , tous
ses termes positifs, mais, de plus, soit de telle na ture que tous ses
facteurs réels ne cont iennent que des termes p o s i t i f s *

Si, de même, le polynôme

V ( ̂ l » ̂  - ., ̂ k ) =•= ^o + <h ̂ \ + f'î -^î + * . . -h Cn ̂ ï »

qui a été formé, comme on Fa di t p lus haut , est égal au produi t des
deux polynômes

<I> (.rî, :r^ .,., .̂ .) = ̂ o 4- ^i ̂ •i 4- c/si^î 4-, . . •]-4M• r/y.r1?

W (.3-1, ̂ ^ . . . » ̂ ^) = ^<, 4- />î-.rî 4- (^\ 4-.. . . 4- -̂....̂ T"̂

i l en résulte que Fon a
A'^.r

( ï l l ) 1 1 e,^^a^h,^
If.".-:: 9

(r^ro, f , ..., ̂ ;.
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Nous avons donc à déterminer les deux systèmes de polynômes
entiers à coefficients entiers

OQ, a^ a^ ...; b^, b^ b^ . . . ,

qui satisfont à (III).
Le fai t que nous pouvons supposer tous ces polynômes entiers par

rapport aux variables résulte de l'extension d 'un théorème dû à Gauss
(Disquisùiones arithmeticœ, p. 42) d'après lequel, si un polynôme
entier en x^ dont les coefficients sont des polynômes entiers en x^,
a?3, ..., Xf, est décomposable en deux facteurs qui sont entiers en x^
et à coefficients rationnels en x^, x.^ ..., x^ il est aussi décompo-
sable en deux facteurs qui sont entiers en tous les x.

Comme la méthode employée pour la résolution du système d'équa-
t ions (III) est au fond la même que celle donnée par le professeur
Mand i , je ne ferai que l ' indiquer brièvement..

Nous écrivons le système (III) sous la forme

( I V )
\ QQ ^» = CQ,
\ aQb,.-}-a,.b^ C/.,

ou
k=.r—l

C,-=:c,— ^ cikb,^^
A-rri

11 en résulte que
r/o^-h <r/i b^ Ci=: Ci,

(ÏQ 62 + a. ba =: C, == c. ~- <2i b.

Afin que les équations (IV) puissent être résolues, nous remar-
querons d'abord que C^ ne peut contenir que des termes positifs,
puisque les a et les b ne cont iennent que des termes positifs, et, de
plus, que C,. doi t être d iv is ib le par le plus grand commun diviseur
entre Oo et &o* Ce diviseur peut toujours être déterminé par l'algo-
r i t hme du plus grand commun diviseur,

Supposant pour le moment que a^ et b^ n^ont pas de fac teur com-
mun , nous déterminons un polynôme ent ie r des mêmes variables,
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à coefficients entiers et positifs d tel que

^(>B + /^>A =:f/,

ou A et B sont des polynômes entiers à coefficients ent iers (non forcé-
ment positifs).

Nous en déduisons les expressions

(V(o))

où

cla.r-=—A^r+^KW,
db,=i B&,.—&,,K^,

K^^A^IÎ^

et où K^ est par conséquent un polynôme entier à coefficients entiers.
Puisque da^ et (Iby ne contiennent pas de coefficients négatifs, i l en

résulte que —A^.+aoK^ et B ^ — ^ K ^ ne peuvent contenir que
des coefficients positifs.

Supposons alors que l'on pose

S^b.^q^a^rW,

où y^ est un polynôme à coefficients entiers, et 011 r00 est un polynorm*
de même nature et formé de tous les termes de Ahy. qui ne peuvent pas
être arrangés de façon à avoir a^ en facteur, l 'autre facteur étant aussi
entier par rapport aux mêmes variables? et à coefficients entiers. Dès
lors les coefficients de ^(0) doivent être inférieurs ou égaux aux coeffi-
cients correspondants de K^, ce qu i dé t e rmino une l i m i t e i n f é r i e u r e
pour les coefficients de K^.

Nous pouvons écrire de même

( < % ) B^.=QW^+B^

II est clair que les coefficients de Q^ doivent être supérieurs ou
égaux aux coefficients correspondants de K^, ce qu i détermine une
l imite supérieure pour les coefficients de K0^.

Nous- pouvons donc écrire

K ^ ^ — Q ^ î — K t 1 ^
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ou K^0 peut être nul et est aussi, comme K^, un polynôme entier
à coefficients entiers.

Dès lors, nous avons
BC/.-R^da,=:- AC,+ a, " . " - a,K^

UQ
ou

(V^))

, clC,.—cioRW
da,.= ————— — ^oK< 1 ) ,

^o
^,=R^H-^K^,

K(I; ̂  Q(O)._ K(O) ̂  Q(O) _ (A.^,-I- B a,).

De même nous pouvons écrire

(P) f̂ JLZ^J^
^o

où Q (<) et B/^ sont des polynômes de même nature que les poly-
nômes Q^ et R^ définis plus haut. Comme conséquence de cette
identité nous avons la relation Q^^E^0, de sorte que l 'on a

K/^=:Q(0-^Kfi ) ,

où K0^ a un sens analogue à celui déjà donné pour K^ et K0^
Nous en déduisons

c/a^R^+aoK..^,

( V < 2 ) ) . ^,= f / c / >~"^O R ( l ) - b,K^\
à aQ

\ K.î2)±= Q(i )— K,(i)r= Q < 1 ) — Q(^ + (A br-^- Ba,).

Si nous écrivons
^-^"^Q^R^,

on voit que I^^ == R^^, et les expressions écrites plus h a u t commencent
a se reproduire elles-mêmes.

Des relations (V^), (V^) et (V^) nous déduisons des systèmes de
l imi tes supérieures pour les coefficients de K^5, K,^^ Q^— K^ et
K.^) == QO — Q(°) + K^^ Nous choisissons le système qui donne les plus
petites valeurs pour les limites supérieures des coefficients de ,'K^.»
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Une l imi t e infér ieure de ces coefficients a été déterminée plus l i a n t .
Si les l imi t e s supérieures sont p lus grandes que les l imi tes in fé -

rieures correspondantes, nous chercherons entre ces deux l i m i t e s les
systèmes de coefïicients qui s a t i s f o n t à (V^). Les valeurs des coeffi-
cients q u i sont les mômes pour la l i m i t e i n f é r i e u r e et la l i m i t e supé-
rieure sont f ixés dans K^-

Si un ou p lus ieurs des coefficients correspondant a la l i m i t e infé-
rieure sont plus grands que le ou les coefïicients correspondant a la
l i m i t e supérieure, le problème n'a pas de so lu t i on et le po lynonn*
F(<x?o oo^,. .. ,.^/,) est irréductible.

Si, enfin, les polynômes a^ et b^ ont pour plus ^'rand commun d i v i -
seur D, de sorte que Oo ===== a^D, b^ == ^T) et C,. == C^..D, nous remplace-
rons dans les expressions (V^), (V^) et (V^)^, ̂ , €,. par <, (/^ (;;.
et nous mul t ip l ierons le résultat f inal par I).


