EMILE COTTON

Sur quelques mouvements a plusieurs parametres et sur la
théorie des vis principales d’inertie

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 17 (1900), p. 9-20
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1900_3 17__9 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1900, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1900_3_17__9_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

NALES
ANNALE
SCIENTIFIQUES

DI

LECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR QUELQUES

MOUVEMENTS A PLUSIEURS PARAMETRES

THEORIE DES VIS PRINCIPALES I'INERTIE,

Par M. Fwie COTTON,

PROFESSECR AU LYCEE DE TOULOUSE.

On (rovvera, dans les pages soivantes @ 1 la détermination des
mouvements iz paramitres tels que le systeme des vis instantanées
soit fixe par vapport an tricdee mobile; 2 Ta solution d’une question
posée par M. Konigs (Legons de Cinématique, p. 457) « Déterminer
dans quelles conditions les vis principales d'inertie d’un corps solide
sont fixes par rapport i ce corps.

1. Nous rappellerons d'abord quelques définitions.

Un torseur est 'ensemble d'un veetear et d'un couple dont le plan
est perpendicalaire au veetenr. Etant donnés (rois axes rectangulaires
O.x, Oy, Oz, un torseur est hien défing par les projeciions X, ¥, z, sur
ces axes, de sa résultante générale, et par les projections ., o,
sur ees axes, de son moment résultant par rapport & Porvigine. Nous
dirons que les six nombres x4, 5, 2, 2, 910, 06 sont les coordonndes
pluckériennes du torseur.

Ann, de U Fe. Normale, 37 Sévie. Tome XVIL — Jaxvien 19oo. 2



10 E. COTTON.
On appelle vis (*) un torseur dont la résultante de translation a
pour longueur 'unité. Les coordonnées plm:lu’sriunms d'une vis satis-

font donc & la relation
' N N4 B2z,

Lexpression £ —+ oY ++ 065 représente le paramétre ou pas de
la vis.

Tout torseur peut étre considéré comme le produit d’une vis par un
nombre. Il y a exception toutefois pour les torscurs dont In résultante
de translation est nulle (couples), & moins que Pon ne considire des
vis de parametre infini.

On peut dire que les coordonnées pluckériennes d'un torseur sont
les coordonnées pluckériennes homogenes de la vis porlant ce tor-
seur. Nous utiliserons cetle représentation analylique des vis, qui
est particulierement avantageuse pour les vis de parametre infini.

Considérons 7z torseurs T, (N, 54, €40 4 My 96;). Supposons que
les déterminants formés en prenant 2 colonnes dans le Tableau ree-
tangulaire

RAVTRE) PR P TR | S P9
Ny N, %, L, IR, a6, ‘

RIS n 0 n

!'L\"/z ‘:Yn i’u =N

o
ne soient pas tous nuls. Nous dirons alors qu'ur torseur 'V appartiont
aw SYSTEME DE TORSEURS A 72 TERMES (*) defind par les torseurs Ty, siles
coordonnées pluckériennes de ce torseur sont données par des rela-
tions de la forme

N\ XA\, N X055 Cy Do X0

(1) M. Ball a montré 'utilité de la notion de vis dans la Mécanique du corps solide, On
trouvera indication des nombreux travaux quil a consacrés 4 ee sujot dans lo Bulletin
bibliographique de Gino Loria. Une exposition complate de la théorie de Ball a &6 fuite
dans U'Ouvrage suivant : Theoretische Mechanik Steerrer Systime, par Gravelios (Berlin,
(. Reimer ). M. Koenigs a exposé la théorie des vis principales ('inertie dans une Note de
ses Lecons de Cindmatique, . 451, qUE NOUS SUPPOSONS connue plus loin (u 7).

(%) L6tude géométrique des systimes de torseurs (ou de vig) 4 # tormes est identique
a I'étude des syslémes linéaires de complexes lindaires. Foir, it co sujot, lo Chapitee 111
du Mémoire de M. Koenigs @ La Géométrie riglée ( Aunales de 'T'ou'ouse, 1892).
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Les nombres A, sont les coordonndes du torsewr U rapporié aux n
lorseurs coordonnds 'l';.

On dit aussi que les vis portant Ies torseurs T forment un sysTine bg
vis A 2 TERMES 5 [a connaissance d'un systeme de torseurs 4 2 termes en-
traine done la connaissance d’un systéme de vis b 72 termes, et véei-
proquement. Iinfin, nous dirons que les A, sont les coordonnées
homogenes de la vis portant le torseur T (par rapport aux torseurs
coordonndés T;).

2. On sait que Ta vilesse d’entrainement d'un point queleonque
d'un corps solide en mouvement s’obtient en prenant le moment, par
apport i ce point, d'un certain torseur. On désigne habituellement
par p. g, r, £, 7, ¢ les coordonnées pluckériennes de ce torscur rap-
porté i un tricdre invariablement ¢ au corps. Nous divons que la vis
aui correspond i ce torseur porte le mouvement hélicoidal tangent.

Suapposons, maintenant, le solide doué de n degrés de liberté.
Sotent wy, wy, ..., 1w, les paraméetres dont dépend sa position. Consi-
dérons un mouvement compatible avec les liaisons; les coordonnées p,
q,r, & 1, ¢ du torseur correspondant i une position déterminée du
solide en mouvement, sont données par les formules (')

P X, o Xy, . eny o X%,
les o désignant les dérivées des w par rapport au temps, les lettres p;,
Giv Ter 5ov i Go vepresentant 62 fonctions bien déterminées des para-
metres w.

Considérons py, qo ... Gy comme les coordonnées pluckériennes
de n torseurs T;; nous pouvons ¢noncer le résultat précédent sous la
forme suivante :

A chaque position d'un corps solide doué de n degres de liberté est
attache un systéme de vis a n termes. Tout mouverment infiniment pelit du
solide, « partir de la position considerée, est porté par U'une des vis du
systéme.

Les coordonnées homogénes de celte vis, par rapport aux torseurs
coordonnés Ty, sont évidemment ), w, ..., u,.

(V) Voir Koesies, Lecons de Cindmatique, p. 225.
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On voit aisément que, réciproquement, toute vis du systeme peut
étre considérée comme portant un pareil mouvement.

Nous donnerons au systeme préecdent le nom de systéme des vis
instantanées.

Nous utiliserons plus loin la forme quadrvatique suivante des va-
riables '

(1) 90 == pk b g b G Xy I uy i,

donnant Vexpression de automoment d'un torseur du systeme en
fonction des coordonndes /' de ce lorseur.

3. Les Gn fonctions p; qi 14 Ei 7y & e se réduisent pas, en
général, A des constantes. 11 arrive done le plus souvent que les for-
seurs T; varient par rapport au corps solide, et que e systeme des vis
instantanées change aussi, Mais ces circonstanees ne se présentent pas
nécessairement, ainsi que nous allons le voir, en traitant le probleme
suivant :

Rechercher les mouvements a plusicurs paramétres pour lesquels le sys-
TEME des vis instantandces est fixe par rapport aw tricdre mobile.

Supposons les conditions cherchées véalisées par un mouvement i n
paramétres, et conservons les notations précedentes. Nous exprines
rons que les torseurs T; définissent un systeme de vis fixe par rapport
au triedre mobile O.zyz, en procedant de la ficon suivante :

Soient oy, Bas Yas Aas Pas Vi les coordonnées pluckéviennes de n
torseurs du systéme fixe auquel appartiennent, par hypothise, les
torseurs T,. Les nombres oy, B4 ..., v, sont des constantes (dont le
choix est, dans une certaine mesure, arbitraive ). Nous supposcrons
sculement que les délerminants formds en prenant 2 colonnes dans le
Tableau rectangulaire

T TR PR SR P

2 |3u Yo tuw Pu In |
ne sont pas tous nuls. Eerivons alors que pg, g0 ey 5, 0, % 8'ex-
priment linéaivement, de la méme facon, en fonetion des =, B0 Y
)\'/li P‘/I? v}n

— ¥ — N 7 |
I)f N T X =2 ey l’p),-/“‘J//q ey by }‘/l"'i/l')/1~
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Les z* coelficients oy, de ces relations lincaires sont des fonetions
des parametres «, fonctions que nous chercherons i déterminer. Une
fois connues les expressions de pg, g0 000, Ly le mouvement est facile
atrouver ('),

Considérons alors un mouvement compatible avee les liaisons. Les
projections ¢, ¢, ¢, de la vitesse denfrainement d'un point 2, v, =,
ivariablement lié an triedre mobile Oxyz, sont données par les
formules

Codlt = 2 g b 3 By v n) U (),
() ? Oyl g gty 5 ag) L (du),

ot g (g ey B Ly Cedi),

ot de desicne T différenticlle da temps 7, et oi fes expressions 4, (du )
sont o expressions de Plaff

//,((/ll) : ,‘:,m,'/, iy,

Ces expressions sonl lincairement independantes, st le mouvement est
bien & parametres,

A. Lo condition néeessaive et sullisante powr que les formules (=)
correspondent an mouvement d'un solide doué de nodegrés de liberté
esl, comme on sait (1), que e systeme d’équations anx différentielfes
totales
\ o X (b bom By y ) Loy o,

(1) Celye Xy Ay ) L, (du) =0,

1 ds — 2yl RN SR "'ﬁ'h) ly (/1”) e )

soit complitement intégrable. Les conditions d'intégrabilité vont nous
indiquer les ehoix possibles pour les constantes 2, Biy i has i Va
et Tes expressions de Plalf £, (duw).

Poar ¢erive ces conditions, nous remplacerons le systeme (73) par
un systeme d’équations aux dévivees particlles ¢quivalent. A cet effet,
nows considérerons 7 symboles de transformations infinitésimales A,/
associds (*) aux expressions de Plall ;(du), de (elle facon que [ dési-

(V) Foir Koustes, Lecons de Cindmalique, po osb,
(%) Jai monted, dang wa (hiso (dunades de Towlowse, +¢ séeie, L1y, Patilité d'une
parceille agsociation, appliquée & d'antees problemes.



1] . COTTON.
gnant une fonction queleconque des variables «, on ait 'tdentité
€
(4) ' Adf == S A f L (elue).

Remarquons que les coefficients des dévivees de / dans les A,/ sont
fonctions des scules variables . '

Ceci posé, soit F(a, y, 5, uy, wyy oonyu,) une fonction des variables
@, ¥, 5, 4 qui se réduise i une constante, si Pon y remplace ., v, =
par les intégrales du systéme (3). Remplacons, dans la différentielle

OF oF or ol

0 [ I S— / - »"([3 |- 2-4 ’[va
& ().:.-’/l I ().y('y e "y
1. dv. ds var leurs valeurs tirées d steme (3) el s % du par
d, dy, ds par lenrs valeurs tivces du systeme (3) el ;5 - du, |

SAF L (da). 1 vient

ol R JF . dF
dlF — X, (i+Piz—7:0) ir A= (i Ay — 0y 3) (»)i de (v zp = Bh

Comme dF doit étre nul, en vertu des substitutions faites, et que
les ;(du) sont formes linéaires indépendantes des difleventiclles duy,
ceci montre que F doit vérifier le systeme de n équations aux dériyees
partielles

AL G,

(5) lu‘l“i".: ‘\'/F f Az‘? T,

ol 'on pose

X 4

_— Jk Jlk dr
Ll =iz yy) ax (Pt “ff-)(),, A (v b oy e (5‘4’)/):"

Le systeme (3) et le systeme (5) sont équivalents.

”
.

5. Puisque le systeme (3) doit étre completement intégrable, le
csysteme (5) doit étre an systéme complet. Or, il vésulte de la forme
des L,F que I'on a identiquement pour les parenthises (1,1,

(6) (l‘il‘k):'?-';i({i{,/.-) 4+ (A AL,

Pour que (5) soit un systeme comple, il faul que on puisse déter-
miner n® expressions ¢y, donnant licu aux identités

(7) (lJf[JA-) = .E;(,',‘/,-,- L, F,
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<

Remarquons que, si Pon prend pour ¥ une fonction des a, y, =
seuls, puis une fonction des « seuls, les identités (6) et (7) donnent
les suivantes

(8) A ‘\,I.) }“".s'(ll'/.s"\,_.ﬁ‘ F:
(9) (AeAL) = Zpeins AGE,

équivalentes, dans lear ensemble, aux identités (7).

Les identites (g) et le fait que les A;F sont formes linéaires indeé-
pendantes des déviviées de Fmontrent que les ey, ne peavent dépendre
que des variables w. Si 'on remarque maintenant que, dans le pre-
micr membre des identités (8), le coeflticient de :jl: ne dépend pas des

ariables w;, on obtient sans peine les identités

.. ()(' I
Ml n Ly LN
AAMC / A
- 171 Ll O . . '
Les coellicients de D 0 donnent des identités analogues, et Pon
en conclut
vy iy y Mie oy, PCas o
Y uy #ls duy T Quy

Kn verta de Thypothese faite au ne 3, sur Ie Tableau formé avee les
lettres oy, Bay - o0 v ces dernitres identités montrent que Pon a

Ay

0,
du;

quels que soient ¢, 7, &, s. Par suite :
Les lettres Ciks /'('p/'(".s'(fn/('n[ des constantes.

Observons maintenant que les £ sont des combinaisons hinéaires
, e s , . C o e e JF oF oF
i coefficients constants des transformations infinitésimales =, 20, 7
dae” dy 0z

o J¥ .
y 5o oz ee du groupe des mouvements. Appliquons alors une
s dy j
proposition fondamentale de la theorie des groupes, nous interprétons

de la facon suivante les identités (8) :

»

Les capressions S ¥ sont les symboles des transformations infiniési-
males d’ un sous-groupe du groupe des mouvements.
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D'une facon analogue, nous pouvons dire, en vertu des identi-
tés (9) eten tenant compte de ce que Tes A F ne sont Liés par aneune
relation linéaive :

Les expressions A¥ sont les symboles des transformations infinitdsi-
males d’un groupe simplement transitif avant méme structure que le
sous-groupe précédent. (On peut considérer ce dernier groupe connme
le groupe des paramitres du précédent.)

6. Siles conditions précédentes sont satisfaites, le systeme () est
un systeme complet. Mais il appartienti un type étudié par M. Lie (1),
et les résultats obtenus par ce géombtre nous donnent la solution du
probleme posé. Cette solution est Ja suivante :

Les mougements & n parametres, pour lesquels le sysiéme des vis tnstan-
tandes est fixe par rapport aw triédre mobide, sont les sous-groupes du
groupe des mousements.

Ges sous-groupes ont ¢1é déterminés pour Ta premicre fois par
M. Jordan (*). Limitons-nous i cenx qui sonl réels; nous les désigne-
rons dela facon suivante :

a. Groupe des mouvements.

b. Groupe des rotations autour d'un point.

Groupes des translations

¢. Queleonques.

d. Paralleles o nn plan.

e. Paralleles doune droite,

J+ Groupe laissant invariable une divection de droites du systime
mobile (quatre paramitres).

g Mouvement & deux parametres laissant fixe un axe du systime
mobile (mouvement de verrou). '

. Groupe i trois parametres formé par les mouvements autour
d"une vis que on peut déplacer par une tanslation perpendiculaire

(1) Poir Law-ENGeL, Transformationsgrappen, 1 Abs., p. for,
(?) dnnali di Mathematica, 1868. Foir aussi Lig-liNaen, 77

anformationsgruppen,
I Abs., p. 385. ’ wrirt
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ason axe. (Cas particulier : un plan du systeme mobile glisse sur un
plan fixe.)
. Groupe i un paramétre du mouvement hélicoidal.

On déterminera, sans peine, les systtmes de vis instantanées cor-
respondant & ces divers mouvements, et 'on vérifiera la proposition
suivante :

St le systéme des vis instantances est fixe dans le corps, il est ausst fixe
dans Uespace.

7. Passons maintenant i la question posée par M. Kwenigs.

On appelle vis prancieans p iverrie d'un corps solide une vis telle que
si onimprime brusquement au corps en repos un dyname porté par
cetle vis, le mouvement hélicoidal tangent est, au départ, porté par
eette méme vis.

Les vis principales d'inertie dépendent de la distribution des
masses dans le corps solide, et de la nature géométrique des laisons
imposees au corps. Nous supposons ces liaisons sans frottement.

Rappelons maintenant comment on détermine les vis principales.
La foree vive 2T du solide est une forme quadratique des variables «;
coordonndées du torseur instantané. Considérons, en outre, la forme
quadratique o¢ des mémes variables, définie au ne 2. Egalons i zéro le
diseriminant de AT - 3¢, nous obtenons une ¢quation en A, dont le
degré est n (nombre des variables «)); car T est une forme définie
positive. ’

Soit 2; P'une des racines de cette équation. Kgalons & zéro les dé-
rivées (par rapport aux «') de AT + o, Tout systeme de solutions :
U,y Wy ooy t, des équations linéaires et homogines ainsi obtenues
donne les coordonnées homogenes (n® 2) d’une vis principale
d'inertie.

Nous renverrons, pour la démonstration, & UOuvrage cité de
M. Kewnigs. Toutefois nous observerons que le raisonnement de
M. Konigs suppose essentiellement la racine 2, différente de zéro.
Nous conviendrons alors d’appeler vis principale d’inertie toute vis
obtenue par le calcul précédent, en désignant par vis principales sin-
gulicres celles qui correspondent aux racines nulles de I'équation

dnn, de I L. Normale. 30 Série. — Tome XVIL Janvien 1900, 3
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en A Les coordonnées homogines d'une vis principale singulivre
annulent évidemment la forme Je; ot il résulte que cette vis a un
parametre nul ou infini. En Q’autres termes, le mouvement correspon-
dant se réduit & une translation ou i une rotation. A une vis principale
non singulitre correspond toujours un mouyement hélicoidal propre-
ment dit.

Observons, en passant, que si les liaisons sont de nature telle
que ¢ soit identiquement nulle, toute vis instantanée est vis prin-
cipale singuliere.

Avec la convention précédente, la recherche des vis principales
singulieres revient exactement a la décomposition simultanée en
carrés des deux formes T et se. L'une de ces formes étant définie po-
sitive, on voit qu'un corps solide doué de n degres de liberté posséde au
moins n vis principales d’inertie, et que, §'il en existe plus de n, i en
existe une infinitc.

Les valeurs de ), «}, ..., «, correspondant aux diverses vis prin-
cipales ne peuvent satisfaire simultanément i aucunc relation linéaire
homogene identique. Donc, les vis principales dinertic peuvent sereir
a definir le systéme @ n termes des vis instantandes.

8. La remarque précédente montre que, si les vis principales sont
fixes par rapport au solide, il en est de méme du systeme des vis
instantanées. Donc :

Pour que les vis principales d'inertie soient fixes par rapport au corps,
id faur que le mouvement & n paramétres soit un sous-groupe du groupe
des mouyements.

La condition précédente est aussi suffisante, ainsi que le montre
I'examen suivant des divers cas possibles.

a. Dans le cas du solide libre ('), on a, en désignant par M Ia
masse du corps, par a, b, ¢ les rayons de gyration correspondant aux
axes principaux de Dellipsoide d'inertic relatif au centre de gravité,
par p, ¢, r, &, m, & les coordonnées pluckériennes d'un torseur quel-

(*) Ce résultat est indiqué dans I'Ouyrage cité de Gravelius, pe o175
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conque rapporté aux axes principaux précédents

2T = M(E2+ 02+ B+ @ p?+ 2= r?),
2 =pl+ qn+ri.

On voit alors, de suite, que si @, , ¢ sont différents il existe six vis
principales d’inertie, que I'on peut ranger par couples. Deux vis d’un
méme couple sont portées par 'un des axes principaux précédents;
leur pas commun est le rayon de gyration correspondant 4 cet axc;
lears sens sont opposés. Si I'ellipsoide d’inertie est de révolution, ou
s'il se réduit & une sphere, le solide a unc infinité de vis principales.

b. Dans le cas d’'un solide ayant un point fixe, la forme ¢ est iden-
tiquement nulle. Toute vis de parametre nul, dont Paxe passe par le
point fixe, est vis principale singulitre.

c. d, e. Laforme g¢c s’annule identiquement dans le cas ol les mou-
vements possibles sont des translations. Chaque direction de translation
possible donne la direction de I'axe d’un couple représentant une vis
principale singuliere de parameltre infini.

/- BEtudions maintenant le mouvement & quaire parameétres laissant
inpariable une direction de droites. Prenons pour triedre Ozyz li¢ au
corps un triedre trirectangle dont I'axe Oz soit la parallele i la diree-
tion fixe, menée par le centre de gravité O. Désignons par £, 1, Cles
projections sur les axes de la vitesse de translation, par ¢ la vitesse
angulaire de rotation, par M la masse du corps, par ¢ le rayon de gyra-
tion correspondant & Os. Il vient alors

2T == M (£ 12 - 2 2 %),  20C= oL,

La décomposition simultanée en carrés des formes précédentes
donne deux vis principales proprement dites, de coordonnées Plucké-
riennes o, 0, 1, 0, 0, == ¢ (¢’est-a-dire deux vis de sens opposé, ayant.
tontes deux pour axe la parallele & Ta direction fixe, menée par le
centre de gravité, pour pas le rayon de gyralion correspondant). Elle
donne aussi une infinité de vis principales singulieres (o0, 0,0, %, 1, 0),
representées par les couples correspondant aux translations perpen-
diculaires i la direction fixe.

Les caleuls relatifs aux cas restants ne présentent aucune difficul(é.
On trouve ainsi :
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g- Dans le cas du mouvernent de verrou, deux vis principales pro-
prement dites, de sens opposé, ayant pour axe Paxe du verrou, pour
pas le rayon de gyration correspondant.

k. Dans le cas du mouvement hélicoidal combine o des translations
perpendiculaires a son axe : une vis principale proprement dite (la vis
portant le mouvement hélicoidal, mendée par le centre de gravité), et
une infinité de vis principales singulieres, représentées par les
couples correspondant aux translations. Comme cas particulicr remar-
quable, on a le cas d'un corps dont un plan glsse sur un plan fixe.
Alors 3¢ est identiquement nulle, et les vis de paraméetre nul dont
I’axe est perpendiculaire au plan fixe sont les seules vis principales.
Elles sont toutes singulieres.

i. 1l est enfin bien évident que la vis portant le mouvement, dans
le cas du mouvement hélicoidal, est vis principale.



