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ANNALES
S(:ÎKNTIFIOUES

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

srn (,n:ELQ(iEs

MOUVEMENTS A PLIJSïEm^S PAl^METIîES
Ï';T Mm Ï-,i

HIIÎOIIIE DES VIS I^lINdIPAI.KS immi^

PAU M. EMILE C01TON,
ï* H o v <•; H N ï-; c « A r;1 it< y <; ih'ï ï> !•; T <^ u1 r, o (j H K ,

On l î 'ot ivcr^^ dfins les (ïn^es Kî l ivanf.c 's ; ï 0 hi (i^l^riniuntioîi des
î î îo î i v^Uï î t ^ l i s a / ? iHînîmhf.n^ l ( * lsqîH* le sysîeî îu1 (ï(^ vis hisiRnùn'îées
soil fixe pîH* rapport ^HÎ Irihdr^ iifîohileî '-s0 lu solution d*îine qu(,*s(Joîï
pos^f* |)9î' M* Kœni^s ( f^^yo/i^ (/(f Ci/i(^nn.f.ùf(i(1, p. 4^7) : Détcrrniî icî*
(Inns (luothîs co îH l i l .So î î ^ \i1^ vis ()^iî"ïci{)îil< : ts d'inertie (Pun corps solide
sonf, fixes par rapport îi ce* corps.

'L .NOIÎH rîippelleronB (I'afH)rd ^lu'hiîUîs défiî i i l ioî is.
Ihi torpeur CMt renBOjiîii))^ (l'iin vcc le î î r ci (i'nn C(H:}()IC dorii le j) l ; i î ï

(^(. {^^rperniiciifîîire î ï ï i yectmm l^l^nl donnés Irois ^xes rfiet.mï^iihinw
().t", O^y, 0^, nn lorsenr est bien défini pf'îr les projections "x^ y, &, sur
œ;4 ^x<*Sy de sa rém.îlùini.e gonénile, et pîir les projections ^, ^ÎL, x
sur (;<*s f ixes, de Bon inoment résnItîHït p^r rapport à l'origine. Nous
'dirons (jye le!4 six nonibres .x^ 7, ̂  <-» ^tL, X sont les coordonnées
pluckériennes du tordent»

^nn.., tÏf* /"./u', N^rïtitilt*. 3* Sm'ie» TO^ÎH* X V Î Î . •*"»" JÀ^VÎ^K 1900. 2



t0 É. COTTON.

On appelle vu (r) un torseur dont la r é s u l t a n t e de t r ans l a t i on a
pour longueur Funi té . Les coordonnées p lu(d<ér iennes d 'une vis satis-
font donc a la re lat ion

X^h^^-^^î*

L'expression j(jX 4- 9Tl'.!T + X& représente le paramètre ou /^^ de
la vis.

Tout torseur peut être considéré comme, le produi t d ' une vis par un
nombre. Il v a exception toutefois pour les torseurs dont la r é su l t an t e
de t ransla t ion est n u l l e (couples) , a moins que l'on ne considère des
vis de paramètre i n f in i .

On peut dire1 que les coordonnées pluekériennes d 'un torseur sont
les coordonnées pluckériennes homogènes de la v in por tan t ce tor-
seur. Nous u t i l i serons cette représentat ion a n a l y t i q u e des v i s ^ q u i
est par t icu l iè rement avantageuse pour les vis de paramètre i n t i n L

Cons idérons n torseurs T/(A^, ̂ , &/ , ^^ ÏÏÏL.^ X/}. Supposons < j u e
les dé te rminan t s formés en prenant n colonnes dans le Tableau rec-
tangula i re

^i ^Ï ^l <1 ^J ^î

A- -T. ^ <. ^»l, 1^,

^n '^n Ïu ^n ^n ^,

ne soient pas tous n u l s . N o u s dirons alors qu'wt loncur T ap/wriù^il
au SYSTÈME DE TonsEims A n TEHMES ( 2 " ) d^ini par les tonettr^ T^ ' s i Je^
coordonnées p lockér iennes de ce torseur sont données par des reda-
tions de la forme

X-SA,^ y^'ïl^^ .,., X.^-ÏA,.)!'.^ 1

( î ) M. Bail a montré l'ulilitc do la notion de v < a dmîrf lu Mé^ianicjuodtî (;orj»H Hollda, On
trouvera l'indicaiion des nombreux travaux qïfii a congticrés a eo Htijcl dans îo Ball^ttn
bihUo^rftpJdffua de Oirîo Loria, lîîio exposition1 complète do In i{iéorî<* d^* Ïh'U a ^t^ l'inic
dans FOirn'ago suivant : TheoretUclic Mechanik Starrcr Sy^thin^ par rïnw,»îiim nîp.rlin,
0. Rcimer). M. Kœui^ a oxposô la théorie des vin pnndpidcs d'Inertie d<ui» miô Nfd<* dî*
ses LeGOttf; de 'Cînénutt.ique, p. 4^1 (îtiô noct'H 8upi»()HOîî,s ^oîtîiiîc plus loin fn" 7)*

(â ) L/étude géométrique des Bystètnes de torsoura (on de vmj à // {wmm cni ittcîîliqti^
à Fétude dos^ systèmes linéaires de complexen linâdroH- ^o//*^ à cîô myol, i<î (^îapîln*'!!!
du Mémoiro de M. ÏKœnigs : /.r<; Gc'ome-lne n^léG { ^.nnatcs de Tw'ous^, î8<^j,
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Les nombres X/ sont les coordonnées du lorseur T rapporté aux n
torse urs coordonnés T/.

On dil . aussi que les vis porêan t les torseurs T fo rment un SYSTEME DE
VLS A ri TERMES; la connaissance ( l ' u n système de torseurs à n ternies en-
t ra îne donc la connaissance d 'un système de vis a n, termes, et réci-
p r o q u e m e n t . E n f i n , nous d i rons que les X/; sont les coordonnées
homogènes de la vis po r t an t le lorseur T (par rappor t aux torseurs
coordonnés î\- h

2, On sai t q u e la vitesse d ' e n t r a î n e m e n t d 'un po in t q u e l c o n q u e
d'un corps solide en r n o u v e m e n i s 'ob t ien t en p r e n a n t le m o m e n t , par
rapport a ce p o i n t , d ' u n c e r t a i n torseur . On d é s i g n e h a l ï i t o e l l e m e n t
par / ) , y, /\ Ç, T], '( les coordonnées p l u c k é r i e n n e s do ce ê.orsenr rap-
porlé a u n t r iedre i n v a r i a i d e m e n t l i é au corps. Nous d i rons que la vis
q u i correspond à ce torseur porte le m o u v e m e n t hé l i co ïda l tancent

Supposons, m a i n t e n a n t , le so l i de doué de //. degrés de l i b e r t é *
Soient u^ u^, . • . , u^, les p a r a m e î r c s d o n t d é p e n d sa pos i t ion . Consi-
dérons un m o u v e m e n t c o m p a î i h i e avec les l i a i s o n s ; les coordonnées/^
<7» Tf ^ y], ^ du torsenr correspondant a une pos i t ion dé terminée du
so l ide en m o u v e m e n t , sont données par les Ibrmules (1)

/> v,,, // ;''..- v '/-, //^/>/^ 7 •1- ^f/,'f-^*^ i / i f i / , . . * , .̂  . - - ^ ^ i i f , f

les u d é s i ^ n a î î t les dérivées des /./ par rap j )or t au (emps, les lettres/:^-,
fj^ r^ !;/, ïj^ ^i î *ep ré scu f . an ( Gu (onct ions bien déterminées des para-
mètres u.

Considérons /^ / , y/, . . . , Ç/, comme les coordonnées p luckér iennes
de n torseurs T/; nous pouvons énoncer le résul ta t précédent sous la
forme s u i v a n t e :

A chaque position d ' u n corps solide doue de n degrés de Hherté est
aMaché Ufi systêma de ms à n len'ms. Tout mowcment itrpmrnenipetù du.
solide, à partir de -la pontion considérée, (^1 porté par l'une des ms du
systèmes

Les coordonnées liomo^enes <le cette vis, par rapport aux torsenrs
coordonnés T/, sont é v i d e m m e n t u\^ u^ ,. -, u^

( 1 ) Voir KoEmas, Lacera de Cinématique, 'p- 2^.



12 E. COTTON.
On voit a i sément que, réc/iq)roquemen(., f o u t e vis du système p e u t ,

être considérée comme po r t an t un pardi m o u v e m e n t .
Nous donnerons au, système précédent le nom de ^y^lènw des vh

instantanées.
Nous ut i l iserons p l u s lo in la forme q u a d r a t i q u e s u i v a n t e des va-

riables u'
( l ) ^ ^ . , 2 X -:= p $ + (/Y! --h rÇ SS-3 Ïij X/y //^ //y,

donnant l 'expression de l ' au tomomeni d ' u n torseur du système en
fonc t ion des coordonnées^ de ce torseur»

3. 'Les Cm (onctions p.^ q^ r^ ^, r^, ^ ne ae réduisent , pas, en
général, à 'des constantes. 11 ar r ive donc le plus souvent que les ior"
seurs 1\- var ien t par rappor t an corps so l ide , et que le système des vis
ins tan tanées change a u s s i » Mais ces c i rconstances ne se présenf .e i i l pas
nécessai rement , a ins i que nous a l l o n s le voi r , en t r a i t a n t le p rob lème
su ivan t :

Rechercher les rnowemcnis à plana/rs pam/n^ire^ potir /f'îîf/îiek le SYS-
TEME c/es v/\v imtanUin^ cst^'fi //ar rap/M^rl ( i i i fruh/fï mnbil.f\

Supposons les cond i l . ions e f î e r r i i é e s réalisées par u n mouvemen! a //
paramètres,'et conservons l ( î s n o t a t i o n s précédentes ,Notîs exprime-
rons que les torseurs T/ dé t in i s sen t u n système de vis (ke par rappor t
au t r iedre mobi le O.rj^, en proeédani , <le la (aeori s u i v a n t e :

Soient o^, p^, y^, 7,^, ^, v^ les eoordonnéeH plyekér ienr ies de //
torseurs du, système fixe a u q u e l a p p a r t i e n n e n t , par hypothèse^ les
torseurs T,. .Les nombres a^, ^, ..., v^ sont des cons ta î i tes (dont. le
choix est, dans une certaine mesure, a r b i t r a i r e ) * 'Nous simpommms1

seulement quelcs dé t e rminan t s formés en p r e n a n t /redonnes dans le
Tableau rectangulaire

^1 (Si 71 /.( ji^ ^

^n ^n 'tn ^n ^n V// ,

n e - s o n t ' p a s tous nuls . Écrivons alors que/^ ^, r,, ^, ̂ , ̂  ̂ ^
priment l inéa i rement , de la même taçorh en f o n c t i o n des a/^, S/,, ^ / ,
^Â» ̂ ^ki

p/-:. ̂ /^{/,y./,, <7,=r ÏH^{^^ ^,, ^ — l;^^v^
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Les /r coefticienis co^ de ces relations linéaires sont, des fondions
des paramétres //, (onct ions que nous chercherons à déterminer. Une
fo i s connues les expressions de /^ ̂  ..., ̂ , Io irnnîvement est faci le
a trouver { t )»

(^onshiérons alors un inouvemeni eompîilihic avec les liaisons. I.(-s
pî-ojeelions i,., r,, ̂  de h vi tesse d^tnh-îunenseni d'un points, r, ̂
in^mn\^mwl li^ nu irii-drc îuobi le ()a^^ soni, données par les
fo rmules

( r,, di r::11: ̂  ( ̂  ...̂  ,s p^ ̂  j.' ̂  ) ̂  ( ,/^ ̂
( ') j ^r ̂ / ̂  ̂ À ( /^ - l 1 1 1 1 1 .17^ • • 1 1 - - ^ ̂  ) //J ̂ /^ ),

? ^^//.:,-,,ï^^ 4-.)-a// .-- .rp//) / / / f^),

ou r// désigne lu dilimmiielle d,(i lemps /, el oî i les expressions l ^ d u }
soni n exin'r^ssions (\{\ IMair

( h { ^ « ) l,^,/, ^(/h

(1^ c^pfTSKiom .w/// /mn/m^/wnl Indvpf'fulanK^, si Je monveinnn ost
iMen îi ^ panimeires.

4, I.îi cond i f ion né^cssî i i r^1 el sudisanfe posir ((ue fcs lormules ('2 )
eorrespondeni au niouveineiH, d'un solide doue de n degrés de lilx-rlé
es( , www, on sail, f 1 1 ) , (lurï In sys tème d'équalious aux diHerenl i<dles
(olales

i ^r i l l : - 1 1 1 1 1 1 - I// ( /.// -1 - ,3 ?// — y y/, ) 4 (//// ) - o,
( :î ) , ^f - 1 1 ^^ ( V'h • 1 1 i 1 1 - -/ 'y// - 1 1 1 1 - ^ ^// ) 4 ( fin ) — o,

{ fb — ^f-^ -l-J^/, .- ,r^) /// (,///) ,„ o

soil {mnptr^me/U inU^mble, Les condi t ions dintesnihilitô vonl. nous
indi^ lueî- les choix: possibles pour les constantes ^, ̂ , y^ A^ (^, v^
et. les expressions de ^biï !/,( d î t ) ,

Pour écrire ces condit ions, nous remplacerons h* système ("{} par
un système d'équations aux dérivées partielles équivalenL A. cet eiïcf.,
nous considérerons 1 1 symboles de Iransfbrmations infinitésimales A//'
(wodù{;1') aux expressions de Plair /,(//u), de (elle façon que/dési-

i l ) f'oi^ ÎU^NÏGS, /^^w/.v de Ci/i^fnaifffuc, j». ^('f,
P;r,»i nKHiîns drînH nia 1 Un^o ( /innnU's de Touiow^ ^ Béria, t. î;, Ciilijîlé d'une

î^îH'c i i îo a^ocinlicm, a|)pli(itiéo à d^nUro.î jîrohîèmf^.
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^uant une fonc t ion quelconque des var iables //, ou a i t , F i d e n l i t é
W ' 1 , ^-^A///,(^)*

Remarquons que les coefficients des dérivées d e / d a n s les A/'/soni
fonctions des seules variables u^

Ceci posé, soil F(;^j, ̂  ̂ , /^» • ̂ i ^/O une f o n c t i o n des v a r i a b l e
x , y , z, ^qui se réduise a une constante, si l'on y r emplace .r, ;r, :-
par les intégrales du système (3). Remplaçons, dans hr d i f l e r e n l i e l l e

/v r)F / . <)¥ f ()v i v àv i^^^^4-^./y4-^^4^/^

dx, dy, ds par leurs valeurs 'tirées du 1 système (3) et S,^^' par/ t / t t / f 1 ' '
S/A/F li(du). 1 1 vient

rfF --= i, ^ ( /,; + p, 5 - y,^,.) ̂  + ( /̂ . ..|. .̂  „. __ ^^. 3 j ̂ . ,|,. ( ̂ , ,, y ^ , ,, ̂  ^,, ̂ ' | ^ ^ |,, ^ ( ̂ ^ , _

Comme dV doit ("•trc mil. (iii vertu (les substi tut ions failcs. c|, (pu..
ks/,-(du) sont form's lincîtirc.s iii<!('>(»cii(l;)ii(cs des diff i '-rciif icl ics i/u/,,
ceci montre qm; F doit, vcrifior le systcmc de // <'.()i);i(.mus ;itix dt'Tiv^-s
partielles

(5) L,I^OF+-A/F--- .o .

ou l'on pose

-[l/F=(^-^/.-y/y)^ ,.,(^ .̂ .,.)̂  ,.(,,, ,̂ .., ̂ ,,Jf.

Le système (3) et le système (f>) soni ('•qiliviticnf.s.

5. Puisque le système (3) doit ôtre coiiipIcIcincDt inf^TahIf. ic
sysleme (5) doit être un système complet.. Or. il n-sulfc <ic l;i forme
des L,F que l'on a identiquement pour ics parcnf.ficscs (L,ï^)

(6) (^I-A.)=(Ot,)-i (A, ,A,) .

Pour que (5) soit un système conipl(U, il fatit que l'on puisse <(<'.i(.r.
minern3 expressions c,^ donnant li<m aux idcnEîtés

(7) (l-/4)-=^c,,,L.F,
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Remarquons que, si Von prend pour F une fonction des .r, y, z
seuls, puis une fonct ion des u seuls, les identités ((»') 0 1 ( 7 ) dorment,
les suivantes

'(8) (•^C^=^^.^^
(0 (A,AÂ•)^^-^^.1//..A/F,

équivalentes, dans leur ensemble, aux identi tés ('-7').
Los identités (;)) (il le fait que les A/F soni formes linéaires imié-

[X ïnda î î les des dérivées de Fmonirent (jiie les^, ne peuvent dépendre
que des variables u. Si l'on remarque maintenant, que, dans le pre-
mier membre des identités fH), In roîïf f ici^ui de ne dépm'Hl nas des

<,Àr ' 1 1'1
varia()les ̂ , on ol)(.ient sans peine les identi tés

^-^- y^^-".

I.iîS (»oeff ie ients de , » , donn(»nt.des identités analogues, î1!. r<m
en eonclul

v > ^'^ . - - ^ y ^^'^^ ̂  ..^^ ., ()^^ ...„.„ .^^ •^ ... ̂ ^, -^- ........... < . . . ̂ ^ ^̂ ..: ,..;.,:. 0.

Hn V(*r ln de lMîy( )o t lsese faite au n0 ;{, sur le Tableau (orme avec les
lettres a/,, JÏ^ . . * , v^, ces dernières identités montrent que l'on ;î

^"/^...̂  .,,,,. o^

quels que soient ^y, /", ̂  Par suite ;

J/^ lettres (^^ repré^enteni d(^ confîiantes.

Observons maintenant que les ^/P sont des combinaisons linéaires

a coefUicients constants des (ransfbrjrnalions infinitésimales 1 1 - : , 1 - 1 - 1 » : 1 1 , 1 • 1 5 ••v1-1»
u./' (/y <fz

()V dV ï i A « • »y ^ .......... s ,, , , . , d^ grou{)e des mouvements . A p p l i q u o n s alors une

proposition fondamentale de la. théorie des ^roupe^ nous interprétons
de la façon su ivante les identités (H) :

l,f^ e^pr^sions .C,,/F ^w^ l^s ^mboles des trans/brmaiwns in/iinùési-
mâles d'un sous-groupe du groupe des mouwme^l^.
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D'une façon ana logue , nous pouvons d i re , ^n ver tu des i d e n t i -
lés (9) et en t e n a n t compte de ce que les A/F ne sont l iés par a u c u n e
rela t ion l inéa i re :

Les expressions A/F sont les symboles des iransfomKU.l.ons infnillési-
mâles d'un groupe $implemenl imnsùif aycml même sîmeture (jue le
mis-groupe précédent. (On peut considérer ce dernier ^nmpe comme
le groupe des paramètres du précédent.)

6., Si les c o n d U i o n s précédenles i-unif, sa l i s fa i tes , le s y s f c n i e f:V) (^t
un système complet . Mais i l a p p a r t i e n t à un ly^ é t u d i é par IVL \ ^ ( ^ ),

^ et lesrésuitats obtenus par ce géomètre nom ( tonnent h H o l u l i o n du
problème posé. Cette s o l u t i o n est la s u i v a n t e :

Les mouwrnenf-s à n paramétrer pour lê^/uek le svslefHe des w /ml an»
lanées est ftxe par rapport au tnèdre mobile, fïoni lefî wu^groîîpe^ du
groupe des mou^emenfs.

^Ces sous-groupes onf, élé dniermiisés j)our f a première fois par
Al. Jordan ('). Limitons-iious a c< >ux qui soûl réels; nous les désigne-
rons de la façon suivante :

a. Groupe dea m o u v e m e n t s ,
& . 1 Groupe deg ro ta t ions a u t o u r d 'un p o i n t .
Groupes des t rans la t ions :
c\ Quelconques.
d. Parallèles a un p lan ,
e. Parallèles a une droite .
/.Groupe laissant invariable une direclion de droiles diî ^Icme

mobile (quatre paramètres).
^ Mouve'ment'a deux paramètres laissant fixe un axe du système

mobile (mouvement de verroo ).
, A. Groupe a trois paramètres formé par les mouvements nufour
d une vis que 1-on peut déplacer par une Iranslafiou {:H-rpeii<iiciifaire

( î ) roIrÎAK-EmuL, ^a/̂ m^^ .̂̂ .̂ .̂/̂  j ̂  ^ ,^
(,2) ^nmdi'dIMctthQmatica, iH^B. /-W/îtimt i ï r î^^ l /1*^ 1 /•ÏIÎAb ls.^ lp.38^ ^-î ^ 7/w^w^/^y^^,
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à son axe. (Cas par t icul ier : un plan du système mobile glisse sur un
plan fixe.)

L Groupe a un paramètre du mouvement hélicoïdal*

On déterminera , sans peine, les systèmes de vis instantanées cor-
respondant à ces divers mouvements , et l'on vérifiera la proposition
s u i v a n t e :

Si le ^sterne de^ IH.S inaUinlaneas es'l fixe dans le corps, il est aussi fixe
danfî l9'espace^

7. 'Passons m a i n t e n a n t a la, ques t i on posée par M. Kœnigs.
On appe l l e m PHINCIPALE î/ iNEn'nE d 'un corps solide une vis telle que

si l 'on i m p r i m e b rusquemen t au corps en repos un dynamo porté par
celle v i s^ le mouvement hélicoïdal t angent est, au départ, porté par
cette même vis.

Les vis pr incipales d ' inert ie dépendent de la d i s t r ibu t ion des
masses dans le corps solide, et de la na ture géométrique des l iaisons
imposées au corps. Nous supposons ces liaisons sans f ro t tement .

Rappelons m a i n t e n a n t comment on détermine les vis principales,
La force vive sïT du solide est u n e fo rme q u a d r a t i q u e des variables u\
coordonnées d u torseur in s t an tané . Considérons, en outre, la (orme
q u a d r a t i q u e l.H' des mêmes variables, dé f in i e au n° 2. Egalons à zéro le
d i s c r i m i n a n t de AÏ -hX» nous obtenons une équation en X, dont le
degré est n (nombre des var iables //^,); car T est une forme dé f in i e
po'sitive^

Soit 7\,f l 'une des racines de cette équat ion. Egalons à %éro les dé-
rivées (par rapport aux r/) de A/IT 4-x*. Tout système de so lu t ions :
( / ^ u^ ^^ /4 des équations l inéaires et homogènes a ins i obtenues
d o n n e les coordonnées liomogenes (n0 2) d 'une via principale
d ' ine r t i e^

'Nous reïiverrcmB, pour la démonstratiorh à rOuvrage cité de
M1, KœiligR» Toutefois nous observerons que le raisonnement de
M. Kœrrigs suppose essentiellement la racine ^ différente de zéro.
Nous cori viendrons alors d^appeler vis principale d'inertie toute vis
obtenue par le calcul précéderït» en désignant pa rv i s principales^"
fff/liéres ccilen qui correspondent aux racines nulles de l 'équation

/Inn, tie' i! À^ ^(if-in^lf » 3"' ftéri(î. "- Tvme XVÎIÏ. JÀîfWft ïy)û^ 3
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en 'X. Les coordonnées homogènes ( l ' une vis p r inc ipa le s i n g u l i è r e
annulent évidemment la fo rme X; d'où i l résulte que cette vis a um
paramètre nul ou in f in i . En d'autres termes, ie mouvemen t correspon-
dant se réduit à une translation ou à une rotation. A une vis pr i rn ' ipu le
non singulière correspond toujours un m o u v e m e n t h é l i c o ï d a l propre-
ment dit.

Observons, en passant, que si les l iaisons sont de na tu re te l le
que X soit identiquement nulle, toute vis instantanée est vis pr in-
cipale singulière.

Avec la convention précédente, la recherche des vis p r inc ipa les
singulières revient exactement à la1 décomposition s i m u l t a n é e en
carrés des deux formes T etx. L'une de ces formes étant définie po"
s i t i v e ^ on voit qu'un corps solide doué de n degrés de liberté possède au
moins n vis principales d'inertie, et que, s il en exkte plus de n, il en
existe une infinité.

Les valeurs de u\, u^ ..., u^ correspondant aux diverses vis pr in-
cipales ne peuvent sat isfa i re s i m u l t a n é m e n t a aucune re la t ion l inéaire
homogène iden t ique . Donc, les vifî principales d'Inertie peinent serw
à définir le système à n termes de,^ vis instantanées

8. La remarque précédente montre que» si les vb pririeipalea sont
fixes par rapport au sol ide, il en est de môme du système des vin
Instantanées. Donc :

Pour que les vu principales d'inertie soient fixes par rapport an corpîî,
il faut que le mouvement à n paramètres sou un soua» groupe du groupe
des mowements.

• "La condition1 précédente est aussi suffisante, ainsi que h montre
l'examen suivant1 des divers cas possibles-

a. Dans le cas du solide libre (^ on a, en désignant par M la
masse du corps, par a, b, c les rayons de gyration correspondalît aux
axes principaux de l 'ellipsoïde d ' inert ie relatif au centre de gravité.
\m p , q , r ,^y] , $ les'coordonnées p luckér ienneg d'un tommr quel-

( 1 ) Ce résultat esl indiqué dans rOuvrago eîté de Orîtvtôliu», p. 175.
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conque rapporté aux axes principaux précédents
2Ï ^M^+Y)2^2^-^2-^ /yV^C2/^),
9^t==:p'^-+- q-r\ -f-/'^.

On voit alors, de suite, que si a, b, c sont différents il existe six vis
pr incipales d ' inert ie, que l'on peut ranger par couples. Deux vis d 'un
même couple sont portées par l 'un des axes principaux précédents;
leur pas commun est le rayon de gyration correspondant à cet axe;
leurs sens sont opposés. Si l'ellipsoïde d ' iner t i e est de révolution, ou
s'il se rédui t à une sphère, le solide a une in f in i t é de vis principales.

b. Dans le cas d 'un solide ayant un point fixe^ la forme X est iden-
t iquement nu l l e . Toute vis de paramètre n u l , don t l 'axe passe par le
po in t fixe, est vis p r inc ipa le s ingul ière .

c\ d, e. La forme je s 'annule ident iquement dans le cas ou les mou-
vements possibles sont des translations. Chaque d i rec t ion de t rans la t ion
possible d o n n e la direct ion de l'axe d'un couple représentant une vis
pr inc ipa le s ingul ière de paramètre i n f i n i .
/. Etudions ma in tenan t le mouvement à cjuatre paramètres laissant

invariable une direction de droites. Prenons pour (rièdre Oxys l ié au
corps un tr ièdre tr irectangle dont l 'axe Oz soit la para l lè le à la direc-
tion fixe, menée par le centre de gravi té 0. Désignons par !;, Y), Ç les
projections sur les axes de la vitesse de t r ans la t ion , par ^ la vitesse
a n g u l a i r e de rotat ion, par M la masse du corps, par c le rayon de.gvra-
tion correspondant à Os. Il v ien t alors

a T = M ( ̂  4- ri2 -h Ç2 -h c2 ̂  ), a X •= r Ç.

La décomposit ion s i m u l t a n é e en carrés des formes précédentes
donne deux vis principales proprement dites, de coordonnées Pluc.ké-
r iennes o, o, ï , 0,0, ± c (c'est-à-dire deux vis de sens opposé, ayan t
toutes deux pour axe la paral lè le à la d i r ec t ion f ixe , menée par le
centre de gravité, pour pas le rayon de gyralion correspondant). Elle
d o n n e aussi une i n f i n i t é de vis p r inc ipa les s ingul ières (o, o, o, Ç, y;, o),
représentées par les couples correspondant aux translations perpen-
dicu la i res à la direction fixe.

Les calculs re la t i f s aux casTestants ne présentent aucune diff icul té .
O'n trouve ainsi :
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g. Dans le cas du mowement de verrou, deux vis p r inc ipa les pro-
prement dites, de sens opposé, ayant pour axe l'axe < l u verrou» pour
pas le rayon de gyration correspondant.

A. Dans le cas du mouvement, hélicoïdal combiné à d(î$ translationy
perpendiculaires à son axe : une vis pr incipale p rop re m eut d i t e ( la vis
portant le mouvement hélicoïdal , menée par le centre de gravité), et
une infini té de vis principales singulières, représentées par les
couples correspondant aux translations. Comme cas par t icul ier remar-
quable, on a le cas à'un corps dont un plan ffl-sse sur un, plan/laïc.
Alors ^ est i den t iquemen t nu l le , et les vis de paramètre u u l < l o n l
l'axe est perpendiculaire au plan fixe1 sont les seules vis p r inc ipa le s»
Elles sont toutes singulières.

i. Il est enfin bien évident que la vis portant le mouvement, dans
le cas du mouvement hélicoïdal, est vis pr incipale .


