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INTEGRATION

D'UNE

DIFFERENTIELLE TOTALE BINAIRE

A QUATRE VARIABLES INDEPENDANTES,

Par M. Cu. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

[. Le probleme suivant me semble emprunter quelque intérét a
'importance des cas plus simples que jai traités récemment ('), ainsi
qu'a la nature des calculs exigés par sa résolution; d’ailleurs, je ne
serais pas étonné si des considérations du méme genre, ou connexes,
venaient un jour & jouer un role utile dans la théorie des équations
aux dérivées partielles :

Etant données six Jonctions des quatre variables independantes x, y,
z, 1, savolr
) ﬂ Az, y,5,0), B, G

U, vV, W,

intégrer la différentielle totale binaire

Ad[y,s]+ B[z, 2]+ Co[r,y]
-+ Ud[z, ¢]+ Vo[, ¢] + W[5, 2],

(1) Sur la théorie des intervalles binaires et des intégrales doubles (Ann. del ‘Fic. Nor-
male, 3° série, t. XVI; avril 1899).

Interprétation nouvelle de la condition requise pour qu'une intégrale double, prise sur
une plaque de surface, ne dépende que du bord de celle-ci ( Comptes rendus de U dca-
démie des Sciences, séance du 10 avril 1899).
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c’est-a-dire troucer une patre u, ¢ de fonctions de z, v, =, t dont les deter-
minants différentiels pris par rapport a y, =, @ =, ©, ..., 4 5, 1 repro-
duisent respecticement les six fonctions (1).

I1. Siles fonctions données (1) sont toutes identiquement nulles,
'une des fonctions inconnues est nécessairement composée de I'autre,
et la solution du probleme s’obtient en prenant simplement, pour
u, ¢, deux fonctions composées, & composantes arbitraires, d’'une méme
fonction simple de x, y, z, ¢, également arbitraire.

Nous excepterons donc ce cas désormais; puis nous nous procurerons
quelques facilités en introduisant les notations

, Hy.-= A, ce H.,= W,

2

(2) Hy=—1)\, ..., H.=—W,
d’ou les relations

(3) = Hy.== Uy, . +=H. == H,,

dont nous ferons un usage continuel dans les transformations ultérieures,
ainsi qu’en écrivant généralement

E{l_t éﬁ | du du

(4) (l)f ds _ é w, ;-1 5 7 : ds dit l — § u, ;.,‘ § :
de dy VERR] dy de | {35 L4
dy ds ds di |

moyennant tout quoi, les équations du probleme prennent les formes

u, ¢ T Su, e
’ =H,., e =H.,, ’ = H.,,,
I T
Su, 08 w, 0§ du, 0}
( E‘T,, [i - [I:rl’ é’,,e § — II_‘)’!; ?5, { § == II:U

auxquelles les relations (3), (4) assurent une exactitude indépendante
de la maniere dont les lettres =, Y, =, ¢ peuvent étre permutées dans
les notations.

III. En ajoutant membre & membre, aprés les avoir multiplices par

du du du 1. . ., .
o A=A précédées de signes convenables, les trois équations du
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groupe (5) dont les seconds membres ont pour indices les couples
=L, ty, y=, en exécutant ensuite toutes les permutations circulaires des
quatre lettres =, v, z, ¢ dans les notations de la nouvelle équation
ainsi obtenue, puis en recommencant les mémes opérations avec les
dérivées de ¢ substituées a celles de u, on constatera tout d’abord que
les fonctions cherchées u, ¢ satisfont I'une et I'autre aux quatre mémes
équations aux dérivées partielles, linéaires et homogenes, 4 la méme
fonction inconnue 2,

dy 3 s
}I;l ;l; = [I[‘)- ;72 -+ IIJ—: d_t = 0,
ds s dz
© =g -+ H,, 4 + H., ai o,
o s H ds o ds .
vy T = dy ey o =0
ds ds s
H;y I - II,;; Z[:)—/ -+ IIyx iz =0,

et qu’en conséquence les solutions du probleme sont nécessairement
comprises parmi les paires d'intégrales particulieres de ce systeme.
Nous avons donc & discuter et & intégrer ces équations.

IV. Le déterminant des coefficients des dérivées de 2,

o H. H, H,
H,:;, o H, H.,
Hy, Hao o My

| Moy W Wy, o |

(7) ® —=

jouit de la propriété évidente qu’en transposant dans les indices deux
quelconques des lettres @, y, 5, ¢ on obtient la notation d'un autre
déterminant redevenant identique a lui par des transformations lais-
sant intacts sa valeur et son signe. Car la transposition de x, ¢, par
exemple, dans les indices, produit le méme effet dans le Tableau (7)
que si, aprés y avoir transposé les deux colonnes ne contenant pas
Hae, Hepo puis les deux lignes ot les mémes éléments ne figurent pas
non plus, on lui faisait exécuter une demi-révolution autour de sa
diagonale principale.
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Un calcul direct donnant :
1° Pour le mineur complémentaire au premier élément de la diago-
nale principale, Pexpression

(8) B,.H:.H,,+ Hay He Hyy
que les relations (3) réduisent & o;
2° Pour celui de H,,, 'expression
H, H, H,, — Hy, H, Uy — H Uy Hoy
que les mémes relations permettent d’écrire
(9) (HyoHy+ Ho Hy + H,, H. ) H,,,

on trouve, par de simples transpositions de lettres, dont chacune, en
vertu des mémes relations, laisse le binome (8) identiquement nul en
changeant simplement le signe du trindme entre parentheses dans
I'expression ci-dessus (9), que les divers éléments du déterminant (7)
ont pour mineurs complémentaires les produits de ce trindome,

Hyz}Ixt+ I'szHyt -+ nyllzt,
par les éléments semblablement placés dans le Tableau

o, }Izy. II,Q‘:’ H.z'l}
H}’x, O, H.’Yf" H'J"’
I'.[:x, H;y, 0, II”[’

z

gz, }Ity’ H,,, o3
d’olt I’on conclut immédiatement
0 = (U H,, + H..H,,+ H,, H;).

Si l'on a ®=£o0, le probleme est impossible; car alors les équa-
tions (6) donnent forcément

ﬂ_‘du__du__dv_ _dy

dz ~dy — dt —dex T dt %
d’olt

w04 3u,o _tu,ef tu,ef

/ ”~ - -~ o * - - -~ ——.O’

J’,s Z, X ‘}’,t -‘a,t
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tandis que, par hypothese, les seconds membres des équations pro-
posées (5) ne sont pas tous = o.

Une premiére condition de possibilite consiste donc dans Iexistence
préalable, entre les données (2), de la relation

(10) H,.H,, -+ Ho,H,, + HeyHy=o,

que nous supposerons désormais avoir lieu.

V. Comme alors, et cela d’apres leur nature reconnue ci-dessus, les
mineurs du troisieme ordre du déterminant (7) sont tous nuls aussi,
les équations (6) se réduisent & deux d’entre elles au plus, méme a
deux précisément; car nous supposons essentiellement == o une des
fonctions (2) au moins (IT), et deux équations du systeme (6) sont
évidemment distinctes quand la valeur numérique commune aux deux
coefficients dont les indices de chacun ne sont que ceux de l'autre
transposés, ne s’y réduit pas & o. Nous fixerons les idées en supposant
qu’il en est ainsi pour les deux premieres, ¢’est-a-dire que I'on a

(11) Hz(=—Hi) Z o,

et il nous restera simplement & intégrer les équations différentielles
partielles

flf I i‘f_ H.. @

dx —  H. ds H, di’
(12)

d_ Wyds M ds

dy =  H,; dz H,. d¢t’

formant un systeme immédiat, aux variables principales z, y, aux.
variables paramétriques z, ¢, que, moyennant les relations (3), cha-
cune des transpositions (z, y), (=, ¢) laisse invariable.

En outre, ces équations n’ont d’intégrales ni exceptionnelles, ni sin-

ds ds _, . -
gulieres, parce que &, —, —— n’entrent ni dans leur condition de pas-
dx’ dy

c e . . . ds ds
sivité, ni dans les relations a établir entre 2, y, 5,2, 2, 7=, - pour que
leurs seconds membres cessent d’étre fonctions olotropes de ces sept
quantités; nous n’avons donc anous préoccuper que de leurs intégrales
ordinaires.

Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X VI, — Dicempre 18gg. 65
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VI. Les équations (12) rentrant précisément dans une classe de
systemes dont j’ai exécuté I’intégration ('), la méthode & suivre pour
procéder A cette recherche conduit & écrire tout d’abord le systeme
auxiliaire d’équations différentielles totales

(ds _Hy ot M

\ch‘_H,’ dz — Hg'
(13) ¢

ds _ My e _ M

( dy = Hi dy — H,.

maintenant aux fonctions inconnues z, ¢ des deux variables indépen-
dantes 2, y, et & construire leurs conditions de passivité qui coin-
cident toujours avec celles du systéme originaire (1 z)
A cet effet, on formeral’expression ultime de —— dyd » tirée de la pre-
miere équation de la premiere colonne du systeme (13), en différen-
¢ t résli t ds ds dt
tiant cette équation par rapport a y et rééliminan il ce qui

conduit a

A5 Hp (oM. H, oH, H., oH,.
II‘~dydx+H;<dy H. 05  Hs ()t)

_ 0Hy  Hy Hy  Hey OHa

gy "W, 9z "W, ot°

. - . .
on formera ensuite celle de —=_ tirée de la seconde équation de la
dx dy

méme colonne, en permutant simplement les lettres @, y dans les
notations de la relation précédente, ce qui donnera

&z Hy (0Hi | He 0H,  Ha, 0H,
Hegmdy = H,( oz TH, 0z T H, ot >

_ OHy  Hy oMy | He 0Hy,
=%z TH. 9: TH,. o’

et, en soustrayant membre 2 membre cette nouvelle relation de la pré-

(1) Eaxtension de la méthode de Jacobi pour intégrer une seule équation aux dérivées
partielles, & une seule fonction inconnue dont les dérivées y entrent linéairement, au cas
d’un systéme passif d’équations de cette sorte en nombre quelconque (Ann. de I'Ec.
Normale, 3¢ série, t. VII; juillet 18g0).
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cédente, cela sous I'hypothese

dis  dz
dydz — dxdy’

on obtiendra la condition de passivité unique du systeme (13) qui
correspond a sa premiere colonne, dont nous multiplierons les deux
membres par H? (5 o),

Mo (He 05 My 0 e B, 0 ) — By (MG o M T 1, T
dH de dH,, dH dH dH
= I']t_‘ <II[‘, -———Lx—t‘ I'Iyg : H;y d[ l> - Hl: <IIZ' L IIZ’t d:}" Hz.r dlyt

Dans le premier membre, ce qui provient des seconds termes des
deux parentheses s’évanouit; ce qui provient des troisiemes se réduit

dII
a Hg Hee —=

jours], et tous les termes deviennent divisibles par H,,(5£0). Ces
diverses observations permettent d’écrire facilement la condition pré-

* en vertu de la relation fondamentale (10) [et de (3) tou-

cédente sous la forme

all, dH,, . dH,, dH,. dlly, dHg
H“”( dy + >+Hﬂ< 4z T dx)_i_H < dr dy >

(Z}I.Z’l
de

dI'[yl
“di

dl[;t

=1y a

Mo S 4,

b

puis, en 'ajoutant membre & membre avec le résultat de la différentia-
tion de I'identité (1o) par rapport a ¢, sous celle-ci, maintenant défi-
nitive,

!

s ., (54.[3:: LA dH,y>

dt dy ds

. L /dl,  dH.,  dH,
(14) ? +“y‘< a T as T ax >

dll,, dl,, dH,\ _

L+ ( @ tTar Tt dy >—

La permutation des lettres 5, 7 dans les notations de cette premiere
condition de passivité procure la derniere, qui correspond i la seconde

)
)
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colonne du Tableau (13),

(ZH)-( + dH[; -+ (ZEI:}:)

e . ds dy dl
N dH,, dH,. dH.
(13) i +H‘V:<a’: - dt + dzz‘)

dH.z‘y dI{y:. dH. _
\ —l_-H“( = T de T dy >—O'

Une deuxiéme condition de possibilité consiste donc dans ['existence,

entre les données, des relations (14), (15) que nous supposerons encore
avoir liew; mais il arrive qu’elles sont entrainées par les dernieres que

nous rencontrerons bientot (VII, inf.).
Sous cette nouvelle condition, les équations différentielles auxi-

liaires (13) possédent des équations intégrales générales de la forme
plx, y,5 6) =M, v(z,y,5t)=N,

ol &, v, M, N représentent deux certaines fonctions de x, y, =, ¢ et

deux constantes arbitraires, et, d’aprées ma méthode d’intégration

mentionnée ci-dessus, les équations (12), partant (6), ont, pour inté-

grale générale,
o =8(uv),

ol Q est la caractéristique d’une composante arbitraire i deux places.

VII. En nommant donc Y, ® deux composantes de cette nature,
encore inconnues, la paire de fonctions que nous cherchons ne peut
étre que de la forme
(16) w=Y(p,v), =1, v),
et, en posant, pour abréger,

Y,05
By vy | @) @,
sa substitution dans les équations du probleme (5) conduira aux six
nouvelles

Y(,0 Y, {
2

W;w)zi

» v Ly V s YV
ei“ ;——Hyi, @E{f gz_—Hm, @E“ E:H”,

‘ J’:~ ‘-7'2', -l',)’
a7 | v e
( @i = ., @i?i t% —H,, o %ﬂ ti =1,
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Si maintenant on ajoute membre & membre, apres les avoir diffé-
renti¢es par rapport a y, z, ¢ et multipliées par des facteurs =1 con-
venablement choisis, celles de ces dernieres équations ol les indices
des seconds membres sont z et ¢, zety, y et z respectivement, il res-
tera simplement

40 do o

3),- s dt

dp. dp. dp | _ dH;, dH,, = dH,;
2}”527“z{y+(/;+dz’
dv dv dv

Z = @

parce que le multiplicateur de © dans le résultat se réduit en fait d o.
D'ot, en poursuivant par permutations d’indices, les quatre conditions

de possibilite
dll., N dHy, N dH, - _

dy ds di ©
dH,. AdHg, dH.,
(18) dz - das ar %
¢
dH .., dH,, dH 4y
LR 4+ Y —o,
dz dy dt $
dH ., N 1241 98 N dH —o,

dax dy ds

i

parce que, O étant une fonction composée finie de ., v, les quatre
déterminants du Tableau

ng d(i) d® d®
dr’ d y’ ds’  dt
//i ﬂ[i ilﬂ dw.
dz’ dy T ods’ de
dv _(_1:/_ v dv
dz’ dy’ ds’ dt

se réduisent tous & o identiquement.

VILI[. Dans le cas le plus général qui nous occupe, ot les fonctions
données (2) ne sont pas toutes = o, la réalisation des conditions (10)
et (18) assure, a elle seule, la possibilité du probleme, et nous sommes
nantis actuellement des moyens de le résoudre.
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Car, en raisonnant toujours sur l’existence de I'inégalité (11), la
condition (10) réduit les quatre équations aux dérivées partielles (6)
au systeme (12) n’en comprenant plus que deux; les conditions de
passivité (14), (15) des équations différentielles fotales auxiliaires (13)
sont entrainées par les identités (18), et l'intégration générale de
ce systeme auxiliaire fournira les fonctions simples p(, y,z,z),
v(z, y,5,t) de I'alinéa VI.

Si maintenant on résout chacune des six équations (17) par rapport
4 une inconnue T écrite dans toutes a la place de ®, on trouvera six
fonctions de x, y z, ¢, forcément identiques entre elles. Effectivement,
w, v, intégrales particulitres évidentes de la premiere équation (6),
donnent

dp. d|
H:!dy+thd +Hy.."(ﬁ:0,
dv d ‘ dv
H-d +H‘YH_2+HWG'—5:0’
d’our
I'I:t _ }Il)‘ — HJ’S
Eu,v THmvi T fmvy
T
puis, de méme,
H., _
P v s
5,z

et la fonction T (=, y, 5, ¢) ainsi obtenue est certainement exprimable
en fonction composée finie de 1, v seulement, car en la substituant
4 @, dans les équations (17), alors toutes satisfaites, puis en recom-
mencant les raisonnements de ’alinéa précédent, on trouvera, moyen-
nant les conditions (18), que tous les déterminants du Tableau

dl  dT dT dT
dz’ dy’ ds’ dt’
di  dp  dp d[J.
dy s dt’
dv  dv dv dv
dz’ dy’ ds’ dt’
sont identiquement nuls, tandis que ceux de ses deux dernieres lignes
ne peuvent I’étre tous.
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On aura ainsi
‘ "T(z, y,5,t) =0(u, v),
-olt O est une composante maintenant connue; et le calcul des compo-

santes Y, ® des formules (16) n’exigera plus que I'intégration de
I’6quation '

dY  dY
de 4o
o g | =0
o @

c’est-d-dire celle d’une différentielle binaire & deux variables seule-
ment, probleme qui a été résolu au n° 21 de mon Mémoire Sur la
theorie des intervalles binaires, etc., cité au début de celui-ci.

IX. La condition (10) est purement algebrique, n’exprimant pas
autre chose au fond que l'existence de quelque Tableau de fonctions
de =, y, =, ¢, & quatre colonnes et & deux lignes, dont les détermi-
nants (non différentiels) reproduisent identiquement les fonctions
données (2). |

Si I'on en fait abstraction, et si, par une induction fort plausible,
on généralise les résultats obtenus, pour les cas de deux et trois va-
riables, dans mes Mémoires rappelés au commencement de celui-ci,
pour le cas de quatre variables dans ce qui précede, les observa-
tions suivantes, applicables aux différentielles totales ordinaires-(pri-
maires), s’étendent d’elles-mémes aux différentielles binaires :

Aucune condition d’intégrabilité ne simpose, quand le nombre h des
variables ne surpasse pas la valeur minimum v pour laquelle on peu
eerire la dyfférentielle (on a =1 pour les différentielles primaires, et
7 = 2 pour les différentielles binaires).

Pour h =1 + 1, une seule condition d’intégrabilit¢ intervient.

Pour hZv + 1, une condition se forme, comme dans le cas précédent,
pour chaque combinaison de v + 1 variables, réalisable parmi les h «
h(h—1)...(& —n)

1.2...(n-+1)

Les mémes regles subsistent vraisemblablement pour les différen-
tielles ternaires, etc., dont je dirai peut-étre un mot dans une autre
occasion.

considerer, ce qui eléve leur nombre total
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h(h—1)

.2

X. De méme que les équations différentielles, aux /4 fonc-

tions inconnues H,, H,, H;, ...,

dH, dH,  dH, dH, dH,  dH,

dy T dz’  ds  dz’ = Tds ~ dy’
ont pour intégrales générales les dérivées premieres par rapport i ,
¥+ 5, ... d’'une méme fonction arbitraire de ces A variables, les condi-
tions (18), envisagées comme équations différentielles partielles entre
les six fonctions inconnues H,,, ... des quatre variables «, y, z, ¢, ont
pour intégrales générales évidentes les déterminants ditférentiels,
convenablement formés, d’une paire arbitraire de fonctions de ces
mémes variables.

FIN DU TOME XVI DE LA TROISIEME SERIE.



