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S U R LES

SURFACES ISOTHERMIQUES,
PAR M. GASTON DARBOUX (r). ^ • • • • -

I.

Dans le Mémoire précédent, j 'ai fait l'étude complète d'un beau
théorème de M. Guichard et d'une transformation des surfaces à cour-
bure constante qui en dérive de la manière la plus directe. Avant de
passer à un autre sujet , je dois signaler trois Notes de M. L. Blanchi
qui ont paru le 2? février, le 5 mars et le 28 avril dans les Rendiconti
de l'Académie Royale des Lincei et qui se rapportent à la même
théorie. Elles reposent sur des principes différents de ceux que J'ai
employés; mais, comme l ' indique leur savant auteur, elles ont égale-
ment leur origine dans le théorème de M. Guichard.

Je voudrais maintenant étudier une classe spéciale de surfaces iso-
thermiques (c^est-à-dire à lignes de courbure isothermes) qui inter-
viennent dans la théorie de la déformation des surfaces les plus géné-
rales du second degré. Mon point de départ sera le théorème suivant :

Si Fon fait rouler une surface (Q) sur une surface applicable (©), tout
point-sphère invariablement lié à (Q) coupe le plan de contact de P de (©)
et de (Q,} suivant un cercle (C) qui engendre un système cyclique, c'est-
à-dire qui demeure normal à une famille de surfaces; le point m, où toute
droite isotrope (d) invariablement liée à (Q) rencontre le point de con-
tacta décrit une sur/ace dont la normale est l'intersection de ce plan de
contact par le plan isotrope qui contient cette droite Çd). Toutes les sur-
faces ainsi obtenues, celles qui sont normales aux cercles tels que (C)

(1) Extrait da Tome GXXVIiï des Comptes rendus, séances du a3 mai, p. 1264, du
'29 mai, p. 1299 et du 19 juin 1899, p. 1483.
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aussi bien que celles qui sont décrites par les points tels que m, ont leurs
lignes de courbure qui correspondent aux courbes du système conjugué
commun à (©) et à (Q). Leurs centres de courbure principaux sont tous
sur les tangentes menées à ces courbes conjuguées au point de contact de
(Q)^^(Q).

Appliquons ce théorème au cas où la surface (Q) est une quadrique
générale, qui coupe le cercle de l 'infini en quatre points distincts.
Cette quadrique contiendra donc huit génératrices rectilignes isotropes
deux à deux parallèles. Quatre d'entre elles, que je désignerai par rf , ,
^2,^3, 6?,,, appartiendront à l'un des deux systèmes de génératrices rec-
tilignes et ne se couperont pas. Les quatre autres d\, d^, d.^ d^ seront
respectivement parallèles aux premières et appartiendront au second
système de génératrices rectilignes.

Les deux groupes de génératrices isotropes se couperont mutuelle-
ment en seize points dont quatre, les points d'intersection desgénéra-
trices d^ d'^ seront sur le cercle de l ' i n f in i ; les douze autres points
communs aux génératrices d^ d'^ Ci étant différent de 7c) seront les
ombilics de la quadrique. Désignons par (2^), (S^.) les surfaces décrites
par les points m^ m^ où les droites d^ d\ coupent le plan de contact P;
il résulte du théorème précédent : i° que les surfaces (S/), (S^.) se
correspondront par plans tangents parallèles et auront même repré-
sentation sphérique de leurs lignes de courbure; 2° que les sur-
faces (£^), (2^.) seront normales aux cercles du système cyclique déter-
miné par le point-sphère ayant son centre en l'ombilic intersection des
génératrices d^ d^. Les lignes de courbure des huit surfaces (S/), (2^.)
se correspondent; elles correspondent aux courbes du système con-
jugué commun à (@) et a (Q). Remarquons d'ailleurs que les hu i t
points m}, m, qui décrivent ces hu i t surfaces sont placés quatre par
quatre sur les deux génératrices rectilignes suivant lesquelles la qua-
drique (Q) est coupée par le plan P. Quant aux centres de courbure
principaux, ils sont, d'après le théorème général, situés sur deuxtan-
gentes conjuguées de (Q), c'est-à-dire sur deux droites qui divisent har-
moniquement toutes les droites telles que m,m^ m,m^ Toutes ces
droites, aussi bien que les intersections du plan de contact par un
plan quelconque invariablement lié à (Q), engendrent des congruences
dont les développables correspondent aux courbes du systèmeconjugué
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commun et dont les-points focaux sont précis-éments.ur.les deux-tan-
gentes conjuguées communes à (0) et à (Q).

Considérons plus spécialement les deux surfaces (S;), (2^.) qui ont
leurs plans tangents parallèles et même représentation sphérique de
leurs lignes de courbure. Puisque les points focaux de la congruence
décrite par la droite m^m^ divisent harmoniquement le segment m^m^
on peut conclure immédiatement des propositions générales relatives
à la représentation sphérique que (S,), (2^-) sont l 'une et l'autre iso-
thermiques et qu'elles se correspondent point par point avec similitude
des éléments infiniment petits. Ainsi :

Les huit surfaces (2^), (2^) sont isothermiques et celles qui se corres-
pondent par plans tangents parallèles, (2^), (2^), se correspondent aussi
avec similitude des éléments infiniment petits (^ ).

Ce théorème peut être établi par d'autres considérations et même
un peu complété. Nous allons montrer que deux quelconques des hu i t
surfaces (S/), (2^) se correspondent, non seulement avec conservation
des lignes de courbure» mais aussi avec s imi l i tude des éléments infini-
ment petits.

A cet effet désignons par (©) une surface quelconque décrite par un
point M.f de coordonnées o o ^ y ^ z ^ . L'élément linéaire de la surface
sera défini par une formule telle que la suivante :

( i ) dx^-^dy^-^dz^î.du^'^r 2F dud^-{-Gdv\

Un point quelconque Pi du plan tangent aura ses coordonnées X,,, Y,,

(1) Dans une Note insérée en 1897 à la page 596 dos Comptes rendus (t. CXXV),
M. Guichard a donné une partie de ce théorème, puisqu'il indique que les surfaces (2^), (S;-)
ont môme représentation sphérique qu'une surface isolhermique.

On peut d'ailleurs généraliser beaucoup la proposition donnée dans le texte.
Dans le cas général où une surface quelconque (Q) roule sur une surface applicable (ô),

sur toute surface (S) décrite par le point m où une droite (d) invariablement liée à (Q)
rencontre le plan de contact, il correspond toujours un réseau conjugué au réseau con-
jugué commun à (0) et à (Q). Dans le cas spécial où (Q) est une quadrique et où ( d )
est une génératrice rectiligne de (Q), le réseau conjugué de (S) a ses invariants ponc-
tuels égaux. De sorte que si Ton considère les deux surfaces (S), (S') dérivées de deux
génératrices parallèles de (Q) et se correspondant, par suite, par plans tangents paral-
lèles, elles font partie de F un de ces groupes de douze surfaces que j'ai étudiées dans la
quatrième Partie de mes Leçons, .. . , ' •
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Z, déâûies par des équations de la forme suivante :

X,

Yi

Zi

==a"i

==Ji

'~~~' ^,,

+ï

-+-Î.

-^

<)a?i
do'

^1^
au

^l-l
<ÎM

f-/^

t-^-

f-^

à^i
W
ày.
àv

à^i
"c^

(2)

où X et [A désignent des paramètres convenablement choisis. Ces para-
mètres jouissent d'une remarquable propriété : si l'on suppose qae la
surface (@) se déforme en entraînant avec elle tons ses plans tangents
et par suite le point P < , les quantités ^ et y. demeureront invariables.
Par suite, si se, y, s désignent les coordonnées du point d'une sur-
face (Q) résultant de la déformation de (©), les coordonnées de la nou-
velle position P du point P, seront données par les formules

; ., àx àx
X

Y

.

==: X

~^y

=: z

. àx
4-^ — -\au
. àx-4-À — 4au
., à^^\ ^

au

àx\- a —ï
' <h'

ày
h u. — 5

' àv
as

^^^ î

(3)

où X et ̂ n'auront pas changé de valeur. Cette remarque est essentielle
pour la suite.

Si nous calculons l'élément linéaire dS^ de la surface (P.) décrite
par le point Pi (X,, Y,, Z.), nous aurons

rfSî==<^X?+rfYÏ+^ZÎ,
et il faudra remplacer les différentielles c?X,, rfY., dZ, par leurs va-
leurs déduites des équations (2).

Pour effectuer ce calcul, faisons usage des formules de Gauss dé-
montrées au n° 702 de mes Leçons et qu'on peut mettre sous la forme

<)a"ià^x,
au3'
à^^i
àuà^
à2^ ^
à^

- Dl. c +
H cl

- Dl c +H 0 1^
Dî

— 1 f*. JL-.

H 1 '

àx^
M —- -lau

w àxl -au

M' àxl -"l au

1-N^àv
,,, à^i

4-. 1\' ., „ , ,

àv

^-wà̂v

(4)
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Dans ces formules,, qui s'étendent naturellement àj^.et a z^ pourvu
qu'on y remplace c par c\, c\, les quantités c^ c\y c\ sont les cosinus
directeurs de la normale; H désigne ^EGr — F2 ; M', N, M', ... dépendent
exclusivement de l 'élément linéaire, c'est-à-dire sont des fonctions de
E, F, G et de leurs dérivées; D ^ , D",, D^ sont des déterminants auxi-
liaires sur la définition desquels je ne reviens pas, mais qui jouissent
de cette propriété que la combinaison D ^ D ^ — D^2 dépend, elle aussi,
exclusivement de l'élément linéaire. En faisant usage de ces formules
on pourra mettre l'élément linéaire dS^ sous la forme suivante :

^^^^^^^^^^^(D^z^+^D.^^+B^^

où û est une partie qui ne dépend que de l'élément linéaire de la sur-
face (©) et subsiste lorsque (©) se déforme arbitrairement. Si donc la
surface (©) se déforme et vient coïncider avec la surface (Q) et si le
point Pi vient occuper la nouvelle position P, l 'élément linéaire de la
surface (P) décrite par le point P sera de même

, ̂  DÀ»+.D^+D^ ̂ ^ ̂ ,^ ^ y^ ^ ̂

D, D", W étant les valeurs que prennent les déterminants de Gauss
pour la surface (Q). En él iminant Q entre les deux équations précé-
dentes on sera donc condui t à la relation

(5)
d6^ = dy~^~ ̂ l̂̂ ^^J0 -̂2 (D.du^ ̂ dud^Wid^)

DP^-^âD^pi- t - .D^jL2 . , , „,, , -.„, ,,^- ......—————r:———L^ ( [) du3' -4- 2 D/ du dv + D// d^ ).

Telle est la formule fondamentale que nous voulions établir. On en
déduit de nombreuses conséquences. Voici celles qui se rapportent à
notre sujet :

Supposons d'abord que l'on considère une développable isotrope (A)
liée à (Q). Elle sera l'enveloppe du plan

(6) ( j—a^X+^i+a^Y+saZ—sj^a):^,
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où a désigné lin paramètre variable que l'on éliminera entre cette
équation efc sa dérivée

(7) ' ~aX4^aY-4-Z4-/'(a)==o. " '

L'élément l inéairede (A) se calcule sans difficulté, il est donné par
la formule

(8) ^^[•//(OI)-^(oe)-z]2^.

Prenons l'intersection de la développable (A) par les plans tan-
gents de (Q). Dans chacun de ces plans tangents, il y aura ainsi une
courbe (C) et les valeurs de \ et de p- relatives à chaque point de (C)
se calculent de la manière la plus élémentaire. Il suffit de remplacer,
dans les équations (6) et (7), X, Y, Z par leurs expressions déduites
des formules (3); on aura ainsi les deux équations qui feront con-
naître À et pi.

Supposons maintenant que (Q)se déforme en (©) et quelle entraîne
dans ses plans tangents toutes les courbes (C). Dans leurs nouvelles
positions, celles-ci engendreront une congruence de courbes. La for-
mule (5) fera connaître l'élément linéaire de l'espace exprimé à l'aide
des trois variables a, u, v,

Admettons que l'on ait choisi les variables u et v de telle manière
que les déterminants D', T)\ soient tous deux nuls; ce qui suppose
que l'on ait pris pour u et v les paramètres des deux familles de courbes
qui sont conjuguées à la fois sur les surfaces (Q) et (©) .Le terme en
dudv disparaîtra de l'équation (5) et l'on aura pour rfS^ une expres-
sion de la forme

dB^=H^a2+K^2-4-L^2.

Cette formule met en évidence l'existence d'un système triple ortho-
gonal formé des trajectoires orthogonales des courbes (C) et de deux
autres familles engendrées par les positions des courbes (C) qui cor-
respondent à une valeur donnée de u ou de p. Ce système triple est le
plus général parmi ceux pour lesquels deuxdes trois familles de sur-
faces se coupent mutuellement suivant des courbes planes. (Leçons,
n08762,971,1060,)
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Supposons maintenant que (Q) soit une surface gauche et que le
point P soit assujetti à décrire une des lignes de longueur nul le de
cette surface. On aura ici, en supposant que les génératrices recti"
lignes de la surface soient les lignes de paramètre ^,

D == o, p. == Oy dS == o.

La formule (5) se réduira donc à la suivante :

cIS^ =: ï)—^- (Di û^+aD^ du dv -4- DÏ ^2).

On est ainsi conduit au théorème suivant :
Si une surface réglée (Q) roule sur une surface applicable (©), les

points où les différentes lignes de longueur nulle de (Q) rencontrent le
plan de contact de (©) et de (Q)» points qui sont tous situés sur la géné-
ratrice rectiligne de (Q) contenue dans le plan de contact, décrivent des
surfaces qui se correspondent ayec similitude des éléments infiniment
petits; les lignes de longueur nulle de ces surfaces correspondent aux
lignes asymplotiques de (@).

Si nous revenons en particulier au cas où la surface (Q) est une qua-
drique, nous voyons que parmi les lignes de longueur nulle de (Q) se
trouvent, en particulier, les huit génératrices isotropes déjà considé-
rées ai, d1^. Donc

Les huit surfaces (S^-)» (2^) se correspondent avec similitude des élé-
ments infiniment petits; et leurs lignes de longueur nulle correspondent
aux lignes asymptotiques de la surface (©).

La formule (5) a beaucoup d'autres applications, je les réserverai
pour une autre occasion (1).

II.

Les propositions que j'ai établies dans l'article précédent montrent
qu'on peut rattacher à la déformation des quadriques les plus gé-

(1) Séance du a3 mai 1899.
À.n,n. de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome XVI. — DISCEMBBE 1899. 63
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nérales certaines surfaces isothermiques que j'ai appelées (2^), (2^).
Si l'on savait déterminer toutes les surfaces applicables sur une
quadrique déterminée, on aura i t par cela même l'équation en termes
finis de ces surfaces isothermiques. Elles dépendent donc seulement
de deux fonctions arbitraires d'une variable indépendante, tandis que
la dé te rmina t ion des surfaces isothermiques les plus générales exige-
rait l ' intégration d 'une équation aux dérivées partielles du quatrième
ordre que l'on doit ranger au nombre des plus compliquées, des plus
difficiles à intégrer de la Géométrie infinitésimale. En essayant de ca-
ractériser nettement les surlaces (S/), (5^), j'ai rencontré quelques
propositions générales qu'il me paraît utile de signaler.

D'abord la correspondance entre Ips surfaces (2^-), (S^.) a lieu, nous
l'avons remarqué, à la fois avec similitude des éléments infiniment
petits et parallélisiïte des plans tangents. L'étude des cas dans les-
quels ces deux propriétés se trouvent réunies a été faite par M. Chris-
tofFel ; je n'y reviendrai donc pas. Mais la correspondance entre les
surfaces (£/), (S/,) soulève un problème intéressant. Ces deux sur-
faces, qui sont normales à un même cercle, peuvent être considérées
comme les deux nappes de l'enveloppe d'une sphère dépendant de
deux paramètres. Nous sommes donc conduits à nous proposer la ques-
t ion suivante :

Dans quel cas une sphère qui dépend de deux paramètres enveloppe-
t-elle une surface dont les deux nappes se correspondent avec similitude
des éléments infiniment petits ?

On connaît une solution très générale de ce problème. Si la sphère
est orthogonale à une sphère fixe, les deux nappes de son enveloppe
sont inverses l'une de l'autre par rapport au centre de la sphère fixe et,
par suite, se correspondent avec similitude des éléments infiniment
petits. La correspondance entre les surfaces (S,), (2^) nous fournit
encore une autre solution du problème. Il y a donc intérêt, s'il est pos-
sible, à le résoudre complètement.

Soient donc M, M'les deux points où une sphère variable (S) touche
son enveloppe. La corde de contact MM' engendre une congruence;
les développables de cette congruence découpent, sur les deux nappes
de l'enveloppe, des courbes dont les tangentes se rencontrent toujours.
Si A et B sont les points de concours de ces tangentes, les directions
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AM et AM', BM et BM/ se correspondent sur les deux nappes. Comme
d'ailleurs ces directions sont placées symétriquement par rapport au
plan tangent de la surface décrite par le centre de la sphère (S), il fau-
dra que les deux angles AMB, AM'B soient égaux.

Supposons d'abord que la valeur commune de ces angles soit diffé-
rente de l'angle droit; alors, pour qu'il y ait s imil i tude des éléments
inf in iment petits, il faudra que la tangente en M à toute courbe tracée
sur la nappe (M) décrite par M et la tangente en M" à la courbe cor-
respondante tracée sur la nappe (M') décrite par M' fassent des angles
égaux respectivement avec MA et RFA et aussi avec MB et MTB. Donc
ces deux tangentes se rencontreront toujours en un point, d'ailleurs
variable, de la droite AB. Dès lors, quel que soit le déplacement' de la
sphère, la corde de contact MM" engendrera un élément de dévelop-
pable et, par conséquent, la droite MM' ira passer par un point fixe.
Ce point fixe aura évidemment même puissance par rapport à toutes
les sphères (S) puisqu'i l se trouve sur l'axe radical de chacune d'elles
et des sphères i n f i n imen t voisines. Nous obtenons ainsi la première
et la plus générale des deux solut ions que nous avions reconnues
a priori, celle qui correspond à deux surfaces inverses l 'une de l'autre.

Supposons ma in t enan t que l 'angle AMB soit droi t ; alors il résulte
facilement de la théorie des enveloppes de sphères (Leçons, n° 475
et suiv.) que les lignes de courbure se correspondent sur les deux
nappes de l'enveloppe, et nous avons une sui te de propositions et de
formules qui permettent de pénétrer dans la question.

Si l'on suppose connue l 'une des nappes (M) de l 'enveloppe, que
l'on désigne par ^,y? -s les coordonnées du point M, par c, c\ e / ' les
cosinus-directeurs de la normale à (M) en ce point, et que l'on con-
sidère toutes ces quantités comme fonctions des paramètres p et p ^
des deux familles de lignes de courbure, les rayons de courbure prin-
cipaux de la nappe (M) seront déterminés par les équations d'Olinde
Rodriasnes :

(0

àx - àc
— + K T- = o,
àp àp
àx TT> àc— +Ri—-=:o,
api api

et, pour déterminer la nappe (M'), il faudra procéder comme il suit :
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On prendra d'une manière quelconque deux fonctions ̂  et p. satis-
faisant aux équations

(2) ^ TD ̂-T- 4- R -J- = 0,àp ôp
^ + R ^ = 0 ;
àpt api

alors la sphère (S) aura pour équation

^ [(X-^+CY-j/)2^-(3)
(^[(X-^+CY-j^+CZ-s)2]
( - i -ccx—.Ki-^c^Y—v'>- i -c"rz-+ c(X —.c) + c'(Y-y) + c"(Z —--s) ==o.

On déterminera la seconde nappe (M7) de l'enveloppe de (S) en joi-
gnant à l'équation précédente les deux suivantes :

i aï^[(X-^4-(Y-^+(Z-.)2]

+^X-)+^Y-^^Z-^=0'
(4)

I ^À

2 À api
àx

[X-^+CY-y^-KZ-^)2]

^ (X—^)+ ̂  (Y—y) -h -y:l (Z—^)=:o.
()pi ^pi ' •/ r)pi

Si l 'élément linéaire de la nappe (M) est donné sous la forme

(5) ^^H^+Iï^p^

celui de la nappe (M') sera fourni par la formule élégante

àlo^O
"^pT

/ àlog9 \ 2
/ àpds^ : H2^2(6) \ d IogÀ
\ àp

où 0 sera définie par l'équation

2À , 1 /()À\2 1 / < ) À \ 2

T^^^ÎP^-^HÎ^)-0-(7)

^logX
api

'al

H^,

Pour qu'il y ait correspondance avec similitude des éléments inf ini '
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ment petits, entre (M) et (M'), il faudra donc que ron ait

àlogO àlo^ô
• àp ^_^ à pi

^logÀ àlo^
~~dp~ àp,

Si l'on prenait le signe + les points focaux de la droite MM" seraient
toujours confondus et l'on retomberait sur le cas des surfaces inverses.
La seule hypothèse à suivre est donc celle où l'on prendra le signe —.

Si l'on pose alors, pour abréger,

/ g v î^ à^k _ ^ i <?À _ .̂
' / H Tp~^ 'IL, Jo', ~ ' c s l 9

on aura

(9) ^+^+^+^==0;

et si l'on int rodui t une inconnue auxil iaire v, on sera condui t aux
équations

àe ̂  ^ ï...n' ^.- HÏ ^ ̂  !il. ^ _ i àR,,
^ àr^ } i^ àp-^ ^--i^ -à^-m-^^-

^ - ̂  ̂ H ï ^ - H ? àlj' - ïïl ? ^ - I àïî '.
àp^ ' l A l^? àp^111^ ^ -——^^ ? Jp^îî,^^

auxquelles il faudra joindre les relations bien connues entre H, H^
R,l^

^^1^ L. (m -^^Ii^-JLÉMî
^pi' \ R ) B.i (}piî ^p \R, ) - R àp
0 ( i àîî,\ à ( s. ()ïî\ 'îm,

( i l }
[ âp \lï àp ) ^ àp, \ÏÎ[ Jp-J ^ BE7

En différentiant l 'équation (9) on obtiendra les deux suivantes:

( ^ --. L. JH î ^H nïv2 H

àp ̂  Hi àpt csl ~R ^ é2 ~ J'(^)
1 ^L - „ 1 ̂  ;- ., ^ïl _ ^HI^ _ H^
( ^pi ~' H Jpi cs ' Ri ^ <9( ~àp[ ~"" ~ JÎ ~à^ ç "̂  "RT "~~ 02 ~~ T

II ne reste plus qu'à calculer de deux manières les dérivées telles
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"s0 ?"

que -—-- pour obtenir les relations

€?log'Hz> _ à[logÔ
api ~~ à pi

àiogïîiv _ àio^ô
àp àp

d'où l'on déduit

H.=:@/(p), H^=e/(p,), ï|=^-

En choisissant convenablement les paramètres des lignes de cour-
bure on peut admettre que l'on aura H == H^ ; et l'on reconnaît dès à
présent que toutes les solutions ultérieures du problème ne peuvent être
fournies que par des surfaces iso thermiques.

Faisant donc H = H ^ , on aura, en désignant par m une constante et
en remplaçant, pour la commodité des calculs, 6 par^?m a

II^H^: i
(j^/m

En substituant dans les équations (9), (io), (1.2), on obtiendra le
système définitif
( i3) ^-+^^2,^

^ — i ^ — H & ^-_Hi
àp '""H7 àp ~ s? ^ dp ~ R ?

ÊL-^'^l à^ —-VSÏ ^— HSl
àp^ Ïî' ^-'li^ ^——X"7

^ « H ^ . . ^ ^ . ^ H < J l o ^ H , ^ i ^^ lo^H,^ _li^^-^+-^.^_^_^, ^.^^^.^

^ - fL10!11 ^ ^i - w mÀ /JLH <? ̂ ^H ^——— —— ———-———— - —— —— j-ĵ  ̂  ̂ j —— —^^ _^_ » — — —— ———————— r

api àp Ç5ly àp^ H • R^ c)p c;'

Ce système sera complètement intégrable et deviendra même linéaire
si l'on supprime l'équation (i3) qu'on peut regarder comme une
intégrale particulière du système (ï 4) formé par toutes les autres.
L'intégrale générale contiendra,en comptant w, cinq constantes arbi-
traires se réduisant à quatre en raison de l'homogénéité. Ainsi :
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Étant donnée une surface isothermique quelconque (M), on peut lui
faire correspondre, avec similitude des éléments infiniment petits et conser-
vation des lignes de courbure, une infinité d'autres surfaces isothermiques
(M7) qui, prises chacune avec (M), constituent les deux nappes d'une
enveloppe de sphères.

C'est une généralisation de la propriété relative à la correspondance
par plans tangents parallèles qu i est due à M. Christoffel; mais, tandis
que, pour le problème de M. Ghristoffel, la détermination de la sur-
face correspondante dépend de trois quadratures seulement , nous
avons ici un système adéquat ions l inéaires dont l'intégration est loin
d'apparaître immédia tement» Tout ce que je puis dire à ce sujet, c'est
que, lorsque cette in tégra t ion aura été faite pour une surface isother-
mique donnée, elle le sera par cela même pour toutes celles, en nombre
inf ini , qu'on peut en faire dériver par l 'applicat ion indé f in imen t pro-
longée de la méthode de récurrence que j 'a i donnée aux n05 434, 437
de mes Leçons.

Avant de me limiter au cas spécial que j 'ai en vue, je signalerai une
propriété générale des surfaces isothermiques qui résulte très simple-
ment des calculs précédents.

Le système (2) admet, pour toute surface isothermique, la solution

(,5) ^H-O-^)-^,, ^-!|!(^-^)-^,

^o et [J.Q étant des constantes.
On peut donc toujours, et cela sans e/ectuer aucune intégration, dé-

terminer des surfaces ayant même représentation sphérique qu'une
surface isothermique donnée, ou complé tant , avec elle, les deux
nappes d'une enveloppe de sphères sur lesquelles se correspondent
les lignes de courbure.

En particulier, si l'on suppose nulles les constantes ^o» P-o? on trou"
vera que la sphère définie par l 'équation

^ [(X - ̂ )^4- (Y-j)2^ (Z- zY} (g + ̂ )

^^ (X—^+c^Y—y^c^Z—^)

enveloppe, en même temps que la surface (M), une autre surface (M')
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(qui n'est pas isothermique) et dont les lignes de courbure corres-
pondent à celles de (M). En interprétant géométriquement, on a i e
théorème suivant :

Étant donnée une surface quelconque (M), on construit, en chacun de
ses points M, la sphère tangente qui a pour centre le conjugué harmonique
de M, par rapport au segment formé par les centres de courbure princi-
paux. La condition nécessaire et suffisante pour que (M) soit isother-
mique est que cette sphère eweloppe, en même temps que (M), une sur-
face (M") dont les lignes de courbure correspondent à celles de (M).

Cette sphère a été considérée par M. Thybaut, dans une récente Com-
munication; la relation qu'elle a avec la surface ne change pas si l'on
effectue une inversion quelconque; elle se réduit à un plan lorsque (M)
est une surface mmima; elle a un rayon constant pour les surfaces à
courbure moyenne constante ( < ) .

III.

Nous venons de reconnaître quelques propriétés nouvelles des sur-
faces à lignes de courbure isothermes. On a vu qu'étant donnée une
telle surface (S), on peut, d'une infinité de manières, déterminer une
autre surface isothermique (S") telle que (2) et (S') constituent les deux
nappes d'une enveloppe de sphères, la correspondance entre les deux
surfaces ayant lieu à la fois avec conservation des lignes de courbure
et avec similitude des éléments infiniment petits. Nous avons été con-
duits à ces propriétés tout à fait générales des surfaces isothermiques
par Fétude de certaines propositions relatives à la déformation des
surfaces du second degré. Nous avons reconnu, en effet, que, si une
quadrique (Q) roule sur une surface applicable (@), les huit points
m^ m^ où les génératrices isotropes de (Q) percent le plan de contact
de (0) et de (Q) décrivent huit surfaces isothermiques (2^-), (2^).
Deux de ces surfaces (2^)? (2^.), relatives à des indices différents de
i et k, se trouvent précisément dans la relation qui fait l'objet de l'ar-
ticle précédent. Cette remarque va donner les moyens de caractériser

(1) Séance du ^9 mai 1899.
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les surfaces (2^), (2^.) qui se rat tachent à la déformation d ' u n e qua-
drique générale et qui forment un groupe ne t tement dé f in i , compris
dans l 'ensemble i n f i n i m e n t p lus é tendu des surfaces isothermiques
les plus générales.

Supposons, en effet, que l'on donne une des surfaces (S/) que nous
désignerons par (Si); il l u i correspondra trois autres surfaces (2^),
(2^), (2^) qui , prises avec elle, const i tueront les deux nappes d'une
enveloppe de sphères; et les normales à ces quatre surfaces seront
toutes dans le plan de contact de (0) et de (Q). Or, si l'on appl ique
les formules (4) de l'article précédent, on reconnaît tout de suite que
le plan contenant les normales aux deux nappes de l'enveloppe de
sphères q u i y est considérée a pour équa t ion

ai n à.r ai n àx
^^(X-.r)^^(X--.r)

et, par conséquent, ne dépend que du q u o t i e n t des deux dérivées
à"h <)'X
à p ' rjpi

Donc les trois valeurs de X q u i permet tent de faire dériver de (2^)
les trois surfaces (X)» (2y), (2/,) doivent être telles que le rapport de
leurs dérivées premières soit le même, c'est-à-dire elles doivent être
fonctions l 'une de l 'autre; et comme d 'ai l leurs X doit satisfaire à
l 'équation aux dérivées partielles

ĵ iL _ J (m (rh — I àîï -^ —( I ) ^^"H^i^^H^^" ' " 0 9

il ne sera pas diff ic i le de conclure de là qu'en négligeant , pour des rai-
sons d'homogénéité, une constante qu i entre en m u l t i p l i c a t e u r , les
trois valeurs de À qui correspondent aux trois surfaces (2^) ne pour-
ront que différer d'une q u a n t i t é constante.

Si donc on se reporte aux équations (i4) de l'article précédent, on
reconnaît qu'il en devra être de même pour les valeurs de a- et de [j-,
de sorte que, p o u r chaque surface (24), on devra avoir

À===}/+?4, 0-== O-'-t- CTi, p. •=: [ j j -h ̂ .i,

V, (j', [j/ étant des fonctions déterminées et À ^ , p^, o^ des constantes
Ânn. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XVL— DECEMBRE 1899. 64
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qui varieront seules lorsqu'on passera de l'une des surfaces (2^.) aux
deux autres.

Par exemple, ^i, pi 9 o-^ seront nulles pour (2^) et prendront: des
valeurs que nous devons supposer quelconques pour (2^), (2^).

D'après cela, écrivons que l 'équation (i3) de l'article précédent et
celles des équations (i4) qui déterminent — ? —L ne cessent pas de
subsister lorsqu'on y remplace m, À, o-, pi par m + m^, X 4- 7^, a + CT( ,
a -h p-i. Nous obtiendrons les relations

2^4-4- fJ^=: 2 7 ? Z i ( Â -}- ^ i ) (c r -+- O-i) -1- âm(À<7i 4- O-Ài-h X i O - i ) ,

H2
mi^ -h 7nÀï4- W I À I 4- -^-^i -4- H 2 (WlG• 4-mo"i-{- mio-i) r= o,

/ni ̂  4" ̂  ̂ i -4- m i Ai — n- ̂ i — H2 ( ml °" -i- m ̂ i "î- ^i ^1 ) == o,111

d'où l'on dédui t f ac i l emen t que les valeurs de X, pi, o' seront nécessai-
rement de la forme suivante
, v -, / -, Ut//

(2) . À=^ '4 -Âo , cr==^~|-î7o, p . = — — — 4 - ^ o -
&

À O ? ^o» i^o ét^"t trois constantes et u, u' désignant, pour abréger, les
quant i tés suivantes :

(3) "-R-^ "'-^(K-R:)-

En por tan t les valeurs de X, p., o- dans l'équation (i3) de l'article
précédent

(4) ^h^+^smÀa,

on sera conduit à une relation de la forme suivante :

T-r-> (àu\1 „, / au y2 u^ n/2
(5) H (^) -Jrïl \ ' à p ) +-7- H-A«^4~-2B^4«2C^4-I)-"=o,

où A:, B, C, D désignent des constantes quelconqu.es. Cotte relat ion,
qui contient, en même temps que les rayons de courbure p r inc ipaux ,
leurs dérivées lorsqu'on se déplace su ivan t les lignes de courbure,
devra être vérifiée en chaque point de la surface (S,)< Elle est, comme
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on voit, de forme assez compliquée. Mais, en même temps qu 'e l le est
nécessaire, elle est suffisante, et nous allons voir qu'en la supposant
vérifiée on pourra faire dériver de (Z^) les trois surfaces (S',), (S'^),
(S;).

Si l'on porte en effet les trois valeurs (2) de ^, cr, p. dans l'équa-
tion (4) et que l'on identifie la re la t ion ainsi obtenue avec l'équa-
tion (5), on aura
.^ , . B C
(6) ^ o - ^ — A — 2m, À o = — ^ î cTo=:—^)

m devant vérifier l 'équation du troisième degré

(7) (A-^^myhn—D/n — 2BC=o.

Aux trois racines de cette équat ion cor respondront trois systèmes
de valeurs pour (^p X<p cr^ et, par suite, t rois surfaces (S^), (5^), (S',.)
dont les normales se couperont m u t u e l l e m e n t et couperont aussi la
normale à (S^).

Il reste à montrer que les quat re surfaces isothcnniqucs a ins i
obtenues sont bien celles qui correspondent à la déformation d^one
certaine quadrique. .11 f au l , pour cela, prendre une des deux tangentes
isotropes de (S,), puis les trois tangentes isotropes des surfaces (2^),
(S',), (S^) qui rencont ren t la première et, montrer d'abord que la qua-
dr ique (Q) dont ces quatre droites sont des génératrices rectilignes
est invariable déforme.

Choisissons comme axe des X, des Y, des Z les deux tangentes
principales et la normale à la surface (2,). Il n'y a aucune diff icul té \\
former l ' équa t ion d e l à quadr ique (Q). En posant, pour abréger,

(8)

_ X -l- ^Y „ „ 7 _ ullf ,^_^_/^
C, -f~ ̂ i 2 ^ -r l^i

^^^(X^/YÎ^+^O+^J^-^Z---.^

on trouvera que les tangentes isotropes aux surfaces (2^) ont pour
équations

( z ~[- ( A 4" 2 m ) ̂  == o,

(9) ! y+I^-l-^i+C^o,
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de sorte qu'en éliminant m on voit qu'elles sont toutes les trois sur la
quadrique définie par l 'équation

(10) ( ^ + A ^ ) ( y - 4 - D ^ ) — 4 B ^ ( i + C ^ ) = : o .

Les variables x , y ^ z définies par les formules (8) peuvent être regar-
dées comme des coordonnées rectilignes et, en vertu de l'identité

^(y +2^) +^^X2 4. Y2-}- Z2,

l'équation du cercle de l ' infini écrite avec ces variables oc, y , z serait

xy -4- ̂ = o.

Cela permet de former très aisément l 'équation en S relative à la
quadrique (10), et l'on reconnaît ainsi que cette équation en S ne
difîere de l'équation du troisième degré en m (7) que par le change-
ment de m en ——2

On voit donc que la quadrique (Q), définie par l 'équat ion (10), est
invariable de forme; et dès lors il résulte des théorèmes généraux
relatifs aux systèmes cycliques qu'elle roule nécessairement sur une
surface applicable, ce qui complète notre démonstra t ion.

Au reste, cette démonstration aurai t pu se faire entièrement par la
Géométrie (1).

( 1 ) Séance du 19 juin 1899.


