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SUR

L'EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

Au+tu+f=o

LES FONCTIONS HARMONIQUES,

Psr M. S. ZAREMBA.

I. — Introduction.

L. On sait que diverses questions de la Physique mathématique con-
duisent au probleme suivant :

Déterminer une fonction 2 des coordonnées rectangulaires , y, =
d’un point variable, vérifiant dans toute I'étendue d’un domaine (D)
limité par une surface fermée donnée (S) I'équation aux dérivées par-

tielles
Au+tu+f=o,

ol /'est une fonction donnée des variables x, y, z, ol € est un para-
metre indépendant de ces variables, et oi 'on a posé, conformément
a l'usage,

Ru  J*u 0*u
I Au= = 4+ = + —
(1) 0z " 9y 95’
sachant, en outre, que la fonction u doit satisfaire a la condition aux
limites

du

(2) aN

= hu,

. du , s e, . . .
ol < représente la dérivée de la fonction u, prise suivant la normale
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intérieure i la surface (S), 4 étant une constante donnée, réelle et non
négative.

Le but de ce travail est de résoudre le probleme précédent et d'étu-
dier la fonction « considérée comme fonction du parametre &. Nous
ferons voir qu’a ce point de vue la fonction « est une fonction méro-
morphe qui n’a que des poles simples, et qui admet pour résidus cor-
respondant & ces poles des fonctions remarquables de 2, y, =, appelées
Jonctions harmoniques par M. Poincaré. Enfin, nous étudierons le
probleme du développement d’une fonction arbitrairement donnée en
une série, procédant suivant les fonctions harmoniques. Ce probleme
joue, on le sait, un grand role en Physique mathématique.

La méthode dont nous allons faire usage n’est qu’une application
des idées exposées par M. Poincaré dans son Mémoire fondamental sur
les équations de la Physique mathématique (Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, 1894), application rendue possible grice & unc
nouvelle méthode d’intégration de ’équation

Av 4+ Etp=o.

Cette méthode sera 'objet du Chapitre suivant.

II. — Sur l'équation A¢ + E¢ =o.

2. Je consacre ce numéro & la définition de certaines notations et &
I"énoncé d’hypotheses qui seront conservées dans toute ’étendue de
ce travail. Nous emploierons les symboles (D) et (S) dans le sens qui
leur a été donné dans I'Introduction; nous supposerons que la sur-
face (S), qui peut d’ailleurs se composer de plusieurs nappes fermées
entierement séparées, admet en chacun de ses points un plan tangent
parfaitement déterminé et qu’elle jouit, en outre, d’une propriété que
'on peut énoncer ainsi : plagcons l'origine O des coordonnées en un
point quelconque de la surface (S), dirigeons I’axe des z suivant la
normale, et séparons par une courbe fermée (2 ) unc petite portion (S)
de la surface (S) du reste de cette surface; nous supposerons que,
quelle que soit la-position du point O sur la surface (S), il sera pos-
sible de disposer de la courbe (£) de facon que les circonstances sui-
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vantes se présentent a la fois : la portion de surface (S') sera simple-
ment connexe et contiendra le point O, une parallele i 'axe des z ne
peut rencontrer (S") qu’en un seul point, la courbe (£) a pour pro-
jection orthogonale sur le plan des (@, y) un cercle de centre O dont
le rayon est indépendant de Ia position du point O sur la surface (8),
si z =f(x, y) est I'équation de la portion de surface (S), la fonec-
tion /(x, y) admettra des dérivées jusqu’au second ordre inclusive-
ment, et les valeurs absolues de ces dérivées seront inférieures 2 un
nombre positif fixe indépendant de la position du point O sur la sur-
face (S); enfin, les différences

o [ [ f N\
Jx { <a?);:g+ Y <5 o~y>;;'zz }

a [ (9 v ]
dy ‘_“'"<dxdy):#i%+7 <0—f2>§§3

seront chacune inféricures en valeur absolue au produit d’un nombre
positif indépendant de la position du point O sur la surface (S), par
I'expression x? + y*.

Cela posé, soit («, ', 5') un point variable assujetti 4 rester sur la
surface (S) et ¢ une fonction des coordonnées 2', y', 5’ de ce point.
Désignons par (I') un arc de courbe tracé sur la surface (S) admettant
en chacun de ses points un rayon de courbure différent de zéro, et
concevons que le point (', ', 5') se déplace le long de cet arc. On
pourra alors considérer la fonction & comme une fonction de la lon-
gueur de 'arc que décrit le point (2, y', 5"), et elle pourra, considérce
ainsi, admettre une dérivée.

Nous représenterons cette dérivée, quand elle existera, par le sym-

et

bole g% Si la dérivée en question existe pour tout arc tel que Parc (T"),
et si son module reste constamment inférieur & un nombre positif
fixe C’, nous dirons que la fonction o admet des dérivées premieres, ct
que ¢’ est une limite supérieure des modules de ces dérivées.
Considérons maintenant une fonction F(z,y, s), supposons que
cette fonction existe dans tout 'espace, prenons pour origine des
coordonnées un point O situé¢ sur la surface (S), dirigeons l'axe des =
suivant la normale intérieure et faisons tendre le point (x, y, ) vers
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le point O, mais de facon qu’il reste constamment i I'intérieur ou con-
stamment h Uextérieur de cette surface.

Nous représenterons les limites des quantités F(x, y, 5) et %E, en

supposant que ces limites existent, par (F); et < lV) dans le premier

cas, et par (F), 0t<fi§

sera i redouter, nous écrirons simplement F et N ¥ au licu d’ecrire (F);

dF
et <—(7N‘)l'
D’apres les conventions faites plus haut les dérivées des fonctions
(F)s (F)e, <dF> <d > par rapport & un arc tracé sur la surface (),

) dans le second; lorsqu aucune ambiguité ne

dN dN
seront représentées par les symboles

Cd Jd /0F 0 /0F
2 (Fp (B M((N) ﬂ(aﬁ

pour plus de simplicité nous écrirons
<()F‘
()'ﬂ)e

OF
()ﬂ)i

Jd .. Jd ..
5_;(1)1' et s (F)e,

au lieu d’écrire

et lorsqu’'un malentendu sera impossible, nous remplacerons le sym-
4

JoF JoF
bole ((-)—) par I'expression =

Nous désignerons par p. celle des déterminations de laracine carrée
de — £,  étant le parametre qui figure dans Péquation (1), dont la
partie réelle est positive, par m, le module de . et nous poserons, cn

metlant en évidence les parties réelles et imaginaires de & et de p.,
(=0 —+Bd,
p=a -+ bi.

o

Nous aurons done
. ( w=(a+bi)=—E=—a—3i
% Pmtmat et =y@s B,
(5) a> o.
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3. Soient o une fonction continue de la position d’un point va-
riable P assujetti & rester sur la surface (8), ds I'élément de surface
relatif au point P et » la distance de ce point & un point quelconque
(z, y,s) de I'espace. Posons

1 ek
(6) (I)(x,‘)',z)zﬁu[s, T ds,
L ({— ¢ ds,

(7) Yz, p,5)=

ot I'indice (S) indique que I'intégration doit étre étenduc a toute la
surface (S).

Nous aurons & nous appuyer constamment sur diverses propriétés
des fonctions @ et  que définissent les équations précédentes; la dé-
monstration de ces propriétés n’offrant aucune difficulté, nous nous
bornerons & les énoncer.

On a

dP dd
(®) ().~ (i).=—=

si ’on désigne par Cune limite supérieure du module de la fonction o,
on pourra trouver une constante positive A, dépendant uniquement de
la surface (S), telle que 'on ait a la fois

A

(9) | @(z,7,2) [< G,
(10) (), +2o|<a(t+2)e
(49) ~e]<a (3 )
(12) W) —o <A<£iz+g;> C,
(13) [ < A2,

si la fonction o admet des dérivées premieres, les dérivées

S0 0 (dvy 9 (Y (00) (90
dn’ On <dN>,,’ dn \aN )/ <0-n i on/.
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existeront et 'on aura, en désignant par C' une limite supérieure des
modules des dérivées premieres de la fonction o, et en supposant que
la constante A soit convenablement choisie, en dehors des inégalités
déjh écrites, les inégalités suivantes

oo AL 1 m
4 —— = - — )
(14) ]()n <gU+a (a - az) L
10 [dD 1 do /1 m\ ., /1 m m?
15 ¢
0 (a"I? 1 Jo 1om\ 1om m‘-"> .
( %\JNX-—;_?—)'<A<—¢;~F?>C+A<a+a2+b—3, Gs
L 1 do 1om\ 1 moomr\
(16) (G 5[ <aGra)eraGri)e
1 (
ay 1 do 1om\ rooomomE\
( <—(_)—;)>c+5-()—f—l <A<;Z+Z§>C+A<Z+ai+(zz>("
A, 1 m .

ol le symbole D® représente 'une quelconque des dérivées premieres
de la fonction .

Nous simplifierons sensiblement le langage dans les numéros qui
vont suivre en introduisant un nombre positif 0 tel que, sous la con-
dition

m?
< fi
(13) =0
on ait
I m m2\ _1
p . m  m.I,
(19) A<a+a‘~’+a3>=8’
on aura alors aussi
I m 1
(20) A(; -+ L??><g:

Iexistence du nombre 0 résulte immédiatement de 'inégalité m> a.
Cela posé, si I'inégalité (18) est satisfaite, les inégalités (s0), (11),
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(12), (15) et (16) nous donneront

d® 1 I
(21) <3‘ﬁ)i+'50' <§C,
dd I I
(22) <‘(m>e—-ad <§C,
L 1
(23) () —‘50‘ <§C’
0 [/dd 0 v
| |57 (), ~3 52| <sc+o,
(24) ! '
d [db 1 do T
( %(JN)ﬁgaz <gti+0);
od ) .
S (ﬁ)—é% <5 (C+0),
(25) '
o vdo| 1,
( <d—n>e+5%!<g(c+u).

4. Proposons-nous de déterminer une fonction ¢ vérifiant dans
toute I’étendue du domaine (D) I’équation

(26) Ao +Zv=o0

et satisfaisant & la condition aux limites

(27) (&)=

o étant une fonction continue donnée de la position d’un point variable
assujetti & rester sur la surface (S). Posons, & cet effet,

I e—ur ,
Py == — —— — Gy S
1 471' ) r b
1 e—br dw/.\ '
[ — —( == ds k=—1,2,3,...).
k-1 4TCA) I (dN,e (\ y “3 9y )

Je dis que la série

(28)

(22

b s

(29)

k

]
-

sera convergente et aura pour somme la fonction demandée ¢ toutes
Ann.de I’Le. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — Octonre 1899. 55
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les fois que I'inégalité (18) sera satisfaite. En effet, la chose résulte
immédiatement des inégalités (2r) et (22) et de I'équation (8), qui
conduit aux relations

ds_'_, de, N
aN ), \a~ ), =%

d"/ﬂ—'l d‘YlH—l . 5{"/{ S—
< dN > VAN ) dlﬁ\T)p =025 )

i

5. Voici maintenant quelques conséquences de la solution qui vient
d’étre exposée. La fonction ¢, définie par les équations (26) et (27),
peut étre représentée en supposant toujours que I'inégalité (18) soit
satisfaite par la formule

(30) p = Zl;c—fe——j—rads,

olt o est une fonction convenablement déterminée de la position d’un
point variable assujetti & rester sur la surface (S). Désignons par Q
une limite supérieure du module de la fonction &, nous aurons

«

(31) [o] <

] 0

(9]
iy

o

et le théoreme exprimé par I'inégalité (9) nous donnera

8 A
(32) o] <35 @

Supposons que la fonction © admette des dérivées premieres et
soit Q' une limite supéricure de leurs modules, la fonction o admettra

aussi les dérivées premieres, et I’on aura

97| 8q., 8o,
9 3

(33) o7

il suffit, pour le voir, de se reporter aux théoremes exprimés par les
inégalités (24). Cela posé, on déduira aisément des inégalités (31),
(33) et (17), en tenant compte de I'inégalité (20),

_ 8 A 8A 5
(22426
(34) 1])v|<3a9+<9a+3>.z,
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olt Dy représente 'une quelconque des dérivées premieres de la fonc-
tion .

6. Cherchons & déterminer une fonction s, vérifiant dans toute
I'étendue du domaine (D) I'équation

(35) Aw+Etw=o0

et satisfaisant & la condition aux limites

(36) (%)t: h(w)i+ w,
ol mreprésente une fonction donnée de la position d’un point variable
assujetti & rester sur la surface (8). Je supposerai que la fonction &
admet des dérivées premieres et je me bornerai a considérer les valeurs
du paramétre &, pour lesquelles I'inégalité (18) est satisfaite.
Essayons, a I'exemple de M. Poincaré, de développer la fonction w
en une série, procédant suivant les puissances entitres et positives du
parametre £, auquel nous ne donnerons, pour plus de simplicité, que
des valeurs rédelles et non négatives, et posons en conséquence

@

(37) == Z vy ok,

k=0

Nous aurons, en supposant provisoirement que ce développement
soit possible,

(38> A”’k"""g‘vk:-:o (k=o0,1,2,...)

avec les conditions aux limites

divy
N ‘ dN T
(39) C devn
?IN/ =y (k=1,2,3,...).

La méthode exposée au n° 4 permettra de calculer de proche en
proche toutes les fonctions w,, w,, w,, .... Désignons par Q, &, Q'
et &, les maxima respectifs des modules des fonctions @, oy et de leurs
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dérivées premieres. Les inégalités (32) et (34) nous donneront

N 8 A
, ‘Oo<§gﬂ,
(40) 8 A
6/‘-<§25/—17
(63<§1—x£2’ +(§é+§>9,
i < 3a ga 3
( 5 8A, 8 A 53\ k=1, 2,3 )
( A<§‘C‘l‘ /._.1‘*_ ‘9'Z+§/ Ofk—1 =1,2,09,

Il est aisé de déduire de ces inégalités que, sous la condition
8 A
(42) § -C;/l <1

la série (37) sera convergente et que la somme w de celte série
admettra des dérivées premieres dans toute l’étendue du domaine (D).
Nous pouvons donc affirmer qu’en vertu des équations (39) la con-
dition (36) sera vérifiée. Reste & s’assurer si I’équation (35) sera récl-
lement vérifiée. 11 suffit de remarquer, a cet effet, que la somme w de
la série (37) peut étre représentée par la formule

1 e-l}-l‘
= I f 0 —— ds,
ﬂ- ($) !

ol w représente une fonction convenablement choisie de la position
d’un point variable sur la surface (S). La chose est une conséquence
immédiate de ce qui a été dit au début du n° 5; j’ajoute qu’'une appli-
cation facile de l'inégalité (31) permettrait- de calculer une limite
supérieure da module de la fonction w. En résumé, on voit que nous
savons résoudre le probleme énoncé au début du présent numéro,
quel que soit &, pourvu que le parametre £ soit choisi de fagon que les
inégalités (18) et (42) soient satisfaites.

7. Considérons dans le domaine (D) deux points (@, y,, 5,) et
(@, y,z) et soit r leur distance. Nous appellerons, avec M. Poincaré,
Jonction de Green généeralisce ou méme simplement fonction de Green
la fonction G(a,, Y., 3, @, ¥, ) qui, considérée comme fonction des
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variables «, y, z, jouit des propriétés suivantes : elle vérifie dans
toute I'étendue du domaine (D), exception faite du point (2,, ¥, 20),
I’équation aux dérivées partielles

(43) AG+E(G=o;
dans le voisinage du point (z,, y,, 7, ), la différence

1
4mcr

G

reste finie et continue; enfin cette fonction satisfait & la condition aux
limites

dG
(46) 5
Posons
~ e—vr
¥ = Z}F +é"(xo’)’o, Sy X, ¥, 3)’

on aura, dans toute I’étendue du domaine (D),
Ag+Etg=o,

ct 'on s’assurera que la fonction g peut étre calculée par la méthode
exposée au numéro précédent. Proposons-nous de déterminer une
limite supérieure de I'intégrale

(45) 1:/‘|G($o,3’0)30: z, ¥, 5)|* dr,
/()

ol dv représente I’élément de volume relatif au point (z,y,z) et ol
I'indice (D) indique que Pintégration doit étre étendue & tout le
domaine (D).

Mettons en évidence les parties réelle et imaginaire de la fonction G
et posons i cet effet

G(xo,}’o, Boy Ly Y, Z) —_-‘Gi('xo’ Yos B0y Xy Y 5)"}“ iG2(x03707507 Z, Y, 5)7

les équations (3), (43) et (44) nous donneront, en tenant compte de
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la réalité de A,

46 AG,+aG,— BG.=o,
(46) AG,+ oG+ BG,=o0
et

dG, _
4 ‘EN- ——/LG],

aN T

Décrivons du point (2, y,, 5,) comme centre une petite sphere (%),
appelons (D) la partic du domaine (D) qui se trouve & I'extérieur de
la sphere (X) et appliquons aux fonctions G, et G, et au domaine (D)
le théoreme de Green, puis faisons tendre vers zéro le rayon de la
sphere (Z). Il viendra, en remarquant que dans le voisinage du point
Z4,Ys 5012 fonction G, (@, ¥y, 20, %, ¥, 5) reste finie et continue et que

ey . ’ I
ses dérivées premicres sont de I'ordre de grandeur de -

(48) I1— (Gz —}—G“’) de — G:’(‘To:f)’o; S0y Loys Yoo 50).
o : ;) dr = B
(D)

Nous avons & évaluer la quantité G, (2, ¥y, Zo» %4, ¥y, 5 ). Considé-
rons & cet effet un point (z,,y,, 5,) situé dans le domaine (D), appe-
lons r, la distance de ce point au point («,y, z) et envisageons la

fonction
e,

477"1.

Décrivons des points (z,, ¥y, 50) et (2,, ¥, 5,), comme centres deux
petites spheres (Z,) et (,) et soit (D”) la partie du domaine (D) exté-
rieur & ces deux spheres. Cela posé, appliquons aux fonctions G, et
e—Pr
hmry |
tendre vers zéro les rayons des spheres (Z,) et (Z,). Il viendra, en
tenant compte de la deuxieme des équations (46), de la deuxieme des
¢quations (47) et de I'équation

et au domaine (D”) le théoreme de Green et faisons ensuite

e"p"’i . e_p‘rl
A— + =o
Grr, TS Gwr, O
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ainsi que des remarques faites plus haut au sujet de la fonction G, et
de ses dérivées premieres

A —
~ v] e
(49)  Ga(ro, ¥os 50o 1 Y15 51) = 7= [T—(hl—l(b)d*
47[./(“) 1
A
-+ 7"f G) - '“; - (IS - - 2 ([S
4T .

"()

Désignons par M le maximum de la valeur absolue de la fonction
Go(2g, 76s %00 @, ¥, =) lorsque le point (z, y, =) décrit la surface (S)
et faisons tendre le point (@, y,, 5,) vers un point (2',y’, z') situé sur
la surface (S). Il viendra, en tenant compte des théorémes exprimés
par les inégalités (g) et (12),

2T ry

N . 5 e=bry »
(90) Gy (205 Y05 S0, 25 Yy 3'):-£~f — (G — i) d=
(D)

m

R ) A
-+ z/.’A((fl + ?> M—i—z/».”‘—-a—LM,

olt M et 2”7 sont deux facteurs imaginaires dont les modules sont infé-
rieurs a l'unité.

Je rappelle, avant d’aller plus loin, unc inégalité due & M. Schwarz
et que j’énonce tout de suite sous la forme générale sous laquelle nous
aurons souvent I'occasion de Pappliquer. Désignons par g, @u, .. .) @us
@y Qur vens 9ys 20 fonctions réelles des variables x, v, 5 définies cha-
cune dans toute ’¢tendue du domaine (D) et posons

n

L= /(; Z o} dr,

) k=1
n
L/ == f Z o dr,
) k=1
n
N !
K= Z %9} €T,
th) k=1

on aura

(51) K2ZLL.
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Pour reconnaitre 'exactitude de cette inégalité, il suffit de remar-
quer que la forme quadratique

2L 4+ 28'K + ¢2L/,

ol et 2’ sont des variables réelles, peut-étre représentée par une inté-
grale ne pouvant jamais prendre une valeur négative.

Revenons maintenant & I’équation (50) et proposons-nous d’estimer
par exces le module de I'intégrale qui figure au second membre de
I'équation (50). Nous avons, eu égard a la définition énoncée au
moyen de la seconde des équations (3)

(52)

e—anr g .
< f_‘zm-l\/(’!““‘%df'

“\D)

s [e_w'(G‘—-iGi)dr
/(D)

2T r

Japplique au second membre de cette inégalité I'inégalité (51) en

.. e—-al‘l
faisant dans ce but n=1, ¢, =_—— et ¢

27Ty
Vintégration dans I'intégrale
e—‘.‘al'I d
e AT
f bm*ry
a tout I’espace au lieu de la borner au domaine (D). Je trouve ainsi,
en me reportant a I’équation (45),

—ar, 2
(53) (f"——\/G§+Gg d:) <-L
D

27r, 2T

= G? + GZ, et j'étends

2

Pour éviter des complications inutiles, supposons que le paramétre £
soit choisi de facon que I'inégalité
A7

(54) =

X
a =8

A

soit satisfaite en méme temps que I'inégalité (18). Cela posé, choisis-
sons sur la surface (S) le point (2’,y’, '), de maniere que la valeur
absolue de la fonction Gy(,,y,, 5,. @, ¥, ) soit précisément égale
a M. L’équation (50) nous donnera, en tenant compte des inéga-

lités (52), (53), (54) et (20)

(55) M < 2187,
na
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Il est aisé de voir que I'équation (49) reste exacte méme si 1'on fait
coincider le point (,, y,, z,) avec le point (x,, v,, 5,); pour le voir
il suffit de remplacer les deux spheres (Z,) et (£,) qui nous ont servi
a I’établir par une sphere unique ayantle point (2, v,, 5,) pour
centre. Nous pouvons donc écrire

h'—’- (“Z‘O’ Yos Sos Toy Yo 50)

56 A Yy | e—Wr, o~ I,
(56) = [() ((ll—le)(l"—l—-—— G»i]—_ve——d.s‘-——if(}gc ds.
{ 4 I [ ry

iy 'y 41, ) dN ry

Il est aisé d’estimer par exces le module de chaque terme du second
membre de cette équation : on trouve d’abord, en raisonnant comme
nous I'avons faitsur I'intégrale qui figure au second membre de I'équa-
tion (50),

tem by . L |
(57) 1]- (G, — iG,) dr

< gra’

il vient ensuite, en faisant usage des inégalités (9) et (13),
— g
S l [u,e ds
fm., '
) d e b
- —— ds
' l / 2aN T,

Les équations (48) et (56) conduisent, en tenant compte des inéga-
lités (55), (57) et (58), & la conclusion suivante : Lorsque le para-
metre £ est choisi de fagcon que les inégalités (18) et (54) soient

satisfaites, il existe un nombre constant positif B tel que 'on ait

Ay,

(58)

Am

M.

(59) 1<B 2.

III. — Intégration de l'équation

Au+Eu—~+ f=o.

8. Proposons-nous de calculer la fonction z définie au n° 1. Le cas
ou la fonction donnée f(x, y, z) serait une fonction complexe de la
forme f, + if, se raméne manifestement au cas ol cette fonction est

Ann. de ’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — NoveMBRE 189g. 56
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réelle, nous supposerons donc que f(x, y, z) est une fonction réelle.
Je dis que le probleme estpossible et que nous saurons le résoudre si &
est choisi de fagon que lIes inégalités (18) et (54) soient vérifiées,
pourvu que la fonction /'(x,y, s) admette des dérivées premieres con-
tinues dans toute I'étendue du domaine (D).

En eflfet, désignons par r la distance des points (=, y, 5) et (x',y’, z")
et soit d= I’élément de volume relatif au point (&', ', z). Posons

1 e~br
U=w—+ T \/D- ——l_—f(l./, y', 5') d,

on s’assurera aisément que le calcul de la fonction w dépend du pro-
bleme traité dans la section précédente et que toutes les conditions
requises pour que la méthode qui y est exposée soit applicable seront
remplies. On verra en méme temps que la fonction u admettra des
dérivées premieres qui resteront finies et continues méme dans le voi-
sinage de la surface (S). Sachant que la fonction « existe, on prouvera
par une application facile du théoréme de Green que cette fonction
sera donnée par la formule

(60) U= [f(.z’, ys") Gz, y, 5,2, ), 3) dz,

<Dy
ol G représente la fonction de Green généralisée, définie dans la sec-
tion précédente.

Pour étendre la solution & toutes les valeurs possibles de £ il nous
faut pouvoir exprimer une limite supérieure des modules des dérivées
premieres de z, dans le cas ol la solution que nous venons d'indiquer
est applicable, au moyen du maximum de la valeur absolue de la fonc-
tion f(x, y, z).

A cet effet, désignons comme plus haut par 7 la distance des points
(x,y,z)et (x/,y, 5) et par dtv I’élément de volume relatif au point
(o, ¥, 5); soit, en outre, dans le cas ot le point (&, y, ) viendrait
sur la surface (S), ds I’élément de surface relatif a ce point. Une appli-
cation facile du théoreme de Green nous donnera, en tenant compte
de I’équation (2),

N e=- SN i ALY SR A i N e-pr
(61) “=r Sy, 5) ds i‘[”f»/(sl, o dé_é—ﬁﬂ)u s,

(D) !



SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES. 443

Reportons-nous aux notations définies au n° 2. Les dérivées pre-
mieres de la fonction « étant, comme nous ’avons déja fait remarquer,
finies et continues, méme dans le voisinage de la surface (S), la

, ., du . . . o
dérivée or existera et sera une fonction continue des éléments dont

elle dépend. Cela posé, I’équation (61) nous donne, en nous appuyant
sur les inégalités (14) et (16),

\ 2
(62) Y [A <i+i_f)u/+A<i L i’i-)H]
a a® @ a2 a?
' +gx2["—’1n'+;\ <'—+1ﬁ>m!, ”
a a a” B
ol on a désigné par H le maximum du module de la fonction « sur la
surface (S), par H' le maximum du module de la dérivée %, par A, et
L, des facteurs imaginaires dont les modules sont chacun inférieurs
I'unité. Je choisis le point et I'arc auquel se rapporte 33 de facon que

le module de cette quantité atteigne son maximum H’ et je rappelle
que, A raison des conditions auxquelles satisfait le parametre &, les
inégalités (19), (20) et (54) seront satisfaites. L’équation (62) don-
nera

J
dn

1 c

wr ,
(63) e , d:) 2 H(x+ A).
T ’ 2

/. Sy )

()

Soit F le maximum de la valeur absolue de la fonction f(x, y, ),
on trouvera aisément

AY

—pr
1 0 f(a.!’yl’;/)f-;-_(l.[i<[‘<_é+ﬂ) IF.
(

T Jn

(64)

2
D a

D’ailleurs, la formule (60) et I'inégalité (59) nous donnent, en fai-
sant une application convenable de I’inégalité (51),

2
(64%) |11[2<B% S dx.

1}
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Les inégalités (63), (64) et (64%) conduisent & cette conséquence
qu'il existera un nombre positif B, ne dépendant que du choix du para-
metre £ et de 2 tel que 'on ait

(64°) H' < B,F.

Désignons, pour un moment, par 7(x,y, z) le second terme du
second membre de I'équation (61). On verra aisément, en tenant
compte des inégalités (64) et (64°) et en s’appuyant sur la premiere
des inégalités (16), que l'inégalité

(647) | (%{M <B,T,

ol B, représente un facteur analogue au facteur B,, quifigure dans
Pinégalité (64°), aura lieu.

Cela posé, on n’¢prouvera aucune difficulté a conclure de I'équa-
tion (61), de ’équation (2) et des inégalités (r0) et (64%) qu’il exis-
tera un facteur positif B, analogue aux facteurs B, et B, tel que
l'on ait
dy

% | < B,

(64%)

Les inégalités (64°) et (64%) nous montrent que, st 'on désigne
par 7, 'une quelconque des dérivées premieres de la fonction 7, I'on
aura, en donnant au symbole (,); le sens fixé par les définitions
posées aun® 2,

(63) | (21):| <B.F,

ol I'on a posé

Supposons maintenant que le parametre £ ait une valeur réelle et
négative. Je dis que I'inégalité (65) entrainera 'inégalité plus générale
(66) [71 | <B,F.

En effet, il résulte de la définition méme des fonctions 7 ct v, que

7. satisfera & I’équation
Ay +Eyy=o.
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Or, puisque £ a une valeur réelle et négative, la valeur absolue de
la fonction 7, ne peut atteindre son maximum que surla surface (8),
ce qui démontra notre assertion.

Il est tres aisé de conclure maintenant de 1'équation (61), de I'iné-
galité (17) et des inégalités (64°) et (60) la proposition suivante :

Lorsque le paramétre % satisfait aux conditions (18) et (54) et lorsque,
de plus, il @ une valeur véelle et négative, linégalité suivante

(67) . |Du| < B'F,

ot Du représente l'une quelconque des deérivées premicres de la fonction u,
F le maximum de la valeur absolue de la fonction f(x,y,z) et B' un
nombre positif ne dépendant que des valeurs de % et h, sera vérifice.

Il serait aisé d’¢tendre ce théoréme au cas ol § ne serait pas un
nombre réel et ol il ne serait assujetti qu’i satisfaire aux condi-
tions (18) et (54), mais celle extension ne nous sera pas utile.

9. Pour calculer la fonction « dans Ie cas ol le parameétre £ a une
valeur pour laquelle la légitimité de la méthode du numéro précédent
n’est pas établie, changeons dans I'équation (1) £ en £ + Cet cherchons
4 développer la fonction z suivant les puissances entitres et positives
de . Essayons & cet effet de poser

(68) u:Eu,-Cf (J=o0,1,2,...);

j=0
il faudra avoir

(69)

Auy-+Euy-+f =o,
Auj+Fuj+ujy—=o (f=1,2,...),

avec les conditions aux limites

duy .
(70) ZNi:huj (j=o0,1,2,...).
Donnons 4 £, dans les équations (69), une valeur réelle et négative.
Nous aurons, comme le montrent les formules (3)et (4),
B =a =m,

(71) wr=at=mr=-—t.
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Le nombre réel et positif 4 étant donné, choisissons m assez grand
pour que les inégalités (18) et (54) soient satisfaites. La méthode
exposée au numéro précédent permettra de calculer toutes les fonc-
tions «,, u,, U, . ... Calculons le rayon de convergence de la série (63).
Considérons 3 cet effet, en nous inspirant du célebre Mémoire de
M. Schwarz sur les surfaces minima, les intégrales

(72) \Vj,j': VVJ',_,': léjllj' d‘?.
D)
Le théoreme de Green permet de déduire des équations (69)et(70)
les relations suivantes :
W, o= [ fu;d=,

(D)

W= Wie, =i
Si donc I’on pose

(73) W,,_I:fu,,fdr (p=o0,1,2,...),
D

I’on aura

(74) Wi =W

Je pose pour la symétrie des notations
(75) | W_,— f 1 ds.
b

Les intégrales W, seront toutes réelles & cause de la réalité des
fonctions u; qui, elle-méme, est une conséquence de la réalité du
parametre § et de la fonction £. On pourra, par conséquent, appliquer
a ces intégrales I'inégalité (51). On trouve

(76) W:ét-—l < \V-zt._gvvgt (l:O, 1,2, .. .).

On déduit des équations (69) et (70), en tenant compte de (71),

2 2 \ 2
Wy ::f I:<%ﬂ> -+ <%u—‘> -+ <%) -+ m"uf] dz + /zf u} ds,
) x Y ~ (8)

» d .
7 W= [ (g G Tt T T G )

]

+hfu,+,u,ds.
$)

(
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La premiere des équalions précédentes nous montre que les W,
d’indice impair sont tous positifs, et comme il en est évidemment
ainsi des W, lorsque p est pair, on voit que les W, sont tous posizifs.
Une généralisation facile de l'inégalité (51) permet de déduire des
équations (77) les inégalités suivantes :

(78) Wi, < Wo i Woy (t=0,1,2,...).

On déduit encore de la premiere des équations (77), en se rappelant
que l'on a

I'inégalité
(79) Wy <m* Wy,
Il résulte des inégalités (76), (78) et (79) que la suite

wo, W, W,
(80) W.27 \———V_I: W;7

. . . T .
sera croissante et convergente et que la limite R de cette suite sera au
plus égale & —;-
o m?

Le théoreme exprimé par I’équation (60) nous donne

wy= 1 jJGdr,

n)

uj:::f wj—y Gdr (J=r1,2,3, ...),

o)

d’olt, en s’appuyant sur l'inégalité (51) et en se reportant & I'équa-
tion (45),

(81) ey P<<IWys—s (J=o0,1,2,...).

Il est aisé de conclure de la que le rayon de convergence de la
série (68) est au moins égal & R en désignant, comme tout & I'heure,

1 . . . . \ N
par i la limite de la suite (80). D’ailleurs, on s’assurera trés aisé-

ment que le rayon de convergence de la série (68) ne peut étre plus
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grand que R. 1l résulte de tout cela que le rayon de convergence de la
série (68) est précisément égal a R.

Je dis que la somme « de la série (68) admet des dérivées pre-
mieres par rapport aux variables @, y. s pourvu que le module de €
soit inférieur au rayon du cercle de convergence de la série. En effet,
dans les conditions ol nous nous sommes placés, il est permis d’appli-
quer le théoreme exprimé par l'inégalité (67); ce théoreme nous
donne, en tenant compte de Pinégalité (81) apres y avoir changé j
enj—r,

Du, | <BVIW,,_,,

ot Du; représente la dévivée premiere de w; par rapport a 'unc quel-
conque des variables @, y, 5. L'inégalit¢ précédente prouve que le
rayon de convergence de la série

Z:‘Cf[)uj

T==0

est égal & celui de la série (63) et cela démontre Pexactitude de notre
assertion.

La proposition que nous venons de démontrer permet d’affirmer en
s'appuyant sur les équations (70) que la fonction «, somme de la
série (68), satisfera i la condition aux limites

du

— = Q.

dN
Reste & démontrer que la fonction u satisfera & 1'équation (1) dans
toute I’étendue du domaine (D). Considérons, pour nous assurer qu’il
en est ainsi, une fonction o(, y, 5) satisfaisant aux équations sui-
vantes
Ao +Eto+Cu—+f=o,

9 — o
dN — T
Cette fonction existera et pourra étre calculée par la méthode exposée
au numéro précédent, car ¢ a, par hypothese, une valear qui rend pos-
sible T'application de la méthode et la fonction Cu -+ f admettra,
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d’apres ce que nous venons de voir, des dérivées premicres par rapport
aux variables z, y, =.

Dés lors nous aurons

o=1{ (Cu+-f)Gdr;
o)
or il résulte de la facon méme dont les fonctions u,, u,, u,, . . . ont été
calculées que I’on aura
u=| (Cu—+f)Gdr;
o)
on aura donc
o =u,

ce qui acheve de prouver que la fonction « jouira de toutes les pro-
priétés voulues pourvu que le module de € soit inférieur au rayon de
convergence de la série (68).

10. On établira sans aucune difficulté, en s’appuyant sur les résul-
tats démontrés au numéro précédent et en se laissant guider par les
paragraphes IV et V du beau Mémoire de M. Poincaré Sur les équations
de la Physique mathématique (Rendiconti del Circolo matematico di Pa-
lermo, 189%) les théorémes suivants :

La constante h ayant une valeur donnée réelle et non negative, la fonc-
tion u définte par les équations (1) et (2), considérée comme fonction du
paramétre § sera une fonction méromorphe n’admeltant que des pdles
simples situés dans le plan de la variable complexe & sur I'axe des quan-
1ités réelles. Désignons par &, &y, &y, . . . ces poles et pard,, by, by, .
les résidus correspondants. Ces résidus seront des jfonctions des variables
x,y, s sausfaisant dans toute I’ élendue du domaine (D) aux équations

Ay, &, =0 () =1,2,3, ...)

et remplissant les conditions aux limiles
d; .
Z?N{:/lq)j (J=1,2, ...).

On prouvera cnsuite, en continuant & suivre M. Poincaré, le théo-
reme fondamental que voici :

Le domaine (D) et la constante reelle et non négative h donnent lieu
Ann.de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — Noveusre 1899. 57
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& une suite infinte de nombres réels non decroissants
(82) ki, ke ks,
a laquelle correspond terme a terme une sutite infinie de fonctions

(85) Ui: U‘J, US’

satisfaisant aux équations

/ AUJ -+ ijj ;O,
du

i ;
N =AUy,

/
(84) Usdr =1,
(D)

U,Updr=0  (j]'),

(D)

le nombre k, sera positif, sauf dans le cas ou b = o, cas ot ce nombre est
nul; il existera un nombre positif L tel que 'on ait

(85) k=L (j=23,...);

enfin, quelle que sott la fonction donnée [(x, y, 5), les poles€,, £,, . ..

de la fonction u définic par les équations (1) et (2) feront partic de la
suite (82) et chacun des résidus correspondants sera une combinaison
linéaire et homogéne & coefficients constants d’un nombre fini de fonc-
tions prises dans la suite (83).

J’ajoute que ce qui vient d’étre dit au sujet de la fonction z implique
seulement que la fonction f(x, y, =) admet des dérivées premieres
finies et continues dans toute I’étendue du domaine (D), mais n’exige
nullement que cette fonction soit réelle; elle peut étre une fonction
complexe de la forme f, (v, y, 5) + i/, (x, v, 5), /| et [, représentant
des fonctions réelles.

On n’aura pas manqué de remarquer que I'’hypothése que 4 soit une
constante réelle et non négative n’est pas indispensable pour la dé-
monstration des résultats principaux énoncés ci-dessus. Nous avons
cru devoir adopter cette hypothese parce que le cas ol /4 serait négatif
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ne semble pas présenter un grand intérét au point de vue des applica-
tions et parce que, d’autre part, ’hypothése que nous avons faite au
sujet de 2 nous a permis d’introduire quelques simplifications de
détails.

Nous donnerons, avec M. Poincaré, le nom de fonctions harmo-
niques aux fonctions (83) et nous dirons que la suite (82) est la suite
des nombres caractéristiques correspondants.

IV. — Décomposition de la fonction « en éléments simples.

11. Soit toujours u la fonction définie par les équations (1) et (2),
£, 8. &y, ... les poles de cette fonction regardée comme fonction du
paramétre & et 4, b,, by, ... les résidus correspondants; soit en outre
J’o» P1s -+ UNe suite croissante de nombres entiers convenablement

déterminés. Je me propose de démontrer que 1’on aura

@ Pt

(86) =3 3 gijz,'

t=0 j=m-+1

Je vais, dans ce but, établir le lemme suivant :

Il est possible de définir dans le plan de la variable imaginaire & une
suite infinie de contours fermés (C,), (C,), (C;), ... enveloppant chacun
Uorigine, tels que la distance de [ origine au contour (C,) croisse indefini-
ment en méme temps que Uindice t el tels enfin que le module de I'inte-
grale curviligne

wdf
(87) f 7 ‘ ’
€)% n

ou v représente un nombre complexe indépendant de la variable d’inte-
gration, ait séro pour limite lorsque 'indice ¢ croit indefiniment.

Reportons-nous & cet effet aux notations définies par les équations(3)
ct (4) et envisageons, dans le plan de la variable £, la courbe (C) lieu
du point qui a § pour affixe lorsque ce parametre varie de facon que
I'équation suivante soit satisfaite

3
(88) md

A
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ol yreprésente une constante positive assez petite pour que 'inégalité

m?
<.

(89) =T

entraine & la fois les deux inégalités (18) et (54). La courbe (C) par-
tage le plan de la variable £ en deux régions (R) et (R’). Soit (R)
celle d’entre elles qui est caractérisée par I'inégalité (89).

Cela posé, je rappelle que les poles&,, (.. &,, ... font tous partie
de la suite (82), et comme les termes de cette suite satisfont & I'iné-
galité (85), nous aurons a fortior:

£ >Lj%

Il suit de la que 'on pourra former une suite infinie de nombres
positifs croissants

(90) Py P Pay -y

tels que l'on ait

3 3
G — 5, > L2 (t=1,2,3,...),

d’olt
3
P [“2
(91) E_pr;—l - 2/;,> =,
\/2 (é[’ﬁ—l -+ E_/Jg)

J'appelle K, et K, les points de 'axe des quantités réelles dans le
plan de la variable & qui ont&, et%, , pour abscisses, et je mene par
le point B,, milieu du segment K K, la parallele & ’axe des ordon-
nées. Cette parallele rencontrera la courbe (C), définie par I'équa-
tion (88) en deux points B; et B}; soit B, celui de ces points dont
I'ordonnée est positive.

Décrivons dans le plan de la variable &, en prenant I’origine O des
coordonnées pour centre, un arc de cercle limité par les points B, et
B, et situé tout entier dans la région (R) du plan, caractérisée par
I'inégalité (89); soit M, le point d’interscction de cet arc de cercle
avee 1’axe des nombres réels. J'appelle (C,) le contour B;M,B;B,B, et
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je dis que les contours (C,), (C,), ... ainsi définis jouissent de la
propriété voulue.

12. 11 résulte de la définition du nombre vy, second membre de
I’équation (88) et de celle de la région (R), que lorsque le point qui
a & pour affixe sera situé dans la région (R) ou sur sa frontiere (C),
I'inégalité (59) aura lien. Par conséquent, la formule (6o) nous

donnera
m2

luP< B = v[;|lJf{3 d=.

Il résulte de cette formule que le module de « a zéro pour limite
lorsque le point qui a & pour affixe s’éloigne indéfiniment sans sortir
de la région (R). Cela prouve que le module de V'intégrale curviligne

(92) /” wdf ,

3 3
~— N
B/ M, B”

étendue 4 I'arc de cercle BM,B; a zéro pour limite lorsque I'indice ¢
croit indéfiniment.

13. Il nous reste & démontrer que I'intégrale rectiligne

(92%) L_ gu__d;.-n

“ BB,

a zéro pour limite lorsque 'indice ¢z croit indéfiniment. Pour cela, il
suffira évidemment de faire voir qu’il en est ainsi de I'intégrale

(92) [ =

BB/

Cherchons une limite supérieure du module de la fonction « lorsque
le point qui a § pour affixe se trouve dans la région (R’) du plan. Pour
y arriver, reportons-nous a la série (68). Aun°9, nous n’avons établi
la Iégitimité du développement représenté par cette série que dans le
cas ol le parametre &, dans les formules (69), a une valeur réelle et
négative assez grande en valeur absolue; nous avons supposé en outre
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que la fonction f(@, y,z) est réelle. Mais les résultats établis au
n° 10 nous permettent d’abandonner ces hypotheses: que la fonction
f(x,y,=) soit réelle ou complexe, la série (68) sera convergente,
représentera la fonction « et son rayon de convergence sera égal & la
distance du point qui a & pour affixe & celui des poles de la fonction
qui en est le plus voisin. Cela posé, mettons en évidence les parties
réelle et imaginaire de chacune des fonctions w«,, «,. u,, ... et de la
fonction fen posant
S=7+ i

ltj.—_‘Pj+l.Qj.

Les équations (69) et (70) donneront, en tenant compte de la pre-
miere des équations (3),

[ APy +aPy—BQ, +/fi =o,
( g) »AQO'—"‘OLQO—*—@].) ‘i-fg — o,
’ | APy +aRs =Bk Pim=o
. =1,2,3,...),
CAQ 4+ QB+ Q=0 )
C dP;
‘[—\J’:Izl)/-
, dl . ‘
(94) ¢ (j=o0,1,2, ...).
(i(i)z—lz(l
AN T

Posons

| = [irea= i+ e,
(D) ()

(93) .
( ;= |ujPdr= | (P}+Q})de (j=o0,1,2,...).
) (D)

Le théoreme de Green nous donne, en tenant compte des équa-
tions (94),
/(QjAl)j_PjAQj)dT:O,
/by

(Pj._1 AP/'——PJ'APJ'_‘)(ZT:O,

(D)

" Q)i AQ,— Q1 AQ,) de =o,

(D
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d’ou, a I'aide des équations (93).

(96) B3 = (Q;Pjmy—Q;-, Pj) dr,
(D)
P:,dc=3 [(Q P — Qo P)dr+ [:Pjpj_-lllf,
“'D (M I
Qi d==p f(o Py — QP e [ QQa s
“p <y <y

il vient, en ajoutant membre & membre les deux derniéres équations,
(97 3= [ [PA(Ps = 2BQm) + Q) Qs 28R, .

Jobserve que les équations (g6) et (97) restent exactes, méme pour
J = o, pourvu que ’on convienne de remplacer P_, et Q_, par /, et f..
Reportons-nous a I'inégalité (51), faisons n = 2 et posons

— — J— [ »]
2=P, 0=Q, oi=Pa—28Q, 0=Q+26P

I’équation (97) nous donnera

A< [5#2“ 48 | (Qj=iPjma— Q)P ) dr+ 4@251~1J’

(D}
d’ot1, en changeant dans I’équation (g6)jenj —1,
(98) :S) LA (‘/':1,{7,,3,...).

Faisons maintenant une seconde application de Iinégalité (5r1)
pour » = 2 en posant

I'équation (96) nous donnera
R LIRS
d’olt

(99) B3, < By
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Il résulte des inégalités (g8) et (99) que la suite

3, 8 5,
5. 3,

(100) y

5,

sera croissante et convergente. Les équations

conduisent aux inégalités
| > <Id;_y,

d’ou, en désignant par Ale module de € et en tenant compte de I’équa-
tion (68),

(ror) ]u[<127.j\/57:.
j=0

Cette inégalité prouve que le rayon de convergence /' de la série (68)
est au moins égal au rayon de convergence [ de la série

(102) DV
j=0
Je dis que I'on a aussi
(103) U'sl.

En effet, désignons par /” une longueur satisfaisant & 'inégalité
(r04) r<t,

mais d’ailleurs quelconque. Il résulte, de ce que le rayon de conver-
gence de la série (68) est /', que I’on pourra trouver une certaine con-
stante positive I telle que 'on ait

E
lu <775
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il existera donc aussi une constante E’ telle que I’on ait

E/
3 < g

donc le rayon de convergence de la série (102) sera au moins égal a /",
et 'on aura

(105) "=,

On voit donc que I'inégalité (104) entraine 'inégalité (105), si voi-
sine de /' que soit la longueur 2"

Cela prouve que l'inégalité (103) aura lieu et nous pouvons, par
conséquent, affirmer que ’on aura

(106) r=1

D’ailleurs, zla n’est évidemment pas autre chose que la limite de la
suite (r00). Il est aisé de conclure de tout ce que nous avons dit et de
I'inégalité (101) que 'on aura

Va_i !

([07) I”]'<I [__7\'

Désignons par £ I'affixe du point B, et, en nous reportant aux for-
mules (3) et (4), désignons par o, 3,, m, et a, les valeurs que pren-
nent les nombres «, B, m et a lorsque & recoit la valeur £©.

L’inégalit¢ (107) nous donnera pour £ = £, en tenant compte de
I'inégalité (59),

mil, \/
(108) |u]<B “.11,
a; 7,=
ol /, représente la longueur K, B..

Faisons, dans I'intégrale (92°), £ =E@+ { =E@+ 7. Il viendra

Br
50— — f u dh
Oy p———

Ann. de U’Fec. Normale. 3 Série. Tome XVI. — Novemsre 18gg. 58
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On conclura facilement de cette formule en s’appuyant sur les iné-
galités (108) et (g1), ainsi que sur I’équation

3
m}
ay

qui résulte de ce que le point B; est situé sur la courbe définie par
'équation (88), que le module de I'intégrale 5@ tend vers zéro lorsque
I'indice zcroit indéfiniment. Par conséquent, I'intégrale curviligne (87)
tend vers zéro lorsque I'indice ¢ croit indéfiniment.

13. Voici le résultat qui découle immédiatement en vertu du théo-
reme de Cauchy de la proposition que nous venons de démontrer : si

I'on pose
12
|,
F,= 2 Y _,
. hn—2g;
j=t
(109)
Pt
p= Y Y
. n—¢&;
J=petl
la série
(110) PRy
(=0

sera convergente et aura w pour somme. Cela permet d’affirmer, en
posant p, = o, que la série

Pt

- !

5.

o 53
n—cy

t=0 j=pe-+1

est convergente et qu’elle a pour somme la fonction u. Or cette série
devient identique & la série (86) quand on y change v en £. Le théo-
reme qu'il s’agissait d’établir est donc démontré.
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e}

V. — Sur le développement d'une fonction arbitraire suivant
les fonctions harmoniques.

14. Conservons les notations des sections précédentes et rappelons
que, d’apres ce que nous avons vu i la fin du Chapitre III, chacun des
poles £,, %, ... de la fonction u est égal & un ou A& plusieurs des
nombres de la suite (32).

Soit £, =4£,. On aura alors £,,,2 %, ,,, mais on peut suppaser que
dans tous les cas §, ,, = k,., & condition de faire ¢,,,= o dans le cas
ol en réalité cette hypothése ne serait pas exacte. C’est ce que nous
allons faire afin de simplifier le langage. Faisons encore la convention
(o= O.

Cela posé, supposons que la fonction /(x, ¥, =) admette dans toute
Pétendue du domaine (D) des dérivées secondes continues et qu’elle
vérifie, en outre, la condition aux limites

ar .
(r12) Zl\—r~~/)/.

Je me propose de démontrer qu’il sera possible de déterminer des
facteurs constants A, A,, A,, ... tels que la série

(r13) ZV“

ou l'on a posé
Gt 41
-l .
(114) Vi= > A (t=o0,1,2, ...,

J=qe+1

soit uniformément convergente dans toute I'étendue du domaine (D)
et qu'elle ait /(x, y, 5) pour somme.

On verra, en lisant le paragraphe que M. Poincaré a consacré a la
méthode de Cauchy dans son Mémoire déja cité sur les équations de la
Physique mathématique, qu’il suffira, pour démontrer le théoreme
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énoncé, de montrer que I'intégrale curviligne

xy 1 .
(115) —_— wdg,
27l Jig,

ou (C,) représente le contour défini dans la section précédente, a
— f(z,y, =) pour limite lorsque I'indice ¢ croit indéfiniment.

15. Supposons que le point qui, dans le plan de la variable £ a %
pour affixe, se trouve dans la région (R) du plan, définie par l'inéga-
lité (89), nous aurons

d’oli, au moyen d’une application facile du théoreme de Green et en
tenant compte de I’équation (1r12),

w=— ‘.,—f-— : GAfde,
5 )

ce qui donne
|uE+f12P<<1| |Af|*dr.

()

Il résulte de cette inégalité et de I'inégalité (59) que le module de
'expression u% + f tend uniformément vers zéro lorsque le module
de £ croit indéfiniment sans que le point qui a £ pour affixe sorte de la
région (R) du plan. Par conséquent, I'intégrale curviligne

1
—_— w dg,
2Tl )~~~

B M, B{

a — f(=, y, 5) pour limite lorsque 'indice ¢ croit indéfiniment. 1l ne
nous reste donc a prouver que ceci : I'intégrale rectiligne

(116) . w dE

2T
BY B, B’
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a zéro pour limite lorsque l'indice ¢ croit indéfiniment. Pour cela, il
n’y a qu’a montrer qu’il en est ainsi de 'intégrale

1 )
(r17) —_ wdt.
oL J— :

B/ B}

Considérons, comme dans le Chapitre précédent, les équations (6¢)

et (70) et posons
0; = Au;.

Il résulte des hypotheses faites au sujet de la fonction f(x, y, z)
que les fonctions ¢; vérifieront les équations

Ao, +Eo, + Af —o,

A:PJ'—FIC:CPI_*—C?J'—l:O (‘/.2179'"'-)

et satisferont aux conditions aux limites

do; .
g%’-:lchj (j=o0,1,2,...).
Posons
Lo,= [ |Af|*ds,
i
L, = o |?dr (j=o0,1,2,...).
(D)
La suite
(][8) I"O L1 IJg

> T2 ¥
14_1 ].10 l.q

sera croissante et convergente pour des raisons tout a fait analogues a
celles qui permettent d’affirmer qu’il en est ainsi de la suite (100).
D’ailleurs, il est aisé de s’assurer que les deux suites ont, pour une
méme valeur de &, une méme limite. Considérons les suites (100) et
(t18) pour § =£@, £® ¢tant, comme dans le Chapitre précedent, U'af-
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- . . I .
fixe du point B;. Leur limite commune sera alors égale a et nous
t
aurons

L_,
(119) Lj—1<—[;_,7'
Faisons dans les équations (69) § = 5. D’apres ce que nous avons
vu au numéro précédent on pourra trouver une constante positive G
telle que I'on ait

120 [uol << =L,
(120) . ol [E9] T m}
D’ailleurs, I’équation
w; = uj, Gdr
()
nous donne
U f—1 I N -
"./:“—:"/’T)__f—(l—) /‘(lA[{j_lllu,
s L )
ou bien, puisque nous avons posé o;_, = Au;_,,
wy_y 1 f -
Uj==— =T — 01 dz,
@(‘) C-(t) 14]]

d’olt
[EB ey + vy 2P <1L;_,.

Cette inégalité permettra, cn s’appuyant sur les inégalités (120),
(119) et (59), d’estimer par exces les modules des coefficients u,, u«,,
#,, ... dans la série (68).

On obtiendra donc aussi une limite supérieure du module de la
fonction = et l'on verra avec la plus grande facilité que I'inté-
grale (117) et, par conséquent, I’intégrale (116) tendent vers zéro
lorsque I'indice ¢ croit indéfiniment.

Done, la fonction f{z, y,s) sera développable en une série de la
forme (113).

Sachant que la série (113) est uniformément convergente, il est aisé
de déterminer les coefficients A,, A,, ... qui entrent dans 'expression
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des fonctions V, V,, V,, .... On trouve, en tenant compte des équa-
tions (84),
Aj:/fU,-dr (j=o0,1,2,...).

16. Je désire montrer en terminant que nous pouvons maintenant
résoudre le probleme traité au n° 6 en nous affranchissant des restric-
tions relatives aux valeurs du parametre £. Changeons dans I'équa-
tion (35) £ en £ + 7 et posons

o= =4’

nous n’aurons qu’a déterminer les fonctions w’ et w” de facon qu’elles
vérifient les équations

Aw' + L' =o,

Aw'+ (E+n)w'+o'=o,

dsy’ — !
-~ =M+,
dw"” P
—a | T— 0.
N = '

or, en choisissant convenablement Z, nous pourrons calculer @’ par
la méthode exposée au n® 6. Quant a4 w”, sa détermination dépend du
probleme qui a fait I'objet de la section III.

La fonction w étant calculée comme nous venons de le dire, si, en
changeant de notations, on écrit £ & la place de & + 7, on lrouvera
que w, considéré comme fonction de &, jouit de propriétés analogues
a celles de la fonction u. Dans le cas particulier ot 2 == o, on trouvera
que la fonction w admettra pour pole I'origine des coordonnées dans
le plan de la variable & sauf dans le cas ot ’on aurait

/ wds = 0.
(S)

Il résulte de 1a que, pour qu’il soit possible de déterminer une fonc-
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tion V vérifiant, dans toute I'étendue du domaine (D), I'équation de
Laplace et remplissant, en outre, la condition aux limites

av

aNT™

il est non seulement nécessaire, mais suffisant, que la condition

f wds=o
(S

soit satisfaite.



