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SUR

L'ÉÛUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
A^, 4-£^ -+-/=o

LES FONCTIONS HARMONIQUES,

PAR M. S. ZAREMBA.

I. — Introduction.

1. On sait que diverses questions de la Physique mathématique con-
du i sen t au problème suivant :

Déterminer une fonction u des coordonnées rectangulaires x, y, z
d 'un point variable, vérif iant dans toute rétendue d'un domaine (D)
l imi té par une surface fermée donnée (S) l'équation aux dérivées par-
tielles

A^/.+ î,a +/=o,

où/est une fonction donnée des variables œ, y , z, où '^ est un para-
mètre indépendant de ces variables, et où l'on a posé, conformément
à l'usage,

à^u à^u y u
( î ) A u == .—^ -+- -Y", + -3— ?\ ) g^z ^yi ^2

sachant, en outre, que la fonction u doit satisfaire à la condition aux
limites
. , du ,(.) ^ ^=hu,

où—représente la dérivée de la fonction u, prise suivant la normale
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intérieure à la surface (S), h étant une constante donnée, réelle et non
négative.

Le but de ce travail est de résoudre le problème précédent et d'étu-
dier la fonction u considérée comme fonction du paramètre ^. Nous
ferons voir qu'à ce point de vue la fonction u est une fonction méro-
morphe qui n'a que des pôles simples, et qu i admet pour résidus cor-
respondant à ces pôles des fonctions remarquables de x, y, s, appelées
fonctions harmoniques par M. Poincaré. E n f i n , nous étudierons le
problème du développement d 'une fonction arbi trairement donnée en
une série, procédant su ivant les fonctions harmoniques . Ce problème
joue, on le sait, un grand rôle en Physique mathématique.

La méthode dont nous al lons faire usage n'est qu 'une application
des idées exposées par M. Poincaré dans son Mémoire fondamental sur
les équations de la Physique m a t h é m a t i q u e ÇRendiconii del Circolo
matematîco di Palermo, 1894)» applicat ion rendue possible grâce à une
nouvel le méthode d ' intégrat ion de l 'équation

AP + 'iv == o.

Cette méthode sera l 'objet du Chapitre su ivan t .

iï. — Sur l'équation A F-4-^'=--o.

2. Je consacre ce numéro à la définition de certaines notations et à
l 'énoncé d'hypothèses qui seront conservées dans toute l ' é tendue de
ce t rava i l . Nous emploierons les symboles (D) et (S) dans le sens qui
leur a été donné dans l ' In t roduc t ion ; nous supposerons que la sur-
face (S), qui peut d'ail leurs se composer de p lus ieurs nappes fermées
ent iè rement séparées, admet en chacun de ses points un plan tancent
parfai tement dé terminé et qu'elle j o u i t , en outre , d ' une propriété que
l'on peut énoncer ainsi : plaçons l 'origine 0 des coordonnées en un
point quelconque de la surface (S), dirigeons l'axe des z suivant la
normale, et séparons par une courbe fermée ( S ) une pet i te port ion (S')
de la surface (S) du reste de cette surface; nous supposerons que,
quelle que soit la position du po in t 0 sur la surface (S), i l sera pos-
sible de disposer de la courbe (2) de façon que les circonstances sui -
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vantes se présentent à la fois : la portion de surface (S7) sera simple-
ment connexe et contiendra le p o i n t 0, une parallèle à l'axe des z ne
peut rencontrer (S') qu'en un seul po in t , la courbe (S) a pour pro-
jection orthogonale sur le p lan des (^,y) un cercle de centre 0 dont
le rayon est indépendant de la posit ion du point 0 sur la surface (S),
si z ==/(^", y ) est l 'équation de la portion île surface (S'), la fonc-
tion/(»r, y} adniet ira des dérivées jusqu 'au second ordre inclusive-
ment , et les valeurs absolues de ces dérivées seront infér ieures à un
nombre positif fixe indépendant de la pos i t ion du point 0 sur la sur-
face (S); e n f i n , les di f férences

^-J,Y^ ^v( ÔÏL^ 1
à^ \:\ôa^)^y\àxÔY)^\

et àf, _ r ( à ï ^ \ f^} 1
ày r^ày)^7^)^]

seront chacune inférieures en valeur absolue au produi t d 'un nombre
positif indépendant de la posi t ion du point 0 sur la surface (S), par
l'expression ^2+•y2.

Cela posé, soit {x\ y\ ^ ) un point variable assujet t i à rester sur la
surface (S) et a- une fonction des coordonnées x'\y\ ^' de ce poin t .
Désignons par (F) un arc de courbe tracé sur la surface (S) admettant
en chacun de ses points un rayon de courbure différent de zéro, et
concevons que le point Ç o c ' . y , ^) se déplace le long de cet arc. On
pourra alors considérer la fonction cr comme une fonction de la Ion"
gueur de l'arc que décrit le p o i n t (^/, y, ^ /), et e l le pourra, considérée
a ins i , admettre une dérivée.

Nous représenterons cette dérivée, quand elle existera, par le sym-
bole . • SI la dérivée en question existe pour tout arc tel que l'arc (F),
et si son module reste constamment infér ieur à un nombre pos i t i f
fixe (7, nous d i rons que la fonct ion cr admet des dérivées premières, et
que (7 est une l imite supér ieure des modules de ces dérivées.

Considérons m a i n t e n a n t une fonction F(,r,y,^), supposons que
cette fonc t ion existe dans tout l'espace, prenons pour origine des
coordonnées un point 0 si tué sur la surface (S), dirigeons l'axe des ^
s u i v a n t la normale intérieure et faisons tendre le point (^»y, ^) vers
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le point 0, mais de façon qu'il reste constamment à l ' intérieur ou con-
stamment à l 'extérieur de cette surface.

Nous représenterons les limites des quanti tés F(^r,r, s) et —9 en

supposant que ces limites existent , par (F), et ( — ) dans le premier

cas, et par (F)^ ^ U — r ) dans le second; lorsqu'aucune ambigu ï t é ne
y/psera à redouter, nous écrirons s implement F et ^ au l i eu d'écrire (F)^
Cl i\

, /dF\

w/D'après les conventions faites plus hau t les dérivées des fonctions
(F),-, (F)e, (7^) •> (7^) P^ rapport à un arc tracé sur la surface (S),
seront représentées par les symboles

' ô m à m à (^\ â ( à v \ -^^),, j^^)e> ^^)^ à~n\M}^

pour plus de simplicité nous écrirons

'àF\ /^F\
^àrji " \ ( ) ' n je

au lieu d'écrire
^(F). et ^(F),

et lorsqu'un malentendu sera impossible, nous remplacerons le sym-
. , /àF\ p . à¥bole ( -y- par 1 expression - , • •

Nous désignerons par [JL celle des déterminations de la racine carrée
de — ^, ^ é tant le paramètre qui figure dans l 'équation (i), dont la
partie réelle est positive, par/n le module de [x et nous poserons, en
mettant en évidence les parties réelles et imaginaires de ^ et de p.,

(3)

Nous aurons donc

S==a+P / ,
p.== a -+- bi^

• , ( ^^^a^biY^—^-=.—a—^i\

\ /n^a2-^2 ==\/ï

(5) a>o.
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3. Soient cr une fonction continue de la position d 'un point va-
riable P assujetti à rester sur la surface (S), ds l 'élément de surface
relatif au point P et r la distance de ce point à un point q u e l c o n q u e
Çx, j, z) de l'espace. Posons

j /' e - ^ ' '
(6) <&(.r,^)=— ^ CT———

'4^ r
• d s ,

(7) ^(W)-^471 ,L ^N r
à? e-^' ,

C7 -ÏT-F ———— CiS,

où l ' indice (S) i n d i q u e que l ' in tégrat ion doit être étendue à toute la
surface (S).

Nous aurons a nous appuyer cons tamment sur diverses propriétés
des fonc t ions^ et ^ que définissent les équations précédentes; la dé-
monstrat ion de ces propriétés n 'offrant aucune d i f f icu l té , nous nous
bornerons à les énoncer,

On a
(d^\ fd^(8) \^)r\^), • c r :

si l'on désigne par C une l imi te supérieure du module de la fonction o-,
on pourra trouver une constante posit ive A, dépendant u n i q u e m e n t de
la surface (S), telle que l'on ait à la fois

(9)

(10)

( 1 1 )

( 1 3 )

(i3)

lî^j^^C,
Cr

^<r m
4 ~ - c r < À - - h — C,A N / / a a a-,

^N m1 i / •*•-a <A - -f- G,, a a2^N/., 2

w•* i f 1

-a < A - -+-;w- ,a a4

[^(.^^^X^c,(<<
si la fonction a- admet des dérivées premières, les dérivées

^ A, (€?\ H i0^ (ô^
à-n > an \ cm ) / àr\ \dN ) / \ à-n,

et
^
.à-n,
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existeront et l'on aura, en désignant par C' une l imi te supérieure des
modules des dérivées premières de la fonction a-, et en supposant que
la constante A soit convenablement choisie, en dehors des inégalités
déjà écrites, les inégalités suivantes

(i4)
â^ A .-,/ , / ï m \<^ „ (7 -+- A. .- -t- -^ (,
/)-/i /'/ \ ri n2- ià'f]

(i5)

ï àa' m' mà_ fd^
1h} [d^,

ô [d^

U I U^-V \ 1 UU . / l /fi \ ^, .
T - - w + - - T - < A - 4 - - ~ ; (./ + Achî \(^N ) i 2 or\ \a a2' J

i m \ ̂ , , / i m_ -- -_ T (h <r-A - -h — C/-4-A ~ •+- —a a 1 / \a a2à-n V^NA. a à-n

|C,

|C;

(16)

^^
^Tî^

1 ^0'

2 à'n

i àa
2 <?-/]

<A

<A(

/I

^

^ 1

\a

m, }C'+A '-

m '
^

C'-I-AI
m
a2

m3

m"

C,

^(7 4-[A<^ L
] )<l) j<._ (74, |A

c?

/?l

^2 / ^ c?

où le symbole D<D représente l 'une quelconque des dérivées premières
de la fonction ̂

Nous simplifierons sensiblement le langage dans les numéros qui
vont suivre en in t roduisant un nombre positif 9 tel que, sous la con-
dition

(18)

on a i t

09) A

on aura alors aussi

(20)

m-^

/1 m rn"- \ /. i— 4» _ _j_ _ l S - *
, a a2 a3 7 ~ 8 J

. / i w \ j
A - + —, < o;\a a2/ 8

l'existence du nombre ô résulte immédiatement de l'inégalité m^a.
Cela posé, si l'inégalité (18) est satisfaite, les inégalités (ro), (i i),
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(12), (i5) et (16) nous donneront

, , | /'d^\ i(2 j ) IbNÀ.-^
(32)

(23)

(a4)

(25) <

[ f()^\ ï f)CT-

1 V à-f} ) i 2 à-n

à (d^\ i àa
à-n ^N/-~1" 2 ̂

d fd^\ i àa
à-n V/NA 2 ̂

f^^ -i-i^
\<)'fl)e 2 ()-/!

^<ï>^ I 0-^ r f N ^ ^

(d;),. -^

<^(C'+C) ,

<§(C'+C) .

<^c,

<^'
<,c;

<;(C;+

<^(C'+

433

4. Proposons-nous de déterminer une fonction v vérifiant dans
toute rétendue du domaine (D) l'équation

( 26 ) A ^ 4- Ç (; == o

et satisfaisant à la condition aux limites

(27)
'd^\
^N , ' •-15J,

-G! étant une fonction con t inue donnée de la position d 'un point variable
assujetti à rester sur la sur face (S). Posons, à cet effet,

(28)
ÎTrJ-

e-^'
n? cis,

•̂4-1 :

W(S) r

JL- C ̂ (d^\
^j^ r \d^)

ds (À -=1 ,2 , 3, ...).

Je dis que la série

(^9) ï 1 "
Â==l

sera convergente et aura pour somme la fonction demandée v toutes
Anft.de l'Éc. Normale, 38 Série. Tome XVI. — OCTOBRE 1899. 55
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les fois que l ' inégalité (18) sera satisfaite. En effet, la chose résulte
immédiatement des inégalités (21) et (22) et de l 'équation (8), qui
condu i t aux relations

^i\ _ (d^
^NA \,^\

: OT,

/d^±l\ _ f^-tl'} — _ _ (€hk'. cm , [ </N A \.^N\ (Â -= I , 2 ,3 , . . . ) .

5. Voici maintenant quelques conséquences de la solution q u i vient
d'être exposée. La fonction v, déf inie par les équations (26) et (27),
peut être représentée en supposant toujours que l ' inégali té (18) soit
satisfaite par la formule
/ 9 \ 1 Cl<r"p' r3o) ('= — 1 —-ad^

4.71^) r

où a" est une fonction convenablement déterminée de la posi t ion d'un
point variable assujetti à rester sur la surface (S). Désignons par û
une limite supérieure du module de la fonction CT', nous aurons

(3 i ) H<|^

et le théorème exprimé par l ' inégalité (9) nous donnera

(82) }^<SA^
ô €1

Supposons que la fonction ^ admette des dérivées premières et
soit Q! une limite supérieure de leurs modules, la fonction a admettra
aussi les dérivées premières, et l'on aura

(33) ^<J^J^'

il suffit, pour le voir, de se reporter aux théorèmes exprimés par les
inégalités (24). Cela posé, on déduira aisément des inégalités (3î),,
(33) et (17), en tenant compte de l ' inégalité (20)^

(34) ID^I^+^+IW
• d a \ 9 a o /
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où D^ représente l ' une quelconque des dérivées premières de la fonc-
tion v.

6. Cherchons à déterminer une fonction w, vérifiant dans toute
l 'étendue du domaine (D) l 'équation

(35) A (F — Çw == o

et satisfaisant à la condition aux limites

(36) (^) =/.(.),+.,

où GÏ représente une fonction donnée de la position d'un point variable
assujetti à rester sur la surface (S). Je supposerai que la fonction rrï
admet des dérivées premières et je me bornerai à considérer les valeurs
du paramètre '$, pour lesquelles l 'inégalité (ï8) est satisfaite.

Essayons, à l'exemple de M. Poincaré, de développer la fonction w
en une série, procédant suivant les puissances entières et positives du
paramètre /À, auquel nous ne donnerons, pour plus de simplici té , que
des valeurs réelles et non négatives, et posons en conséquence

00

(37) ^I/-^7^

Nous aurons, en supposant provisoirement que ce développement
soit possible,

( 38 ) A Wk -+- S ̂ k == o ( k =-- o, i, 2, .. . )

avec les condit ions aux l imites

/ cl^o
^--^

t^)
dwk

JN"
:Wk-i ( / C = = I , 2,3, . . .),

La méthode exposée au n° 4 permettra de calculer de proche en
proche toutes les fonctions ^o, w^ ^3, .... Désignons par Q, S/,, û,'
et S^ les maxima respectifs des modules des fonctions m, w^ et de leurs
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dérivées premières. Les inégalités (3^) et (34) nous donneront

^j^,
(4o) ^f^i^-"

./ 8 A/., /8 A 5\ /.^< ^ -a' -h- - - + .- ^2,
" -\ rt \ r \ / y < /3 <2

(4i) \9 a 3.
8 A^8 A^ ^ ^ 8 A ^ ^ ^

^^Sa-0^14-^^4"^0^1
^8 A 5\
<9 a ^Y

( /C=I,2,3, ...).

Il est aisé de déduire de ces inégalités que, sous la condition

(42)
8 A
3 a h<î

la série (37) sera convergente et que la somme w de cette série
admettra des dérivées premières dans toute l'étendue du domaine (D).
Nous pouvons donc affirmer qu'en vertu des équations (39) la con-
di t ion (36) sera vérifiée. Reste à s^assurer si l 'équation (35) sera réel-
lement vérifiée. Il sutBt de remarquer, à cet effet, que la somme w de
la série (37) peut être représentée par la formule

<r-P,G) —— as,
"W^

où a) représente une fonction convenablement choisie de la posit ion
d'un point variable sur la surface (S). La chose est une conséquence
immédiate de ce qui a été dit au début du n° 5; j 'ajoute qu'une appli-
cation facile de l'inégalité (3i) permettrait de calculer une l i m i t e
supérieure du module de la fonction o). En résumé, on voit que nous
savons résoudre le problème énoncé au début du présent numéro,
quel que soit À, pourvu que le paramètre ^ soit choisi de façon que les
inégalités (18) et (4s) soient satisfaites.

7. Considérons dans le domaine (D) deux points (^ Jo» zo) et

(x, y , z ) et soit r leur distance-Nous appellerons, avec M. Poincaré,
fonction de Green généralisée ou même simplement fonction de Green
la fonction 6(^0,70^0» ^,y,^) qui, considérée comme fonction des
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variables .r, y, ^, jouit des propriétés suivantes : elle vérifie dans
toute l'étendue du domaine (D), exception faite du point (^o, yo» ^o)»
l 'équation aux dérivées partielles

(43) AG+^G=o;

dans le voisinage du point (^(pjo» ^o)? ^ différence

(\T:r

reste finie et continue; enfin cette fonction satisfait à la condition aux
limites

(44) ^-^-

Posons
^-(/.r

G=: "—+ g{^Q,yQ^o,^-, y^ )»
4 7T /*

on aura, dans toute rétendue du domaine (D),

^g'^~'^=Q^

et l'on s'assurera que la fonction g peut être calculée par la méthode
exposée au numéro précédent. Proposons-nous de déterminer une
limite supérieure de l'intégrale

(45) 1= f [ G ( ^ o , y o > ̂  x.y.z^ch,
^(D)

où d^ représente l 'élément de volume relatif au point {x, y, z) et où
l'indice (D) indique que l'intégration doit être étendue à tout le
domaine (D).

Mettons en évidence les parties réelle et imaginaire de la fonction G
et posons à cet effet

G(x^y^z^ x,y, z) = G^^o, Vo» ̂  ̂ J? ^) + ̂ (^./(P ̂  ̂ 7^).

les équations (3), (43) et (44) nous donneront, en tenant compte de
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(46)

et

(47)

S. ZAREMRA.

AGi-h-aGi-~(3G2=o,
AGa-haGa-i-pGi^o

( d G ,
^N'^7——

J ^Ga ,p(-^=/zG,.

Décrivons du point (^o».7o? ^o)001111116 centre une pe t i te sphère (2),
appelons (D') la partie du domaine (D) qui se trouve à l 'extérieur de
la sphère (S) et appliquons aux fonctions G, et Q^ et au domaine (D')
le théorème de Green, puis faisons tendre vers zéro le rayon de la
sphère (S). Il viendra, en remarquant que dans le voisinage du point
.r^Vo, ZQ la fonction G^^o^yo? ^o»^»./?^) ̂ ^ finie et continue et que
ses dérivées premières sont de l'ordre de grandeur de -i

(48) 1= ^(G^+GIÎ^^^^^-^^^
^(i) j 1

Nous avons à évaluer la quantité 62(^0'J'o» ^o^'^o^o» ^o)* Considé-
rons à cet effet un point Çx^y^ ^) situé dans le domaine (D), appe-
lons r\ la distance de ce point an point ( s c , y , z ) et envisageons la
fonction

<?-P\
âTT/ 1 !

Décrivons des points (^o»y(p ^o)6^^ » y i » z\ )» comme centres deux
petites sphères (Z^) et (1^) et soi^D") la partie du domaine (D) exté-
rieur à ces deux sphères. Cela posé, appliquons aux fonctions Ga et
Q-\î'î\

-.—— et au domaine (D") le théorème de Green et faisons ensuite47Tri v /

tendre vers zéro les rayons des sphères (So) et (Si). Il viendra, en
tenant compte de la deuxième des équations (46), de la deuxième des
équations (47) et de l'équation

. e-^\ , e-^\
^———^.r———^ 0

. ; . 47Tri ^ -5 47^1
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ainsi que des remarques faites plus haut au sujet de la fonction G^ et .
de ses dérivées premières

6 C e~^•l'l
(4.9) GaC^yo, fo, ^i,yi, ̂ i) ̂  71;- 1 ——(G^—iG^ch

^TC ^ ' f ï» ' i 1

i /" d <?-?-'•. . h r ^ e-^\ ,i F d e-^\ . h r^ e-^1 (ja --- ——— ds — -•— 1 (
^(S) ^N ^1 ^4,

+ y- / ( j : 2 n , T — — — — C Î S — - . - 1 (-Ta————^.4^,/,., cIN !\ 47rJ- ri

Désignons par M le maximum de la valeur absolue de la fonc t ion
Ga^tpj^, .^o,^,j, ,s) lorsque le point (^,j,s) décrit la surface (S)
et faisons tendre le point Ç x ^ y ^ , z^ ) vers un point Çx'\y, ̂ ) situé sur
la surface (S). Il viendra, en tenant compte des théorèmes exprimés
par les inégalités (9) et ( ia) ,

0 r e"!1''!e-!1''!

W
( 5o ) (îa ( x^ y^ ZQ, x', y ' , z' ) ̂  ±- 1 —— ( G i — /Gg ) ch

1^Jm\ / 1

., . / 1 m\ ̂  . ,,A h „,.-h 2VA. ( - -+- -5 M + 2 /// — M,ci a" / ci

où À' et À" sont deux facteurs imaginaires dont les modules sont infé-
rieurs à l 'uni té .

Je rappelle , avant d'aller plus lo in , une inégal i té due à M. Schwarz
et que j 'énonce tou t de sui te sous la fbnne générale sous laquelle nous
aurons souvent l'occasion de l 'appliquer. Désignons par ç^ , ç^ • - "? î^
çp cp^, . . . , ^ , 2n fonc t ions réelles des variables s c , y , z déf in ies cha-
cune dans toute l 'étendue du domaine (D) et posons

n

L= f y yi. A,
•"""^l

n

L' == f V ̂  ch,
J^ /^i

n

K== f V cfk^'icdr,
^ i D l .

on aura

(5 i ) K^LL^



44û S. ZAREMBA.

Pour reconnaître l'exactitude de cette inégalité, il suffit de remar-
quer que la forme quadratique

r-L+a^K-î-^2!/,

où t eU' sont des variables réelles, peut-être représentée par une inté-
grale ne pouvant jamais prendre une valeur négative.

Revenons maintenant à l 'équation (5o) et proposons-nous d'estimer
par excès le module de l'intégrale qui figure au second membre de
l'équation (5o). Nous avons, eu égard à la définition énoncée au
moyen de la seconde des équations ^3)

T y* z>—a/' y* p—ar ,______
(52) -f——(G,-iG^dr </^-^/GÎ+G|^.

2 7r ^(D) l ^ « D ) " 1

J'applique au second membre de cette inégalité l'inégalité (5i) en
faisant dans ce but n = = ï , cpi === e—L et ç^ == \/G^ -4- G^2, et j 'étends
l'intégration dans l'intégrale

r e-2^ ,I -r———cirJ 4^^i2

à tout l'espace au lieu de la borner au domaine (D). Je trouve ainsi,
en me reportant à l'équation (45),

a ^-ai\ ,_______ \ 2 T
(53) -——\/G^-+-G|^) <—v 7 ^r^ ï 2 ) 2712 TT Ct

Pour éviter des complications inutiles, supposons que le paramètre <
soit choisi de façon que l'inégalité

W
Ah^ i
T^^s

soit satisfaite en même temps que l'inégalité (1,8). Cela posé, choisis-
sons sur la surface (S) le point Çx\y, -s'), de manière que la valeur
absolue de la fonction 62(^0^70» -^ ^»y?^) soit précisément égale
à M. L'équation (5o) nous donnera, en tenant compte des inéga-
lités (52), (53), (54) et (20)

(55) M2^2113^.' / na
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II est aisé de voir que l 'équation (4.9) reste exacte même si l'on fait
coïncider le point (^, y^ s^) avec le po in t (^ r^, ^ y ) ; pour le voir
il suff i t de remplacer les deux sphères (So) et (Si) qui nous ont servi
à l 'établir par une sphère u n i q u e ayant le po in t (x\^ y^ ^o) pour
centre. Nous pouvons donc écrire

(56)
[ Ga (^'05 J<). ^Oî ^"O? y^ ^o)
' • / s ' y * /i—ii/'

P-f^(G
•t71^ r!' 4 7 r ,

•^G-O^T-4-
^X)

J e - ^ ,
(j.i -prr ———— M.S' •

" d^ f\

\ r e^
— 1 ir-2 ——^ J ^ r\

I I est aisé d 'es t imer par excès le module de chaque terme du second
membre de cette équation : on trouve d'abord, en raisonnant comme
nous l 'avons f a i t su r l ' intégrale qui figure au second membre de l'équa-
tion ( 5o),

(37) / p - v - ' ï 2 ï
-—— (Cxi- iG,)ck < ,—
4TC/-1 • STT^STT^

i l v i en t ensu i te , en fa isant usage des inégali tés (9) et ( r3) ,

(58)

h F ^ e-^ ,1 (,, ——— eu'
4^Js f^
h r^ ci e-p

4TCJ. 2 ^N /•ï

A h ,.
<" • '

1 /-/<.

J.K y

Cl

A m
< a M.

Les équa t ions (48) et (56) conduisent , en tenant compte des inéga-
l i tés (55), (.57) et (58), à la conclusion suivante : Lorsque le para-
mètre ^ est choisi de façon que les inégalités (18) et (54) soient
satisfaites, i l existe un nombre constant posi t i f B tel que l 'on a i t

^9) Ï < B

ni. — Intégration de l'équation
A^ 4-Ç« 4-/==0.

8. Proposons-nous de calculer la fonction u définie au n° 1. Le cas
où la fonction donnée f{x, y , z) serait une fonction complexe de la
formel 4- ifz se ramène manifestement au cas où cette fonction est

56Aniî.. de l'^c. Normate. 39 Série. Tome XVI .— NOVEMBRE 1899.
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réelle, nous supposerons donc quey(^, y, z) est une fonction réelle.
Je dis que le problème estpossible et que nous saurons le résoudre si ^
est choisi de façon que les inégalités (18) et (54.) soient vérifiées,
pourvu que la fonction/(.r,j, z) admette des dérivées premières con-
tinues dans toute l 'étendue du domaine (D).

En effet, désignons par /-la distance des points (<r, y, z) et ( x ' ' , y \ z ' )
et soit ch l 'élément de vo lume relatif au po in t ( x , y, ^ /). Posons

ï F e~v'1'u=:w^-^_ j -^—-/(^,y,^)^

on s'assurera aisément que le calcul de la fonction w dépend du pro-
blème traité dans la section précédente et que toutes les conditions
requises pour que la méthode qui y est exposée soit applicable seront
remplies. On verra en même temps que la fonction u admettra des
dérivées premières qui resteront finies et continues même dans le voi-
sinage de la surface (S). Sachant que la fonction u existe, on prouvera
par une application facile du théorème de Green que cette fonction
sera donnée par la formule

(60) a = F f{x', y ' , z ' ) G(.y, 7, ̂  .r^y, ^') ch,
^(D)

oii G représente la fonction de Green généralisée, définie dans la sec-
tion précédente.

Pour étendre la solution à toutes les valeurs possibles de ^ il nous
faut pouvoir exprimer une l imite supérieure des modules des dérivées
premières de u, dans le cas où la solution que nous venons d'indiquer
est applicable, au moyen du maximum de la valeur absolue de la fonc-
tion/^, y , z).

A. cet effet, désignons comme plus haut par r la distance des points
{ x ^ y , ^) et (a/, y, z ' ) et par ch l 'élément de volume relatif au point
(a/, y\ z ) ; soit , en outre, dans le cas où le point (a/, y, z ' ) viendrait
sur la surface (S), ds l 'élément de surface relatif a ce point. Une appli-
cation facile du théorème de Green nous donnera, en tenant compte
de l'équation (2),

„ . ï r ,, / , '^<?~'p ' / t/7 T C d ^^ 1 h C e'^^(61) u==— î / ( ^ , r ? - 5 ) — — d s •+- — \ u-^——cis—— j u——ds.
W(i), ' J ' ) r 47rJ^ cm r ^J r
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Reportons-nous aux notations définies au n° 2. Les dérivées pre-
mières de la fonction u étant, comme nous l'avons déjà fait remarquer,
finies et continues, même dans le voisinage de la surface (S), la
dérivée — existera et sera une fonction continue des éléments dontà-n
elle dépend. Cela posé, l 'équation (6r) nous donne, en nous appuyant
sur les inégalités (i4) et (16),

(62)

au
àr}

4- 27.1

4- 2 ^o

I

~ 27T

à
'an ^(D)

[-((
[-A/.

————' AJL

- a

f^-',}-',

a
î

771 \

^)

4-A

s')

II'

( 1

\a

e-^'
r

4-A

m
4- —> } h H

a2

<h

C--'-\a c
\

/

H

où l'on a désigné par H le maximum du module de la fonction u sur la
surface (S), par HT le maximum du module de la dérivée —^ par X, et
74 des facteurs imaginaires dont les modules sont chacun inférieurs à
l'unité. Je choisis le point et l'arc auquel se rapporte j^ de façon que
le module de cette quantité atteigne son maximum W et je rappelle
que, à raison des conditions auxquelles satisfait le paramètre ^, les
inégalités (19), (20) et (54) seront satisfaites. L'équation (62) don-
nera

à r . , , , , . e-^'f f^'.y'^1)-'("j
rr < 1 1 ,n or\

ch(63.) - H(i-4-/Q.

Soit F le maximum de la valeur absolue de la fonction /(,r, y, z ) ,
on trouvera aisément

(64) L A
TT à'n

r/^,
^tÏ^

l^'k\<^^}F•a: , y ' ,

D'ailleurs, la formule (60) et l'inégalité (ÔQ) nous donnent, en fai-
sant une application convenable de l'inégalité (5r) ,

(6^) // 2 < B • '.ff"'(î») •2 dt.
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Les inégalités (63), (64) et (64'2) conduisent à celte conséquence
qu ' i l existera un nombre positif B.) ne dépendant que du choix du para-
mètre ^ et de h tel que l'on ai t

(64^) H^B.F.

Désignons, pour un momen t , par 7,(^,r,-s) le second terme du
second membre de l 'équat ion (61). On verra aisément, en tenant
compte des inégalités (64^) et (64^) et en s 'appuyant sur la première
des inégalités (16), que l'inégalité

(64-) (^O.O^

où Ba représente un facteur analogue au facteur B ^ , qui figure dans
l ' inégalité (64^), aura lieu.

Cela posé, on n'éprouvera aucune difficulté à conclure de l'équa-
t ion (6 î ) , de l 'équation (2) et des inégalités (10) et (64^) qu ' i l exis-
tera un facteur p o s i t i f B;, analogue aux facteurs B, et B^ tel que
l'on ai t

(64-Q || <B3F.

Les inégalités (64e) et (640') nous montrent que, si l'on désigne
par 7^1 l 'une quelconque des dérivées premières de la fonction y, l'on
aura, en donnant au symbole (/j), le sens fixé par les d é f i n i t i o n s
posées au n° 2,

(65) (%i).|<B,F,

ou l'on a posé
... B^^BErBl.

Supposons main tenant que le paramètre ^ ait une valeur réelle et
négative. Je dis que l ' inégalité (65) entraînera l ' inégalité plus générale

W I X i | < B 4 F <

En effet, il résulte de la définition même des fonctions y et y , que
Yj satisfera à l 'équation

. . ̂ i+^xi^0'
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Or, puisque $ a une valeur réelle et négative, la valeur absolue de
la fonct ion y^ ne peut a t te indre son maximum que sur la surface (S),
ce qu i démontre notre assertion.

Il est très aisé de conclure m a i n t e n a n t de l 'équation (61), de l ' iné-
galité (17) et des inégalités (64^) et (66) la proposit ion suivante :

Lorsque le paramètre ^ satisfait aux conditions (18) et (54) et lorsque,
déplus, il a une valeur réelle et négative, l'inégalité suivante

(67) ^ IIh^BT,

où ï)u représente l'une quelconque des dériçées premières de la fonction u,
F le maximum de la valeur absolue de la fonction fÇoc, y, s) et W un
nombre nos i II f ne dépendant que des valeurs de $ et À, sera vérifiée.

Il serait aisé d 'étendre ce théorème au cas ou ^ ne serait pas un
nombre réel et où i l ne serai t assujett i , qu'à satisfaire aux cond i -
t ions (18) et (5.4), mais cet te extension ne nous sera pas utile.

9. Pour calculer la fonction u dans le cas où le paramètre ^ a une
valeur pour laquelle la légi t imi té de la méthode du numéro précédent
n'est pas établie, changeons dans l 'équation ( ï ) ^ en ^ -4- Ç et cherchons
à développer la fonction u suivant les puissances ent ières et posi t ives
de *(. Essayons à cet effet de poser

00

(68) / /= ^^-S7 C /==o , 1,9., . . . ) ;
/•=0

il faudra avoir
^'o-+-^o-+-/ =^

9) A^-hç^+^-i==0 (,/==!, 2,...),

avec les condi t ions aux l imites

(70) ^^huj ( 7 = 0 , 1 , 2 , . . . ) .

Donnons à S» dans les équations (69), une valeur réelle et négatiçe.
Nous aurons, comme le montrent les formules (3) et (4)y

pi == a •==. m,
^•^a^m^^—^'
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Le nombre réel et positif À étant donné, choisissons m assez grand
pour que les inégalités (18) et (54) soient satisfaites. La méthode
exposée au numéro précédent permettra de calculer toutes les fonc-
tions UQ, u^ î / 2 , . . . . Calculons le rayon de convergence de la série (68).
Considérons à cet effet, en nous inspirant du célèbre Mémoire de
M. Schwarz sur les surfaces minima» les intégrales

(72) W^=W,,,= f u,u,.dr.
^(HI<i>)

Le théorème de Green permet de déduire des équations (69) et (70)
les relations suivantes :

W,-,,o== f/^T,
J^)

w . ./ _ -w"VVy, / -— Wy+i, y'^,i.

Si donc l'on pose

(73) W^^ (u,fch (p=o,^2,...),
</D

l'on aura
(74) w,̂ =w,.,̂

Je pose pour la symétrie des notat ions

(78) w-2=: r/2^.
^1)

Les intégrales Wp seront toutes réelles à cause de la réalité des
fonctions uj qui, elle-même, est une conséquence de la réalité du
paramètre ^ et de la fonction/. On pourra, par conséquent,appliquer
à ces intégrales l'inégalité (5i). On trouve
W W^.., < W^W,/ (^o, i ,2, . . .).

On déduit des équations (69) et (70), en tenant compte de (71),

w C [fàuiV fàUtV /<^A2 1 r
. ^—X.LW +{^) +^) -^mîlt^d^ftf^^

t^\ . ^f — F (àut^ àut àu^t àiit àut^ àui \
77 - ~ J^ \~^ ~àx + ~ày~ ~ày + ~às~ •^ + m ut+t u t ) dr

+ h f u^^ Ut ds.
«/iSi
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La première des équations précédentes nous montre que les W^,
d'indice impair sont tous positifs, et comme, il en est évidemment
ainsi des Wp lorsque/? est pair, on voit que les Wp sont tous positifs.
Une généralisation facile de l'inégalité (5i) permet de déduire des
équations (77) les inégalités suivantes :

(78) Wi,<w^w^i (^0,1,2,.. .) .

On déduit encore de la première des équations (77)» en se rappelant
que l'on a

W^= f u j d r ,
«-AU)

l ' inégalité

(79) Wa^^/^Ws,,

II résulte des inégalités (76), (78) et (79) que la suite

W-, Wo W,
(80) ^^ .̂ . ̂  • - •

sera croissante et convergente et que la l imi te ,. de cette suite sera au

plus égale à^,-
Le théorème exprimé par l'équation (60) nous donne

UQ === ^ /G dr,
^(DI

i i j •= ^ u.j^ G ch (J = ï , i, 3, . .. ),
^(D)

d'où, en s'appuyant sur l'inégalité (5i) et en se reportant à l'équa-
t ion (45),
( 8 1 ) K/r^rw^ (y=:o, 1 , 2 , . . . ) .
Il est aisé de conclure de là que le rayon de convergence de la
série (68) est au moins égal à R en désignant, comme tout à l'heure,
par - la limite de la suite (80). D'ailleurs, on s'assurera très aisé-
ment que le rayon de convergence de la série (68) ne peut être plus
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grand que R. Il résulte de tou t cela que le rayon de convergence de la
série (63) est précisément égal à R.

Je dis que la somme u de la série (68) admet des dérivées pre-
mières par rapport aux variables OG, y, z pourvu que le m o d u l e de Ç
soit infér ieur au rayon du cercle de convergenco de la série. En effet,
dans les condi t ions où nous nous sommes placés, il est permis d 'appl i -
quer le théorème exprimé par l ' inégal i té (67); ce théorème nous
donne, en tenant compte de l ' inégalité (81) après y avo i r changéy
eny- i , ___

|D^]<BVIW^,

où Du. représente la dér ivée première de uj par rappor t à l 'une quel-
conque des variables oc, y , z. L ' inégali té précédente prouve que le
rayon de convergence de la série

^^^
=0

est égal à celui de la série (68) et cela démontre Inexact i tude de notre
assertion.

La proposi t ion que nous venons de démontrer permet d'affirmer en
s 'appuyant sur les équat ions (70) q u e la fonc t ion u, somme de la
série (68), satisfera à la condi t ion aux l i m i t e s

du ,^=hu.

Reste à démontrer que la fonction u satisfera à l 'équation (i) dans
toute l 'étendue du domaine (D). Considérons, pour nous assurer qu ' i l
en est ainsi, une fonction ®(;r,y, z ) satisfaisant aux équations sui-
vantes

A<p -t-^9 -t-Ç^ -4-/==o,

clo ,
~- ==: flQ.
dN

Cette fonction existera et pourra être calculée par la méthode exposée
au numéro précédent, car ^ a, par hypothèse, une valeur qui rend pos-
sible l 'applicalion de la méthode et la fonct ion tu +f admettra ,
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d'après ce que nous venons de voir, des dérivées premières par rapport
aux variables x, y, z.

Dès lors nous aurons
o= f (Ç^/)G^T;

J (D)

or il résulte de la façon même dont les fonctions UQ, u^ u^, . . . ont été
calculées que l'on aura

u=:( (î;u^f)GdT;
^(0)

on aura donc
© == u,

ce qu i achève de prouver que la fonct ion u jouira de toutes les pro-
priétés voulues pourvu que le module de *( soit in fé r i eu r au rayon de
convergence de la série (68).

10. On établ ira sans aucune d i f f icu l té , en s 'appuyant sur les résul-
tats démontrés au numéro précédent et en se laissant guider par les
paragraphes IV et V du beau Mémoire de M. Poincaré Sur les équations
de la Physique mathématique ÇRendiconti del Circolo matemalico di Pa-
termo, 1894) les théorèmes suivants :

La constante h ayant une valeurdonnée réelle et non négative, la fonc-
tion u définie par les équations (i) et (2.), considérée comme/onction du
paramètre ^ sera une fonction méromorphe n'admettant que des pôles
simples situés dans le plan de la variable complexe î; sur F axe des quan-
tités réelles. Désignons par ^, ^2, ^3, ... ces pôles et par ̂ , ^2, '-pg, . . .
les résidus correspondants. Ces résidus seront des fonctions des variables
x,y, s satisfaisant dans toute l9 étendue du domaine (D) aux équations

A^y-t- ^•^•==0 (/==!, 2, 3, ...)

et remplissant les conditions aux limites

d^
d^ ^h^j U=^ 2» • • •)•

On prouvera ensuite, en cont inuant à suivre M. Poincaré, le théo-
rème fondamental que voici :

Le domaine (D) et la constante réelle et non négative h donnent lieu
Ann. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome XVI. — NOVEMBRE 1899. 57
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à une suite infinie de nombres réels non décroissants

(82) A-l, À",, /C3, . . .

à laquelle correspond terme à terme une suite infinie de fonctions

(83) Ui, IL, Ug, ...

satisfaisant aux équations

[ AUy4- /C/Uy ==0,

^•-AU^--^-AU,.,

(8^ fu^^,ID)

f U/U^T=0 C/^,/'),
^(T)^

^ nombre k^ sera positif, sauf dans le cas où h == o, cas où ce nombre est
nul; il existera un nombre positif L tel que l'on ait

(85) ^>L/32 C / ' ^ ^ S , . . . ) ;

enfin, quelle que soit la fonction donnée fÇx^ y, z), les pôles E,, ̂ , ...
de la fonction u définie par les équations (i) et (2) feront partie de la
suite (82) et chacun des résidus correspondants sera une combinaison
linéaire et homogène à coefficients constants d'un nombre fini de fonc-
tions prises dans la suite (83).

J'ajoute que ce qui vient d'être dit au sujet de la fonction u i m p l i q u e
seulement que la fonction /(^, y, ^) admet des dérivées premières
finies et continues dans toute l'étendue du domaine (D), mais n'exige
nul lement que cette fonction soit réelle; elle peut être une fonction
complexe de la forme /, (-r, y, -s) +- if^ (x, y, ^), f^ etf^ représentant
des fonctions réelles.

On n'aura pas manqué de remarquer que l'hypothèse que h soit une
constante réelle et non négative n'est pas indispensable pour la dé-
monstration des résultats principaux énoncés ci-dessus. Nous avons
cru devoir adopter cette hypothèse parce que le cas où h serait négatif
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ne semble pas présenter un grand intérêt au point de vue des applica-
tions et parce que, d'autre part , l'hypothèse que nous avons faite au
sujet de h nous a permis d ' introduire quelques simplif icat ions de
détai ls .

Nous donnerons, avec M. Poincaré, le nom de fondions harmo-
niques aux fonctions (83) et nous dirons que la suite (82) est la sui te
des nombres caractérist iques correspondants.

IV. — Décomposition de la fonction u en éléments simples.

11. Soit toujours u la fonction définie par les équations (i) et (2),
E i , S^, Sy , ... les pôles de cette fonction regardée comme fonction du
paramètre $ et ^ i , 4'a» ^37 ... les résidus correspondants; soit en outre
/ ? o , p i , ... une suite croissante de nombres en t ie rs convenablement
déterminés. Je me propose de démontrer que l'on aura

(86) «=--2; 2 IT-Î-/
C.=Q ;=/^4-1

Je vais, dans ce but , établir le lemme suivant :
1 1 est possible de définir dans le plan de la variable imaginaire î; une

suite infinie de contoursfermés (C<), (C^), (€3), ... enveloppant chacun
l'origine, tels que la distance de l'origine au contour (C^) croisse indéfini-
ment en même temps que l'indice t et tels enfin que le module de f inté-
grale curvilignew f^,

^(Cf)'3

où y; représente un nombre complexe in dépendant de la variable d'inté-
gration, ait zéro pour limite lorsque l9 indice t croît indéfiniment.

Reportons-nous à cet effet aux notations définies par les équat ions (3)
et (4) et envisageons, dans le plan de la variable Ç, la courbe (C) lieu
du point qui a 'Ç pour affixe lorsque ce paramètre varie de façon que
l 'équation suivante soit satisfaite

(88) $-y,
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où y représente une constante positive assez petite pour que l'inégalité

w $;-/
entraîne à la fois les deux inégalités (18) et (54). La courbe (C) par-
tage le plan de la variable ^ en deux régions (R) et (R'). Soit (R)
celle d'entre elles qui est caractérisée par l ' inégalité (89).

Cela posé, je rappelle que les pôles ^, î^ ^3, . . . font tous partie
de la suite (82), et comme les termes de cette suite satisfont à l'iné-
galité (85), nous aurons a fortiori

^>L/1.

Il suit de là que l'on pourra former une suite in f in ie de nombres
positifs croissants

(90) /?i, /?2, p s , . . . »

tels que l'on ait
3 3 3

p _ 'r.ï ^ T a" ( f —— , ^ •? \
^,+-1 —— Cypt /> ^ \ ^ — 1 , ^ , 0 , . . . ; ,

d'où
3

L2

(91) Ï^ ~- ̂  > — _—^— •
\/^(^^4-^)

J'appelle K^ et K^ les points de l'axe des quantités réelles dans le
plan de la variable Ç qui ont ̂  et^i pour abscisses, et je mène par
le point B^, milieu du segment K^K^, la parallèle à l'axe des ordon-
nées. Cette parallèle rencontrera la courbe (C), définie par l'équa-
tion (88) en deux points B^ et B^; soit B^. celui de ces points dont
l'ordonnée est positive.

Décrivons dans le plan de la variable ^, en prenant l 'origine 0 des
coordonnées pour centre, un arc de cercle l imité par les points B^ et
B^ et situé tout en t ie r dans la région (R) du plan, caractérisée par
l'inégalité (89); soit M^ le point d'intersection de cet arc de cercle
avec l'axe des nombres réels. J'appelle (C^) le contour B^M^B^B^B^ et
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je dis que les contours (C,) , (C^), . . . ainsi définis jouissent de la
propriété voulue.

12. Il résulte de la définition du nombre y, second membre de
l 'équation (88) et de celle de la région (R), que lorsque le point qui
a ^ pour affixe sera situé dans la région (R) ou sur sa frontière (C),
l'inégalité (09) aura l i eu . Par conséquent, la formule (60) nous
donnera

I ^ I ^ B ^ fl/12^.
t- (Dj

II résulte de cette formule que le module de u a zéro pour l imite
lorsque le p o i n t qui a 'Ç pour affixe s'éloigne indéf in i ment sans sortir
de la région (R). Cela prouve que le module de l ' intégrale curvil igne

/ , r udï(92) / ,—^

,/ •̂ -̂ ^ — Y]
rVMt v,"

étendue à l'arc de cercle B^M^B^ a zéro pour l imite lorsque l ' indice t
croît indéfiniment .

13. Il nous reste à démontrer que l ' intégrale recti l igne

C ^^
( 9 2 ) J——^

ï t ï l î t î î t

a zéro pour l imi te lorsque l ' i n d i c e ^ croit indétmitnenL Pour cela, i l
suffira évidemment de faire voir qu' i l en est ainsi de l ' intégrale

(9^) r -^--^.J—^ — •n
ïhti[

Cherchons une l imi te supérieure du module de la fonction u lorsque
le point qui a î; pour affixe se trouve dans la région (IV) du p lan . Pour
y arriver, reportons-nous à la série (68). Au n° 9, nous n 'avons établi
la légitimité du développement représenté par cette série que dans le
cas où le paramëtreÇ, dans les formules (69), a une valeur réelle et
négative assez grande en valeur absolue; nous avons supposé en outre
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que la fonction /(^,.y»-s) est réelle. Mais les résultats établis au
n° 10 nous permettent d'abandonner ces hypothèses : que la fonct ion
fÇx,y,z) soit réelle ou complexe, la série (68) sera convergente,
représentera la fonction u et son rayon de convergence sera égal à la
distance du point qui a Ç pour afûxe à celui des pôles de la fonction u
qui en est le plus voisin. Cela posé, mettons en évidence les parties
réelle et imaginaire de chacune des fonctions u^ u^ u.^ . . . et de la
fonct ion/en posant

/=/i +<A,
^=P,.-^Q,.

Les équations (69) et (70) donneront, en tenant compte de la pre-
mière des équations (3),

(93)

(94)

, APo+aPo-pQo ^-/i
) AQo+aQo+P? -h/a
• AP.+aP.-pQ,

Aûy+^Qy+pPy

/ dP

^4-^._-p(^.+p^=o
Q,^,=o

(J -=î, 2,3, . . .),

cm
^Qj
~dN'

^ = = A P ,

^ O -̂

Posons

(95)

= f\f\^dT= f(/î+yi)A,
^(I)) ^ ( D )

,= Ç \u,\^ch= f {PJ+QJ)dr ( . /==o, î ,^ . . . ) .
^tï)) ^(0)

Le théorème de Green nous donne, en tenant compte des équa-
tions (94)»

f (Q ,APy- -P ,AOy)A==0 ,
^(U)

r(P,.,AP,—P,AP^)^=o,
^(D)

f(Q^,AQ,—Q/-iAQ,)^T=:o,
^in
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d'où, à l'aide des équations (9.3),

(96) p^= f(Q/P,-,-Q,-,P,)^,
^iD)

fP^T==(3 r(QyP,.^0,-,P,)^-+ fP.Py-^T,
l- D «-'(D) • - • i l l )

r Q)_, rfT = (s r (Q,P,-, - Qy_i P,) ̂  + r Q/o/_, A;
t- I) l- ( î > ) *- (D)

il v ient , en ajoutant membre à membre les deux dernières équations,

(97) -V-i^ f[Py(tV-2--^Q,^) 4-Q,(Q^+2pP,-V)]^.
^D

j'observe que les équations (96) et (97) restent exactes, même pour
y = = o, pourvu que l'on convienne de remplacer P_^ et Q_| par/^ et/^.
Reportons-nous à l 'inégalité (5i), faisons n === 2 et posons

9 1 = Py, ?2=Q^, Q\ = Py -2 — ^ |3 Qy-l, ^2 == Qy-2 + 2 (3 Py-l,

l ' équat ion (97) nous donnera

^-î<^f^~4P / (Qy-iP^a-Qy^Py-l)^^-^?2^-!),
L ^(m J

d'où, en changeant dans l 'équation (96)7 en j -— i ,

(98) ^ < ̂ ^^ („/= i, 2, 3, . ..).

Faisons maintenant une seconde application de l'inégalité ( 5 î )
pour n == 2 en posant

o^~:Qy, y2=Py, o ^ = P y _ i , y^-.Q^^-

l 'équation (96) nous donnera

^JK^-i.
d'où

(99) \y^-<^.
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Il résulte des inégalités (98) et (99) que la suite

/ \ ^ 0 ^ 1 ^2
(100) — — — î .-5 ^ • • •

c)_l c)o r)i

sera croissante et convergente. Les équations

u,=Ç fGdr,
^(D)

Uj -=. j Uj-i G dr
t/ [\\\t/ (D)

conduisent aux inégalités
|a, ^lô^,

d^où, en désignant par "Aie module de C et en tenant compte de l'équa-
tion (68),

oo

( 1 0 1 ) l^1^7^1*u
;==o

Cette inégalité prouve que le rayon de convergence // de la série (68)
est au moins é^al au rayon de convergence l de la série

(102) J^V^-

y=o

Je dis que l'on a aussi

(103) Z^/.

En effet, désignons par /// une longueur satisfaisant à l ' inégalité

(io4) i " < u ,

mais d'ailleurs quelconque. Il résulte, de ce que le rayon de conver-
gence de la série (68) est //, que l'on pourra trouver une certaine con-
stante positive E telle que l'on ait

I" <^-;
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il existera donc aussi une constante E' telle que l'on ait

, E'
^< ~]^~P

donc le rayon de convergence de la série (102) sera au moins égal à l " ,
et l'on aura

(105) l " ^ l .

On voit donc que l'inégalité (io4) entraîne l'inégalité (io5), si voi-
sine de // que soit la longueur t ' .

Cela prouve que l'inégalité (io3) aura lieu et nous pouvons, par
conséquent, affirmer que l'on aura

(106) l ' = l '

D'ailleurs, ~ n'est évidemment pas autre chose que la limite de la
suite (100). Il est aisé de conclure de tout ce que nous avons dit et de
l'inégalité (101) que l'on aura

(107) \ll\<ïv^^9

Désignons par ̂  Faffixe du point B^ et, en nous reportant aux for-
mules (3) et (4), désignons par a,, (3,, m^ et ^ les valeurs que pren-
nent les nombres a, p, m et a lorsque ^ reçoit la valeur 'w.

L'inégalité (107) nous donnera pour ^ == ̂ \ en tenant compte de
l'inégalité (Sg),

(,o8) ••K8^^

où 4 représente la longueur K^B^.
Faisons, dans l'intégrale (92^), ^ = ̂ -t- 'C == ̂ -t- i^. Il viendra

u oTh. r'l ] y
fc/O •'

50 =• ^t) + a — n

Ann. de l'Èc. Normale. 3e Série. Tome XVÎ. — NOVEMBRE 1899. 00
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On conclura facilement de cette formule en s'appuyant sur les iné-
galités (108) et (91), ainsi que sur l 'équat ion

qui résulte de ce que le point B^ est situé sur la courbe définie par
l 'équation (88), que le module de l ' intégrale ^tend vers zéro lorsque
l ' indicée croît indéf in iment . Par conséquent, l ' intégrale curviligne (87)
tend vers zéro lorsque l ' indice t croît indéfiniment.

13, Voici le résultat qui découle immédiatement en vertu du théo-
rème de Cauchy de la proposition que nous venons de démontrer : si
l'on pose

(109)
». =2

îh \
^J

^ •
/==l

Pt+i

y - V -ÎL-l l- jL ri-?/-
7=/?fH

^
^ Zj ——.-?

sera convergente et aura u pour somme. Cela permet d'affirmer, en
posant PQ = o, que la série

w pt-ï'i

<• • • ' 22^
t =0 ; ==/•?( -h 1

est convergente et qu'elle a pour somme la fonction u. Or cette série
devient identique à la série (86) quand on y change Y] en ^. Le théo-
rème qu'il s'agissait d^établir est donc démontré.
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V. — Sur le développement d'une fonction arbitraire suivant
les fonctions harmoniques.

14. Conservons les notations des sections précédentes et rappelons
que, d'après ce que nous avons vu à la un du Chapitré lit, chacun des
pôles ^, H^ • • • de la fonction u est égal à un ou à plus ieurs des
nombres de la suite (32).

Soit 1:^==/^. On aura alors 'Ç^^/^.^, mais on peut supposer que
dans tous les cas ^,^= k i à condition de faire ^.n== o dans le cas
où en réalité cette hypothèse ne serait pas exacte. C'est ce que nous
allons faire afin de s impl i f i e r le langage. Faisons encore la convention
q^ = o.

Cela posé, supposons que la fonction/^, j, -s) admette dans toute
l 'étendue du domaine (D) des dérivées secondes cont inues et qu'elle
vérifie, en outre, la condi t ion aux limites

(,,.) ^=/,/.
Je me propose de démontrer qu'il sera possible de déterminer des

facteurs constants A ( , A ^ ? A;,, . . . tels que la série

( r 1 3 ) 2^
t=. 0

où l'on a posé
C{t + i

( t i4) V.= ̂  A/U/ (^o,!,'^ ...),
;=<7t-n

soit uniformément convergente dans toute l'étendue du domaine (D)
et qu'elle ait/Y^y, ^) pour somme.

On verra, en lisant le paragraphe que M. Poincaré a consacré à la
méthode de Cauchy dans son Mémoire déjà cité sur les équations de la
Physique mathématique, qu'il suffira, pour démontrer le théorème



400 S. ZAREMBÂ*

énoncé, de montrer que l'intégrale curviligne

( n 5 ) - ^X^27r^)

ou (Cf) représente le contour défini dans la section précédente, a
— f(x,y, z) pour limite lorsque l 'indice £ croît indéfiniment.

15. Supposons que le point qui, dans le plan de la variable $ a ^
pour affixe, se trouve dans la région (R) du plan, définie par Finéga"
lité (89), nous aurons

</,= f fGdr,u, = 1 / br ar,
^(D)"•Aiy,

d'où, au moyen d'une application facile du théorème de Green et en
tenant compte de Inéquation (112),

ce qui donne

t-- C GA/rfz-,
'; < ^n>i

.=-f -^1 0

"^+/ l 2 <I^ lA/i2^.
•-'(Dl

II résulte de cette inégalité et de l ' inégalité (59) que le module de
l'expression ^-h/tend uniformément vers zéro lorsque le module
de Ç croît indéfiniment sans que le point qui a 2; pour affixe sorte de la
région (R) du plan. Par conséquent, l'intégrale curviligne

_L r
S 7T i J ̂

u c/Ç,
^^ij^^

B ( M ( B ^

a — fÇx, y , z) pour limite lorsque l'indice t croît indéfiniment . Il ne
nous reste donc à prouver que ceci : l'intégrale rectiligne

( ï î ô ) JL f udç
' . ! 27n J—— h

ï\ï\h^'
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a zéro pour limite lorsque l'indice t croît indéfiniment. Pour cela, il
n'y a qu'à montrer qu'il en est ainsi de l'intégrale

(-7) —— f
2 7T l J—

U dt,

ÎSiK[

Considérons, comme dans le Chapitre précédent, les équations (69)
et (70) et posons

9y = A^-.

II résulte des hypothèses faites au sujet de la fonction /(^, y , ̂ )
que les fonctions y, vérifieront les équations

A9o4-^9o -h A/ ==o,

Aôy -+- '^j + ©y-i ==0 (y == ï , 2, . . . )

et satisferont aux conditions aux limites

^=7,9, ( , / = o , ï , 2, . . .).

Posons
L-i-f |A/|2^,

^(D)

Ly = ^ l^./!2^ (,/=0, î, 2, . . .) .
^(Ï))

La suite
/ o \ Lo Li Lg
( T ï 8 ) ,——^ ,-î y ? - • -

A-i _ 1 .S-JQ l-< i

sera croissante et convergente pour des raisons tout à fait analogues à
celles qui permettent d'affirmer qu'il en est ainsi de la suite (100).
D'ailleurs, il est aisé de s'assurer que les deux suites ont, pour une
même valeur de S, une même limite. Considérons les suites (100) et
(( i3) pour ^ =^ Ç^ étant, comme dans le Chapitre précédent, l'af-



402 S. ZÀREMBA.

fixe du point B^. Leur l imite commune sera alors égale à -p et nous
aurons

(119) L / _ i < — .
" t

Faisons dans les équations (69) ^ == ^). D'après ce que nous avons
vu au numéro précédent on pourra trouver une constante positive C
telle que l'on ait

. C C
( Î 2 G) - 1 ^ <\^T~\=mÏ'

D'ailleurs, l 'équation

nous donne

Uj -==. f ^/y_l G dr
^(ï»»

1^1-- fG^^d-,^/-i î
^•=-^1-^ f t.̂ .

ou bien, puisque nous avons posé ç/^ = A^/,..,,

u^-^-^f o^Gu^-^-^j o^G^
cs ^ ^ ( D j^ ^ ^ ( D j

d'oùd'où
^)a,4-^-l |^<lL,„,.

Cette inégalité permettra, en s'appuyant sur les inégalités (120),
(î 19) et (5p), d'estimer par excès les modules des coefficients ^, u^
u^, . .. dans la série (68).

On obtiendra donc aussi une l imi te supérieure du module de la
fonction u et l 'on verra avec la plus grande facilité que l'inté-
grale (117) et, par conséquent, l'intégrale ( ï ï 6 ) tendent vers zéro
lorsque l'indice t croît indéfiniment.

Donc, la fonction f{x, y , z) sera développable en une série de la
forme (n3).

Sachant que la série ( î i3) est uniformément convergente, il est aisé
de déterminer les coefficients Ao Aa, ... qui entrent dans l'expression
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des fonctions Vo, V, , V^, . . . . On trouve, en tenant compte des équa-
tions (84),

A,= f fU.dT ( j =o , 1 , 2 , ...).
"''ï^

1,6. Je désire montrer en terminant que nous pouvons maintenant
résoudre le problème traité au n° 6 en nous affranchissant des restric-
tions relatives aux valeurs du paramètre ^. Changeons dans l'équa-
tion (35) ^ en ^ 4- Y] et posons

tr:= \v' -{-r^r\

nous n 'aurons qu'à déterminer les fonctions w'et w" de façon qu'elles
vérifient les équations

Atï^ -+- 'c, (ï^=: o,

Ad^ 4- ( ̂  4- ^ ) (^4- ̂  == 0,

d^ . ,
^ =1^'^^

^^f^'., — /(.\\ ,
el]\

or, en choisissant convenablement Ç, nous pourrons calculer w' par
la méthode exposée au n° 6. Quant à w\ sa détermination dépend du
problème qui a fai t l'objet de la section III.

La fonction w étant calculée comme nous venons de le dire, si, en
changeant de notations, on écrit ^ à la place de ^ -h"/], on trouvera
que w, considéré comme fonction de ^, joui t de propriétés analogues
à celles de la fonction u. Dans le cas particulier où À = o, on trouvera
que la fonction (^admettra pour pôle l'origine des coordonnées dans
le plan de la variable ^ sauf dans le cas où l'on aurait

î -G5 OS == 0.
^ (S )

II résulte de là que, pour qu'il soit possible de déterminer une fonc-
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t ionV vérifiant, dans toute l'étendue du domaine (D), réquation de
Laplace et remplissant, en outre, la condition aux limites

dV̂=^

il est non seulement nécessaire, mais suffisant, que la condition

f OT ds == o
'(S)

soit satisfaite.


