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ETUDE

DU

GROUPE DES ISOMORPHISMES

pE (G, )%,

14 ETANT UN NOMBRE PREMIER PLUS GRAND QUE 3.

Par M. R. LE VAVASSEUR,

PROFESSEUR AU LYCEE DE TOULOUSE.

L. On sait que le groupe des isomorphismes de (G,)* est simple-
ment isomorphe avec le groupe G formé des substitutions

[y ¥y 5 Gp& A Ay - Oy 5y Clag & = Olya )+ Olag &y Oy & = Olyo ¥ —+ Oy3 S |,

ou les nombres «;; sont des entiers pris suivant le module p, avee
Punique condition

G Gy gy

Clyy Oy Clgy | 3£ 0 (mod p).

Og1 Gy Clgg
L’ordre de G est égal
(pPP=0) (p'=p)(p'—p*)-
2. Considérons la substitution
S=|2, ¥, 5 QAuX A Ol - G135, Gy & 4 Cay )Y —F Olag B,y Oy & —+ Uyg Y + Gy 3.

’ . 1 \3
Nous pouvons chercher les sous-groupes.d ordre p de (G,)* que
I’isomorphisme correspondant i la substitution s transforme chacun
en lui-méme.
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — SepTEMBRE 1899. 48
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Cela revient & résoudre les congruences simultanées

(ayy—o)x + a5y —+ oy 3 =0
(1) ¢ oty - (Glyy— )Y+ A3 =o0 (modp);
( oy -+ Oy Y + (o33 —o)s5=0

o doit étre racine de la congruence

oy — Oy oy
A(o) = oy Olgg— @ Clay =o0 (modp).
%31 39 U3z — C

La congruence A(c)==o0 (mod p) sera appelée congruence caractcris-
tigue de la substitution s.

3. Le premier cas & considérer est celui ot tous les deuxiémes
mineurs du déterminant A(s) sont nuls.
On a alors

=y =y =0 el o;=o0, (£#)) (mod p).

Les substitutions
|, y,5 ax,ay,as|
seront dites substitutions singulieres.
Supposons que « appartienne & 'exposant p — 1 (modp).

La substitution
|@, ¥, 5 ax,oy,as|

est d’ordre p — 1 et engendre le groupe K des substitutions singu-
lieres, qui est un groupe cyclique d’ordre p — 1.

Les substitutions singulieres sont les seules substitutions du
groupe G qui soient conjuguées d’elles-mémes.

4. Le cas suivant est celui ou tous les premiers mineurs du déter-
minant A(o) sont nuls, un des deuxitmes déterminants mineurs au
moins étant différent de zéro.

Supposons d’abord que I’on ait

Oty Otgo Olyy Ofy5 Otyg Olay 22 O (modp).
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Alors on a
OlogClyy Olyo == Olga Oly3llay (modp),

puis, p étant un parametre arbitraire,

31 %o
oy =p A+ —
O3z
K2 Clag
Gpa=p+ —>
%3
oy K31
Oy=p + ——>
%21

LLa congruence caractéristique devient

i
=]

31 %12 Chyg Loy o3 Ay
-+ -+
g2 %3 %1

(p—a)2(9—6+“

Posons
1 I I

= -+ -+ .
Fay Py 31 %y %y *an

5. Supposons d’abord uz£o. La congruence A(s)==0 admet une.
racine simple et une racine double. Si nous envisageons d’abord la
acine simple

T = P - gy Oty Ky U,

les congruences (1) admetlent alors la solution

xz y 5

| I i I

Oy Ay K13 K32 Ciaz&ya

Pour la racine double, les congruences (1) se réduisent & la con-
gruence unique

Z Yy S
oy &ye - G310gy - Koy Gyo =

laquelle n’admet pas la solution précédente.

Done, & laracine simple correspond un sous-groupe unique d’ordre p,
que I'isomorphisme transforme en lui-méme.

A la racine double correspondent p + 1 sous-groupes d’ordre p que
I'isomorphisme transforme chacun en lui-méme et qui sont les p +1
sous-groupes d’ordre p d’un sous-groupe d’ordre p*.
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On pourra choisir les opérations génératrices de (G,)* de telle sorte
(ue I'isomorphisme envisagé devienne

a b ¢ P
a bt?' C‘g) (d;i‘))s

et la substitution correspondante prendra alors la forme
[2,y,5 ax,By, B3] (o 7 B).

6. Si u est nul, (modp), la congruence A(s)==o0 admet la racine
triple s==p. Alors les sculs groupes d’ordre p de (G,)* que I'isomor-
phisme transforme chacun en lui-méme sont ceux qui correspondent &

la congruence
x y 3
oz Kya gy K3 gy Olyy

fl
=l

Les substitutions correspondantes pourront se mettre sous la forme
|z, ¥y 5 ax+Bsz, ay-+yz, azl,

a condition de choisir convenablement les opérations génératrices
de (G,)%.
Nous avons fait 'bypothese que I'on avait

Clyy Olyy Olgy Chyg Olja Py 25 O (mod p).
Une discussion facile montre que les conclusions sont les mémes au
cas ou I’on supposerait nuls quelques-uns de ces six coefficients.
7. Considérons les substitutions
|2, 7,2, o, By, Bz

Elles forment un groupe H d’ordre (p — 1)* qui contient le groupe K
des substitutions singuliéres.

D’ailleurs les substitutions permutables avec le groupe H sont de la
forme

t= !Jl',)’, By @&, Qp) = AgyB, Ay —+ dy3s

Le groupe H' des substitutions ¢ est d’ordre (p —- 1) (p* — 1)(p* — p).
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On en déduit que le nombre des groupes conjugués de H est
PP Hp ).

D’ailleurs I'isomorphisme considéré transforme en lui-méme : 1° [e
groupe |a|; 2° chacun des p + 1 sous-groupes de |4, c.

Or il y a p*+ p +1 manieres de choisir le sous-groupe |4,¢/; et,
le sous-groupe |b, c¢| choisi, il y a p* manieres de choisir le sous-
oy Uyl
groupe |a/.

Il 'y a donc en tout p*(p*+p +1) groupes H, formant une suite
complete unique de sous-groupes conjugués.

8. Jarrive aux substitutions
| 2, 9,5 ax+Ps5, ay+ 73, az |

Leur ordre est un multiple de p. Ces substitutions forment un
groupe I, d’ordre.p*(p —1), contenant le groupe K des substitutions
singuliéres.

Les substitutions ¢ permutables avec le groupe I sont de la forme

L=| 2,),5 AT~ QY -+ a3, GZ + Ay + Ay3, Ays |.

Elles forment un groupe I' d’ordre (p — 1)(p* — 1)(p* — p)p*.
I.e nombre des groupes conjugués de 1 est donc p* + p + 1.
D’ailleurs I'isomorphisme correspondant & 'une des substitutions

envisagées est
a, b, c
( a*,  b%,  abbrcx )

Il'y a p*+ p + 1 manieres de choisir le groupe | a, b .
Donc il y a en tout p*-+p + 1 groupes I, formant dans (G,)* une
suite complete unique de sous-groupes conjugués.

9. Envisageons actuellement les substitutions telles que les racines
de la congruence caractéristique A(s)==o0 n’annulent pas tous les
premiers mineurs du déterminant A(s). Supposons d’abord que la
congruence A(a )== o ait trois racines réelles, a, 3, y, ces racines étant
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distinctes. On pourra choisir les opérations génératrices du groupe
(G,)*, de facon que la substitution correspondante prenne la forme

s=(az,By,y5)-

Les substitutions s forment un groupe L, d’ordre (p —r1)*. Ce
groupe L comprend le groupe K des substitutions singulieres, puis
les substitutions de l'une des formes (az, By, Bz), (ax, By, az),
(oo, ay, Bz).

Les substitutions permutables au groupe L sont de I'une des formes

(az,by,c3), (ax,bs,cy), (ay,bs,cx).

Elles forment un groupe L’ d’ordre 3!(p — 1)%.

(pP+p+1)(p*+p)p?
31

Or, c’est précisément le nombre des groupes L, puisque c’est le
nombre de maniéres dont on peut choisir trois par trois les p* -+ p + 1
sous-groupes d’ordre p de (G,)°.

Donc tous les groupes L font partie d’une suite complete unique de
sous-groupes conjugués.

1l a done

groupes conjugués de L.

10. Supposons que la congruence A(c)==o0 (mod p) admette une
racine simple et une racine double, la racine double n’annulant pas
tous les premiers mineurs du déterminant A(s).

On pourra choisir les opérations génératrices de (G,)* de facon que
la substitution considérée soit de la forme

s=(ax +7y3 Py+0d3, [z).

Ces substitutions forment donc un groupe M, d’ordre p*(p — 1)*.
Pour que les premiers mineurs de A(¢) ne soient pas tous nuls, il
suffit que {3 ne soit pas nul (mod p).
Les substitutions permutables au groupe M sont de la forme

L= (@& 4 Q135, QoY ~+ @235, @y35).

Elles forment un groupe M’ d’ordre (p -- 1)*p*.
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Le nombre des groupes conjugués de M est done
(P*+p+1)pp+1).

Or I'isomorphisme correspondant & la substitution s est

a, b, [
a*, b8, avdicd

D’ailleurs, il y a p*+ p + t manieres de choisir le groupe |a|,
ensuite p*+ p manieres de choisir le groupe {&{, ce qui donne
(p*—+p+1)(p*+p) groupes M.

Les groupes M forment donc une suite compléte unique de sous-
groupes conjugués.

11. La congruence A(g)==o0(mod p) peut avoir une racine triple
n’annulant pas tous les premiers mineurs du déterminant A(7). La
substitution s correspondante sera de la forme

s=(ax+ody+a"s, ay+ 35, as)

ou bien de la forme
I
[ac.x; +a'y-+a'z By — % (0 —B")s vy + (22— ﬁ’):jl, avec 7' £ o.

On ramene cette seconde forme 4 la premiere en remplacant 'opé-
ration ¢ par

B—

bV o=/,

puis en permutant les opérations b et ¢'.

Les substitutions s forment un groupe N, d’ordre (p — 1)p*.

Celles qui n’ont pas encore été énumérées sont celles pour lesquelles
on aa'fz=£o.

Les substitutions permutables au groupe N sont de la forme

L= (& + A3y + @133, Aayy + Ap35, A335)+

Elles forment un groupe N" d’ordre (p — 1)*p°.
Le nombre des groupes conjugués de N est donc (p*+p+1)(p—+1).
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Dailleurs, I'isomorphisme correspondant & s est de la forme

( a, b, ¢ )
at,  a*b*  a® bBe*

Il 'y ap®+p+ 1 manieres de choisir le groupe {a|. Il y a ensuite
p*-+p manieres de choisir le groupe |4{; mais, le groupe | 6| étant
choisi, on peut le remplacer par n’importe quel sous-groupe d’ordre p
de | a, b| autre que [ a|.

1y adone (p*+p+1)(p—+1) groupes N.

Les groupes N forment donc une suite complete unique de sous-
groupes conjugués.

12. Examinons le cas ol la congruence A(s)=o0(modp) a une
acine simple et deux racines imaginaires de Galois.
Les substitutions correspondantes peuvent se mettre sous la forme

(“‘Z” 75 }’+ 63),

~N

avec la condition que le polynome ¢* — g — y soit irréductible (mod p)
ou bien (en admettant dans les substitutions envisagées des coeffi-
cients entiers complexes, réels ou imaginaires de Galois) sous la forme

s=(ax,jy, jPz),

J et j? étant des imaginaires.

Les substitutions s forment un groupe P d’ordre (p —1)*(p+1).
On voit aisément que les substitutions ¢, permutables 4 s, forment un
groupe P’ d’ordre 2(p — 1)*(p +1).

Le nombre des sous-groupes conjugués de P est donc

(P+p+1)p*(p—1)
2

C'est d’ailleurs le nombre total des groupes P, ainsi que le montre
le raisonnement suivant :

On voit aisément que I'isomorphisme envisagé peut, au moyen d’un
choix convenable des opérations génératrices, se mettre sous la forme

a, b, ¢ )
a%* ¢, brcd
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Il yap*+p -+ 1 manieres de choisir | &, c|. On sait d’ailleurs que

. . . . o - (p —1)
dans le groupe des isomorphismes de (G,)*ilya 1—(—’)2—— sous-groupes

cycliques engendrés chacun par une substitution & congruence irré-
ductible, d’ordre p* — 1.

Ensuite le groupe | b, ¢| contient p + 1 sous-groupes d’ordre p.

Il y a donc encore p* manieres de choisir | a|.

Cela fait en tout (p* +p +1) »P(—p:—llp? sous-groupes P.

2
Les sous-groupes P forment donc, dans le groupe G, une suite com-
plete unique de sous-groupes conjugués.

13. Restent les substitutions dont la congruence caractéristique a
trois racines imaginaires de Galois. Par un changement de variables
(en admettant des coefficients entiers complexes, réels ou imagi-
naires de Galois), on peut mettre 'une de ces substitutions sous la
forme

s=(jz, Jry, J"s).

Si I’on suppose que j est une imaginaire appartenant a4 I'exposant
p* — 1, on voit que les substitutions s forment un groupe cyclique Q
d’ordre p* —1.

Les substitutions ¢ permutables avec le groupe Q transforment s en
elle-méme ou en

SP=(jP 2, Y5 ] 3),
ou en
SP= (s J s JPE)e

Le groupe Q' des substitutions ¢ est donc d’ordre 3(p* —1).

1l en résulte qu’il y a (pg_p)?()‘"g_’r) groupes cycliques conjugués
du groupe Q.

D’ailleurs, en faisant le total de toutes les substitutions énumérées
jusqu’ici, avec I'hypothese que les groupes Q forment une suite com-
plete unique de sous-groupes conjugués, on trouve

(pP—1)(p*—p)(p*—p?)

pour ce total, ce qui justifie 'hypothése.
Ann.de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome XVI. — SeprEMBRE 1899. 49
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14. Voici maintenant comment on obtient les diverses substitutions
que je viens d’énumérer.
Les substitutions singuliéres sont les p — 1 substitutions

| 5 ax,ay,as |, a=1,2,...,p—1.

Les substitutions pour lesquelles la congruence A(s)==0 (mod p)
a une racine triple annulant tous les premiers mineurs du détermi-
nant A(c) sont en nombre

(PP+p+1)(p+1)(p—1)>-

On les obtient comme il suit :
1° Soit a,, £ 0; on posera

2 2 -
I Olyq O3 5
Uy = [_{1_&_(“11_“22)2",

T 2
boy, %31
oy Ly &y
Oy = —— | oy} — Ugs —
2 Uy %y
%y Fan Ay
Typ == Tay—— Uy — ’
2 Uay Zay
Oyy =1 Taz 3 oy
P33 = -+ =
) 2 Oy
Alors
1 Aoy gy \?
Loy Pyt
A= g (m“—i—aﬂ—i— -——) ;
a1
on fera
EIET 9
g+ Cog++ —m— = l»,
Oy

et 'on regardera «,,, par exemple, comme déterminé par cette équa-
tion.

En résumé, A et o,, pourront prendre les valeurs 1, 2, ..., p—1;
Uyas Lags %y, pourront prendre les valeurs o, 1,2, ..., p — 1.

Cyyy Ouys yny 0,4, 0y sONt alors déterminés.

2° On fera

Uyp 5= Tyy == Ogg == Olyy == 0,

e
~
-

Olyy == Olgg == 1y

on donnera & A les valeurs 1, 2, ..., p — 1 et & «,,, comme i «,, les
valeurso, 1,2, ..., p—1.
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Cependant on exclut le cas

39 On fera

on donneraa A, e, les valeurs 1, 2, ..., p —1 et & a,, les valeurs o,

1,2, vy p—1.
4° On fera
Hg) == Olgy = Ugp = 3 = 0,

Olyy == Olyy == Olgg == 1

on donnera a A, a,, les valeurs 1, 2, ..., p— 1 eth a,, les valeurs o,

I,2,...,p—T.
59 On fera

— — __ Claa—tdly
gy == Olgy = O, oy = 5 )
Olog — Clyy
Olyy = T
s {.7 oy -+ K33 = Ay
Olyp = (atgy — otap)
Ayo = Py3

A et g prennent les valeurs 1, 2, ..., p — 1; ,, prend toute valeur,

saufla valeur 5A; «,, prend toute valeur.
6° On fera
Ao == oy = O3 = oLy = 0,

Uyy 5= 0lgy = Olgz = A

A et ay, prendront les valeurs 1, 2, ..., p —1; oy,
valeur.
7° Enfin on fera

Hgy — Ky

%31 >
2p Clyy =+ oyq ,

Il

4
oy = S (ot — dgy),
2 Oy~ O3y = A,

Oyg ==~ i3,

prendra toute
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X et p prendront lesvaleurs 1,2, ..., p — 1; a;, prendra toute valeur,

e ,
sauf 2T prendra toute valeur.

15. Les substitutions pour lesquelles la congruence A(g)=o0 a
une racine simple et une racine double, la racine double annulant
tous les premiers mineurs du déterminant A (o), sont en nombre égal
apt(pt+p+n)(p—1)(p—2).

On les obtient comme il suit :

1° On pose

Koz &3y
Oy = A+ ————,
%oy
%ag Uy
Uy Bk — gy — —— 5
%y
%31
Oy 5= —— (ctay — A),
%ay )
1 Koz Uy
Zpy = —— (= gy — ———— | (ctse — 1),
Ay %y
ay iy Xy
Upy = —2 (o — Gtgg — =231 )
a1 a1

on donne a A, a,, les valeurs 1, 2, ..., p — 1;0n donne & . une valeur
différente de o et différente de A; a,., a4,, %., sont arbitraires.
2 On fera

Clyy == Oy = O

1
Clyg === — (Oyg — Uys iy — oy -
13 ”‘3[( 33 ‘22)( 11 21) oy ! Uy == Olgs ns
Zy2
Gy = Gy — s
12 gy ( 11 22)

on donnera & ¢,,, %,, lesvaleurs 1, 2, ..., p —1; on donnera 4 A une
valeur quelconque différente de o et de ay,. o,,, o, sont arbitraives.
32 On fera

Oy Z= Oy = 0
— ) ( )

gy B2 —— (ag — %y ) (Uyy — Uy

» 227 l ' ! OLy — Olyy == Oyy == )3
%2

Gy = (o33 — 211)

%ya
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on donnera a «,,, «;, les valeurs 1, 2, ..., (p —1); on donnera a »
ane valeur quelconque différente de o et de o,,.
Cys, ¢, SONt arbitraires.
4° On fera
Ky = Oy = Olyg = 03 =0, Gaa = Ty

on donnera & o,,, «,, les valeurs 1,2,...,p —1; «,, prendra une
valeur quelconque, différente de o et de «,,; «,, est arbitraire.
5° On fera

Oy == O3y = U3y = 0, gy = iy, Gy == — (Cty — %ay);

on donnera & «,,, @,, les valeurs 1, 2, ..., p —r1; a,, prendra une
valeur quelconque différente de o et de «,,; «,, est arbitraire.
6° On fera

Ty 5 Uy == Uyg == Uyg == Uy = 0, g = Usys

on donnera & o, 5 les valeurs 1, 2, ..., p—1;a,, prendra une
valeur quelconque, différente de o et de «,,.
7° On fera

Oy == Oy == Ugg == Ujg = O, oy == 0lyy

@, et o, prendront les valeurs 1, 2, ..., (p —1); @y, prendra une
valeur quelconque différente de o et de z,,; «,; est arbitraire.
8° On fera '

Oy == Oy == Uyy == Oy = Uy == 0, dqp = O3y,

et oy, prendrontles valeurs 1, 2, ..., p — 15 %y, prendra une valeur
quelconque, autre que o et que «,,.
9° On fera

Oy =2 Oy 55 Olye =5 Olyp == Oy == 0, Oy = Uy

o, et oy, prendront les valeurs 1, 2, ..., p —1; @,, prendra une
valeur quelconque, autre que o et o,,.
10° On fera

i

Uy == Oy == Uygy =

I

%12

Il
R
fi
£
Il

puis
5 a9y prendra les valeurs 1,2, ...,p —1,
| oy, sera différent de zéro et de o,
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ou bien
{ o33 prendra les valeurs 1,2, ..., p—1,
dyg = 2%yy cpps .
» 2 oy, Sera différent de séro et de oy,

ou bien
oy, prendra les valeurs 1, 2, ..., p—1,

Hin = oy, sera différent de zéro et de <.

16. Proposons-nous, actuellement, le probleme suivant : De com-
bien de maniéres peut-on déterminer les coefficients o;; de [fagon que le
polynome A( <) soit identique & v — o + 0s® — 6°, otk y est un nombre
entier donné, dyférent de zero, o et 3 étant deux nombres entiers donnés
quelconques.

1° On donnera a «,, etd plesvaleurs 1, 2, ..., (p — 1) 2y, %y,
%yys Oy, des valeurs arbitraires, puis on fera

G| == 0 — Uyy— gy,

Olag Olys = 0 Glag 4 Oty ) — (Oag 4= gy ) — Glyy Oy — Oy Oy —
>
Clay

Oyy ==

OLyg Olyy Ohyy =+ Clag OUF 4 — gy Oy Olyg ~+ |4
E} 2
a3

Ty =

[RO3 O g == Ol gy 0y (Clag - Clyg— a2) 4 a3 (Ogy0tyy -— Cay Ly )
X [otag 033 =+ 0t (Otgs 4 oty3) — (Gaa+0t33)* — B)
= (0t0tyy = Otyy Clyg — 2 Gy Olyg ~ Clay Oy )
X Otyy ((Otas Olgg gy =+ Olyy 01F | — Olay Olyy Oy =+ L) ~+ Y 245 ¢

2° a. La congruence
gt—oact+Po—y=o0

a une racine triple A. On donnera & o, une valeur différente de zéro,
A sy Cays Oy,s &5 des valeurs arbitraires. Puis on fera
Ol = 3D — Olyy == Olyy == 0L — Olgy — Oy,
0(:3)‘, @:37\2, '/:):3,

; ?
Clyg Oyy ~F 0L Clys = O3y ) — (Olpg — Olyy )? — Olyg OLyp — Oy Oy — [
7

Oy ==
Zay
Uay dyq
gy T2 h A=
%y
- ClagOlyy Olgy =+ Oa3 Ot 4 — Olay Ofyy Ol
3 = :

5
2
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b. La congruence
P —ac*+Bo—y=o0

a une racine double A et une racine simple w. On fera comme au cas
précédent; mais

o= 2)\-—}—#, B=11=+2dp, Y =2y,

et 'on aura, soit

Ay3 oL
gy =} e

%oy

soit

ozt
U”::I.L—(— 2331

2251

c. La congruence
g —agi4- Lo —y=o0

a trois racines distinctes, A, i, v. Alors
oo =MA4 [+, B =+ vr-+2p, ¥ = M.

On aura, soit

Ty gy
Oyy=z A o4 ———)
ay
sotit
Tay Ty
Olyy 5= L -+ ———
227
S01t
Ty gy
Cyy ==Y~
Zay

[l faudra prendre successivement ces trois formules.
d. La congruence

Alg)s=—a? 4+ ac’—fBo+ =0

a une racine réelle A et deux racines imaginaires de Galois.
On se servira des formules 2° @, ol A désignera 'unique racine
réelle. (Bien entendu, o n’est plus égal A 34, ni B a3r2, niyar?.)
3° On fera
Oy == O.

On donnera & o,,, o,, 'une des valeurs 1,2, ..., p — 1 et it aay, tyy, oy,
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des valeurs arbitraires; puis on fera

Ky = O — Uaa — Uz,
Olyy Olyy = Otag Oy =+ (Otaa = Oty ) (0 — Glyg — gy ) — Aoz oae — 3,
Oy Olgy Oyg == (Olag Olgg — ClaaClgy) (0 — Clas— zy)
- 03, Oys = Ctys (Olaa — Olyy) (0 — lyy — Otyy)

— Olyy Oty Olya — B tys~+ 73

4° a. La congruence
*—agt+fo—y=o0

a une racine triple A, ou bien une racine simple A et deux racines ima-
ginaires de Galois. On fera

On donnera & o«,, une valeur différente de zéro, & og,, oy., o,, des
valeurs arbitraires, puis on fera

Oy =0 — Tay— Olyy,

gy Oy == Olya Oy~ (Olaa + g3) (0 — tyy — otyy) — P.

b. La congruence

3 — g BG——'/EU
a une racine double A et une racine simple p.. On fera successivement
a=2, . o=[;

le reste, comme au cas «.
c. La congruence a trois racines distinctes A, @, v. On fera succes-
sivement

=), o=, o =v;

le reste, comme au cas «.
5° On fera
Uy =0, gy == O.

On donnera & a,, une des valeurs 1, 2, ..., p — 1, & oy,, %5, %,, des
valeurs arbitraires. On égalera «,, & I'une des racines réelles de la

congruence donnée
g3 — ag? 4 @o‘——yso.



ETUDE DU GROUPE DES ISOMORPHISMES DE (G )%, 393

.y sera déterminé par la congruence

Olyy Clyy = — {3~ dtys Oy~ (Cya = o1y ) (% — 2y — ),
et «,, par la congruence
Olag == 0L — Oy — Oy

6 On fera

|

oy = O, o3 = o0, O3y == O.

On donnera & ¢,,, 4, «,, des valeurs arbitraires; «,,, «,,, ¢;; sont
¢gaux (A Pordre pres) aux racines supposées toutes réelles (mais non
forcément distinctes) de la congruence donnée.

17. Les considérations qui précedent ne sont pas exactes pour p = 2
ou p =23, car on n’aurait pas le droit, pour ces cas particuliers, de
diviser ou multiplier les deux membres d’une congruence par 2 ou 3;
mais la méme méthode est applicable.

Voici, par exemple, les résultats pour le groupe simple d’ordre 168,
correspondant au cas p = 2. Il n’y a qu’une substitution singulitre,
(2, 5)-

Il ya 21 sous-groupes d’ordre 2 formant une suite complete unique
de sous-groupes conjugués. Leur congruence caractéristique est

P+ 4o+ 1==0;

elle admet la racine triple ¢ =1, et cette racine annule tous les pre-
miers mineurs du déterminant caractéristique A(o).

Il y a 21 sous-groupes d’ordre 4, formant une suite compléete unique
de sous-groupes conjugués. Les substitutions d’ordre 4 admettent
encore comme congruence caractéristique la congruence

o*+ o4+ o4+ 1=o0.
Mais ici la racine triple ¢ =1 n’annule pas tous les premiers mineurs
deA(o).
Ily a 28 groupes d’ordre 3, formant une suite complete unique de
sous-groupes conjugués.
La congruence caractéristique de chaque substitution d’ordre 3 est

o+ 1=o0(mod2).
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Elle admet la racine réelle = 1 et deux racines imaginaires de Galois,
les racines de la congruence irréductible

s*+co+r1=o(mod 2).

Entin, il y a 8 sous-groupes d’ordre 7, formant une suite compléte
unique de sous-groupes conjugués.

24 substitutions d’ordre 7 ont pour congruence caractéristique la
congruence irréductible

o*+ ¢*+1=0(mod 2).
Les 24 autres ont pour congruence caractéristique la congruence

irréductible
o'+ o+1=0(mod2).



