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SUR CERTAINES EQUATIONS

ANALOGUES AUX

EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

Psr M. C. BOURLET.

Dans un Mémoire paru en avril-mai 1897 dans ce Recueil ('), jai
défini une catégorie trés générale d’opérations que j'ai nommeées
transmutations qui font correspondre 4 une fonction d’une ou plu-
sieurs variables une ou plusieurs fonctions des mémes variables.

La transmutation est dite :

Uniforme, si elle ne fait correspondre & une fonction donnée qu'une
seule fonction ;

Continue, si la limite de la transmuée d’une fonction est la transmuée
de la limite de cette fonction;

Réguliére, si elle transforme une fonction réguliere en une autre
fonction également réguliere ;

Compléte, dans un domaine de rayon p, autour du point z, si elle
fournit une transmuée pour toute fonction réguliere dans tout ce
domaine ou dans un domaine qui le contient.

Lorsque le rayon p est nul, en tout point 2, la transmutation est
applicable & toute fonction qui est réguliere dans quelque domaine, si
petit qu’il soit.

Lorsqu’au contraire p est infini, la transmutation ne peut s’appli-
quer qu’a des fonctions entieres.

Parmi toutes les transmutations qu’on peut imaginer, il y a une

(Y) Sur les opérations en géneral et les dquations différentielles lincuires d’ordre
infini.
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classe particuliere qui joue un role prépondérant. Ce sont celles que
j’ai nommées transmutations additives, qui jouissent de la propriété
de transmuer une somme en la somme des transmuées des deux
parties.

M. Pincherle qui, concurremment avec moi (d’ailleurs & mon insu),
avait étudié ces opérations, les nomme opérations distributives (V).
Quoique les Travaux de cet auteur aient paru, en partie, avant les
miens, je me permets de conserver la terminologie que jai créée.

Je me propose, dans ce qui va suivre, de développer les résultats
que j’ai eu ’honneur de communiquer & ’Académie des Sciences le
21 juin 1897, résultats qui étendent, partiellement, aux équations
opératives construites avec une transmutation additive donnée, ceux
que 'on connait sur les équations différentielles ordinaires.

1. Soit & le symbole opératif d’'une transmutation additive, uni-
forme, continue, réguliere, complete dans quelque domaine.

Désignons par &2, &°, ... les puissances symboliques de cette opé-
-ration, de telle sorte que I’on ait

C*u==0C(Gu), Bu—==8(&u),
Si I’on considere une équation de la forme
() Po®mu+p &y .+ P U+ puu=o,

Ol Pos Pis -+ s Prs P SONt des fonctions données de la variable
et « une fonction inconnue de la méme variable, on a la une sorte
d’équation analogue a une équation différentielle linéaire qui, d’ail-
leurs, en est le cas particulier ou 'opération & est la dérivée.

Posons
Tu=p&mu—+p, 8" u~+...+ppu;

cette égalité définit une nouvelle transmutation T, additive, uniforme,

(*) M. Pincherle a résumé ses Travaux dans un Mémoire paru dans les Ma thematische
Annalen, Bd. XLIX (1897); p. 325 & 382.
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continue, comme & et I’équation (1) s’écrit
(2) Tu=o.

Nous sommes ainsi ramené & considérer une équation différentielle
d’ordre infini, puisque, comme je I'ai démontré, opération T est
toujours définie par une série de la forme

T —a + o du o d>u o d™u “
=, oy — s O, — ...,
0 Ydx P dx? o dpm

Ol 0Ly, Oyy Cyy « vy Oy, .. SODE des fonctions données de .

2. Je rappelle rapidement les résultats que j’ai obtenus dans mon
Mémoire (loc. cit.) pour les compléter sur quelques points.

1° L’équation (2) peut n"admettre que la seule solution v = o3 la
transmutation T admet alors pour inverse une transmutation unzforme
(en présupposant I'existence de cette inverse).

2° Sil’équation (2) n’admet qu'un nombre fini de solutions linéai-
rement indépendantes, elle admet les mémes solutions qu’une cer-
taine équation différentielle linéaire facile & former.

Soient en effet u,, u,, ..., u, ces solutions. La solution la plus
générale de I'équation (2) sera donnée par la formule

(3) w==Cruy+ Cyuy+...4+ Cpu,,

ou C,, C,, ..., C, sont des constantes arbitraires. Si I'on prend p fois
la dérivée des deux membres de 1'égalité (3) et qu’on élimine C,,
Cas -+, Gy entre le 1) égalités ainsi obtenues, on a une équation
C, C, entre les (p + 1) égalités ainsi obtenues, on au t
ifférentie inéaire d’ordre ui admet toutes les solutions de
différentielle linéaire d P q

I'’équation (2) et celles-1a seulement. Soit

(4) Bu=o
cette équation, en posant

du drPu
@“:Bo*‘@t% +---+ﬁ:12;;'

Il est facile de voir comment on passe de l'équation (2) & 'équa-

tion (4).
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La transmutation T-' inverse de T est multiforme, car, si ¢ est 'une
des solutions de
Te =u,
on a
T-'u=9¢+Cu+ Cotty+...+Cpup,;

mais si I'on forme le produit de T-* par ®, on obtient la transmuta-
tion ®T~" qui est uniforme, ainsi que son inverse Tm™".

On peut donc poser
AOT-'u=~Ru,

& étant le symbole d’une transmutation additive uniforme dont I'in-
verse est également uniforme. On en conclut

OT-1"Tu=RTu

et, par suite,
BDu=NTu.

Done, dans ce cas, 1l existe une certaine transmutation additive uni-
Jorme &, dont 'inverse est également uniforme, telle qu’en Uappliquant
au premier membre de U'équation (1) ou (2) celte équation se transforme
en équation differentielle linéaire ordinaire équivalente.

3° L’équation (2) peut admettre un nombre infini de solutions
linéairement indépendantes, c’est-a-dire telles qu'un nombre quel-
conque d’entre elles (aussi grand qu’on le voudra, mais fini) soient
linéairement indépendantes.

La solution la plus générale de I'équation dépendra alors d’un
nombre tnfin de constantes arbitraires.

3. Jai, dans le Mémoire déja cité, donné des exemples du premier
et du second type. Si I'on pose
Jlx, 5) =g+ o154+ oy 32+ . . Ay F L,

f(x, =) est ce que jappelle la fonction operative de T.
J’ai montré que si, pour toutes les valeurs de  comprises dans un
certain domaine, I’équation

(4) f(x’z):‘)

n'a aucune racine finie en s, I’équation (2) appartient & la premiere
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catégorie et la transmutation T cst, & un facteur pres, une substitu-
Lon.

Si le nombre des racines en z est jfini, I'équation appartient au
second type et la transmutation uniforme & qui la ramene h une équa-
tion différentielle ordinaire est une substitution (').

Lorsque le nombre des racines en z de 'équation (4) est infini et
que les coefficients «,, o, «,, ... sont constants, I'équation (=)
appartient & la troisieme catégorie. Il me semblait alors vraisemblable
qu’il devait en étre de méme dans tous les cas. On en aurait conclu
que la seule transmutation uniforme dont linverse est également
uniforme serait une substitution.

M. Pincherle, dans une de ses lettres, m’a fait remarquer que mes
prévisions n’étaient pas exactes en me fournissant un exemple tres
général de transmutations dont les inverses sont uniformes sans étre
des substitutions. Voici 'exemple de M. Pincherle :

Soienta,, &, ..., @, ... des constantes non nulles. Détinissons une
transmutation additive par les égalités

Cal=a,r";

celte transmutation sera évidemment uniforme ainsi que son inverse
et sera donnée (en appliquant la formule (2), page 153, de mon
Mémoire ) par le développement

o by dru

i U dxn’

en posant

b=t~ Cha, 4+ CEay_s—+ ...+ (— 1",

L’équation (4) pourra avoir ici un nombre infini de solutions, et
cependant I'équation
Eu=o

n’aura pas d’autre solution que & = o.

(1) Cos théorémes supposent la transmutation T compléte, dans un certain domaine,
ainsi que l'inverse.
Ann. de UEe. Normale. 3* Série. Tome XVI. — Aott 1899, 43
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4. Je me propose maintenant d’étudier plus spécialement les équa-
tions linéaires de la forme (1) dans lesquelles les coefficients p,,
Pis -5 P SODL cOnstants.

On sait qu’étant donnée une équation différentielle linéaire a coefli-
cients constants

o an am-1 u
(92) Pogom TP T e P =0,

on obtient un systeme fondamental d'intégrales en considérant celles
qui sont de la forme ¢’* ol r est une racine de I’équation caractéris-
tique

(6) Pl pyrla 4 p,=o.

Or, si I'on remarque que ¢~ est une solution de I'équation
(7) —— == T,

on voit que 'intégration de I’équation (5) se ramene & celle de I'équa-
tion (7) suivie de la résolution algébrique de I'équation entiere (6).
Une méthode identique s’applique & I’équation (1).
Soit

(8) PoCuU A+ PGPy . A P B U Pyl =0

une équation opérative a coefficients constants.

Supposons qu’on sache trouver la solution la plus geéncrale de
I’équation
(9) Cu=ru,
ol r désigne une constante arbitraire. Soit ¢ (x,r) cette solution;
nous admettrons qu’elle est régulicre par rapport aux deuz variables «, r

dans certains domaines et qu’elle n’est pas identiquement nulle.
Il est bon de remarquer de suite que cette solution contiendra tou-
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jours au moins une constante arbitraive, car si « est une solution
de (9), Cu en est une autre, C étant une constante arbitraire.

Sid(a, r) contient un nombre fini ¢ de constantes arbitraires, clle
sera certainement de la forme

(‘P(xi ’.) - Cl 'y -+ CZ"‘Q I Cr/ (.t[»

©1y 92y .0y ¢, élant ¢ fonctions de @ et de r bien déterminées, et C,,
Cs, ..., G, ¢ constantes arbitraires.

Mais il pourrait fort bien arriver, comme nous le verrons plus loin,
que ¢ dépende d’un nombre infind de constantes arbitraires.

5. De l'identité
ellx,r)=rd(x,r)

on déduit sans peine la suivante

(10) CrY(ax, r)=ridb(z,r).

Nous allons en conclure la proposition que voici :
Soit runc racine de U'équation caractéristique

(1) J(r)=s=pyrt—4p r=t -4 py, =0,

d’ordre de multiplicité I. Les h fonctions
Jd
Lz, 1)y (2 )y ey W,
L:J(lyl)’ (),,(*r‘(‘l/,,)ﬂ ’ 0,,,,,_19(1#)

sont h solutions de Uéquation (8).

En prenant successivement, pour r, toules les racines de [’ équation (11)
et en donnant aux constantes que contiennent ces fonctions des valeurs
JSixes maus quelcongues, on aura m solutions linéairement indépendantes.

Enfin, en laissant les constantes que contiennent ces m solutions abso-
lument arbitraires, on obtient la solution la plus générale de I’équation (8)
en faisant la somme de ces m solutions.

6. Pour établir cette proposition, remarquons d’abord que l'on a,
T étant le symbole d’une transmutation additive, continue, uniforme et
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réguliere

(12) %[Tg’;(x,r)]:l’g;u(x, ry.

Car on a, d’apres les propriétés de cette transmutation,

To(x,r+Ar)—T(2, 1) bz, r+Ar) —d(x, r)i
Ar Ar J
et il suffit de faire tendre Ar vers zéro pour obtenir I'égalité (12).

Posons, alors
Tu=p,8"u+p,&"'u~+...+p,u,

on aura identiquement
(13) To(z, r)y=/(r)d(zx, r),

en vertu de ’égalité (ro).
Prenons successivement les dérivées des deux membres de cette
identité; 1l vient

T “%r, V=S Y ) S )——v(-r, r),

"()LFJ__ ey, ()2'JH
Y=l 0ol (DS () O,

9r=1y —1 oy =11y
— o (N=1) —— =2y K - .
rmh1 — iy y 4 By ()52 o () St

par hypotheése, r étant racine multiple d’ordre 2 de I'équa-
tion (11), on a

Sry="(r=S"(r)=...=f"D(r)=o,
Les identités (13) et (14) donnent alors

l' / '
Ty = o, TQ~: TR A,

or/-t

()/l.—-l L!J

) W sont d(.‘S solu—

. ) ' |
ce qui prouve bien que les % fonctions 1, %l”,
tions de I’équation (8).
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7. Je dis, de plus, que les m solutions, ainsi obtenues, sont linéai-

rement indépendantes.
Soient, en effet, r,, ry, ..., r; les solutions distinctes de I'équa-
tion (11) et &y, /s, ..., Ay leurs ordres de multiplicité respectifs

hy—+hy~+. ..+ hp—=m.

Nous allons montrer qu’il est impossible de trouver m coefficients
constants non tous nuls, a,, @, ..., @, _ 3 by, by ooy by 50y, Ly oo 4
tels que I'on ait identiquement

T T gn1y,

y'Yy -+ @, D;T ~+ a, —(-)—l—}_ [ I (27 ()]'/{1—1
()'-!Jn 9%, ; d/"—'_l b,
. 4 Doy 4+ b > b, L e ———
(15) o' Lor, t Jar? + Ot drh—t
e
o k ()2'-'(/ ()/'I\"’L'H/‘

- Ay bp - LSS L =T e =, ———F =0

bR b T g e e =0

en posant, pour abréger,
d{i: 'P(J', /'i),

les constantes qui figurent dans les m fonctions

L!J ()4’1 , q} ()L{,Z‘k‘l
v — “ e 29 PR ——
! or, ’ 2 ’ ()"//‘.:kﬂl

ayant des valeurs fixes, différentes ou non, dans ces diverses fonctions.

De I'identité
CY(z,r)=rv(z,r)

on tire, en prenant les dérivées par rapport a r,

24 2y
[ S R T
o= }_’()r’
2 N 2
. it L s 3
(16) 07 ar ar
ad g—1 |
A L. AL
dard Jri-t oar?

Remarquons d’abord que ces identités prouvent qu’aucune des déri-
vées de P ne peut étre identiquement nulle si § elle-méme ne I'est pas,
comme nous le supposons.
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Prenons alors la transmuée @ du premier membre de I'égalité (15)
et tenons compte des identités (16); il vient

oY, o=ty
ryl agd + a 5—— e Qs

drh—t
+ ayyy +2a g-y—‘ +oo (Nl — I)a,,,_l%%‘g—‘
E iSO
4+ [luy;, +{, 37’// o s Q}:_/;;_‘_\PI_,?I
+ L+ 20 g e (L= 1) Uy d;:;::‘bi =o.

Multiplions la relation (15) par r, et retranchons-la de la précédente;
nous obtenons enfin

oM,

ad
f(lU1+2ﬂg )TJII —+. +(/7]*—1)d/“_1W

(17 ( b o=y,
. /) , (’A‘_’1)[ 'fﬁ'+llm'+"'+l/ll.~l ()//M_l

942y

P
-+ IILIJ/L‘—{— 2 A_,' —--.“,,_ -+.. .+ (il/;——" [) [/lk‘l _z)—,-:]'—k-:—_,—*
3 b

()I,rL

= 0.

Si tous les coefficients a,, @y, ..., a,_, b3 b,y ..., byys oo0y L,
l¢y ..., {,_, ne sont pasnuls, tous eeux de la relation (17) ne le seront
pas non plus Car si, par exemple, /, _, est différent de zéro, le coetfi-

11 .
cient de 7{;& qui est (r,—r), ., sera différent de zéro. Si
k
by =0, mais [, _,=* o, le coefficient de Z T i‘ sera (ry—r,), ., et,
par suite, différent de zéro; et ainsi de su1te.

Si, au contraire, tous ces coefficients sont nuls, la relation (15) ne
pourra avoir lieu que si @, ==o.

Tout revient donc a démontrer que la relation (17) ne peut avoir
licu sans que tous ses coefficients soient nuls.

Or, la relation (17) a la méme forme que la relation (15), mais
contient une fonction de moins. En opérant sur elle comme nous
I’avons fait sur larelation (15), nous obtiendrons une nouvelle relation
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contenant encore une fonction de moins, et ainsi de suite de proche
en proche. Aprés m — 1 opérations au plus, nous parviendrons donc

a une relation de la forme
AL!J/l-: o3

et il restera 4 prouver que cetle relation ne peut avoir lieu que si
A = o, ce qui est évident.
La premiere partie de la proposition énoncée est donc établie.

§. La fonction

u= U+ % + (),E:I.,V?F{,!
or, Jrin=t
o, =110,
A= by - ()_“’!"_2 I o m‘_—]—
e e
- '1') e Q_Lp..,f -+ Ql.l‘_.__i_"l)_/i ,
A P ,.2.,\—1

dans laquelle les constantes arbitraires qui figurent daus les 7 fonc-
tions du second membre sont toutes arbitraires ct indépendantes les
unes des autres, est, d’apres ce qui précede, une solution de I'équa-
tion (8). De plus, toutes les constantes qu’elle contient sont essen-
tielles, c'est-a-dire qu’on ne peut pas réduire leur nombre, puisque
les m fonctions sont linéairement indépendantes.

Il nous reste & prouver que c’est la solution la plus générale.

Remarquons, & cet effet, que le polynome /() peut s’écrire sous la
forme

JOry=po(r—r)h(r—ry)ls. .. (r—rgh.

Si I'on pose alors
S,u=Cu— ru,

le premier membre Twu de I'équation (8) pourra se mettre sous la
forme d’un produit symbolique, & facteurs permutables, de transmuta-
tions S, :

(19) T =p,Sk8k:. .. Shi—18kky,

9. Cela étant, nous établirons d’abord quelques propriétés des
transmutations S,.
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Observons, avant tout, que, C étant une constante quelconque, les
deux fonctions ¢ (a,r) et CY(x,r) ne doivent pas étre considérées
comme distinctes, car on déduit la seconde de la premiere en chan-
geant les valeurs numériques des constantes arbitraires qu’elle con-
tient.

De méme, si les constantes qui contiennent les fonctions ¢, %:lf, e

J7l ey . .
5 sont différentes et indépendantes les unes des autres, les deux
(7
fonctions

i ()I_P ()‘Iu

Y or T O
et

()(II_K[J

, U
(1'.!J+C15;‘_+...+C,1 ;)77[7

ouC, C,, ..., C,sont des constantes quelconques, doivent étre consi-
dérées comme identiques.
Avec ces conventions de langage, on peut énoncer les propositions
suivantes :
L expression
0 Jgi-ty 97y
Y g «

oare
est transformee par la transmutation S, en une expression de la forme

op 91-1

'71 -+ . —()‘I“TITT;

et par la transmulation en Sy, r' élant dyferent de r, en une expression
Q74

de méme forme qu’elle, contenant effecti T /

En effet, les égalités (16) s’écrivent

S, 0 =o,
g % _
()/ =4,

Uk

e T 2 9
"or2 ar
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Il suffit d’ajouter ces égalités pour établir la premiere partie de la

proposition. "
D’autre part, on a, manifestement,

Spue=S8,u~+(r—ru
et, par suite,

./ o ¢
br"(‘!"*‘ 37 +"'+E%
/

Q714 ) oL 274
= : Y GUBI4 4 4
'l’+"'+(/0r'1-1+(' r') L"+¢)r+"‘+()r'z>’
ce qui prouve la seconde partie de I'énoncé, puisque (» —r') est diffé-
rent de zéro.

10. Je dis maintenant que :
La solution la plus générale de I’ équation

Stu=o0
est
ay 9714

" —
Y + o —l"'—f" dl"']’l’

ot toutes les constantes sont indépendantes el arbilraires.

La proposition est vraie pour ¢ =1 car, par définition méme de
Y(x, ), ¥ estla solution la plus générale de

S,u=o.

Il suffit done de démontrer que, si elle est vraie pour ¢ = 4, elle est
encore vraie pour g = A +1.
Supposons done que la solution la plus générale de I'équation

Stu=—o
soit
Jb 91
v 27 .
Yo S

Comme on a
Shi+l gy = 8%8, u,

Ann. de UFe. Normale. 3° Série. Tome XVI. — Aour 18yg. 44
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il suffit, pour avoir la solution la plus générale de I'équation
S+l = o,

de résoudre de la facon la plus générale I’équation

v =1y
20 S, =+ T . 4 .
(20) rtt =14 ar -+ -+ Jrh—1

Pour cela, on en cherche d’abord une solution particuliere «,, et la
solution générale s’obtient en ajoutant & z, la solution générale de
S,u= o, soit.

Or, d’apres les propositions du n° 9, on a, de suite, une telle solu-
tion particuliére qui est de la forme

P TR y ==l Py

d,b ()/L—l Lp ()lz "P
Uy —= ———— S

Donc la solution générale est bien de la forme

u=u,+ b=y iAd .. A B
- T or e Jrh—1 arh
11. Ces préliminaires établis, nous arrivons facilement au but.
D’apres ce qui précede, la solution la plus générale de I'équation

Si’: u=o

est de la forme

=1y, + Al - oty
TN gy T gkt

on aura donc évidemment la solution la plus générale de I’équation

en résolvant
Sty — o, 4 O it
(21) 5,-,11———.%‘*‘0,.1 -+ oy .
Pour résoudre cette équation, on en cherche une solution particu-
liere u, a laquelle on ajoute la solution générale de I'équation sans

second membre
S/,‘.;u =o0
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qui est
| N d/;,—-tkh
1“)2-*“ _-dl'.l —{—...*-}—————d’.léa_l -

Or, d’apres le n° 9, r, étant différent de r,, une expression de la
forme
Jdv 9h—1y
—_ ] ! T1
e _—dl', “+ ... —————0,./;1_1
est précisément une solution particuliere de I'équation (2r1); sa solu-
tion générale est done

De méme, pour obtenir la solution la plus générale de I'équation
ShSkgh iy =o,
on cherchera les solutions de

=1

oy () 1

Shu={,+...+ ",)",T/n-—t"l + gt
1

()/L_‘—I 4’2

(),./‘;._.-—l

Les résultats du n° 9 prouvent qu’il y a une solution particuliere de
méme forme que le second membre; en lui ajoutant la solution géné-
rale de I'équation sans second membre, on a bien

=1, LT Ohs=1i,
bbb e e e e e
et ainsi de suite, de proche en proche; on parvient ainsi & la solution
la plus générale de I’équation (8) qui est bien de la forme annoncée.

12. La proposition générale que nous venons d’établir avait déja
6té démontrée par M. Pincherle (Mathematische Arnalen, t. XLIX,
pages 332 & 348) dans le cas particulier ou la fonction ¢ (2, ) ne con-
tient qu’un nombre fini de constantes arbitraires.

En vue des applications que nous en ferons dans la suite, il nous
était tout i fait nécessaire de la prouver dans le cas général.

On peut encore remarquer en passant que les propositions du n® 9
permettraient de trouver tres facilement des solutions particulieres et,
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par suite, la solution générale d’une équation a second membre et a
coefficients constants

PoCmu—+p ety +. ..+ puu=F(=z),

dans le cas olt le second membre F(«) est une somme de fonctions de
la forme
) 97
Y(z, r), mgb(w, )y e, o d(x, r).

Les résultats seraient encore ici identiques a ceux que 'on connait
pour les équations différentielles linéaires & coefficients constants.

13. En derniere analyse, on voit que le probleme que nous nous
sommes posé est completement résolu des qu’on sait trouver la solu-
tion la plus générale de I'équation

(22) S,u==%u —ru=—o.

Admettons que la transmutation admette une inverse &' compléte
dans quelque domaine D dans lequel & I’est également.
Il est alors facile de donner une expression de ¢ (x, r) qui vérific

Jormellement cette équation.
Soiten effet a, () une fonction de z réguliere dans toutle domaine D.
Construisons une suite infinie dans les deux sens

v Gs(2), a (), al(z), a(x), a(x),
de fonctions telles que 1'on ait, pour toutes les valeurs de 7,
Ca;= d;y.

La série infinie dans les deux sens
(=4

(23) Uz, r)= 2 a;(z) r

==

répond évidemment a la question.

Il restera évidemment, dans chaque cas particulier, & montrer que
I'on peut choisir a,(x) de facon que la série (23) soit uniformément
convergente.
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Un cas particulier intéressant est celui qu’a considéré M. Pin-
cherle (), out il existe au moins une fonction a,(z) vérifiant I’équation

Ga,(x)=o.

Dans ce cas, les fonctions @;(«) & indices négatifs sont toutes nulles
et 'on n’a plus qu’une série infinie dans un seul sens. On peut alors
toujours choisir r dans une intervalle comprenant O de facon que la
série (23) soit uniformément convergente.

14. A priori, il semble que I’égalité (23) fournit toujours une solu-
tion contenant une fonction arbitraire a,(x) et peut-étre encore d’autres
arbitraires qui peuvent provenir de ce que la transmutation inverse
de @ peut ne pas étre uniforme.

Il faut remarquer de suite que cela peut n’étre qu'une apparence,
car la convergence de la série (23) peut restreindre Ie choix des fone-
tions a,, @, ... au point de faire disparaitre toutes les arbitraires, &
un multiplicateur preés.

Appliquons, par exemple, les résultats qui précédent au cas ol la
transmutation @ est la dérivée. La formule (23) donne alors

(24) bz, r)=ay(x)+rD-a,(z) -+ rD2a,(x)+...,

- ’l.l)ao(x') - frzl)“’ao(x) “+ e,

en désignant par D le symbole de la dérivation et par D' celui de
I’intégration avec une limite inféricure arbitraire.

Il est facile de se rendre compte que la série (24) ne peut étre con-
vergente, pour quelque valeur de r, que si elle est limitée dans un
sens. Ceci n’arrivera que si a,(«) est un polynome entier en z, et la
solution obtenue de cette fagon ne différe pas de celle ol @, est une
constante.

La solution la plus générale de I’équation

du
S— —ru=—o
dx

(1) S. PixcaBrLE, Swlle operat. distrib. commutabili con una op. deta (R. C. dell'
Ace. R. d. Sc. di Torino; 1895).
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est, d’apres cela,
s
u=a,+ r(a,x -+ a;) -+ r-(—?— a4y | .

» Ty P a, P!
-+ r
p!

(7;_1)' +...+a1,]+...,

olt @y, @,, ..., a,, ... sont des constantes arbitraires. Il semble donc
quil y ait une infinité de constantes arbitraires. Ce n’est qu'une
apparence, car on a

Y(e, r)=(ay+ra+rray,+...+rfa, +...)e".

Il suftit alors de choisir «,, @,, ..., @,, ... de facon que la séric
entre  crochets soit convergente. La somme de cette série est une
constante arbitraire, et on retrouve bien, comme on devait s’y attendre,
que la solution la plus générale est, dans ce cas,

Y, r)=C(Cer~,

avec une seule constante arbitraire.

I11.

15. Nous allons maintenant appliquer ces résultats généraux a un
premier cas particulier : celui olt & est une substitution, ¢’est-d-dire
ot l'on a

Tu(z)=ulo(xr)],

o(a) étant une fonction de substitution donnce.
Les équations de la forme (1) sont alors les équations fonctionnelles
que M. Grévy a éludi¢es dans sa These de doctorat, et I'équation

Cu—ru

n’est autre chose que I'équation de Schrdder intégrée par M. Koenigs (*)

(1) Scuroper, Uecber iterirte Functionen (Math. Annalen, t. UL, p. 296).
Kounies, Annales scientifiques de I'Ecole Normale supcricure, 1884, supplément;
1885, p. 385.
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dans les cas ou il existe une solution holomorphe dans le voisinage
d’un point limite.

L’intégration effective des équations de M. Grévy, @ coefficients con-
stants, vevient donc i résoudre de la facon la plus générale I’équation
de Schroder.

Nous allons appliquer i cette équation le procédé exposé au n°® 13;
nous parviendrons ainsi & une nouvelle méthode de résolution de
cette ¢quation qui donnera une expression en quelque sorte explicite
de la solution (').

16. Soit z(x) la fonction de substitution; nous poserons toujours
dans la suite, pour abréger,
xry=og(x), xy=0(x,), Cy xp=0(x4_,),

Soit o, (x) la fonction inverse de o (a) supposée uniforme ou
rendue telle; nous poserons encore

oy =0_4(x), Xg== 9y (Ly), R X pe = O (L fey )
Tout point « donnera ainsi naissance & unec suite doublement infinie
(X) cey Ll hy eeey Tmgy Ly T ey Ly ey
telle qu’entre deux termes consécutifs on ait la relation
Ljg) = CP((L‘,‘),
en posant
Zy = .
On sait que, s’il existe un point a, dit point limite, tel que @ soit

racine de I’équation
o(z)=wx,

et tel, en outre, que
o' (a)] <1,

on peut déterminer un cercle C de centre a tel que lorsque x tombe &

() La méthode que nous allons appliquer avait déja é1é employée par M. Appell dans
deux cas particuliers (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, »1 avril et 19 mai 1879).
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Pintérieur du cercle C, z, ait pour limite @ lorsque n croit indéfi-
niment.

Nous admettrons en outre que le point @ est un point de conver-
gence regulicre.

17. Considérons alors, en suivant la méthode indiquée au n° 13, la
série doublement infinie

(33) o S(@) + 2 f(@) (@) rf (@) + i (@)

Nous allons montrer qu’on peut trouver une fonction f(ac) telle que
dans un domaine convenable, en supposant

le'(a)] <1,

la série (25) soit convergente pour toutes les valeurs de » comprises
entre € et 1, ¢ étant un nombre positif donné, d’ailleurs aussi petit
qu’on le voudra.

Puisque |[o'(a)| <1, on pourra d’abord trouver un nombre entier p
tel que I'on ait

[o(a)|r<e.

Ce nombre p étant fixé, nous astreindrons la fonction f(2) aux deux
seules conditions suivantes :

1° La fonction f(«) est holomorphe dans tout le cercle C enton-
ant «. En dehors de ce centre, clle n’a que des singularités telles
qu’on puisse les enfermer dans un nombre limité de cercles v,, va, ...,
, de tres petits rayons et le point & 'infini est un point ordinaire.

2 A l'intérieur du cercle C, la fonction /() peut étre mise sous Ia
forme

Sz)=(z—a)F(z),

p ¢tant I'entier déterminé plus haut, et F(x) une fonction holomorphe
ne s’annulant pas pour x = a. En d’autres termes, le point A est un
néro d’ordre de multiplicité p pour f(x).

Dans ces conditions, on pourra déterminer un nombre fixe M tel
que, pour toute valeur de x extérieure aux g cercles v,, Y, --.» Y,

on ait
| f(z)| <M.
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18. Ceci posé, ’égalité
51=9(53)

fait correspondre & tout point z =« + ¢y du plan un autre point
=X, 4+ Ly,.

Elle définit donc une transformation géométrique. Cette transfor-
mation laisse invariables certaines courbes, faciles & déterminer dans
chaque cas particulier, que nous appellerons les incariantes.

Toutes ces invariantes passent évidemment par les points limites de
la substitution ¢(z), car le point z=a se correspond & lui-méme,
puisque ¢ (@) = a.

De plus, on peut, en général, et cela d’une infinité de manieres,
trouver une famille d’invariantes dépendant d’un parametre arbi-
traire.

Si, alors, x est un point quelconque du plan et I une invariante
passant par ce point, tous les points de la double suite

(X) Loy ey X—qy Xy XLyy  eeey Ly

sont tous situés sur la courbe I.
Par exemple, considérons la substitution

Pp(5)=z5" (m entier, positif);

elle admet le point limite z == o, par lequel ¢'(s) = o.
Les spirales logarithmiques, représentées, en coordonnées polaires,
par I’équation
r :7.0,

sont des invariantes, quel que soit le parameétre A.
Comme second exemple, considérons la substitution

o (%) :\/a’-{—-/r(:.ﬁ—- a?),

olt £ désigne un nombre réel plus petit que r et @ un nombre réel
quelconque; elle admet les deux points limites + a et — a.
La famille d’hyperboles équilateres

z?— y?—a?+ 2hzy =o,

passant par les deux points limites, est une famille d’invariantes.
Anr. del’Ec. Normale. 3° Série. Tome XVI. — Aour 18gg. 45
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19. Revenons alors au probleme qui nous occupe; il pourra se pré-
senter deux cas :

1° On peut déterminer une courbe T', de centre a, telle que, des que
le point x tombe & I'intérieur de T', tous les points de la suite double-
ment infinie (X) s’y trouvent également. Le cercle C défini plus haut
sera certainement intérieur a la courbe T, et nous astreindrons les
cercles v,, Ya, ..., Y,» qui contiennent les singularités de /(), a étre
tous exterieurs a T,

Dans ces conditions, pour tout point « situé & I'intérieur du cercle
C, aucun des points de la suite (X) ne tombera & I'intérieur de 'un
des cercles v, vz, ..., v, et I'on aura, quel que soit I’indice ¢ (positif
ou négatif),

|/ (2:) | <M.

Ce cas se présente, par exemple, pour la substitution
o(5)=z5™m (m entier, positif).

Il suffit de prendre pour I' un cercle de centre O et de rayon 1, et,
pour G, un cercle concentrique de rayon plus petit.

2° §'il n’existe pas de courbe telle que T, tracons le cercle C de
centre « défini plus haut et les cercles v, v,, ..., y,, tous extérieurs
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4 C. Menons & chacun des cercles y; les deux invariantes qui lui sont
tangentes. Ces deux invariantes, passant par a, découpent un fuseau
F; surle cercle (ombré sur la figure ), et il est clair que, si un point «
du cercle Cne tombe pas dans le fuseau I;, aucun des points de la suite

(X)) ne tombera dans le cercle ;.

Supprimons, dans le cercle C, tous les fuseaux F,, F,, ..., F,. 1l
restera une surface R composée de g fuseaux et qui sera telle que,
pour tout point z de R, aucun des points de (X) ne tombera dans ['un
des cercles v,, ya, +. v Yy

Pour tout point « de R, on aura donc, quel que soit I'indice ¢,
[/ (2:) | <M.

Ce second cas se présente, par exemple, pour la substitution

@(s) =V + k(s*— a?),

a alah ¢ 0,
signalée plus haut (n° 18). .

En résumé, dans les deux cas, nous avons delerminé un domaine R,
jouissant des deux propricles suivantes :

Pour tout point x situé dans le domaine R :
19 Les points a,, ., ..., x, sont siucs dans ce domaine et

limz, = a,
lorsque n croit indéfiniment.
2° On a, quel que sout U'indice 1, positif ou negalif,

20. Ces préliminaires établis, la proposition que nous avions en
vue en découle immédiatement.

Le nombre ¢ ayant ¢té donné, /() et le domaine R ayant été choisis
comme il a été dit plus haut, la série (25) est convergente pour toute
valeur de  du domaine R et pour toute valeur de 7 dont le module est
compris entre e et 1.

En effet, cette série se compose de deux séries simplement infinies :

(A) J(@) -+ rfle_y)+r2f(ea)+. o+ f(2o) +. ..
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et

(B) S (@) 5 f(@) e (@)

qui doivent étre convergentes séparément.
La série (A) 'est évidemment lorsque || <1, puisque, dans nos
hypotheses,
[f(z—n) [ <M.
De plus, si ,
|rl<i—¢,

la série sera uniformément convergente, si petit que soit €.
Examinons alors la série (B).
Dans cette série, le rapport d’un terme au précédent est

I
pres WACIANY

1

ﬁ/(xn)

f( xn—H)_
S(zn)

I
Prn= 7
Tous les points o, sont situés dans le cercle C. On peut donc écrire

J(Zni1) — (Zppr— @)? F(v’cn-u),
f(a“,,,) (xn—'a)ll F(.Z’,,)

ou, encore,

.f(xlz-«}-l) _ [(P(.Z‘,;) - CP(a)-‘p F(xn-}-l}_
f(xn) - xn“"a F((I}n)

Lorsque n croitindéfiniment, x, tend vers a. Comme F () = o, on a

évidemment
: J(@niy) ’ »
i | G ] =t

Par suite, lorsque » croit indéfiniment,

~ Or, p ayant été choisi de fagon que

o (@) r <,
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pour toute valeur de r telle que

e |r|<r,
on aura

11man[< [—l <,
et la série B est absolument convergente.

De plus, comme «x, converge régulicrement et uniformement vers a,
la série (B) sera uniformément convergente.

3
7

21. En résumé, la fonction [(x) et le domaine R ayant éié choisis

comme il a été dit, I'égalite
i =4

Wl .
(26) Yz, )= D fley)r
définit, a Uintérieur du domaine R, une fonction {(x,r), solution de
Uéquation de Schraoder, pour toute valeur du parameétre r telle que

e<|r|l<y,
cn supposant
[¢'(a)| <1

Cet énoncé donne lieu aux remarques suivantes :

D’abord comme & peut étre choisi aussi petit qu'on le veut, on en
conclut que I'égalité (26) fournit, dans le domaine R, une solution
de ’équation de Schroder

Ylo(@)] =ri(z),

pour toute valeur de r plus petite que 1.
Cette solution est nulle pour x = a, car pour x = a, ;= a

Sz =f(a)=0o,
quel que soit .

Cette solution n’est pas, en général, holomorphe autour du point «,
car, en général, le domaine R n’entoure pas completement le point «,
mais se compose de fuseaux séparés aboutissant en a.

Enfin il fdut remarquer que le procédé s’applique encore dans le

cas de
¢'(a)=o,
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et alors la solution n’est certainement pas holomorphe en a puisque
o_,(x) ne l'est pas.
Il suffit, dans ce cas, quel que soit ¢, de prendre
p=1I.
Au contraire, il ne s’applique pas au cas de
[¢'(a)] = 1.

292. Nous avons examiné et résolu le cas ou

]go’(a)l <71.
Celul ou
o' (a)| >t

se ramene immédiatement au précédent.
En effet, dans ce cas, « est un point limite pour la fonction inverse

oy ().

L’équation de Schrider
| Ylo(a)] = rd(a)
peut s’écrire alors

$lo-1(2)] = 7 b(2),

’ ;o \ . 1
et on est ramené au cas precedent, ou r est change en =
On peut done énoncer immédiatement les conclusions suivantes :

Lorsque
o' (a)| >1,

en choisissant la fonction f(x) et le domaine R, par rapport a ¢..,(x),
comme on l'a fait plus haut, par rapport a ¢(x), U'égalité (26) deéfinit
une fonction Y(x,r), solution de l'équation de Schrider, & U'intérieur
du domaine R, pour toute valeur du paramétre r dont le module est plus
grand que 1.

23. 1l est maintenant facile d’avoir une solution de I’équation de
Schroder pour toutes les valeurs de 7, dans chaque cas ol

l#'(a)]| 1.
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Supposons, en effet,
o' (a)| < 1.

La proposition énoncée au n° 21 nous donne une solution de I'équa-
tion de Schrider dans tous les cas ol

[rl<r.

Il reste & la résoudre lorsque
[r]zr.

Soit alors » un nombre dont le module est supérieur & 1. On pourra
toujours déterminer deux nombres 7 et 7 dont les modules sont tous
deux inférieurs a 1 et tels que

=y
7
Il suffit, pour cela, de prendre
1
’.7/ <
1< T
et
r'=rr’.

Soit e un nombre plus petit que »”. Nous pouvons trouver une solu-
tion de I’équation de Schroder, holomorphe dans le domaine R, pour
toutes les valeurs de r, telles que

e<<|r|<1.

Soit Y (z, r) cette solution.
Posons
,](_7_.. IJ)
W(ip)= T35 ")
I (.l‘) - q}(‘l.’ ,,II)
U'(x) sera une solution de ’équation

Wig(x)]=r¥ (=),
car on a

- (o, r') r(x, ) e
Ulo(z)] ,‘P(q)’ 7y e 7 = r¥(x).

Dans le cas de r =1, nous prendrons deux solutions

Y(z, r') et Gy (a2, r')
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différentes, c’est-a-dire construites avec deux fonctions f(x) et
Jfi(z) différentes. Leur quotient fournira une solution de I’équation

F[o(2)] =F(2).

On peut présenter encore ceci de la fagon suivante : soit ¢ un
nombre fixe, réel, positif, d’ailleurs aussi petit qu’on le voudra et o un
nombre fize, réel et positif, supérieur i ¢ et plus petit que 1.

Construisons deux fonctions /() et /,(z) et un domaine R répon-
dant aux conditions données plus haut, et considérons les deux
fonctions

=

Y(z,rp)= D [(@=)ripls

I=+ o

b, p) = X filz-0)p,

i=—w
qui sont toutes deux bien définies dans tout le domaine R, pourvu que

e |rpl <.
La fonction
(o, ry =48
sera une solution de I'équation de Schrioder
Wie(z), r]=r¥(z,r)

définie dans tout le domaine R et pour toutes les valeurs de 7, telles que

e<|rpl<i,
¢’est-a-dire telles que
P P

Or on peut toujours choisir ¢ et p de fagon que r soit compris entre
telles limites que "on voudra, non nulles.
Un raisonnement analogue au précédent s’applique évidemment au

cas ol
lo'(a)[>1.
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24. La solution de Uéquation de Schroder, que nous venons de
former, contient au moins une fonction arbitraire.

C’est, vraisemblablement, la solution la plus générale dans le
domaine R ol elle est définie. 4

En tous cas, si ce n’est pas lasolution la plus générale, il sera facile,
en suivant la marche indiquée par M. Koenigs (loc. cit.), d’en déduire
la solution la plus générale qui dépendra d'une fonction arbitraire
périodique. de période 1.

La resolution de cette équation étant effectuée, on en déduit, en
appliquant les procédés indiqués dans le § I, la solution générale de
toute ¢quation fonctionnelle & coefficients constants,

Polt(xp) +pru(Xpay) +. . ppqie(zy) + ppue(x)=o.

La marche qu’il faudra suivre pour obtenir cette solution ne différera
pas, essenticllement, de celle qu’a donnée M. Grévy dans sa These.

I1I.

25. Comme seconde application, nous indiquerons brievement
comment les résultats généraux du § I pourraient &tre utiles, dans
certains cas particuliers, pour l'intégration des équations différen-
tielles linéaires.

Si, dans une équation de la forme (1),

(1) P u = p, 8 - Py G- pu =0,
la transmutation & est une transmutation finie, ¢’est-d-dire si 'on a

) du dr—-1y d"u
(’),7) Gtt:’:l/ou—l-fjgzz; +“'+71L—16W+7"‘W’

cette équation est unc équation différentielle ordinaire d’ordre mn et
les généralités qui précedent montrent que, dans le cas ot p,, p,, ...,
P sont des constantes, intégration de I'équation (1) se ramene & la
résolution d’une équation entiere de degré m,

por’n+1)‘ '-”l'—l + .. +p1'z: O’
Ann. de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — SEpToMBRE 18yg. 46
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suivie de U'intégration de m équations diflérentielles linéaires d’ordre

n de la forme
Cu—ru—o.

26. Une question qui se pose alors naturellement est la suivante :
Etant donnde une équation dyfférentielle linéaire d’ordre k,

k=mn,

est-tl possible de la mettre sous la Jorme (1), le symbole & représentant
une transmutation finie de la forme (27) et p,, p,, ..., pn €lant des
constantes?

Il est aisé de voir que dans le cas général ot A > 2 cctte transfor-
mation n’est pas toujours possible.

En effet, une équation différentielle linéaire sans second membre
d’ordre k contient £ cocfficients. La transmutation (27) n’en contient
que » + 1. L’identification n’est donc possible, en général (pg, p,, ...,
P €tant des constantes), que si 1’on a

k=mn=mn-1.
Cette égalité entraine nécessairement
n=i, d’ol m =2, k=—=n.

Donec, au dela du second ordre, une équation différentielle linéaire
sans second membre ne pourra étre mise sous la forme (1) que si ses
cocfficients vérifient certaines conditions restrictives qu'il serait facile
de former dans chaque cas particulier.

Au contraire, dansle cas du second ordre, la transformation est tou-
jours possible.

Nous n’examinerons pas, ici, le cas général, nous réservant dy
revenir peut-étre plus tard, et nous nous contenterons de prendre le
cas de £ = 2.

27. Soit donc
(28) d?u du

- = ad - - bu==0
da? dx B
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une équation du second ordre, ol a et b sont des fonctions de «, qu’il
s’agit de mettre sous la forme

(29) Cu+p,Eu+ pu=o,

ou p, et p, sont deux constantes et ot 'on a
(30) e + du
I0 sl = (UL 0y ——
To I dz’

¢, et g, étant deux fonctions de z qu’il s’agit de déterminer.
On a alors

A\,

o ; dq ’ dg,\ du , d*u
('"“:(’/5 + 1 }1/29> U+ (2%)(/1"' f/xz%) Iz I

En identifiant (28) et (29), on trouve alors les deux égalités

dq,
24+ Tz +pi=qq,

—
Lo
=
~—
——_—

o
i+ 0 2 - pug P =3,

Sil'on se donne arbitrairement les deux constantes p, et p,, on a la
deux équations différentielles simultanées du premier ordre pour déter-
miner ¢, et q,. _

L’intégration de I'équation (28) est ainsi ramenée 2 celle de deux
équations différentielles simultanées de premier ordre; car, des qu’on
a trouvé ¢, et ¢,, il ne reste plus qu’a résoudre ces équations du second
degré et a intégrer deux équations de Bernoulli de la forme

du

Tz + (qy—r)u=o,

41
ce qui n’exige que des quadratures.

Ce qu'il y a d’intéressant dans cette transformation, c’est que le
systeme (31) contient deux constantes arbitraires p, et p,, dont on
pourra quelquefois disposer de facon & simplifier I'intégration de ce
systeme.

28. Prenons, comme exemple, le cas particulier ol

pPr=pys=o0.
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Le systeme (31) s’écrit alors

( 2(/0:(/1(6—%?;’)

{
. d 2
( ,,6+71£;_,,;1,-_~0,

En tirant g, de la premiere équation et portant dans la seconde, on a,
pour déterminer ¢,,

2q g, <£lﬂ)‘+q3 <4b—zi(§ —a*) =03

Ydx? dx dx

posons '

1 dg,

—_— ==,

71 dx
et 'on a, pour ¢, 'équation

do da

33 2 - A4 — o= —at=o,
(33) Pdn TR0 de "

ce qui est une équation de Riccalti.

On retrouve ainsi un résultat classique, & savoirque 'intégration
d’une équation du second ordre se ramene & celle d’une équation de
Riceatti suivie de quadratures.

Si, en particulier, on a

Ab—sz —a?=o,

dx

I’équation (33) admet la solution ¢ = 0; on a donc

gy = const.
et

1
Go=—= anl‘
On peut prendre ¢, =1 et I’équation proposée s’écrit

du 1 (2)
—_— S+ —-au =0,
dx 2

la puissance étant une puissance symbolique.
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IV.

29. Etant donnée une transmutation additive &, si I'on considere,
plus généralement, une équation de la forme

(34) J(&mu, €=y, ..., 8u, u, x) =o,

on a la, entre la fonction inconnue u etla variable «, une équation ana-
logue & une équation différentielle d’ordre m, dont I’équation linéaire
(1) examinée plus haut n’est qu'un cas particulier.

On est, alors, naturellement amené 4 se demander s’il ne serait pas
possible de fonder une théorie générale de ces équations analogue &
celle des équations différentielles.

II faut évidemment, pour cela, qu'on puisse d’abord obtenir un
développement des fonctions régulitres qui soit & 'opération & ce que
le développement de Taylor est i la dérivée.

Pour atteindre ce but, nous établirons d’abord la proposition géné-
ale que voiel :

30. Sovit w,(x), 0, (), ..., 0, (x), ... une suite infinie de fonctions
régulicres dans le voisinage de x = o; pour que, étant donnée une fonction
quelconque u réguliére au voisinage de x = o, on puisse la développer en
une scrie de la _forme

ulx)y=ayw,(x)+ a,o(z)+...4 a0, (x)+...,
Ol Qyy Ayy veey @y, - .. sOnt des cocffficients constants, tl suffit que, st l'on
considere la transmutation additive continue et réguliere T telle que {'on

ait
T1=w,(x), Txh=rl!w,(2x),

quel que soit k, cette transmutation admelle une inverse, compléte dans
quelque domaine entourant le point x = o.

Je rappellerai d’abord qu’étant donnée une suite
wo(®), o (Z)y ..y @u(Z), ...,
on peut toujours construire une transmutation additive telle que I'on ait

T1r=w,(z), Tol =/l w;(x).
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Vai démontré ce fait dans mon Mémoire paru antérieurement dans
les Annales de [’ Ecole Normale supérieure (1897, page 150, théor. X).
Cette transmutation étant construite, il n’est pas certain qu’elle soit
complete dans un certain domaine entourant = o, et qu’il existe une
transmutation inverse ¢galement complete (loc. cit., pages 153 et 176).
C’est ce que nous admeltrons.

Posons alors
T-lu =y,

T-* étant la transmutation inverse de T, de telle sorte que
w="To.

Développons ¢ en série de Maclaurin

)= 5! x P z )””'7}"’
(-—-((,—I'—(UT‘F(OET—}—...—*—‘O m -,

¢t désignant la valeur de la dérivée ri®™ de ¢ pour 2 = o.
On aura
. - " "
u=To=0,Ti14+ o, T= ...+ o I
07 vl
et, par suite,
u=vywy(x)+vio () +...+vMaw,(z)+....
Le développement de u () sera donc possible et ’on aura

— —_— ’
Ay== ¢g, ay =y, ey == ¢\,

31. Ceci posé, soit & une transmatation additive, réguliere dans un
domaine entourant le point @ = o; supposons qu’on puisse trouver une
suite de fonctions, non nulles,

we(x), wi(x), ..., w(2z), ...,

telles que I'on ait

Cw(x) =o, me(0) =1,
o () = w,(2), w;(0) = o,
(35) LA s e ,
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Comme nous le montrerons plus loin, on peut toujours, par une
transformation simple, remplacer I'équation (34) par une autre de
méme forme et de méme ordre pour laquelle Popération & jouit de ces
propriélés.

La généralisation du développement de Taylor est alors la suivante :

Soit u(x) une fonction régulicre dans le voisinage de x = o, on a,
dans un domatine conyvenable entourant ce point,

(36) wu(x)y=ugmo(x)+ TCou.o(x)+TCiu.ox(x)+...4+8lu.my(x) +...,
u, étant la valeur de u(x) pour x = o, et &, u étant la valeur de " u(x)

pour x =o (en admettant, en outre, que la condition suffisante
énoncée au n° 30 soit remplie par la suite oy, ©,, ..., ©,, ...).

En effet, si la condition du n® 30 est remplie, on pourra trouver
des cocllicients constants a,, a,, ..., @,, ... tels que 'on ait

(37) w(x)y=a,wy(x)+a o (z)+au(z)+...4+a,w,(x) +...;

de cette égalité, on déduit les suivantes, en tenant compte des rela-
tions (35),

Cu(r) majog(x)+ayw ()., 0, (L) 4...,
Crulx)=a, (&) 4. .+ Ay wpa(x) +...,
....................................... ,
Crula)=d,m,(x)+...,

SiPon fait, ici, = o, en ayant toujours égard aux relations (35),
on trouve

Uy == Ay, Cyu == ay, C2u = a,, cey Clu=ua,,

ce qui établit I'exactitude du développement (36).

Lorsque la transmutation & est la dérivée, le développement (36)
est le développement de Taylor dont il est la généralisation.

Il est bon de remarquer, de suite, que s’il existe plusieurs suites w,,
Wiy eeey Oy ..., répondant aux conditions précédentes, a chacune de
ces suites correspondra un mode de développement.
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En d’autres termes, s'il existe une suite ©,, ®,, ..., ©,, ... dans
laquelle ces fonctions contiennent des constantes arbitraires, il y aura
un développement (36) dépendant de constantes arbitrairves.

Il est bien entendu que, dans chaque cas particulier, il faudrait étu-
dier avec soin les conditions de convergence des développements qui
se présentent ici.

32. Avant d’aller plus loin, pour ne pas rester sans cesse dans des
généralités, traitons un exemple.
Supposons que l'on considere la suite des polynomes suivants ('),

moy 0 (), w(x), ..., 0u(2),
tels que w, soit une constante et que 1’on ait, en général,

dt«)k(di)

LT = gy ()

Si 'on forme, suivant la régle que j’ai donnée (loc. cit., p. 152), la
transmultation additive uniforme et réguliere T, telle que

Taxk=1Fk!lw,(x),

on trouve que cette transmutation est une transmutation & coefficients
constants. C'est méme la transmutation la plus générale de cette na-
ture, si on laisse arbitraire le choix des constantes qui figurent dans
les polynomes de la suite précédente. Or une transmutation additive
a coefficients constants admet, en général, une inverse ( *); on en con-
clut, d’apres le n° 30, que toute fonction réguliere pourra, en général,
étre développée en une série de polynomes de cette espece.

33. Ces préliminaires établis, revenons aux équations de la
forme (34).

Je dis d’abord qu’on peut toujours supposer que la transmutation &
vérifie les conditions énoncées au n° 31.

(1) Poir : Léavtg, Comptes rendus de U'Adcadémic des Sciences, 14 juin 1880; et
Journal de Liousille, juin 1881.

AvpELL, Sur une classe de polynomes ( Annales de 'Ecole Normale supéricure, 1880).

(2) Poir mon Mémoire, loc. cit., p. 177.
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Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi et posons
Su=—==8Cu—ru.

D’apres les résultats du § I, on pourra, en général, choisir la con-
stante r de facon que I'équation

Su=o
ait une solution
u=1{d(x,r)
non identiquement nulle et réguliére au voisinage du point x = o.
Par exemple, si la transmutation & est une substitution
Cu(x)=ulo(x)],
et si o est un point limite pour lequel
|o'(0) | <1,
il suffira de prendre
r=1[¢'(0)]*
et la solution ¢ (x, r) sera la fonction B*(x) de M. Keenigs, « étant
entier, positif.
De plus, comme {(x, r) contient au moins une constante arbi-
traire, on pourra toujours s’arranger de facon que

Y(o, r)=r.

Ensuite, d’apres ce qui a été établi au n° 9, on aura
0
"’<o{ +A) =4,

quelle que soit la constante A,; et 'on pourra choisir A, de facon qde,

pour z = o, 3* -+ A,y s’annule.

On a encore
I 0%t

b(;'a“"ﬁ—Al()‘p_'—AzY) +A1Y7

et I’on choisira encore A, de fagon que

d]_ +A * 4+ A,d s’annule

pour = o; et ainsi de suite de proche en proche.
Ann. de U’Fe. Normale. 3° Série. Tome X VI. — SEPTEMBRE 1899. 47
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Si donc on pose

ag(2) =¥(x, 1),

o () = 3%} + A,

()n‘p Al ()n—lq) AQ ()n—qu 2,:!:

= -+ - .
n oore n—i1 gre-t n—2 gre-?

avec un choix convenable des constantes A,, A,, ..., A,, ..., on aura
déterminé une suite de fonctions w,, ®,, ..., ®,, ... remplissant,
vis-a-vis de I'opération 8, les conditions du n° 31.

Si ’on remarque alors que I'on a

Cu =3Su-+ru,

Cu =S*u+o2rSu—+nriu,

T'hu = (8 + r)ymuy,

en remplagant dans I'équation (34) Popération & par la transmuta-
tion 8, on obtiendra une équation de méme forme et de méme ordre,
dans laquelle la transmutation en question donne lieu & un dévelop-
pement de Taylor généralisé de la forme (36).

Cette transformation préalable de I'équation est absolument néces-
saire pour qu’on puisse la traiter d’une facon identique & celle que
I'on emploie pour les équations différentielles.

Ainsi, par exemple, dans le cas des équations fonctionnelles étu-
diées par MM. Grévy et Leau, cette transformation ferait disparaitre
les dissemblances que les auteurs ont pu rencontrer entre leurs équa-
tions et les équations différentielles ordinaires.

Si I'on pose

Cu=ulo(2)],
les équations étudiées par M. Grévy dans sa These sont de la forme
P @M~ Py E" 4. A py B pyu==o0.

En faisant sur cette équation la transformation

Gu=(8+r)u,



SUR GERTAINES EQUATIONS ANALOGUES AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 37]

on trouve ’équation de méme forme

———I—I)Tf“”’”(r) St=ly . ..+ fi(r)Su—+f(r)u=o

I
— flmy( ey gy
JCe) T o=

m!

en posant
./(") =pPu "+ P pm=lo Po

et en désignant par f'(7), ..., f»="(r), f"(r) les dérivées succes-
sives de ce polynome par rapport a .
Le point = o étant un point limite de la substitution z(z), avec

|<'(0)]| <1, on prendra
r=[g'(o)]*

pour que w,(x)soit réguliere, « étant un entier positif. On voit, alors,
que 'expression

J) == pw 9174 (0) = Pt @' V%(0) A pr@"*(0) 4 poy

qui est le coefficient de « dans I'équation transformée, doit jouer un
role important dans I’étude de I'équation proposée.

Les circonstances particulieres rencontrées par M. Grévy et la dis-
tinction des cas olt f(r) est ou n’est pas nul s’expliquent ainsi tout
naturellement.

- 34. Ceci posé, rappelons, en quelques mots, la marche suivie dans
I’étude des équations différenticlles.

Etant donnée une équation différentielle d’ordre m, pour établir
I'existence de l'intégrale et reconnaitre son degré de généralilé, on

O ]"; e f re ot ! dmu t l’ tr a1 l’ “n
résout cquatlon par rapport a T (¢ on montre que, st 1 on se

donne arbitrairement les valeurs initiales u,, w,, ..., u{*™" de u,

du dm=tu
;7'}—.7 e dapm—1

culer de proche en proche les valeurs initiales uy”, w™*", ... des
dnu dmnttu
dx’ dzmt’
coefficients du développement, en série de Taylor, de I'intégrale suffit
pour la déterminer, ainsi, completement puisque, grice a I'équation,
on calcule tous les autres coefficients en fonction des m premiers. Il

» on peut, en se servant de 'équation clle-méme, cal-

dérivées suivantes : --- La connaissance de m premiers
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ne reste plus qu’a établir, ensuite, la convergence des développements
calculés.

Essayons d’appliquer une méthode semblable & une équation de la
forme (34).

A cet effet, nous la résoudrons par rapport a ™« et nous 'écrirons

(38) ey =F(C"'u, " u, ...,Cu, u,x).

S’il existe une solution de cette équation, nous la développerons en
une série de la forme (36), qui est la série de Taylor généralisée pour
Popération @,

~

u(xr) = w0 (&) +&u.0(x)+...+cju.o,(x)+...,

et, pour pouvoir édifier une théorie semblable 4 celle que nous venons
de rappeler, il faut que la connaissance des m premiers coefficients

uy, Tu, ..., CF'u

du développement suffise, avec I'équation (38), pour déterminer la
solution.

Si 'on se donne u,, &,u, ..., & 'u, I'équation (38) fournit immé-
diatement &} u.

On a ensuite

(39) emtly = C[F(&" ' u, &m~2u, ..., 8u, u, )]
et, plus généralement,
(40) enrru =Cr{F(e"u, 8" u, ..., Gu, u, x)].

Pour que ’égalité (39) fournisse 8”+'wen fonction de e” «, " 'u, ...,
cu, uetax, il faut que

C[F (e tu, " 2u, ..., Gu, u,z)]

soit une fonction, uniquement, de &”u, e 'u, ..., Gu, u et x.

Ceci revient & dire qu’il faut que, étant donnée une fonction com-
posée, f(u,¢,w,...), de plusieurs fonctions u, ¢, w, ..., la trans-
muée & f(u,v,w,...) s’exprime uniquement en fonction de «, ¢,
w, ... et de leurs transmuées Gu, dv, &w, ... et x.



SUR CERTAINES EQUATIONS ANALOGUES AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 373

Or, si 'on admet que la fonction f(u,¢,w,...) est réguliere, on
pourra la mettre sous la forme d’une série

Juy oy 00, L. .):ZAU"‘ plypr
et, en vertu des propriétés des transmutations additives, on aura
Cf(u, ey, o ) =ZAT(uhelor . ).

Il faut donc enfin que toute expression de la forme (& " ", ..)
puisse s’exprimer uniquement en fonction de u, o, w, ...: Tu, v,
&w, ... et x. Pour cela, il faut évidemment et il suffit que la proposi-
tion soit vraie pour un produit de deux facteurs.

35. En dernitre analyse, nous sommes donc amenés & la conclusion
sulvante :

Etant donnée une équation de la forme(34) ow la transmutation addi-
live & donne liew a un développement de Taylor géncralisé, il faut et 1l
suffit, pour qu’on puisse établir une théorie de ['existence des solutions
identique a celle des équations dyfférentielles, que la transmuée d’un
produit de deux fonctions puisse s’exprimer uniquement au moyen de ces
deux: fonctions, de leurs transmudes et de la variable independante.

Recherchons done les transmutations de cette nature.

On devra avoir
Cuy=0o(Cu,Cv, u, v,x),

quelles que soient les fonctions w et ¢.

Or, comme
Cu(v 4+ w)==Cuy + T uwwv,

on aura, par suite,
(T, T+ Cw, u, v 4w, x)=0(Cu, v, «, v, x)-+0(€u, w, u, v, x),

quelles que soient les fonctions «, ¢, w. Ceci revient & dirve que, si 'on
considere la fonction de cing variables

o(y'y s, ¥ 5 x),
elle devra donner lieu A 'identite

(4r) oy, o'+t y, s+t 2)=0(y, 3y, 5 @) oy, byt x).
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De plus, comme uv =vu, cette fonction ne devra pas changer
quand on permute a la fois y’ et 5" ainsi que y et s,

(42) o) 3y 5 x)=0(5, ), 5 ), @)

La relation (41) met en évidence que ¢(y', %, y, 5, ) doit étre
linéaire en =" et = et, & cause de la symétrie, elle devra étre également
linéaire eny’ et y. En tenant compte de I'identité (42), la fonction ¢
doit nécessairement étre de la forme suivante :

oy 35 3 5 2) =Ays +B(ys'+y's) + Cy's!
+D(y+:)+E()+3)+F,

A, B, C, D, E, F étant des fonctions de x.
Donc toutes les transmutations en question devront vérifier une
relation de la forme

Cup=Auw +~B(uCv +v¢Cu)+ CEuty +D(u+¢v)+E(Bu+CTv)+F.

Or on sait que siu =0, on a x==o0. HEn faisant u==o dans cette
égalité, on doit donc avoir, quel que soit ¢,

o=D¢v+EG¢y +F.
Cecl entraine
D=E=F=o.
En résumé, on doit avoir

(43) Cuw =Auy+B(uCu—+ ¢Cu) +CTuty.

La détermination de toutes les transmutations additives qui véri-
fient une relation de la forme (43) a été faite par M. Pincherle ('), et
il a trouvé qu’il n’y a que deux classes de transmutations additives de
cette nature :

1° Celles pour lesquelles on a

- du
Cu=a—-— +du;
dz

(1) Poir: S. PiNcHERLE, Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, 2 mai 18¢7.
Voir aussi mon Mémoire Sur les transmutations ( Bulletin de la Société mathématique
de France; 1897).
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2° Celles qui sont définies par
Gu=~Culo(x)] +Ku,

ot a, b, C, K désignent des fonctions de z et o(x) une fonction de
substitution.

La premiére catégorie donne les équations différentielles ordinaires.

La seconde fournit les équations fonctionnelles itératives signalées
plus haut et étudiées par MM. Grévy et Leau dans leurs theses.

La conclusion finale & laquelle nous parvenons est donc Ia suivante :

Les seules équations opératives de la forme (34), dont la théorie puisse
étre calquce sur celle des équations differentielles ordinaires, sont les équa-
tions fonctionnelles itératives.

Le parallélisme frappant qui existe entre les théories de MM. Grévy
et Leau ¢t des auteurs qui se sont occupés de ces équations fonction-
nelles et celles des équations différentielles s’explique ainsi tout natu-
rellement. Ces analogies eussent été encore plus frappantes peut-
étre, si ces auteurs avaient employé la transformation signalée plus
haut au n° 33, qui permet d’employer un développement de la solu-
tion en série analogue & la série de Taylor. Mais il ne faut pas se dissi-
muler qu'une étude approfondic de tels développements et de leur
légitimité présentera parfois des difficultés tres sérieuses.



