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SUR LA

THEORIE DES INTERVALLES BINAIRES

DES INTEGRALES DOUBLES,

Psr M. Cu. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

1. Quoique fort simples et sans grande nouveauté, les considéra-
tions suivantes me paraissent jeter une certaine lumiere sur des points
encore assez obscurs de la doctrine des fonctions de deux variables :
elles précisent, dans un sens exclusivement analytique, les notions
sur 'intérieur d’une aire, son extérieur, son signe méme, sur les deux
sens de parcours assignables & son contour, etc., que la Géométrie de
situation laissait fort vagues; elles rapprochent tout & fait la concep-
tion des intégrales doubles de celle des intégrales définies simples
(C/. 227" et suip. ) (*). Comme pour ces dernieres déja (€/. 235%), il n’y
a plus maintenant, quand il s’agit d’établir I'existence d’une intégrale
double, & faire les frais d’un raisonnement spécial, dont la conclusion
laisse ignorer tout moyen de calculer sa valeur (17, in/.); la démon-
stration de la regle & suivre pour transformer une intégrale double
par un changement des variables devient d’une simplicité intuitive
(19, inf.).

Le point de vue ol je me place comporte essentiellement une sorte
d’intégration indéfinie, par une paire de fonctions de deux variables,
d’une seule fonction de cette sorte, donnée comme déterminant diffé-

(1) Par des numéros affectés ainsi de un, deux, Lrois, quatre astérisques, je ferai ici
des renvois aux diverses parlies de mes Lecons nouvelles sur I Analyse infinitésimale et
ses applications géométriques (Paris, 1894-1898, Gauthier-Villars et fils).
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10 CH. MERAY.

rentiel de deux fonctions inconnues (17, 19, nf.), et aussi la collation
au triangle analytigue, parmi les wntervalles binaires (7, inf.), d’un role
primordial, ressemblant beaucoup a celui du segment rectiligne pour
le cas d’une seule variable. Déja un tel emploi du triangle avait été
esquissé en quelques points de mon Ouvrage cité (108***), (35***").
Je ne parle ici que de quantités réelles, en présumant toutefois qu’une
extension aux quantités imaginaires n’offrirait pas de grandes diffi-
cultés.

Des choses analogues se passent dans les mondes ternaire, quater-
naire, ... (espaces 4 3, 4, ... dimensions); mais elles ne sont pas
assez difficiles & apercevoir pour que j'aille ici au dela de cette allu-
sion; j'y reviendrai peut-étre.

2. Je suivrai un exemple donné mille fois, en facilitant et imageant
le langage analytique par des-locutions empruntées au vocabulaire de
la Géométrie plane, dont les tracés, d’ailleurs, aideront beaucoup a
I'intelligence de ce que je vais exposer.

Un point analytique primaire, binadre, lernaire, ... est 'ensemble 2,
ou (., y,),ou(a,y,z,),ou...,de valeurs particulieres (ici réelles)
attribuées arbitrairement & un systeme x, ou (x, y), ou (x,y, 3),
ou ... de 1, ou 2, ou 3, ou ... variables indépendantes concues tou-
jours dans le méme ordre; ces quantités sont les coordonnées de ce
point. Deux points coincident ou sont distinets, selon que les ensembles
de leurs coordonnées (x,, y,, ...) et (2, ¥,, ...) sont composés, ou
non, des mémes quantités.

Une figure h** est un groupe de points A*" (méme en nombre illi-
mité), aux coordonnées desquels telles ou telles conditions ont été im-
posées. Blle est Lmitée, quand on peut assigner une constante posi-
tive A, au-dessous de laquelle se maintiennent numériquement sans
cesse les différences des coordonnées homonymes de deux points quel-
conques de la figure ; dans ce cas, on peut dire que les & dimensions de
la figure sont toutes inférieures a A. Dans le cas contraire, la figure est
tlimitée. Un point se deplace quand 'une au moins de ses coordonnées
vient & changer de valeur.

3. Deux points primaires (2) x,, «, délimitent un intervalle (pri-
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maive) franc, dont ils sont les extrémités, qui est vanescent ou ing¢a-
nescent, selon que ces points coincident ou non, selon, en d’autres
termes, que le déterminant

, [ 1oz
(1) (== a2y — 2y)
1y

est = o ou = o. Si l'on ne distingue rien de plus, Uintervalle est
absolu. ‘ )

Mais si, comme nous le ferons presque toujours, on a égard & I'ordre
dans lequel les deux points sont considérés (ordre indifférent dans le
cas seulement ol il y a vanescence), leur intervalle est qualifié. Les
notations jx,2,{, jx,2,| sont alors distinctes et correspondent aux
deux directions opposées qui sont assignables a Uintervalle pour le
faire cesser d’étre absolu : la premitre va de x, @ x,, 'autre de x,
ax.

Un point indéterminé x est intérieur 2 intervalle quand les déter-
minants

1
L

sont d’un méme signe ('un d’eux = o, & la rigueur), extéricur quand
ils offrent des signes contraires.

La mesure de (Pintéricur de) Uintervalle (2,2, est, par definition,
la valeur du déterminant (1). Elle est == o, quand il y a vanescence;
autrement, 'une des deux directions assignables a U'intervalle (sup-
pos¢ absolu auparavant) rend sa mesure positive, et on la dit posiwe;
la direction opposée est la négative. Le signe de la- mesure est le signe
de Pintervalle.

Deux semblables intervalles sont contigus, si quelque extrémité de
P'un coincide avec quelqu’une de autre. Quand les extrémités en
coincidence apparticnnent & ces intervalles avec des noms différents
( premiére, seconde), les deux autres extrémités portent forcément des
noms différents aussi et délimitent par suite un troisieme intervalle
franc qualifié qui est dit la somme topographique des deux proposés;
d’ot la définition de la somme topographique d’intervalles francs
donnés en nombre quelconque (dans des contiguités convenables),
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somme ayant pour mesure évidente la somme analytique de celle des
intervalles additionnés.

La décomposition de lintervalle o, z,{ en (la somme de) deux
autres s'opere par lintroduction de quelque intervalle vanescent
[2o2,], Ou coupure au point x,, puis par le dédoublement de cette cou-
pure et la formation des intervalles |z, x,!, jz,2,!|, qui sont contigus
de maniere 4 reproduire le proposé par leur addition topographique.
En décomposant ces nouveaux intervalles a leur tour, puis ceux qu’on
a formés de cette maniére, et ainsi de suite, en poussant I'opération
plus ou moins loin, on arrive & une décomposition additive quelconque
de l'intervalle proposé en plusieurs autres.

Quand on s'impose la condition que les nouveaux intervalles sotent
tous d’un méme signe, ce signe est forcément celui du propose, et les
coupures, comme tout point interieur a 'un des intervalles partiels, sont
nécessairement a ' intérieur ausst de Utntervalle primitif : de la provient
en majeure partie I'importance qui s’attache & I'intérieur d’un inter-
valle bien plus qu’a son extérieur. A parler plus proprement, une
décomposition de ce genre est une division de l'intervalle; on peut
s’arranger de maniere que les dimensions des parties (2) soient toutes
inférieures a telle quantité positive qu’il aura plu de choisir.

Marcher sur I'intervalle |z, x, | dans sa direction, ¢’est, apres 'avoir
divisé d’'une maniere ou d’une autre, passer mentalement de z,, sa
premiere extrémité, i 2/, seconde extrémité de la division commen-
cant en z,, puis de &’ & x” autre extrémité de la division qui part
de o', et ainsi de suite, jusqu’a x, ol 'on s’arréte, etc.; nous ne nous
appesantissons pas sur la soustraction, qui est I'opération inverse de
I'addition des intervalles.

Parfois il est commode de dire que tous les points « sont intérieurs
a Uintervalle franc et illimité dans les deux sens, que la totalité de I'axe
des  peut étre censée constituer.

4. Le monde binaire est d’'une nature plus complexe; nous allons y
entrer, pour ne plus en sortir. :

Un point (binaire) (2, y) se meut sur une ligne, quand la variation
de ses coordonnées consiste & ne prendre que des valeurs de la forme

(2) x=0(t), y =y (¢),



SUR LA THEORIE DES INTERVALLES BINAIRES, ETC. 197

ot 9(2), 7.(t) sont des fonctions déterminées (réelles, ne dégénérant
pas toutes deux en des constantes) d’une seule variable auxiliaire ¢
(ne prenant aussi que des valeurs réelles). La substitution, A ¢, d'une
nouvelle variable r, par la relation /= w(1), dans laquelle o est la
caractéristique d’une fonction arbitraire, change les formules (2) en
une infinité d’autres qui représentent toujours la méme ligne, c’est-
a-dire qui font retrouver les mémes points. Quand les fonctions 2(z),
v.(¢) sont toutes deux linéaires (ou peuvent le devenir par un des chan-
gements de variables mentionnés ci-dessus) la ligne est une drozte.

Sit,, t, sont deux valeurs inégales de ¢, les points de la ligne (2) qui
correspondent & des valeurs de ¢z tombant a I'intérieur de I'intervalle
(primaire) {¢,2,| (2) sont dits tomber aussi i U'intérieur de U'arc de la
ligne considérée qui a pour extrémites les points x, = (¢, ), y, = 7.(t,)
etw,=0(t), yo=7(l).

L’arc en question est ordinaire, quand, pour toutes les valeurs de ¢
qui sont intérieures a 'intervalle |¢,¢,{, (1), 7.(¢) sont deux fonctions
olotropes (139" et suip.) dont les dérivées premieres ne s’évanouissent
jamais en méme temps. Comme alors ces deux fonctions sont en parti-
culier finies, I'arc ne peut étre qu’une figure limitée (2). Nous ne con-
sidérerons jamazis ici que des arcs ordinaires. Tel est, évidemment tou-
jours, 'arc de la droite qui contient & la fois les points (z,, y,),
(21, ¥») (unique, quand ces points sont distincts), ou segment recti-
ligne. Ce segment est la corde de tout arc ayant les mémes cxtrémités.

A des points de division marqués arbitrairement sur lintervalle
i,t,1 (3), correspondent, sur I'arc, des points qui le divisent aussi en
arcs partiels; et, comme il s’agit d’un arc ordinaire, on peut certaine-
ment Jfaire en sorte que les deux dimensions de chacun de ces dernie's
sotent inférieures a toute quantité positive préalablement assignée.

On marche sur V'arc, dans la direction allant de (z,y,) & (z.y,) par
exemple, en y considérant successivement les points correspondant &
ceux de Pintervalle |z,¢,] par lesquels y fait passer une marche exé-
cutée de ¢, & 1, (doc. cit.). La considération de Iintervalle |£,z,{, de
signe contraire & celui de {¢,¢,], conduit semblablement & la notion de
la marche de direction opposée, encore concevable sur le méme arc;
elle va de (2,y.) & (2, y,).
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5. Un chemin est la figure que 'on forme en rangeant, dans un
ordre déterminé,

(3) ol ..., k=1, kg,

des points arbitrairement choisis, puis en imaginant des arcs quel-
conques (empruntés a des lignes distinctes ou identiques), ayant res-
pectivement pour extrémités le premier de ces points et le second,
celui-ci et le troisieme, ..., le pénultieme et le dernier. Ces arcs sont
les cdeés du chemin; les points (3) en sont les soudures (ou sommets),
mais spécialement les exirémités |1{ et k|, plus particulierement les
points intermédiaires | 2|, {3/, ..., |k — 1.

On peut marcher sur le chemin dans deux sens opposes : 1° de |1
a |k, en marchant de }1| & 2| sur le premier coté, puis de |2{ & |3
sur le second, ..., puis enfin de |£—1] & {£{; 2° de {£] a |1{, en
passant de |A| & |k — 1] sur le dernier coté, puis de |£—1] & |k — 2]
sur ’avant-dernier, ..., puis enfin de |2} & |1| (4).

Quand deux chemins ont un point commun, autre qu'une méme
extrémité, on dit qu’ils sy rencontrent. Un chemin est noud ou dénoue,
selon qu’il est décomposable, ou non, en deux parties qui se¢ ren-
contrent.

Un chemin est polygonal (ou bris¢), quand tous ses cotés sont de
simples segments rectilignes.

6. Un chemin est ouvert, quand ses deux extrémités sont distinctes,
Jermé quand eclles coincident. Dans ce dernier cas, on fait abstraction
de ses extrémités, puisqu’on peut adopter, tout aussi bien pour elles,
un méme autre quelconque de ses points, et on le nomme plus simple-
ment un contour (absolu). Un contour est impropre, quand il est décom-
posable en plusieurs chemins ouverts dont deux quelconques coin-
cident; il est propre, s'il ne présente pas cette dégénérescence.

On déerit un contour, par une sorte de rotation, en marchant sur sa
totalité, a partirde et jusqu’a un méme point pris pour I'une et 'autre
deses deux extrémités a la fois. Quand le contour est impropre, chaque
partie du chemin ouvert dont il est la répétition est parcourue autant
de fois dans une direction que dans la direction opposée, et les diverses
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rotations possibles sont indistinctes dans leurs sens. Mais, quand il est
propre, 'opération peut s’exécuter dans un sens de rotation ou dans le
sens opposé, selon qu’elle comporte, sur un coté déterminé du contour,
une marche d’un sens ou de autre (4).

La qualification d’un contour propre (auparavant absolu) consiste a
le considérer comme devant étre décrit dans un sens de rotation déter-
miné et un nombre de fois donné; nous ne considérerons habituelle-
ment que des contours qualifiés. Un contour & décrire un certain
nombre de fois dans un sens, et ce méme contour & décrire autant de
fois dans le sens inverse sont opposés.

Un contour dénoué (5), partant propre, et & décrire une seule fois
dans un sens donné, est indécomposable en plusieurs contours quali-
fiés, et je le nommerai un anneau. Mais, quand il est noué, il est tou-
jours décomposable en plusicurs anneaux; quand il est impropre, il
est décomposable d’une infinité de manieres en contours impropres,
composés chacun d’un chemin & parcourir une fois dans un sens, puis
une autre fois dans le sens opposé, ¢’est-a-dire en anneaux impropres
ou coupures (Cf. 3 et 9, inf.).

7. En these générale, un ou plusieurs contours qualifiés (quelque-
fois des chemins illimités) délimitent un intervalle (binaire), dont leur
ensemble constitue Uenceinte.

A cerlains égards, un intervalle doit dtre considéré comme n’étant pas
modifié par 'adjonction & son enceinte de coupures quelconques (6),
ni par la suppression de chemins pouvant étre assemblés en anneaux
de ce genre. On peut ainsi, & volonté, ou bien wnifier I'enceinte dun
intervalle, en 'amenant & ne comprendre qu’un seul contour, ou bien
la réduire, en y supprimant toute coupure, ce qui la raméne i n’étre
composée que d’anneaux propres (multiples s’il y a lieu) dont denx
quelconques ne sont pas opposés.

Deux intervalles sont contigus, quand leurs enceintes ainsi réduites
ont en commun un point ou davantage, la contiguité ayant lieu par des
pounts isolés, ou par des chemins, suivant les circonstances.

L addition topographique de plusieurs intervalles consiste & prendre
le nouvel intervalle dont I’enceinte comprend tous les contours qui
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appartiennent a celles des intervalles donnés, puis & unifier ou &
réduire cette enceinte comparée (Gf. 3).

On soustrart topographiquement un intervalle d’un autre, en ajoutant
a celui-ci I'intervalle dont 'enceinte est formée par les contours res-
pectivement opposés a ceux de ’enceinte du premier.

On décompose un intervalle en plusieurs autres, en formant ces der-
niers, avec ou sans introduction de coupures & dédoubler, de manitre
que leur combinaison par voie d’addition topographique (de soustrac-
tion, quelquefois aussi) reproduise le proposé. Plus bas (8, IV, inf.),
nous parlerons de la division topographique (Cf. 3).

8. Parmi les intervalles auxquels sont applicables les notions ci-
apres, les plus remarquables sont ceux dont I’enceinte se réduit & un
seul anneau, soit propre, soit dégénérant en une coupure (6), et que
je nommerai francs. En outre, je dirai vanescents ceux de la deuxieme
espece (déchus en quelque sorte du caractere binaire pour redevenir
primaires), parce que leurs mesures sont toujours = o (inf. passim)
et qu’ils sont négligeables dans I'addition ou la soustraction topogra-
phiques; invanescents ceux de la premiere, pour les motifs contraires.

I. Le plus intéressant des intervalles francs est le triangle, dont le
contour a pour soudures (sommets) trois points donnés

(4) (21, y1)y (295 ¥2), (23, ¥3)s

pour cotés, les trois segments rectilignes qui unissent ces points pris
successivement deux & deux. Effectivement, si le déterminant

1 2 ¥
(3) L Xy )a

1 x5 Y,

est = o, les points (4), les cotés par suite, tombent sur quelque méme
droite, et le contour n’est qu'une coupure, le triangle est vanescent.
Si le méme déterminant est == o, il est impossible que deux cotés
alent commun un point autre que leur soudure, par suite que le con-
tour soit noué. Ce contour, & décrire une seule fois dans I'un et 'autre
sens, est un anneau propre, et le triangle est invanescent.
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Dans ce dernier cas, Padjonction d’un quatrieme point indéterminé
(2, y) permet de décomposer le déterminant (5) en la somme de ces
trois-ci :

T ox oy 1oz, 7 o, oy,
N SN A I T A R !,
T 1oz ¥y | L '

qui, des lors, ne peuvent s’évanouir tous 4 la fois. Cela posé, le point
(x, y) est sttué :

1° A Uintérieur du triangle, quand ces déterminants sont tous =% o
et d’'un méme signe; .

2° Sur’anneau, ou bien encore & I'intérieur du triangle par exten-
sion, quand I'un d’eux s’évanouit, les deux autres n’offrant pas des
signes contraires;

39 A lextérieur du méme triangle, quand deux de ces déterminants
sont de signes contraires.

La moitié du déterminant (5) est, par définition, la mesure (de I'in-
térieur) du triangle, pour la description de son anneau qui fait ren-
contrer les sommets dans Pordre circulaire (4) ou nous les avons
éerits. Comme la valeur du déterminant ne fait que changer de signe
quand on change I'ordre circulaire de ses lignes, la substitution, & la
direction considérée, de la direction opposée, donnera un autre inter-
valle triangulaire, de mesure numériquement égale, mais de signe con-
traire, d celle du triangle primitif. Dot la distinction possible des
triangles invanescents, en triangles positi/s et en triangles négatifs. Sur
un anneau triangulaire propre, mais de direction non dénommée,
celle qui rend le triangle positif est dite positive (ou directe) 'autre
négative (ou rétrograde).

Le développement du déterminant (5) donne & la mesure du triangle
la forme importante

(6) (e ys— yozs) + (23 1 — Y321) + (21~ Y122)],

ou sont séparées les parties afférentes aux divers cotés et a leurs direc-
tions.
II. Un anneau polygonal |P{, une simple coupure polygonale, déli-
mitent un intervalle polygonal franc, invanescent ou vanescent. Dans
Ann. de U’ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — Mar 18gg. 26
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le premier cas, on prouve sans difficulté : 1° que l'intervalle est décom-
posable d’une infinité de maniéres en la somme d’un nombre limité de
triangles tnvanescents, offrant tous un certain méme signe; 2° que ce
signe ne varie pas avec le mode de décomposition; 3° que, st pour une
décomposition, un point donné tombe a I'intcrieur d’un triangle paruel,
il se comporte de la méme maniére pour toules les autres décompositions;
4° et enfin, que s¢ le méme point est exiérieur a tous les triangles d’une
décomposition, 1l [’ est aussi a tous ceur d’une autre quelconque ().

Le point considéré sera dit intérieur on extérieur i 'intervalle poly-
gonal dont il s'agit, selon qu’il se trouvera le cas 3° ou 4° ci-dessus.

La mesure (de I'intéricur) du méme intervalle est la somme analy-
tique de celle des triangles d’un méme signe dont il est la somme topo-
graphique. En mettant toutes ces dernieres sous la forme (6), remar-
quant que, pour deux triangles partiels, les parties de leurs anneaux
éventuellement communes ont des directions opposées [puisque la .
réduction de la somme topographique de tous les triangles ne laisse
subsister dans son enceinte que 'anneau donné [P{ (7)], on trouve,
pour cette mesure, I'expression

(7) 3[(a®y® — yMz@) 4 (20 yE) — y) g@®) 4o 4 () y(1) — ph) ()],

(%) Dans cet énoncé, comme dans la définition connexe de la mesure de Uintervalle, le
leteur pourrait eroire, de prime abord, a une omission portant sur la condition, pour les
triangles partiels, d’étre indéfiniment extéricurs les uns aux autres, de plus contigus
deux a deux par toutes les parties de leurs cotés qui n’apparliennent pas & I’anncau. Mais
elle n’est qu'apparente, car cette double condition leur est imposée, ipso facto, par celle,
pour leurs anneaux, d'avoir des qualifications identiques et de ne laisser, pour cnceinte
réduite de lear somme (opographique, que I'anneau polygonal donné, & parcourir une
seule fois dans la direction a lui assignée.

Cette observation et d’autres du méme genre me paraissent justifier ma préoccupation
conslante de qualifier tous les contours propres, et aussi ma définition de I'addition topo-
graphique & laquelle on a pu imputer une cerlaine bizarrerie. Pour manier les intervalles
primaires, il a bien fallu, déja, imposer un ordre déterminé (¢’est & cola que la direction
d’un conlour fait pendanl), aux valeurs particulitres de la variable unique, dont I'en-
semble leur fait une enceinte.

Des coupures dont les lévres ont été empruntées d’une maniére convenable a des
droites menées par les diverses soudures de l'anneau, parallélement & l'un des axes
(V1, inf.), découpent Tintervalle polygonal ’Pg en quelques triangles et des trapézes
francs que des coupures diagonales résolvent & leur tour en triangles. On oblient ainsi
une décomposition de lintervalle §P', qui est conforme & notre énoneé ct d’olr il est
facile de passer & toules les autres.
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ou (x, y) affectées des accents 1, 2, 3, ..., &k représentent les coor-
données des soudures rangées dans I'ordre de succession ol on les
rencontre, quand on décrit 'anneau |P| (dans la direction voulue).
Ce résultat est bien indépendant du mode de décomposition de I'in-
tervalle en triangles.

Quand Pintervalle est vanescent, sa mesure est = o, parce que les
termes de I'expression (7) se détruisent évidemment deux  deux.

Quand il est invanescent, il est positif ou régatif, selon le signe de
sa mesure qui est alors == o, comme somme des mesures de triangles
invanescents d’un méme signe.

Sur un anncau polygonal, 'inversion du sens de rotation change le
signe, mais non la valeur numérique de la mesure de Uintervalle franc
dont il est 'enceinte : le sens positif (ou direct) est celui des deux qui
rend Uintervalle positif; le sens négatif (ou rétrograde) est 'autre.

ITT. Un anneau qualifié¢ |G| et curyiligne, ¢’est-a-dire dont quelque
chté ne se réduit pas i un segment rectiligne, est 'enceinte d’un inter-
valle curviligne franc, de plus wanescent quand 'anneau n’est qu’une
coupure, inyanescent quand il est propre.

Un arc (toujours ordinaire) étant donné, on prouve aisément que,
sl est dénoud (5), on peut assigner une quantité positive '\ assez petile
pour que toute division de cet arc en parties de dimensions inférieures a h
donne des arcs partiels dont les cordes sotent les cotés d’un chemin brise,
dgalement dénoué.

On en conclut ce qui suit : Un anneau propre curviligne |C| étant
donné, on pewt assigner une quantité positive \ assez petite pour obtenir
toujours, par la division de ses cotés en parties de dimensions inferieures
a N, des arcs dont les cordes jorment un contour polygonal | Py | dénoue
ausst, un anneau, par conséquent, apres choix jait pour sa direction de
celle qui place ses soudures dans ’ordre ot la description du contour |G|
les fait rencontrer; et le signe de Uintervalle polygonal [ranc, invanes-
cent, qui a | Py| pour anneau, est indépendant du mode de digiston du
contour |C{. Si enfin on fait tendre A vers o, ce dernier intervalle
variera sans doute, mais en finissant par conserver, soil constamment &
son intérieur, soit constamment a son exiérieur, tout point fixe donné
(ailleurs que sur l’anneau | C| lui-méme).

De la derniere partie de cette proposition résulte immédiatement
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la définition des points soit intérieurs (ils comprennent ceux de 'an-
neau), soit exzérieurs i U'intervalle curviligne considéré. On a ensuite
la suivante :

La mesure variable de I'intervalle polygonal franc qui a pour enceinte
Uanneau |P,| tend, quel que soit le mode de variation de ce dernier,
vers une limite determinée.

Car, en supposant I’expression (7) construite de maniere & fournir
la mesure de cet intervalle polygonal, et & cause de

(z)(i)y(l'—!-i) .._.‘y(f\ p2li+l) — pli) Ay(f) _y(i) Ag}(f)’

2
oll Azl = glé+1) x(i), Ay(i) :y(i-H) —y“’, la quamité 2 (.’r A)/ __‘yAx>
1

représentant la partie de cette expression, afférente a la portion de
’anneau polygonal {P,| qui est inscrite dans le premier coté de 'an-
neau curviligne {C|, a évidemment pour limite invariable, ceci en
vertu de la propriété sommatoire des intégrales définies simples
(235%), I'intégrale

Wl
L e =z e
2.,
que nous écrirons plus simplement

(8) =8t (zdy — y d).
La totalité de 'expression (7) a done pour limite, également inva-
riable,

(9)

somme des intégrales analogues & (8), calculées sur les divers cotés
de |G|, parcourus chacun dans le sens voulu par la direction attri-
buée & cet anneau.

La mesure de lintervalle curviligne franc, ayant cet anneau pour
enceinte, est, par définition, la valeur de I’expression (9). Quand I’in-
tervalle est vanescent, la mesure est encore nulle; quand il est inva-
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nescent, elle a un certain signe par lequel nous qualifierons toujours
Uintervalle lui-méme.

Enfin, sur un anneau curviligne absolu, la direction posizive (ou
directe) sera toujours celle dont le choix rend positif U'intervalle
enceint par ce contour, et la direction négative (ou rétrograde) sera
Popposée de celle-ci.

Pour abréger, et bien que I’expression (g) ne soit qu’'une somme de
plusieurs intégrales définies impliquant des fonctions différentes, on
la nomme encore intégrale definie de la différentielle xdy — v dx,
prise sur U'anneaw |C| (dans le sens attribué a celui-ci).

On peut dire que la totalité du plan des zy est un intervalle franc
_illimité, & Uintérieur duquel tombent tous les points (x, y).

IV. Deux points marqués arbitrairement sur 'anneau d’un inter-
valle franc (invanescent) le divisent en deux chemins dirigés, for-
mant toujours deux anneaux (qualifiés) quand on les assemble res-
pectivement d’une maniere convenable avec les deux levres d’une
coupure résultant de la duplication, en sens inverse, d’un chemin
quelconque tracé de I'un & I'autre des points dont il s’agit. L'inter-
valle considéré se trouve alors décomposé additivement (7) en les
deux autres que les nouveaux anneaux délimitent; et la répétition
indéfinie de la méme opération sur ces nouveaux intervalles, sur ceux
qu’elle en fait naitre ensuite, conduit & toutes les décompositions pos-
sibles de 'intervalle primitif (¢f. 3).

On a exéeuté une division de I'intervalle, si 'on s’est arrangé de
maniere que tous les produits de la décomposition soient d’un méme
signe, partant de celui de 'intervalle primitif. On remarquera qu’alors
tout point appartenant @ une des coupures a pratiquer, ou bien intéricure
@ Uun des intervalles partiels, est essentiellement intérieur a Utniervalle pro-
posé; d’ou I'importance marquée de I'intéricur d’un intervalle franc,
relativement i son extérieur (Cf. 3).

On peut, et cela d’une infinité de manieres, faire en sorte que les
dimensions des intervalles partiels soient toutes inférieures & une
quantité positive choisie & volonté, en tracant méme arbitrairement
tant de coupures que 'on voudra (4 U'intérieur de I'intervalle donné).

V. Un intervalle franc (invanescent) jouit de la propriété tres im-
portante d’étre connexe, c’est-a-dire que, deux points ayant été mar-
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qués arbitrairement dans son intérieur, on peut toujours tracer de
Pun a l'autre quelque chemin dont tous les points soient aussi inté-
rieurs au méme intervalle.

Pour un intervalle polygonal, la chose est rendue visible par sa divi-
sion en triangles disposés de maniére que les points considérés appar-
tiennent & ’ensemble de leurs enceintes; car ces triangles étant d’un
méme signe, les points de leurs enceintes sont tous intérieurs a I'in-
tervalle considéré (IV), et quelques parties de ces enceintes, & choisir
convenablement, s’assemblent évidemment en un chemin (au moins)
ayant pour extrémités les points dont il s’agit. Ensuite, elle s’¢tend
immédiatement & un intervalle curviligne, par la considération de
I'intervalle polygonal variable |P,| de I’alinéa III, construit dans des
conditions & comprendre dans son intérieur les deux points consi-
dérés.

VI. Des droites paralleles, I'une & V'axe des x, autre & V'axe des y,
ont pour équations, la premiere

I'autre
'x:x‘lﬁ :}’———t,

et se rencontrent toujours en (x,, y,).

L’orthorhombe est le plus simple des intervalles dentelés, en nom-
mant ainsi ceux qui ont une enceinte polygonale, décomposable en
segments rectilignes, paralleles tantdt & un axe, tantot & ’autre. Son
enceinte a pour soudures quatre points de la forme

(]0) ((p“)’y“)), (x(:"),y(l))’ (x(ﬂ)’)'(‘-'))’ (_x(l)’yfz)),

et ses cotés unissent chaque soudure a la suivante, la derniere  la
premiere.

Sil’on a

aM=a®,  oubien  yW=y),

le contour est impropre, I'intervalle vanescent. Si non, et si ce con-
tour n’est pas répété, on a évidemment affaire & un anneau. Si, enfin,
on attribue & cet anneau la direction marquée par 'ocdre (10) de suc-
cession des soudures, l'intervalle est franc, et, pour sa mesure, la



SUR LA THEORIE DES INTERVALLES BINAIRtS, ETC. 207

réduction de 'expression (7) conduit au résultat tres simple
(x(ﬂ)__ x“)) (y(‘l)_y(l))’

produit des facteurs numériquement égaux i
|2 — 20|, |y — ],

dimensions de U'orthorhombe. Les points intérieurs sont ici ceux pour
lesquels les points primaires x et y sont respectivement intérieurs
aux intervalles primaires | ™|, |y 2|,

Un intervalle franc |5, quand il est dentelé, est évidemment décom-
posable en un nombre limité d’orthorhombes de son signe, dont les
dimensions sont inférieures a telle quantité positive qu’on aura voulu
choisir. Quand il n’est pas dentelé, une pareille décomposition est
impossible; mais, appelant O une quantite positive arbitraire, on peut
tout aw moins assigner un intervalle dentelé | 5|, franc aussi et de méme
stgne, partant susceptible de la décomposition dont ol s agit, qui ébauche
le proposc a ) pres par exces, tel, veux-je dire, que loul point iniérieur
a |} le soit aussi a |54, et que, pour tout point (x, y) interieur a celut-ci,
quelque point (z,,y,) intérieur a {’autre donne a la fous

].17-——-‘1,'”;/;0, i}’_)’ol;r):

el, quand () tend vers o, la mesure de |54} a celle de |5\ pour linute. Mais,
malgré Uutilité dont sera pour nous la premiere partie de cette propo-
sition, j'en supprime la démonstration & cause de sa facilité et de
quelques longueurs.

VII. Les considérations précédentes procurent une démonstration
catégorique d'une proposition dont le pendant géométrique n’a résulté
jusqu’ici que de constatations empiriques : un contour qualifi¢ qui, d
partir d’une figure initiale consistant en un simple anneau, se deforme
progressivement sous la seule condition de ne jamais se nouer (7) ne peut
étre amené en coincidence avec aucun autre annecaw dont la qualifica-
tion serail opposce a celle du premacer.

Puisque le contour reste exempt de noeuds, il se réduit sans cesse
4 un anneau variable qui demeure propre, qui enceint par suite un
intervalle frane dont la mesure ne s’évanouit jamais. Or, de quelque
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maniere que I'on introduise des paramétres p, ¢, ... dans les éléments
de cet anneau variable (coordonnées de ses soudures, fonctions carac-
térisant ses cOtés), mais ce & titre olotrope, puisque le calcul des fonc-
tions non olotropes est encore inconnu et le sera vraisemblablement
toujours, la mesure de I'intervalle enceint devient, d’apres la nature
de D’expression (g), une fonction olotrope de p, ¢, .... Il est donc
impossible que cette fonction change de signe puisqu’elle ne peut
s’évanouir (22%).

9. L’addition topographique de plusieurs intervalles francs (inva-
nescents) et de signes identiques conduit & un nouvel intervalle qui peut
ne plus étre franc, mais auquel an point donné est dit ineérieur quand
il I'est & quelqu’un des intervalles proposés, extérieur quand il Iest a
tous ceux-ci, et dont la mesure, somme analytique de <celles des pro-
posés, est calculable par le procédé expliqué ci-dessus (8, III).

Quand ces derniers sont tous contigus deux & deux par des chemins,
le résultat de leur addition est encore connexe (8, V) parce que les
chemins de contiguité s’assemblent en coupures que la réduction fait
disparaitre. Si I'enceinte réduite est formée par des anneaux qui ne se¢
rencontrent pas, les intervalles proposés sont tous extéricurs les uns
aux autres, en ce sens qu’'aucun point ne peut étre intérieur i plus
d’un d’entre eux; en d’autres termes, ils ne se recouvrent pas, les uns
les autres, leur somme est indupliguée. Si non, ils se recouvrent plus
ou moins, et la discussion de leur somme exige des moyens analogues
4 ceux que 'on emploie dans I'étude des surfaces de Riemann. Nos
anneaux impropres (6) ne different pas, au fond, des coupures de
cette théorie; c’est pourquol ce nom leur a été conservé.

Les intervalles francs demeurent les principaux & considérer, parce
qu’ils sont irréductibles a4 d’autres dont la nature serait plus simple,
et qu’ils reproduisent, par voie d’addition ou de soustraction, tous les
intervalles imaginables.

10. Une fonction réelle f(«, y) des deux variables réelles z, y est
olotrope dans un intervalle donné {5| (auquel la notion d’intérieur est
applicable), quand il existe deux quantités positives invariables ¢,
S,, ce sont les olométres de la fonction dans cet intervalle, telles que
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S(x + h, y + k) soit développable en une série entiere en 2, %, chaque
fois que le point (x, ) est intérieur & Uintervalle et que les valeurs
numériques des aceroissements 4, £ sont inférieures i ¢, o,.

Pour tout orthorhombe (8, VI) intérieur & I'intervalle |5/, dont les
sommets seraient (x,,y,), (s, 1), (22, ¥s), (2, ¥.), cette défini-
tion ne donne pas autre chose que ce que j’ai nommé une fonction de
variables guelconques, olotrope avec les mémes olometres ¢, c,, sur
les segments des axes de leurs premiers ¢léments, limités par les
points x, et x,, y, et y, (Cf. 139" et suiv.).

Si enfin I'on prend 0 < 3, et <3, f/(a, y) est encore olotrope dans
tout intervalle dentelé ébauchant {5} & 0 pres par excts (loc. cut.),
mais avec des olométres égaux seulement & 6, — 0, &, — 03 c’est ce
que montre un raisonnement tout semblable a celui du n° 142",

11. Une fonction localement olotrope dans le méme intervalle |5 |
supposé maintenant connexe (9), avec les olometres c,, ¢,, n’est que
la quantité variable ¢ (2, ) dont la valeur { (@, yx) en (@, yx), point
quelconque intérieur a l'intervalle, se calcule par le procédé suivant :

1 prendre a I'intérieur de [5] un premier point (z,, y,) invariable,
puis, & volonté, d’autres formant avec celui-ci et (@, y,) la suite

(”) (xU,)’O)r ('l"h_}’l): (1‘2,3’2), s ey (x/cvh_}/lc—l); ('Z'In ,}//c)’
ou I'on ait toujours, pour deux termes consécutifs,
| Ljgy — Xy ] < 6.,,, I Yir—Yi l < ay’

ce qui est possible puisque I'intervalle est supposé connexe;
2° dans une série entiere indéterminée, a deux variables «, y,

xm i n

Ry 'l"
19 @y @y = -y g : -+ ..
(12) v 107y 01y MR L 1.2, .. ’

attribuer aux coefficients ..., «,, ,, ..., des valenrs numériques
(13) (10,0’ (11,0, ao.ir LI a/n,n’ ceey

arbitrairement choisies sous la seule condition de lui faire acquérir
des rayons de convergence au moins égaux & 8,, ¢,, puis former la
Ann. de UFe. Normate. 3° Sirie. Tome X VI. — Mar 18gg. 27
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premiere série

X —

X Y —=Yo
(14) ‘4’0(‘13’)’):“0,0’*“11,0“—7—‘9 -+ @y, ————

3° dans la méme série (12) prendre

—_ m, n)
“m,n—‘yo’ (xlsyl)

et former la deuxieme série
x — x,
I

(13) %(w,y):LIJo(xi,yl)+%"”’($ny:)

y —
PO (g, y,) - 1 Yo o ...
4° toujours dans la méme série (12), faire

Cmyn=— ‘P({"’") (‘T:’.’ 7’2)

et former la troisieme série

(;L'———.‘r m —_— e, )
)L )" (Y —e) -
I.2.../n 1.2...n

(16) ba(z, y)=U1(20, ya) 4. . .= G (24, ¥y
5° et ainsi de suite, jusqu’a une derniere série

(17) et (2 ) = Ypma (Bhmty Yiems) + - -

(2 —xp— )" (¥ — Yr=)"
I

= P (o -
Y (Zamts Fimi) 2...m 1.2...7n

o,

tout ceci sous la supposition expresse que les séries (15), (16), ...,
(r7) admettent toutes, comme (14), des rayons de convergence au
moins égaux & oy, 3

6° prendre enfin

¥

'~P ( Xy }"/c) = Ll//.'—l ("L‘In ,)’/A'),
plus généralement
Ylm ) (24, Yi) =Y (2, Ya)-

Bien que les données de cet algorithme soient les quantités inva-
riables (z,, y,), (13) et (x4, ), bien que les premiéres ayant été une
fois fixées, la valeur du résultat dépende de celles de ay, yu, il va de
soi qu'elle peut dépendre encore des termes intermédiaires de la
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suite (11), autrement dit du chemin polygonal suwi dans [’inier-
calle |5| pour aller ainsi du point (x,,y,) au point (xx, y;).

Quand les valeurs de ¢ (x, y) et de toutes ses dérivées se trouvent
ne dépendre en rien de la forme du chemin tracé de (x,,y,) & (x,¥),
point quelconque intérieur a I'intervalle considéré, cette quantité est
monodrome dans cet intervalle et ne differe que par un mode de géné-
ration spécial, d’une véritable fonction donnée olotrope dans inter-
valle.

Quand il en est autrement, cette expression n’est pas méme une
fonction, cela tout au moins relativement & la totalité de U'intervalle.
Mais, en raisonnant exactement comme aux n° 172* et suivants, on
prouve que, st Uintercalle |5 est franc (8), la quantité {(z,y) ne
peul v étre localement o/om)/)c sans y étre en méme temps monodrome,
sans 8’y réduire par suite @ une vériable fonction olotrope. Et, comme
tout intervalle connexe qui n’est pas franc peut, évidemment, étre
divisé en d’autres qui le sont tous, les valeurs prises par notre quan-
tité ¢ (a,y) dans chacun de ces derniers, considéré isolément a I'ex-
clusion des autres, appartiennent tout aussi bien a de véritables fonc-
tions, chacune olotrope dans I'un de ces intervalles partiels; d’oti le
nom de fonction conservé a ¢ (x,y), méme pour la totalité de I'inter-
valle {51,

Inversement, la conception simultanée de plusieurs fonctions

1/1("”‘7._')/)1 .ﬁz('l'v 7); ey

qui, dans des intervalles connexes, d’un méme signe, et contigus par
des chemins, |5, |53, ... sont olotropes, avec les paires d’olométres
(24,80, (85, 8%), ..., et dont deux consécutives quelconques, en
quelque point de contiguité des intervalles correspondants, prennent,
elles-mémes et leurs dérivées semblables de tous ordres, des valeurs
numériques ¢égales, équivaut en tout a celle de quelque fonction
unique f(x, y), localement olotrope dans la somme topographique

I 3 4

avec des olometres 2, o, égaux, 'un ¢, & la plus petite des quan-
~N N

L N (2 . . N N
tités ', o', ..., l'autre ¢, au moindre terme de la sunite }', &%, ...
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12. Considérons maintenant deux fonctions de «, y, savoir
U(z,y), V=, ),

I'une et I'autre olotropes & P'intérieur d’'un méme intervalle |5{ franc
ct invanescent, avec les olométres communs ¢, o,, ct le point (u, ¢)
dont les coordonnées sont données par les formules

(18) wu=U(z,y), v=V(z,%),

point que nous dirons correspondre & (x,y), ainsi que toute figure
formée par des points (u, ¢) & celle que constituent les points (a, y)
dont ils ont été ainsi déduits.

Quand les dérivées premieres de U(x, y), V(x,y) sont, toutes
quatre, identiquement nulles, ces fonctions dégénerent en certaines
constantes C, D, le point («, ¢) reste immobile en (C, D), de quelque
maniere que (x,y) se meuve a I'intéricur de |5}, les équations (18)
entre les inconnues x, y sont, soit impossibles quand («, ¢) ne coin-
cide pas avec (G, D), soit doublement indéterminées quand le con-
traire a licu. Bn d’autres termes, a Uintervalle | 5|, pour (z,y), corres-
pond, pour (u,¢) Uintervalle bi-vanescent que le seul point (C, D) pew
étre censé constituer.

Quand, ces dérivées n’étant pas teutes identiquement nulles, le
déterminant différentiel de U(a, y), V(x, y),

dU dU

' | a4y
®(z,y)=

(19) (#0)=\| v av

dz dy

jouit de cette propriété dans lUintervalle considéré, 'une des fonc-
tions U, V, la seconde par exemple, se réduit certainement & quelque
fonction composée finie Q(U) de Pautre (314™); et, quand (x, y)
décrit un avc ordinaire x = ¢(¢), y =7y(¢), son correspondant en
décrit un de méme genre, si toutefois la dérivée de la premieére des
fonctions composées de ¢,

(20) Ulo (), ()1 V[e(), n(0)],

ne s’annule pas dans Vintervalle primaire otr ¢ varie, car ces deux
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fonctions sont, d’autre part, toutes deux olotropes. En ce cas, et i
cause de V(x,y) = Q[U(x, y)}, cette dernitre ligne, dont les équa-
tions peuvent étre écrites u=s, v = Q(s), est absolument indépen-
dante de la premicre; en d’autres termes, a intervalle | 5| tout entier,
ne correspond que U'intervalle une seule fois vanescent, constitué par la
ligne en question. (Pour un tracé du premier arc qui réduirait la pre-
micre des fonctions (20) a quelque constante C, la seconde ligne
dégénérerait en u=C€, v = Q(C), c’est-i-dire en un simple point.)
Les équations (18), entre les inconnues x, y, sont impossibles quand
le point (&, ¢) n’est pas sur la ligne u =35, v = Q(s), et simplement
indéterminées quand it tombe sur elle.

Quand enfin le déterminant (19) ne peut prendre la valeur o dans
Vintervalle |51, ('arc décrit par (u, ¢) est nécessairement ordinaire, puis-
qu’alors les équations numériques
entraineraient

9'(¢) =7(t) =o,
fait incompatible avec la qualité ordinaire supposée & l'arc décrit
par (z,y); et si celui-ci vient & se déformer, 'autre ne peut rester
invariable, ce que la proposition suivante va nous permettre de con-
stater implicitement.

13. Quand le déterminant ®(x,y) ne peut s évanouir dans inter-
valle 5| ( franc, invanescent), il y conserve un signe constant, ct l’'on peut
assigner une quantité positive o. asses petile pour qu'un intervalle franc,
de dimensions inféricures a o, son intérieur et son exterieur, aient respec-
tivement pour objets correspondants un intervalle franc, de méme signe
ou de signe contraire selon que le signe invariable de ®(x,y) est +
ou —, Uintérieur de cet intervalle et son cxtérieur.

1. Dans Uintervalle |5}, le déterminant ®(x,y) conserve un signe
constant, et l'on y a loujours

(21) e rl>s,

S représentant quelque constante positive.
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Sien (x,y,), (2., ys), points distincts et intérieurs & |5/, ®(x, y)
pouvait prendre des signes contraires, le tracé entre ces points de
quelque arc ordinaire z =¢(¢), y =y (¢), intériear a I'intervalle,
donnerait la fonction composée de ¢,

@[ (), x(¢)],

qui servait olotrope de ¢ = ¢, 4 ¢t = ¢,, qui prendrait des signes opposés
en ces valeurs extrémes, qui, par suite, s’évanouirait certainement
pour quelque valeur ¢, de ¢, intérieure & cet intervalle primaire (22*%).
La fonction ®(z, y) prendrait donc au point [ ¢(¢,), 7.(¢,)] la valeur o,
ce qui est contraire & ’hypothese.

Considérons maintenant un intervalle dentelé |35} ébauchant |3/ a
0 pres par exces (8, VI), 0 ayant été pris au-dessous de ¢, ¢,, en outre
assez petit, ce qui est évidemment possible, pour que ®(x,y) ne
s’évanouisse pas non plus dans cet autre intervalle. A Vintérieur de
chacun des orthorhombes en nombre limité en lesquels Uintervalle |5y
peut étre divisé, et cela d’apres I'observation finale du n° 10, on peul
assigner & la valeur numérique de @(x,y), fonction olotrope ne pou-
vant par hypothese y passer par o, des limites inféricures positives 7',
S, ... (186%); il suffit done de prendre la plus petite d’entre elles
pour obtenir une quantité T donnant lieu a U'inégalité (21).

II. Comme @(x,y)ne peut s’évanouir dans I'intervalle dentelé |5y,
les théoremes des n°® 307%, 308* sont applicables aux fonctions impli-
cites

xr=X(u, ¢), y=Y(u, v),

qui définissent les équations simultanées
U(z, y)—u=o, V(z, y)—v=o0,

cela sans restriction relativement & w, ¢, et pour les valeurs de
(2, v) intérieures & un orthorhombe quelconque compris dans |31,
pour toutes celles, par suite, qui tombent dans cet intervalle dentelé,
a fortior: dans I'intervalle {5{; en particulier, X(u, ¢), Y(u, ¢v) sont
localement olotropes (11), avec des olometres au moins égaux a
quelque quantité positive assignable §, pour toutes valeurs de w, ¢
laissant le point [X(u, ¢), Y (&, ¢)] intérieur & }34!.
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Ceci permet, comme conclusion d'un raisonnement tout semblable
a celui du n® 11**, d’affirmer que si (x, y) marche 4 pas suffisamment
petits sur un chemin {1, 2/, , tracé arbitrairement a I'intérieur de |5/,
le point correspondant [U(x, y), V(z, y)] lié¢ & celui-ci par les rela-
tions (18), marche sur un correspondant |r, 2},,, dont, inversement,
le parcours par le point (u, ¢) fait mouvoir sur le premier chemin le
point ayant X («, ¢), Y(u, ¢) pour coordonnées.

Comme, enfin, on a

=U(z+ Az, y +Ay) — U(x, y) = U, (2, y, Az, Ay) Ar + Uy, (2, y, Az, Ay) Ay,

Ui -.., ¥y, représentant quatre fonctions olotropes de , y, Az, Ay,
aux valeurs numériques desquelles on peut assigner des limites supé-
rieures invariables pour tous les systemes de valeurs de , y coordon-
nées de points intérieurs i Pintervalle |54/, et de Az, Ay ayant des
valeurs numériques inféricures & quelque quantité positive prise assez
petite (199% e¢ suip.), on peut assigner une quantité positive « telle,
que pour de semblables valeurs de «, y et pour

) Az |La, [Ay|Za,
on ait toujours

[AUT<f,  [AV[<G,

telle, par suite, que si le point (2, y) vient & s¢ mouvoir arbitraive-
ment dans un orthorhombe quelconque |«f, de dimensions («, «) et
intérieur & {44, le point correspondant (u, ¢) ne sorte pas d'un certain
orthorhombe |8} de dimensions < (B, §). Dailleurs, appelant (z, v,)
un pointintérieur a 'orthorhombe |« |, et (u,, ¢,) le point correspondant,
les fonctions implicites X (u, ¢), Y(u, ¢) précisées par les conditions
initiales X (u,, v,) = 2,, Y(%,, ¢,) =y, sont toutes deux véritable-
ment olotropes, monodromes en particulier, dans I'orthorhombe |3/,
puisque ses dimensions sont inférieures & I’olometre commun f3.

Il en résulte que si (@, y) vient & marcher sur un anneau quel-
conque |«| tracé a I'intérieur de |}, (u, ¢) suivra un chemin |6/, non
seulement fermé, ce qui est évident, mais dénoué aussi, se réduisant
par suite & un anncau propre. La présence d'un noeud sur le chemin |6
entrainerait en effet 'existence du méme accident sur 'anneau |«/,
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puisque ce chemin est intérieur & un intervalle ol les fonctions
X(u,9), Y(u,¢) sont monodromes, et que son parcours par le point
(u, v) entraine le point [X(u, ¢). Y(u, ¢)] & décrire I'anncau |«|.

HI. En supposant le point (x, y) placé arbitrairement a U interieur
de |3, puis appelant k, k, w,, vy, wy, v, des quanltités indéterminées,
sous la seule condition que les qualre dernieres demeurent numériqguement
inférieures & quelque constanie positive 11 et donnent un determinant

wy oy -
=0,

iy I|2

qut remplit sans cesse la condition
(22) &>,
ou T représente quelque autre conslante posttive; en prenant ensiite

( q) ( Ala;‘:mlll, Al,)’:"lha
20
A2:L‘ = mz/l, Aﬂy T g i,
puis posant

x4+ A =z, y+Ay=uy,

x + Ayx = 2z, ¥+ Ay =y,

on peut assigner deux quantilés positives 1), » assez pelites pour que, sous

les simples conditions
‘ [A|Sn, | k|2 =,

les signes (8, 1) des triangles
(24) {012y,
de sommets (2, y), (., ¥1), (%4, ¥,), et
(25) %OIQ:”U7
de sommets correspondants (u, v), (@, ¢,), (U, 9,), Solent towjours
tdentiques quand ® (z, y) demeure positif, opposés quand ce déterminant
reste négalif.

En conservant les notations (24), (25) pour les mesures des triangles
considérés, et posant

uy—u=U(x+Az, y+Ay)—U(z, y)=A«, po— ¢ ==...==A ¢,

L (AT =Au, fy— 0=, . .7= Ay ¢,
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on a ¢videmment

Az Ay
Az.‘r A_)y

| -

A Ay
Agll A-z"l

| I ]
}:—(':/L/(, 5012},“.::—)

’ 2

(26) for2l,, =

[~

Comme ensuite, pour |Ax ', |Av| assez petits, ct pour toute fonction
olotrope F(a, ), la formule de Taylor donne
A=W nr o Ay L, A2r e By Ar Ay 4 By, Ay
= — A ——— 4 22 A Ar ’ N 2

dr dy 4 2,0 1,1 Y ol IEPAY
ot F,,, ... sont des fonctions olotropes de », v, Az, Ay (199%), un
caleul facile conduit a

(27) jorol,,=0(x,y)ior 2,

) . . . .
-+ ;lk@;,_,-,,;,,,-_,(w, ¥ Az, A,y, Az, A»_)‘)’)AJ .D'IA,'}/ftAZ;I:‘uA.lyh,

ou la sommation s’étend & des termes, en nombre limité, dans chacun
desquels @, . représente une fonction olotrope de x, v dans Uinter-
valle {5{, de A, z, ... pour les valeurs numériquement assez petites de
ces (uatre accroissements, les exposants des mémes accroissements
avant leurs sommes partielles ¢, +7,, i, + /, égales a 1 au moins, leur ~
somme totale égale & 3 ou & 4. Les substitutions (23) exécutées dans
I'expression £ donneront donc

(28) 2= (3L + KLY,

ol 3¢, o sont des fonctions évidemment olotropes : 1° de @, y, a I'in-
térieur de {55 2° de wy, u,, wa, my, quand leurs valeurs numériques
sont inférieures & II; 3° de 4, £, quand leurs valears numériques
tombent au-dessous de certaines quantités positives n’, ' prises sulfi-
samment petites. Aprés quoi, la combinaison des formules (27), (28),
(26) donnera

101 25

o JCh - KA
(29) ]'OI Q;rw::‘ 0 (&, y) 4 "—'l—-;——“——.'J

Si maintenant 'on appelle H, K les limites supérieures assignubles
aux valeurs numériques des fonctions Je, o¢ pour les valeurs de x, v
rendant le point (=, y) intérieur a |5/, pour celles de w, . .., u, qui

Ann.de ’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — Juix 18¢g. 28
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sont numériquement inféricures a II; pour celles, enfin, de 2, £ qui le
sont d v, ' (200%) (Cf. 11), les quantités positives 0, %, limitées par
les quatre inégalités

n <<, x <<%,
Tz 7
(30) 'ﬂ<‘;ﬁ7 '/.<—:;‘K7

satisferont a toutes les exigences de I’énoncé. Car en prenant |2|<x,
|£| <%, et & cause de (22), (30), (21), on aura certainement

<3<l®(‘ra}’)|’

t.’?(i/z -+ MA-l _ Mo+ K=
5 - T

ce qui assure a I'expression entre crochets dans la relation (29) le
signe de ®(a, y), et par suite aux triangles (24), (25) des signes
identiques ou opposés selon que ce déterminant est positif ou négatif.

IV. Revenons maintenant & I'anneau |«| de I'alinéa II, ¢t considé-
rons dans son intérieur un point quelconque (2, ¥, dont nous
nommerons (!, ¢) le correspondant. Inscrivons dans |« ! un contour
polygonal | P, |, dont les sommets auront naturellement pour corres-
pondants ceux d’un contour polygonal |Q, | inscrit dans {6/, ct, ce qui
est évidemment possible (puisque (. tend vers zéro en méme temps
que A), prenons A assez petit (8, I1): 1° pour que ces contours soient
tous deux des anneaux; 2° pour que le parcours de |«| par (z,y) ctle
parcours correspondant de |¢{ par (u, ¢) fassent rencontrer les sou-
dures de |Py|, | Q,{ dans des ordres conférant & ces anneaux polygo-
naux les signes mémes des anneaux curvilignes ol ils ont été inscrits;
3° pour que | Py | ait e point (2, y!) 4 son intérieur.

Un raisonnement facile, mais fastidieux, que je supprime 4 cause
de cela, montre que l'intervalle polygonal | Py ! peut étre divisé en un
nombre limité de triangles (de signes identiques au sien)

L
“1 fays sty “Nf:rya

jouissant tous de la propriété possédée par le triangle jo1 2/, de
I’alinéa précédent (IIT), et de I'un desquels le point (2!, ') soit un
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sommel (). Les triangles correspondants
(31> glignw ceey ;‘[N%uu

auront tous, en conséquence, le signe commun aux précédents et
a | Pyf st @(a, y) reste positif, le signe contraire si ce déterminant
reste négatif; et, comme leur addition topographique reproduit évi-
demment [Q, !, cet intervalle aura le signe de | P; | oule signe contraire,
selon que le signe invariable de ®(z,y) sera -~ ou —. Méme chose
aura donc lieu pour les intervalles j«/, [¢], puisque leurs signes sont
ceux de |Pyf, 1Qul.

Enfin le point (2, ¢() est nécessairement intérieur )6/, de méme
que (2@, y) Pest & j«|, parce qu’il est placé ainsi relativement
4 1Qu| comme sommet de I'un des triangles de méme signe (31) en la
somme desquels cet intervalle polygonal se trouve étre décomposé
(8, 1V). :

On prouvera sans plus de difficultés que, si (2, y(9) est extérieur
alaj, (¢, o) I'est pareillement & je!.

14. Le théoreme précédent s’énonce brievement en disant qu'a
tout intervalle franc, infiniment petit, du plan des xzy (8, 111, in fine),
o U(x,y), V(x, y) demeurent olotropes sans que ®(xz,y) sy éva-
nouisse, correspond dans celur des uy un intervalle franc aussi (15,
inf.), de méme signe ou de signe contraire selon que ce déterminant est
positef/ ou négatif. Il montre une analogie & remarquer entre une paire
de fonctions U(x, y), V(z,y) de deux variables ¢t une seule fonc-
tion W(z) d'une variable unique; dans ce dernier cas, on sait eflecti-
vement depuis longtemps, que deux intervalles (primaires) francs et
infiniment petits, contenant I'un des valeurs de s, I'autre les valeurs
correspondantes de W (s), sont de signes identiques ou opposés, selon
que, pour les valeurs de = considérées, la dérivée W'(s) reste positive

(1) On y réussit de mille manitres, de la suivante en particulier. Si 3P*,_§ se réduit a
un triangle ayant un sommet en (2, »©)on proeédera par des coupures respeclivement
paralléles d ses trois ciiés, que T'on multipliera et rapproehera suffisamment. Sinon, on
subdivisera de la manit¢re ci-dessus chacun des divers triangles en lesquels cet intervalle
peut alors étre divisé (8, II), mais sous la condition additionnelle, évidemment réalisable,
que (19, ¥ soit un sommet de quelqu’'un des triangles parlicls.

dnn. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — Jux 18yg. 28"
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ou négative. On pourrait donc dire presque aussi bien, d’une paire de
fonctions, qu’'elle est croissante quand son déterminant différentiel est
positif, décroissante quand il est négatif.

15. L’intervalle {¢| qui, dans le plan des u¢, correspond & l'inter-
valle |5] de celui des y peut n’étre pas franc; mais il résulte de la
méme proposition que celui-ct peut toujours étre divisé en un nombre
limité d’intervalles partiels francs {51, }3,|, ..., tels que leurs corres-
pondants | g1, 12,1, ..., le soient tous aussi. Pour cela, il suffit évidem-
ment de tracer dans {5] des anneaux tels que |« pour découper ces
intervalles partiels, en s’arrangeant toutefois de maniere que leurs
mesures demeurent numériquement supérieures a quelque constante
positive.(On le voit plus facilement encore en divisant en orthorhombes
de dimensions inférieures 4 «, mais en nombre limité, quelque ortho-
rhombe ébauchant |5/] par exces.)

Aprés quoi, on pourra agrandir ces intervalles partiels et restreindre
leur nombre, en substituant & quelques-uns pris en contiguité leur
somme topographique toutes les fois qu’elle restera franche et que
celle de leurs correspondants serait indupliquée (9).

A certains points de vue, on peut done supposer que U'intervalle | ¢
est franc aussi; et, comme alors les fonctions implicites X (u, ¢), Y(u, ¢)
précisées par les conditions initiales X (u,, ¢y) = oy, Y(tg, v4) =y,
(24, ¥o) et (uy, v,) désignant un point intérieur a [5 ] el sén correspon-
dant (intérieura | £ |ainsique nous’avons vu) sont toutes deux mono-
dromes dans lintervalle |£{, partant olotropes & proprement parler
(11), le point (x,y) correspond inversement 4 (u,¢) de la méme
maniere que, jusqu’ici, ce dernier correspondait & 'autre.

3 inite o | . » ‘ or) ;
16. Enr supposant Uintervalle | ¢ | ‘//anc comme ci-dessus, pour simpli-
Jier, en digisant | 5| en parties franches

(32) ey il

assujetties a la seule condition d’avoir des dimensions toules inférieures a
une méme quantité positive infiniment petite \, en appelant indéfiniment

o (2, 0)
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des points formant respectivement avec les intervalles partiels (32) des
Jigures de dimensions inférieures a h, points quelconques a part cela, et
en conservant les notations des intervalles eux-mémes pour représenter
leurs mesures, on a la formule

(33) i =lmE®(x, y) i1,

ou la sommation X s’ étend a tous les intervalles (32).

I. Si la fonction g(x,y) est olotrope a Uintérieur de {3| et si I'on
prend Uintégrale sur 'anneau de U'un des intervalles (32) (8, 1I1), on
finit par agoir

(34) . [ g (@, y)de + g0 (2, yo) L <|GR L],
. ll}

ou G et (x; y;) représentent une certaine constante positive et, pour
mieux preciser, quelgue point formant avec |i| une figure de dimensions
inferieures & .

1> Nous raisonnerons & partir du moment ot A reste inférieure aux
olometres de g(a, y), et nous supposerons, pour commencer, que |
a été découpt dans la bande comprise entre les deux paralleles a I'axe
des v, x — x,, « =wa,, par la parallele & Paxe des x, y =y, et par
'arc

@€ ==, Yy =y(t),

ot 7(¢) est, dans Uintervalle allant de ¢ = 2, & ¢ = x,, une fonction
olotrope de ¢ laissant un signe invariable a la différence 7.(¢) — vy,
puis nous écrirons le développement de g(x, y) par la formule de
Taylor

g(x,y) =a,0—+d; o(&—2o) + o1 (¥ —Yo)+- ..
(35) =go (@) + o, (¥ —Y0)

+ (y—20) [F@0, Yo, & — T, y =Y o) (2 — %) 4 K (20, ...} (¥ —)0)];
olt g,(z) est une fonction de x sculement, olotrope dans I'intervalle
primaire | @y, |, ot 'on a a,, = 8" (=,, ¥, ), ou en appelant H, K, A
certaines constantes positives, au-dessous de la derniere desquelles
A finit sirement par se maintenir, on a encore

(36) |7 | <H, |®|<K,
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pour toute position de (z,, ¥,) & I'intérieur de [3] et pour
(37) e —a, | <A, |y—yd <A,

en particulier, pour toute position de (x,y) intérieure a jif (199" et
SULP. ).

L’intégration des deux membres de la formule (35), exécutée sur
I'anneau de |7] donne

it

/' gz, y) dx_é’(o’”(-z‘o,.}’o)f ydr
(38) 1710 1)

lz’
:['}[6’0(43) — @ yo]de + | [(2—z0) K+ (y —y) K] (¥ — yo) d,
iz a

i

et 'on a tout d’abord

(39) f yde=—]d,
iR

A cause de

et de jxy|;1 = o, puisque cette expression est la différence des valeurs
prises par la méme quantité 2y au commencement et & la fin de P'an-
neau, d’olt
' ydx:%f{'[(_yd.t—xdy):— (il (8, 11I).

vy

1

On a ensulte

(4o) j_}[gom — ayyolde = o,
il

parce que cette intégrale est la différence des valeurs semblables de
I'intégrale indéfinie de la différenticlle exacte qui est placée sous le
signe d’intégration.

En prenant 2 pour variable indépendante, les parties de la dernitre
des intégrales (38) que fournissent les parties rectilignes de 'anneau
sont nulles parce qu'il faut y prendre, soit t=2x, ou ¢t ==a,, d’ou
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dx = odt, soit y =y, identiquement, d’olt y — y, == o3 il reste done

S l[(Z"_‘TO)JC—**(}"—)'o)m](.)"“)’o)d'”

( === [ l[(.7:——‘75'0)3‘(3—{—(vv——y(,)&t](y-—-yo)cllv,

y devant étre remplacé par 7 («) dans le second membre, et les égalités
(39), (40), (41) réduisent la formule (38) a

( [ g (&, y)de + glhh (20, y4) 14}
u‘[;

(42) i x
( - if [(2—a,)3C +(y—y)X](y—y,)dx.

Comme y—y, conserve par hypothese un signe invariable de
x =z, hx =, et, en vertu des inégalités (36), on a

5 lf ll—L——rU)Jc+ (ry —xy0)¥] (‘}"-——yo)d.:v[<‘(H+K)}_ / ‘(}”—y(,)([-l"

Ly

(43)
( <|(H-+K)%iél,

d cause de I'égalité évidente

:*:/“ (y — o) de = /.“ydx::—— el (39)
i

Ly

En recommencant enfin, sur la fonction olotrope g"(x, v), un
raisonnement analogue i celui qui nous a conduits & la formule (35),
on trouvera

(44) [ (25, yi) — &0 (@0, yo) [ < H(H -+ K),
ot H', K’ sont des constantes positives absolument indépendantes des
positions occupées par (x,,y,) & Uintérieur de {5{ et de (x;, ;) 2
Pintérieur de || (199% et swy.).
Maintenant, il suffit de combiner ensemble I'égalité (42) et les iné-
galités (43), (44), puis de poser
H+K-+H+K=G,

pour arriver & I'inégalité (34) que nous voulions établir.



22/ CH. MERAY.

2° Supposons, en second lieu, que 'anneau |z| soit d’une forme
quelconque, mais que sur chacun des arcs curvilignes qui peuvent
entrer dans sa composition, y reste fonction olotrope de [ ¢’est-a-dire
qu'en y posant z =9(2), y =7.(¢), on n'ait jamais 9'(z) =o]; on
pourra évidemment diviser lintervalle [7] en un nombre limité
d’autres

’

(43) t's,

ayant tous la forme considérée ci-dessus (1°), conduisant par suite aux
inégalités

...........................................

parce que chacun d’eux etle méme point («,, y,;) forment toujours une
figure de dimensions inférieures & A. Pour retrouver 'inégalité (34),
il suffira donc d’additionner les précédentes membre & membre, en se
rappelant que tous les intervalles (45) sont d’'un méme signe, et en
ayant égard aux égalités

(46) D SRV

(47) s glx, y)de+...=| g(=y)de.

il ! 1
1l {7}

La premiere est évidente; la seconde a lieu parce que, les inter-
valles (45) étant d’un méme signe, leur contiguité s’optre par des
chemins dont les directions sont forcément opposées, et qu’ainsi les
parties correspondantes des intégrales du premier membre sc dé-
truisent deux & deux, qu’il en reste seulement les parties afférentes
aux portions de I'anneau ||, dont Paddition reproduit I'intégrale du
second membre.

3° Les points des parties curvilignes de I'anneau |¢! ol y peut cesser
d’étre fonction olotrope de « sont en nombre essentiellement limité,
parce que ces parties sont en nombre tel, et que, pour chacune d’elles,
¢'(¢) fonction olotrope ne dégénérant pas en une constante ne peut
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offrir des zéros en nombre illimité (4™). Si donc on retranche de ’in-
tervalle |Z| et de son anneau des parties de dimensions infiniment
petites, contenant chacune un des points dont il s’agit, et cela, par
exemple, au moyen de deux coupures rectilignes paralleles aux axes,
il restera un intervalle variable donnant prise constante (2°) i I'inéga-
lité (34), comportant, en outre, unc mesure et une intégrale qui ont
pour limites évidentes |c| et 'intégrale que nous considérons; d’ou
'extension certaine de cette inégalité a I'intervalle |z.
II. On a

(48) f a(x, y)de =—1limE g (x, y)id,
3

(49) [, gl@ndr= lim3ghnta, )i,
1™ .

o les intégrales sont prises sur 'anneau de Uintervalle |3, et ou le
signe X a la méme signification que dans la relation (33).

En additionnant membre & membre toutes les inégalités du genre
de (34) que I'on peut écrire pour les divers intervalles partiels (32),
puis ayant égard & des égalités analogues & (46), (47), il vient immé-
diatement

’/ glx, y)de +~ g0 (@, y) it | <[ GRS},
S ¥

d’ol1 la formule (48), puisque A est une quantité infiniment petite.

L’autre (49) s’établit par la simple permutation de « en ) dans les
aisonnements qui précedent; le second membre y est pourvu d’un
signe différent, parce qu’au lieu de I'égalité (39) on rencontre

ady ={i|.
1

II. On a maintenant (8, III)

I

{f"\_z.—_~f (udy —vdu),
(L

2

ou bien, si 'on change de variables au moyen des formules de trans-
Ann.de Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — Juix 189g. 29
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formation (18),

1 e AY dav du dU )1
h_g[ [L<~——a’ +5737d‘y -V erdx—}—dyd_} -

cZV dU o AV duy

d’ott la relation (33) dont nous voulions démontrer I'exactitude, en
appliquant les formules (48), (49) & la transformation des deux der-
nieres intégrales et en ayant égard aux identités évidentes

7 \ 2 2
AL FRN T AR LR}

dy \~ dr dx, dxdy dx dy
d dav dU: azv av
dx (U dy v ?l?) = Olny)+ (U dredy Vclm((y>'

L7. Quelle que soit la fonction [(z,v), olotrope dans Uintervalle |51,
la vartante

(50) /S (xe, y) i,

construite avec elle, comme celle du second membre de la relation (33) l'a
eéte avec ®(x, y), est toujours conyergente.

[. 1l existe quelque paire de fonctions, olotropes dans le méme inter-
valle,

(51) Pz, y), Q(z, ),

dont le déterminant différentiel est précisément égal a [(x, y).
Pour en former une, il suffit effectivement de prendre (*)

P(x, y)= 02, y), Qlz,y)=y,

dar+q (2, v)
dar dyv
ture, parfois souverainement encombrante et incommode, quoique classique, et j'emploic
souvent avee avantage la nolation f, @) (., y), simple extension au cas de plusicurs
variables, de celle de Lagrange, f'»)(x), pour le cas d'une seule (159*). L’introduction
d’aceents négatifs permet de conserver les mémes avantages dans le caleul inverse des
dérivées : si, par exemple, p, ¢ sont des entiers absolus, f-r, ¢ (z, y) représentera le
résultat du calcul consistant & exéculer, sur f(x, y), p intégrations (indéfinies) par rap-

(1) Pour représenter la dérivée » j'ai proposé de substituer a celle Geri-
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puisqu’il vient alors

dpP  dP

dz dy | | flx,y) fb"(a,y)

dQ  dQ = o [ ’:f(a?,y).
dr dy

Il existe méme une infinité de paires de semblables fonctions (21,
inf.), parmi lesquelles, évidemment,

P(z, )=z, Q& y)=/"=a,y)[= [ f(z,y)dy].

Il. Si /(z, y) ne s’évanouit jamais dans U'intérieur de |3/, et si, &
o . .
intérieur de cet intervalle, les relations

p=P(r,y), ¢=Q(x,y)

font correspondre celui d’un intervalle |ot{, franc aussi, le théoreme
précédent (16) donne immédiatement

lmX f(e, ¥)ii} =&

Si jx | n’est pas franc, il est toujours décomposable en parties telles,
par unc division convenable de |5] (15), et la formule précédente sub-
siste évidemment.

1. Quand f(a, y) s’évanouit identiquement a 'intérieur de |5, on
a de suite

limE f(x, y)ii) =lim3o.{{} =o.

Quand f(x,y)y prend la valeur o, mais non identiquement, le cas
se ramene facilement au précédent par la considération de coupures
variables retranchant de |5 | des parties, de mesures infiniment petites,
en dehors desquelles /(, y) ne s’évanouit plus; mais il est superflu
de nous engager dans cette discussion.

port & @, accompagnées de ¢ différentiations par rapport & y, toutcs opérations dont
Pordre est indifférent (224* et suiv.). De méme, f~7,~2(x, y) équivaudra &

les inlégrations étant en nombre total = p ~ ¢. C’est cette notation que j’emploie ici, el
plus bas encore (24, inf.), ot son utilité sera plus apparente.
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18. La limite de la somme (50), qui se présente si souvent dans les
applications géométriques et autres, a été nommée l'intégrale definie
double de f(x, y) dx dy, prise dans 'intervalle |5, et on peut la repré-
senter par

(52) / flx, ¥)dzdy.
. J iz

Pour la calculer, il suffit, d’aprés ce qui précede, de chercher une
détermination de 'intégrale indeéfinie binaire de la fonction f(x, y)
considérée comme un déterminant différentiel, savoir quelque paire de
fonctions (51), puis de prendre cetle paire de fonctions aux limites
de |5], ¢'est-d-dire de prendre la mesure de 'intervalle |o¢| ayant pour
enceinte le contour que décrit le point [P(x, ), Q(z, y)] quand («, )
décrit 'anneau de 5| (dans le sens voulu), mesure donnée par la for-
mule (8, III)

(53) }(‘}L’{:i/ (/)(l(/——(/a’/)):l/ (PdQ — QdP),
2J10 2J18
ol
dap dp . a0 dQ)
) — ’ —_— ~ o —_— ’
dP = o dx + Zy dy, d(‘)_dx : dy dy.

La dénomination d’intégrale double se trouve justifiée par la super-
position des deux intégrations simples qui sont nécessaires au calcul
de D'expression (52), savoir : la premiere, de nature binaire, pour
passer de f(z, y) a quelque paire d’autres fonctions (51) dont elle
soit le déterminant différentiel, la seconde, de nature primaire, i exé-
cuter dans le dernier membre de la formule (53). De tout ceci, res-
sortent, dans la conception des intégrales doubles, des analogies main-
tenant frappantes avec les intégrales simples, et aussi, pour leur
calcul, un procédé infiniment plus large & cause de I'indétermination
d’une intégrale binaire (21, inf.), indépendant de toute distinction
entre les variables x, y, semblant devoir faciliter le maniement de ces
expressions dans bien des circonstances.

Pour retomber par exemple sur la regle classique, propre au cas ou
intervalle |3, supposé positif, est découpé dans la bande comprise
entre les paralleles & 1'axe des y,

T =Ty, z=X (2o < X)
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par les arcs (ordinaires),
y=ooz), y==0(x) [oo(z) < O (2)],
il suffit de remaf'quer que l'on a aussi, comme au n° 16, I,
{DC}:-——f qdp:——f QdP,
() 34
et de prendre (17, I, in fine)
Pz, y)==, Q(z, y) = f0 "z, y).
Il vient alors
/f Sz, y)de dy —= | )}
SRULY
— SO (x, y) dx
YEY
X + Yo
— —/ SOz, oi(2)] dx — SOz, ®(2)] dr
ay X
X
= [, ()] - S [, ()] |
0X .'I’(.z')
= [ de [ faydy.
v Y g,lr)

En choisissant effectivement y pour variable indépendante sur les par-
ties rectilignes de I'anneau de {5{, il vient immédiatement dx = o.dy,
parce qu'on y a & = x,, ou bien # == X, ce qui entraine la nullité des
parties correspondantes de l'intégrale simple & prendre sur cet an-
neau.

19. Des considérations précédentes, on tire, en tous cas, une dé-
monstration d’une rare facilité, pour la formule servant & exécuter un
changement de variables dans une intégrale double, formule d’olt res-
sortait depuis longtemps, entre les intégrales doubles et les intégrales
simples, mais inexplicable, une analogie du genre de celles que nous
venons de signaler. ,

Si les fonctions g(&, 1), h(%, ) sont olotropes a U'intérieur d’un inter-
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valle franc |Q!, et si, quand (&, n) décrit I'anneau de cet intervalle, le
point, de coordonnées

=g&mn),  y=h(En),

déerit celui de |3}, on a

f . f(.r,y)dxdy—/ f[( n), (&, n)] A(E, n)dE dn,
I3

ou
dg dg
. . _|di dn
(DD) A(Q’ n> - _(_{_/E (—l_/_l,
dt  dn

Nous avons effectivement trouvé (17, IT)

—
13
(=)

~

/ S, y)yda dy = (X1,
3

1| étant toujours I'intervalle dont I'enceinte est décrite par le point
de coordonnées

p="P(z,¥), q=Q(x, ),
quand (2, y) décrit I'anneau de |3/, ou bien, ce que notre hypothese
fait revenir au méme, par le point de coordonnées
p=rGn)=PlgEmn), h(Em),  g=a(E 1) = QL5 (&), £(E, )],

quand (&, ) décrit 'anneau de {Q{. La formule (33), appliquée i la
mesure de I'intervalle joc|, donne donc, sous le bénétice de la défini-
tion de l'intégrale double (18)

dp dp
mcz:f/ 5 d
oy da o da |
di dn |
dyg  dy
mff kp(i’o’[ (&) k(g )] POY[g(E0),h(E0)] | | 4 dn
ol QWO T gE,m), h(E,n)] QUU[g(E ), h(E )] dh  dh

(/c_ ?[71

d’apres la regle de formation du déterminant différentiel d’une paire

dzd
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de fonctions composées (306™ bis). Pour arriver i la relation (24), il
suffit maintenant d’ajouter membre & membre (56) et (57), en ayant
égard & (55) ainsi qua
POz, ) PO (z,y) |

Q0 (z, ¥) Qb (x, y)

20. Deux fonctions U(, y), V(«, y), toutes deux olotropes dans
I'intervalle franc |5, donnent lieu 4 la relation

A r N Y /dV  dU ,
/(Ud"c+V({}>‘—([L/‘3‘<Z[§M7/a;>dﬁdy’
tn§

i
MY

Sz, ).

(ui est bien connue, mais que nous notons en passan( parce (ue nous
I'avons, pour ainsi dire, déja démontrée. Pour y arriver, il suffit effec-
tivement d’ajouter membre & membre les formules (48), (49), apres
avoir pris g(x, y) = U(x, y) dans la premiere, g(x, y)=V(x, y)
dans la seconde, et d’avoir égard a la définition de lintégrale
double (18).

De la relation en question dérive, par la voie la plus rapide, la con-
dition nécessaire et suflisante pour que lintégrale simple, figurant
dans son premier membre, s’évanouisse sur tous les anneaux, ou bien
encore, ce qui est équivalent, pour que I'intégrale de la méme diffé-
rentielle conserve une valeur invariable sur tous les chemins tracables
entre deux extrémités fixes quelconques : cette condition est évidem-
ment que la fonction entre parentheses dans intégrale double soit
nulle identiquement, c’est-d-dire que Udx + Vdy soit une différen-
tielle exacte.

21. Les considérations du n° 17 posent naturellement le probleme
suivant que nous allons résoudre :

Intégrer binairementune fonction donnée, [(x, y), de dewr variables,
c’est-a-dire trouver toutes les paires de fonctions P(x, y), Q(z,y), qui

donnent

dP  dP

dz dy

(lQ CZQ "'/('r’.) )"

dz dy

(58)
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I. Si I'on a f(x,y)=o identiquement, on voit immédiatement
(314*) qu’il faut prendre, ou bien
Q(z, y) =const., P(z, y) = indéterminée,

ou bien
Q(z, y) = indéterminée, =~ P(z,y)=3[Q(z, »)],

» représentant ici la caractéristique d’une composante arbitraire 2 une
seule variable.

II. Sinon, et en supposant d’abord que /(w,y) =1, cest-a-dire
qu’il s’agisse seulement d’intégrer I’équation

® ap
. ) dx d)’ P(lvo)(;p, Jf) P(O,U(z,y)
. -= =1,
(59 dQ  dO Q0 (2, y) QUb(z,y)
Z

nous remarquerons que les dérivées d’aucune des fonctions inconnues
ne peuvent s’évanouir toutes deux identiquement, et nous prendrons
arbitrairement la seconde fonction Q (x, ), en admettant que sa dérivée
par rapport & y n’est pas identiquement nulle. On pourra, des lors,
substituer 4 «, y les nouvelles variables s, ¢ liées a elles par les for-
mules de transformation

(60) z=s  Q=y)=¢
donnant par leur résolution
(61) x =S5, y=mn(s,¢).
Si maintenant on pose
Pls,n(s, )] =w(s,¢), Qs n(s, )] =y(s, )[=¢],
il viendra, en différentiant par rapport a s,

dos p
as = P0)(s,n) + POY (s, )00 (s, ¢),

a
L = QU (s, m) -+ QU1 (s, 1)1 (s, ) =,
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puis, en différentiant par rapport a ¢,

dy,
X — Qo1 (0,1) =1.
=77 = QO (s, n) 00V (s, £) =1

De sorte que ’exécution, dans I’équation (59), des substitutions
(61), puis I'addition, aux éléments de la premiere colonne du détermi-

nant, de ceux de la deuxieme, multipliés tous deux par 79 (s, ),
laissera

dw _
—_ 1-)(071)1‘3 ) (S [)]
ds ’ ’ =1,
d’olt © 110l (s, t)
dos

—— — a0 (s, ¢
Z; (s 0,

puis immédiatement

(s, t) =n=H1 (5, ¢) +8(L),

ou la notation n=""(s,¢) représente quelque détermination de
/ 7" (s, t) ds (Cf. note de la p. 226), ot z est une fonction arbitraire

d’une seule variable. En opérant donc dans cette formule les substi-
tutions inverses (60), il viendra définitivement

P(z,y) =abV ]2, Qz, y)] -+ ¢[Q(z, y)];

¢’est 'expression de P(a,y) au moyen de Q(«,y) que nous cher-
chions.

La fonction 7 (s, ¢) prenant évidemment toutes les formes possibles
quand on fait varier indéfiniment celle de Q(a,y) dans les transfor-
mations (60), et inversement, on peut considérer tout aussi bien les
solutions de I’équation (59) comme fournies par les formules

¥y = 'f}(#l‘, Q)’
P=n=5(z, Q)+ 2(Q),

i résoudre par rapport au couple (P, Q); 7, » représentent ici deux
composantes entierement arbitraires. On vérifiera facilement d’ailleurs,
que les racines de ce systeme d’équations finies satisfont bien, quelle
que soit n(z, Q), a I'équation (59) considérée en ce moment.

Ann. de U’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — Juix 18gg. 30
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En posant n="9(s,?) = o(s, ), composante encore arbitraire, les
formules précédentes prennent la forme

y =0b9%(2,Q),
P=10o®"(2,Q)+2(Q),

d’ol1 a disparu tout signe d’intégration.

I1I. Supposons en dernier lieu, que, f(x, y) étant == o identique-
ment, mais quelconque & part cela, on connaisse une intégrale parti-
culiere [ p(=,y), ¢(=,y)] de 'équation proposée (58).

Comme le déterminant différentiel de ces fonctions n’est pas identi-
quement nul [puisqu’il se réduit a f(, y)], les équations

(62) plz,y)=% q(z,y)=n

se résolvent normalement par rapport & z, y (307 ez suip.) et donnent
les formules de transformation

‘y:v(&:"n),

z=X( ),

au moyen desquelles nous substituerons les nouvelles variables Z, 0 &
x, y dans I’équation & intégrer, de la forme

dP dP || dX dX dp dp||dE¥ dx
daQ dQ||dy dy|” |dqg dg||dv ay|
dx dy dE  dn dz dy || dz dy

apres multiplication de ses deux membres par le déterminant différen-
tiel de X(%, %), Y(E, ). Nl reste évidemment

dal dll | | df d
(63) U P R N L
dt  dn dt  dn
si I'on pose

PLE(E ), ¥(&n)]=1L(E ),

En appelant donc maintenant II(€, n), E(, ) la paire générale de
solutions de I'équation (63), (II), le retour aux variables primitives
z,y, opéréal'aide des formules de transformation (62), donnera pour

QLE( 1), (& )] =E (&, ).
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Uintégrale de 'équation (58), la paire de formules
Pz ))=M[p(@,5), 9(2,3)),  Qzy)=E[p(z,y), ¢(£,¥)]

IV. La solution compléte de notre probleme résulte évidemment de
la combinaison de ce qui précede, avec la possession des intégrales
particulieres

plz,y)=f=b(z,y), qlz,y)=Y,
ou bien
p(x,y)=uxz, (/(x’)') :f(o’_”(x,)’)'

dont nous avons parlé au n° 17, 1.
22. Je termine par deux applications, maintenant tres faciles, mais

assez intéressantes, i la théorie des fonctions d’une seule variable ima-
ginaire. Elles reposent sur le lemme suivant :

A Uintérieur de tout intervalle franc |5 ot la fonction

S(x)=1w=1u+ iu"

de la variable imaginaire
x=a' 4 ix"

est olotrope avec I olomeétre S, les éléments de cette fonction,
(64) ' ="U(z', 2"), u"="U(x', 2"),

N N
. . P \ o 0 .
sont des fonctions olotropes aussi de x', x", aux olométres 5 (10), qui

donnent liew aux identites

AU _d'U dU _ dU
(65) T dw’ a7 T dx
el
d'U d'U
. da’ dx” , \
(66) au au | TN

dx' dz"

[. En supposant « intéricure & {5} et |A] =n < ¢, on a, par hypo-
these,
fle+h)y=a+ath~+...+a,hm—+...,
et la série
Gy oyn ...y,
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formée par les modules des termes de la précédente, est encore con-
vergente. En posant donc

" "

' . N ’ [ —
alll - a"l+ lalll’ l alll l - Otl]l? [a"t l - alll’
i A\
d’olt
< n < .
alll: “/ﬂ’ alll.: aIII b

en posant encore
h=h'—+ ", [ A =", [ A" |=n"

et, en supposant
! a " a
n<- n<r
2 2

d’oll ' 4+ 1" << 8, les séries
°
dya (0" 0"y .o, (0 ) A,
ag—+oy(n +n") 4., (0 ")
leur somme en méme temps,
(ar -+ au ) + (OCL + au )(,”I'+_ ,n// - (,x;n__*__ :Z‘l’, )(,n/_|__ .all)m 4y,
0 0 1 1 L

sont convergentes aussi, et, par suite (107*), celles entieres en v, v”,
que fournit toute décomposition additive du terme général de la troi-
sieme en mondémes dissemblables par rapport a n/, n”; celles, en
outre, que forment des termes choisis arbitrairement dans ces der-
nieres, quoique sans répétition (105%).

Or, & la classe de ces séries partielles appartiennent évidemment
les deux séries formées par les valeurs numériques des termes de
celles entieres en A’, 2’ que I'on obtient en sommant les premiers

éléments, puis les seconds, des termes de la série

(67) (a~+idy)+ (&~ id)) (A +ih") ... (= daly, ) (2= iR )"
c’est-a-dire en cherchant les éléments,

(68) U+ W, 2"+ by,  "U(z =+ K, 2"+ &),

de f(x +A); ces deux fonctions sont donc développables en séries
entieres par rapport a /', A”, sous les conditions posées.

II. D’apres la nature de la série (67), les termes du premier degré
en /', A” sont: &\ k' — a\ k" dans le développement de la premiere des
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fonctions (68), et a2 + a2 dans celui de la derniere; or ceci
assigne bien les valeurs @), — @} aux deux membres de chacune des
identités (65) A établir.

III. Pour la valeur du déterminant différentiel (66), on trouve
ainsi

’ "

l a, —d,

’

, ' =a*+ )}

@ @,

¢’est-a-dire le carré du module de @, + 7@}, valeur résultant pour /" (x)
de la nature de la méme série (67).

Une conséquence de la relation (66) est & remarquer : quand les
fonctions ‘U(x’, x”), "U(a’, ") sont quelconques, leur déterminant
différentiel, fonction quelconque aussi de o', ” (17, 1), peut, & I'in-
téricur de |5, s’annuler en tous les points de un ou plusieurs arcs,
aussi bien qu’en quelques points isolés seulement. Mais cette der-
niere particularité se présente exclusivement, quand il s’agit, comme
ici, des éléments d’'une méme fonction olotrope de x =" +ix"; car
la dérivée de cette fonction est, comme elle, une fonction olotrope,
n’admettant, dans tout intervalle limité, que des zéros en nombre
limité (si elle n’est pas identiquement nulle) (4*).

23. Voici maintenant les deux points que j’avais en vue.

. En supposant, pour simplifier, que Uintervalle franc |3} soit inva-
nescent, que ['(x) ne s évanowsse jamais dans son inlérieur, el que
Uintervalle | 1| que les relations (64) lut font correspondre (12) soit
Jranc ausst, les signes de ces interyalles sont toujours identiques.

Car la relation (66) assigne toujours le signe + au déterminant
différentiel des seconds membres des équations (64) (13).

I1. Sous les mémes hypothéses accompagnées par celle que |5| soit posi-
tf; la valeur de Uintégrale

f wary
J,f}}

t
est necessairement posilive.
Car cette intégrale dérive de

f u du”
(L



238 CH. MERAY. — SUR LA THEORIE DES INTERVALLES BINAIRES, ETC.

par le changement de variables (64), et cette derniere (16, 1) est Ia
mesure méme de DUintervalle |g{, c’est-i-dire une quantité posi-
tive (I).

Une division convenable de Uintervalle |5| ramene facilement tous
les autres cas & celui que nous avons exclusivement considéré (15),
(17, 11, in fine).

Je ne connais aucune autre démonstration bien catégorique de la
proposition énoncée dans I'alinéa [ ci-dessus.

L’autre, qui est due & Riemann (ArpeLL et Goursar, Théorie des fonc-
tons algébriques et de leurs intégrales, p. 1x; Paris, Gauthier-Villars
et fils, 1894-95), est d’une importance majeure dans la théorie des
transcendantes abéliennes.



