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SUR LA

THÉORIE DES INTERVALLES RINAIRES
ET

DES INTÉGrRALES DOUBLES,

PAR M. CH. MÉRAY, '
PROFESSEUR \ LA FACULTE DES SCIKNCES DE DIJON.

'1. Quoique fort simples et sans grande nouveauté, les considéra-
tions suivantes me paraissent jeter une certaine lumière sur des points
encore assez obscurs de la doctrine des fonctions de deux variables :
elles précisent, dans un sens exclusivement analyt ique, les notions
sur l ' in tér ieur d 'une aire, son extérieur, son signe même, sur les deux
sens de parcours assignables à son contour, etc., que la Géométrie de
situation laissait fort vagues; elles rapprochent tout à fait la concep-
tion des intégrales doubles de celle des intégrales définies simples
(Cf. 227* etsuw.) (1). Comme pour ces dernières déjà (C/l 235^), il n'y
a plus m a i n t e n a n t , quand il s'agit d'établir rexistence d'une intégrale
double, à faire les frais d 'un ra i sonnement spécial, dont la conclusion
laisse ignorer tout moyen de calculer sa valeur (17, in/.}', la démon-
stration de la règle à suivre pour transformer une intégrale double
par un changement des variables devient d'une simplicité intuit ive
(19, ^/:).

Le poin t de vue où je me place comporte essentiellement une sorte
d'intégration indéf in ie , par une paire de fonctions de deux variables,
d 'une seule fonction de cette sorte, donnée comme déterminant diffé"

(r) Par des numéros affectés ainsi de un, doux, trois, quatre astérisques, je ferai ici
des renvois aux diverses parties de mes Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale et
S€K applications géométriques (Paris, 1894-1898 ,.Gauthier-"VilIars et fils).
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rentiel de deux fonctions inconnues (17, 19, m/.), et aussi la collat ion
au triangle analytique, parmi les intervalles binaires (7, inf.), d 'un rôle
primordial , ressemblant beaucoup à celui du segment rectiligne pour
le cas d 'une seule variable. Déjà un tel emploi du triangle avait été
esquissé en quelques points de mon Ouvrage cité (108^^), (35^*^).
Je ne parle ici que de quant i tés réelles, en présumant toutefois qu 'une
extension aux q u a n t i t é s imaginaires n 'offr i rai t pas de grandes diff i -
cultés.

Des choses analogues se passent dans les mondes ternaire, quater-
naire, . . . (espaces à 3, 4» - - - dimensions); mais elles ne sont pas
assez difficiles à apercevoir pour que j 'ai l le ici au delà de cette a l lu-
sion ; j'y reviendrai peut-être.

2. Je suivrai un exemple donné mil le fois, en faci l i tant et imageant
le langage ana ly t ique par des'iocutions empruntées au vocabulaire de
la Géométr ie plane, dont les tracés, d ' a i l l eurs , aideront beaucoup à
l ' in te l l igence de ce q u e je vais exposer.

Un point analytiqueprimaire, binaire, ternaire, ... est l 'ensemble x ^ ,
ou (<z',,yi), ou (^nyo-Si) , ou ..., de va leurs par t icu l iè res (ici réelles)
attribuées a rb i t ra i rement à un système x , ou ( x , y ) , ou (^',,y, z ) ,
ou ... de i, ou 2, ou 3, ou . . . variables indépendantes conçues tou-
jours dans le même ordre; ces quant i tés sont les coordonnées de ce
point . Deux points coïncident ou sont distincts, selon que les ensembles
de leurs coordonnées Ç x ^ y ^ ...) et (^2, .7:2, ...) sont composés, ou,
non, des mêmes quan t i t é s .

Une figure h'11^ est un groupe de points h'^1'^ (même en nombre i l l i -
mi té) , aux coordonnées desquels telles ou tel les condit ions ont été im-
posées. Elle est limitée, quand on p e u t assigner une constante posi-
tive À, au-dessous de l aque l l e se m a i n t i e n n e n t numér iquement sans
cesse les différences des coordonnées homonymes de deux points quel-
conques de la figure ; dans ce cas, on peut dire que les h dimensions de
la figure sont toutes inférieures à À. Dans le cas contraire, la figure est
illimitée. Un point se déplace quand l 'une au moins de ses coordonnées
vient à changer de valeur.

3. Deux points primaires (2) x\, x^ dé l imi t en t un intervalle (pri-
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.maire) franc, dont i ls sont les extrémités, q u i est vanescent ou iwa-
nescent, selon que ces points coïncident ou n o n , selon, en d 'aut res
termes, que le dé te rminan t

( = = ^ ' 2 — — ^ - ' l )

est -==0 ou ^-o. Si. l 'on ne d i s t ingue r ien de plus, l ' i n t e rva l l e est
absolu.

Mais si , comme nous le ferons presque tou jours , on a égard à l'ordre
dans lequel les deux points sont considérés (ordre ind i f fé ren t dans le
cas seulement où i l y a vanescence), l e u r in te rva l le est qualifié. Les
nota t ions \x^x^\, \x^x^\ sont alors d i s t inc tes et, correspondent aux
deux directions oppo.sées q u i sont assignables à l ' i n te rva l l e pour le
fa i re cesser d'être absolu : la première va de x^ à .r^, l 'autre de x^
à x,.

Un point indéterminé x est intérieur à l ' in terval le quand les déter-
minan t s

î .r \ | i .r^ (

sont d ' un même signe ( l ' u n d'eux === o, à la r igueur) , extérieur quand
i ls offrent des signes contraires.

La. mesure de ( l ' i n t é r i e u r de) l ' i n t e r v a l l e \x^x^\ est, par d e t i n i t i o n ,
la valeur du d é t e r m i n a n t ( r ) . Elle est =-= o, q u a n d il y a vanescence;
au t remen t , l ' une des deux directions assignables à l ' i n t e r v a l l e (sup-
pose absolu auparavant) rend sa mesure ,pos i t ive , et on la d i t positive;
la d i rec t ion opposée est la. négative. Le signe de la' mesure est \G signe
de l ' in terval le .

Deux semblables intervalles sont contigus, si que lque extrémité de
l 'un coïncide avec quelqu'une de l 'autre. Quand les extrémités en
coïncidence appart iennent à ces intervalles avec des noms différents
(première, seconde), les deux autres extrémités portent forcément des
noms dif férents aussi et dél imitent par suite un troisième intervalle
franc qualifié qui est d i t la somme topo graphique des deux proposés;
d'où la définit ion de la somme topographique d'intervalles francs
donnés en nombre quelconque (dans des contiguïtés convenables),
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somme ayant pour mesure évidente la somme analytique de celle des
intervalles additionnés.

La décomposition de l'intervalle \x^x^\ en (la somme de) deux
autres s'opère par l ' introduction de quelque intervalle vanescent
[.r^o], ou coupure au point x ^ y puis par le dédoublement de cette cou-
pure et la formation des intervalles \X^XQ\, \XoX^\, qui sont contigus
de manière à reproduire le proposé par leur addition topographique.
En décomposant ces nouveaux intervalles à leur tour, puis ceux qu'on
a formés de cette manière, et a insi de suite, en poussant l 'opération
plus ou moins loin, on arrive à une décomposition addi t ive quelconque
de l'intervalle proposé en plusieurs autres.

Quand on s'impose la condition que les nouveaux intervalles soient
tous d'un même signe, ce signe est forcément celui du proposé, et les
coupures, comme tout point intérieur à Vun des intervalles partiels, sont
nécessairement à F intérieur aussi de F intervalle primitif : de là provient
en majeure partie l 'importance qui s'attache à l ' intérieur d 'un inter-
valle bien plus qu'à son extérieur. A parler plus proprement, une
décomposition de ce genre est une division de l ' interval le; on peut
s'arranger de manière que les dimensions des parties (2) soient toutes
inférieures à telle quant i té positive qu'il aura plu de choisir.

Marcher sur l 'intervalle \x^x^\ dans sa direction, c'est, après l'avoir
divisé d 'une manière ou d'une autre, passer menta lement de ••2*,, sa
première extrémité, a x\ seconde extrémité de la divis ion commen-
çant en x^ puis de x ' à oc" autre extrémité de la division qui part
de x\ et ainsi de suite, jusqu'à x^ où l'on s'arrête, etc.; nous ne nous
appesantissons pas sur la soustraction, qui est l 'opération inverse de
l'addition des intervalles.

Parfois il est commode de dire que tous les points x sont intérieurs
à ^intervalle franc et i l l imi té dans les deux sens, que la totali té de Vaxe
des x peut être censée constituer.

4. Le monde binaire est d'une na ture plus complexe; nous allons y
entrer, pour ne plus en sortir.

Un point (binaire) Çx, y) se meut sur une ligne, quand la variation
de ses coordonnées consiste à ne prendre que des valeurs de la forme
(2) x=V){t), y=y^t),
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où Œ)(^) , y (^ ) sont des fonctions déterminées (réelles, ne dégénérant
pas toutes deux en des constantes) d'une seule variable auxiliaire t
(ne prenant aussi que des valeurs réelles). La subst i tut ion, à t, d'une
nouvelle variable i, par la relation ^ = œ ( i ) , dans laquelle œ est la
caractéristique d'une fonction arbitraire, change les formules (2) en
une inf ini té d'autres qui représentent toujours la même ligne, c'est-
à-dire qui font retrouver les mêmes points. Quand les fonctions cp(^ ) ,
y (t) sont toutes deux linéaires (ou peuvent le devenir par un des chan-
gements de variables mentionnés ci-dessus) la l igne est une droite.

Si ^, t^ sont deux valeurs inégales de t, les points de la ligne (2) qu i
correspondent à des valeurs de t tombant à l'intérieur de l'intervalle
(primaire) j ^ ^ j (2) sont dits tomber aussi à V intérieur de l'arc de la
ligne considérée qui a pow extrémités les points x^ = y ( / i ), j, == 7(^1)
et oc^ = 9(^2)» Va ̂  x(^)'

L'arc en quest ion est ordinaire, q u a n d , pour toutes les valeurs de /
qui sont intérieures à l ' intervalle j ^ a j » 9(0» x(^) sont deux fonctions
olotropes (139^ et suiv.) dont les dérivées premières ne s 'évanouissent
jamais en même temps. Comme alors ces deux fonctions sont en parti-
culier finies, l'arc ne peut être qu 'une figure limitée (2). Nous ne con-
sidérerons jamais ici que des arcs ordinaires. Tel est, évidemment tou-
jours, l'arc de la droite qui cont ient à la fois les points (x^ j,),
(^2^ y ^ ) ( u n i q u e , quand ces points sont d is t incts) , ou segment recii-
ligne. Ce segment est la corde de tout arc ayant les mêmes extrémités.

A des points de div is ion marqués arbi trairement sur l ' in terval le
\t^t^\ (3), correspondent, sur l'arc, des points qu i le divisent aussi en
arcs part iels ; et, comme il s'agit d'un arc ordinaire , on peut certaine-
ment faire en sorte que les deux dimensions de chacun de ces derme's
soient inférieures à toute quantité positive préalablement assignée.

On marche sur l'arc, dans la direction allant de (^yO à (.^sVa) pâ1'
exemple, en y considérant successivement les points correspondant à
ceux de l ' intervalle ^ ^ j P^* lesquels y fait passer une marche exé-
cutée de ^ à /a Çloc. cit.). La considération de l ' intervalle \t^t^\, de
signe contraire à celui de \t^t^\, conduit semblablement à la notion de
la marche de direction opposée, encore concevable sur le même arc;
elle va de (^2^^) à (.r^y,)*
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5. Un chemin est la figure que l'on forme en rangeant, clans un
ordre déterminé,

(3) ( T » ,( 0 ) ( 7 - ___ r i } //-
) . i i , ( ^ t ;» • * • » I ' - A » î ( ' * !

des points arbitrairement choisis, puis en imaginant des arcs quel-
conques (empruntés à des lignes distinctes ou iden t iques) , ayant res-
pectivement pour extrémités le premier de ces points et le second,
celui-ci et le troisième, . . . , le pénult ième et le dernier. Ces arcs sont
les côtés du chemin ; les points (3) en sont les soudures (ou sommets),
mais spécialement les extrémités j i j et k\, plus part icul ièrement les
points intermédiaires 2 , J 3 j , ..., j / ^ — i j .

On peut marcher sur le chemin dans deux sens opposés : i° de j i j
à \k\, en marchant de j i à 2} sur le premier côté, puis de J 2 J à j 3 }
sur le second, . . . , puis enfin de \k — \\ à \k\; 2° de \k\ à j î , en
passant de \k à \k — i j sur le dernier côté, puis de \k — 3 \ à \k — 2\
sur ravant-dernier, . . . , puis enfin de j 2 { à i { (4).

Quand deux chemins ont un point commun, autre qu 'une même
extrémité, on dil qu'i ls s'y rencontrent. Un chemin est noué ou dénoué,
selon qu'il est décomposable, ou n o n , en deux parties qui se ren-
contrent.

Un chemin est polygonal (ou brisé), quand tous ses côtés sont de
simples segments rectilignes.

6. Un chemin est ouvert, quand ses deux extrémités sont distinctes,
fermé quand elles coïncident . Dans ce dernier cas, on fait abstraction
de ses extrémités, puisqu 'on peut adopter, tout aussi bien pour elles,
un même autre quelconque de ses points, et on le nomme pins simple-
ment un contour {absolu). Un contour est impropre, quand il est décom-
posable en plusieurs chemins ouverts dont deux quelconques coïn-
c ident ; i l (^[.propre, s'il ne présente pas cette dégénérescence.

On décrit un contour, par une sorte de rotation^ en marchant sur sa
totalité, à partir de et jusqu'à un même point pris pour l 'une et l 'autre
de ses deux extrémités à la fois. Quand le contour est impropre, chaque
partie du chemin ouvert dont il est la répétition est parcourue autant
de fois dans une direct ion que dans la direction opposée, et les diverses
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rotations possibles sont ind i s t inc tes dans leurs sens. Mais, quand il est
propre, l 'opération peut s'exécuter dans un sens de rotation ou dans le
sens opposé, selon qu 'el le comporte, sur un côté déterminé du contour,
u n e marche d'un sens ou de l'autre (4).

La qualification d 'un contour propre ( a u p a r a v a n t a b s o l u ) consiste à
le considérer comme devant être décrit dans un sens de rotation déter-
miné et un nombre de fois donné ; nous ne considérerons habi tuel le-
ment que des contours qual i f iés . Un contour à décrire un certain
nombre de fois dans un sens, et ce même contour à décrire autant de
fois dans le sens inverse sont opposés.

Un contour dénoué (5), par tant propre, et à décrire u n e seule fois
dans un sens donné, est indécomposable en p lus ieurs contours qua l i -
fiés, et je le nommerai , un anneau. Mais, quand il est noué, il est tou-
jours décomposable en plusieurs anneaux ; quand il est impropre , il
est décomposable d 'une i n f i n i t é de manières en contours impropres,
composés chacun d 'un chemin à parcourir une fois dans un sens, puis
une autre fois dans le sens opposé, c'est-à-dire en anneaux impropres
ou coupures (Cf. 3 et 9, in/.),

7. En thèse générale, u n ou p lus ieurs contours qualifiés ("quelque-
fois des chemins i l l i m i t é s ) d é l i m i t e n t un inteîvalle ( b ina i r e ) , d o n t leur
e n s e m b I. e c o n s t i t u e 1 ' en ce in l e.

A certains égards, un interval le doi t être considéré comme n'étant pas
mod i f i é par l 'adjonct ion à son enceinte de coupures quelconques (6),
•ni par la suppression de chemins pouvant être assemblés en anneaux
de ce genre. On peut a i n s i , à volonté, ou bien unifier l 'enceinte d 'un
interval le , en l ' a m e n a n t à ne comprendre qu 'un seul contour , ou b ien
la réduire, en y suppr iman t toute coupure, ce q u i la ramené à n'être
composée que d 'anneaux propres (mu l t i p l e s s ' i l y a l ieu) dont deux
quelconques ne sont pas opposés.

Deux intervalles sontronliguSf quand leurs enceintes a ins i réduites
ont en commun un point ou davantage, la contiguïté ayant l ieu par clés-
points isolés, ou par clés chemins, suivant les circonstances.

L'addition topo graphique de plusieurs intervalles consiste à prendre
le nouvel intervalle dont l 'enceinte comprend tous les contours qu i
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appartiennent à celles des intervalles donnés, puis à unifier ou à
réduire cette enceinte comparée (Cf. 3).

On soustrait topo graphiquement un intervalle d'un autre, en ajoutant
à celui-ci l'intervalle dont l 'enceinte est formée par les contours res-
pectivement opposés à ceux de l 'enceinte du premier.

On décompose un intervalle en plusieurs autres, en formant ces der-
niers, avec ou sans in t roduct ion de coupures à dédoubler, de manière
que leur combinaison par voie d'addition topographique (de soustrac-
tion, quelquefois aussi) reproduise le proposé. Plus bas (8, IV, inf.\
nous parlerons de la division topo graphique (Cf. 3).

8. Parmi les intervalles auxquels sont applicables les notions ci-
après, les plus remarquables sont ceux dont l 'enceinte se réduit à un
seul anneau, soit propre, soit dégénérant en une coupure (6), et que
je nommerai francs. En outre, je dirai vanescents ceux de la deuxième
espèce (déchus en quelque sorte du caractère binaire pour redevenir
primaires^), parce que leurs mesures sont toujours = o {inf. passirn)
et qu'ils sont négligeables dans l 'addition ou la soustraction topogra-
phiques; iwanescents ceux de la première, pour les motifs contraires.

I. Le plus intéressant des intervalles francs est le triangle, dont le
contour a pour soudures (sommets) trois points donnés

(^•) (^i? y\\ (^js), (^js),
pour côtés, les trois segments rectilignes qui unissent ces points pris
successivement deux à deux. Effectivement, si le déterminant

(5)
i x^ Vi
i ^2 y 2
J ^3 j3

est = o, les points ( 4 ) » les côtés par suite, tombent sur quelque même
droite, et le contour n'est qu'une coupure, le triangle est vanescent.
Si le même déterminant est ^ o, il est impossible que deux côtés
aient commun un point autre que leur soudure, par suite que le con-
tour soit noué. Ce contour, àdécrire une seule fois dans l'un et l'autre
sens, est un anneau propre, et le triangle est invanescent
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Dans ce dernier cas, l 'adjonction d 'un quatr ième point indéterminé
(.y, y) permet de décomposer le déterminant (5) en la somme de ces
trois-ci :

i x y
i x^ y\
î x^ j3

?
î ^i j'\
î ^ y
I ^3 j3

î

î .z'i ji

] ^2 j2

î .r y

qui , dès lors, ne peuvent s'évanouir tous à la fois. Cela posé, le point
(.r, y) est situé :

.1° A l'intérieur clu triangle, quand ces déterminants sont tous -=/=- o
et d'un même signe;

2° Sur l 'anneau, ou bien encore à l ' in té r ieur du triangle par exten-
sion, quand l'un d'eux s'évanouit, les deux autres n'offrant pas des
signes contraires;

3° A l'extérieur du même triangle, quand deux de ces déterminants
sont de signes contraires.

La moit ié du déterminant (5) est, par définition, la mesure (de l'in-
térieur) du triangle, pour la description de son anneau qui fait ren-
contrer les sommets dans Perdre circulaire (4) où nous les avons
écrits. Comme la valeur du déterminant ne fait que changer de signe
quand on change l'ordre circulaire de ses lignes, la subst i tut ion, à la
direction considérée, de la direction opposée, donnera un autre inter-
valle tr iangulaire, de mesure numér iquement égale, mais de signe con-
traire, à celle du tr iangle pr imit i f . D'où la dis t inct ion possible des
triangles invanescents, en triangles positifs et en triangles négatifs. Sur
un anneau triangulaire propre, mais de direction non dénommée,
celle qui rend le triangle positif est d i t e positive (ou directe) l'autre
négative (ou rétrograde).

Le développement du déterminant (5) donne à la mesure du triangle
la forme importante

(6) i[(^2j3—-j2^:0 +(^3Jl—y.r^l)-+-('rlJ -Vi^)]»

où sont séparées les parties afférentes aux divers côtés et à leurs direc-
tions.

II. Un anneau polygonal P , une simple coupure polygonale, déli-
mitent un intervalle polygonal franc, invanescent ou vanescent. Dans

./»>r» //^ //F./' Nûrinfilfi. ^ Si'irie. Tome X V Ï . — MAI 1800. â6Ann. de l'Éc, Normale. ^ Scrie. Tome X V Ï . — MAI 1899.
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le premier cas, on prouve sans difficulté : i° que Uintejvalle est décom-
posable d'une infinité de manières en la somme d'un nombre limité de
triangles iwanescents, ojfrani tous un certain même signe; 2° que ce
signe ne ïmrie pas avec le mode de décomposition; 3° q u e , si pour une
décomposition, un point donné tombe à F intérieur d^un triangle partiel,
ii se comporte de la même manière pour toutes les autres décompositions;
4° et enfin, que si le même point est extérieur à tous les triangles d'une
décomposition^ il l ' e s t aussi à tous ceux d'une autre quelconque ( { ) .

Le point considéré sera dit intérieur ou extérieure l ' intervalle poly-
gonal dont il s'agit, selon qu ' i l se trouvera le cas 3° ou 4° ci-dessus.

La mesure (de l ' intér ieur) du même intervalle est la somme analy-
t ique de celle des triangles dYn même signe dont il est la somme topo-
graphique. En met tant toutes ces dernières sous la forme (6), remar-
quan t que, pour deux triangles partiels, les parties de leurs anneaux
éventue l lement communes ont des directions opposées [ p u i s q u e la
réduction de la somme topographique de tous les triangles ne laisse
subsister dans son enceinte que l 'anneau donné } P { (7)|, on trouve,
pour cette mesure, l'expression

(7) ^[(^^y^1—^^^^^)^-^^^^^^---^^^^^)^.. .+(^j^—y^).^1))],

. ( 1 ) Dans cet énoncé, comme dans la définition connexe de la mesure de l'intervalle, le
acteur pourrait croire, de prime abord, à une omission portant sur la condition, pour les
triangles partiels, d'être indéfiniment extérieurs les uns aux autres, de plus contigus
deux à deux par toutes les parties de leurs côtés qui n'appartiennent pas à l'anneau. Mais
elle n'est qu'apparente, car cette double condition leur est imposée, ipso facto, par celle
pour leurs anneaux, d'avoir des qualifications identiques et de ne laisser, pour enceinte
réduite de leur somme topographique, que l'anneau polygonal donné, à parcourir une
seule fois dans la direction à lui assignée.

Cette observation et d'autres du même genre me paraissent justifier ma préoccupation
constante de qualifier tous les contours propres, et aussi ma définition de l'addition topo-
graphique à laquelle on a pu imputer une certaine bizarrerie. Pour manier les intervalles
primaires, il a bien fallu, déjà, imposer un ordre déterminé (c'est à cola que la direction
d'un contour fait pendant), aux valeurs particulières de la variable unique, dont l'en-
semble leur fait une enceinte.

Des coupures dont les lèvres ont été empruntées d'une manière convenable à des
droites menées par les diverses soudures de l'anneau, parallèlement à l'un des axes
(VI, mf.), découpent l'intervalle polygonal J P J en quelques triangles et des trapèzes
francs que des coupures diagonales résolvent à leur tour en triangles. On obtient ainsi
une décomposition de l'intervalle J P ^ qui est conforme à notre'énoncé et d'où il est
facile de passer à toutes les autres.
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où (<x*,j) affectées des accents ï , 2, 3, . . . , k représentent les coor-
données des soudures rangées dans l'ordre de succession où on les
rencontre, quand on décrit l 'anneau J P J (dans la direction voulue).
Ce résultat est bien indépendan t du mode de décomposi t ion de l'in-
tervalle en triangles.

Quand l'intervalle est vanescent, sa mesure est = o, parce que les
termes de l'expression (7) se détruisent év idemment deux à deux.

Quand il est invanescent, i l est positif ou négatif, selon le signe de
sa mesure qui est alors -=f=- o, comme somme des mesures de triangles
invanescents d'un même signe.

Sur un anneau polygonal, l'inversion du sens de rotat ion change le
signe, mais non la valeur numér ique de la mesure de l ' intervalle franc
dont i l est l 'enceinte : le sens posùifÇon direct) est celui des deux qui
rend l ' intervalle positif; le sens négatif'(ou rétrograde) est Pautre.

III. Un anneau qualif ié \C\ et curviligne, c'est-à-dire dont quelque
côté ne se rédui t pas à un segment rectiligne, est l 'enceinte d 'un inter-
val le curviligne franc, de plus vanescent quand l 'anneau n'est qu 'une
coupure, invanescent quand il est propre.

Un arc (toujours o rd ina i r e ) étant donné , on prouve aisément que ,
s il est dénoué (5), on peut assigner une quantité positive \ assez petite
î)our que toute division clé cet arc en parties de dimensions inférieures à \
donne des arcs partiels dont les cordes soient les côtés d'un chemin brisé,
également dénoué.

On en conclut ce qu i suit : Un anneau propre curviligne | C { étant
donné, on peut assigner une quantité positive À assez petite pour obtenir
toujours^ par la division de ses côtés en parties de dimensions inférieures
à À, des arcs dont les cordes forment un contour polygonal \ P ^ j dénoué
aussi, un anneau, par conséquent, après choix fait pour sa direction de
celle (fui place ses soudures dans l'ordre où la description du contour C j
les fait rencontrer; et le signe de l'intervalle polygonal franc', invanes-
cent, qui a j P ^ j pour anneau, est indépendant du mode de division du
contour J C J . Si enfin on fait tendre X vers o, ce dernier intervalle
variera sans doute, mais en finissant par conserver, soit constamment à
son intérieur, soit constamment à son extérieur, tout point fixe donné
(ailleurs que sur l9 anneau \ C j lui-même).

De la dernière partie de cette proposition résulte immédiatement
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la déûnition des points soit intérieurs (ils comprennent ceux de l'an-
neau), soit extérieurs à l 'intervalle curviligne considéré. On a ensuite
la suivante :

La mesure variable de l'intervalle polygonal franc qui a pour enceinte
F anneau \ P>^ j tend, quel que soit le mode de variation de ce dernier,
vers une limite déterminée.

Car, en supposant l'expression (7) construite de manière à fournir
la mesure de cet intervalle polygonal, et à cause de

.y(Oj^'-î-l) __j(/) ^(^+•1)^: ^ { t ) ^ y ( l ) _ _ y ( / ) ^U^

2

où ^=sc^-3c^, AyW=y^-y^, la quantité ̂ (xAy-y^x)
1

représentant la partie de cette expression, afférente à la portion de
l'anneau polygonal JP) .J qui, est inscrite dans le premier côté de l'an-
neau curviligne J C J , a évidemment pour limite invariable, ceci en
vertu de la propriété sommatoire des intégrales définies simples
(235^), l'intégrale

[ j ' ^ W ' ) ( ! W - 7 . W ^ ' W ' } d t ,

que nous écrirons plus simplement

(8) ^^{xdy—ydxY
2i

La totalité de l'expression (7) a donc pour limite, également inva-
riable,

(9) ^{c} (•zt ^J—yc lx ) ,

somme des intégrales analogues à (8), calculées sur les divers côtés
de J C J , parcourus chacun dans le sens voulu par la direction at tr i -
buée à cet anneau.

La mesure de l'intervalle curviligne franc, ayant cet anneau pour
enceinte, est, par définition, la valeur de l'expression (9). Quand l'in-
tervalle est vanescent, la mesure est encore nul le ; quand il est inva-
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nescent, elle a un certain signe par lequel nous qualifierons toujours
V intervalle lui-même.

Enfin, sur un anneau curviligne absolu, la direction positive (ou
directe) sera toujours celle dont le choix rend positif l ' intervalle
enceint par ce contour, et la direction négative (ou rétrograde') sera
l'opposée de celle-ci.

Pour abréger, et bien que l'expression (9) ne soit qu'une somme de
plusieurs intégrales définies impliquant des fonctions différentes, on
la nomme encore V intégrale définie de la différentielle x d y — y d x ^
prise sur F anneau J C J (dans le sens attribué à celui-ci).

On peut dire que ta totalité du plan des xy est un intervalle franc
ill imité, à l ' intérieur duque l tombent tous les points (^*,y).

IV. Deux points marqués arbi t rairement sur l 'anneau d'un inter-
valle franc (invanescent) le d iv isent en deux chemins dirigés, for-
mant toujours deux anneaux (qualif iés) quand on les assemble res-
pectivement d'une manière convenable avec les deux lèvres d ' u n e
coupure résultant de la duplicat ion, en sens inverse, d 'un chemin
quelconque tracé de l 'un à Fautre des points dont il s'agit. L'inter-
valle considéré se trouve alors décomposé addilivement (7) en les
deux autres que les nouveaux anneaux d é l i m i t e n t ; et la répét i t ion
i n d é f i n i e de la même opération sur ces nouveaux interval les , sur ceux
qu'elle en f a i t na î t re ensuite, conduit à toutes les décomposit ions pos-
sibles de l ' in terval le p r imi t i f (Ç/. 3).

On a exécuté une division de l ' in te rva l le , si l 'on s^est arrangé de
manière que tous les produi ts de la décomposit ion soient d 'un même
signe, partant de celui de l ' intervalle p r imi t i f . On remarquera qu'alors
tout point appartenant à une des coupures à pratiquer, ou bien intérieure
à l'un des intervalles partiels, est essentiellement intérieur à l'intervalle pro-
posé; d'où, l ' importance marquée de l ' in té r ieur d 'un intervalle franc,
re la t ivement à son extérieur (Ç/l 3).

On peut , et cela d'une infinité de manières, fa i re en sorte que les
dimensions des intervalles partiels soient toutes inférieures à une
quant i té positive choisie à volonté, en traçant même arbitrairement
tant de coupures que l'on voudra (à l ' in té r ieur de l ' intervalle donné).

V. Un intervalle franc (invanescent) jouit de la propriété très im-
portante d'être connexe, c'est-à-dire que, deux points ayant été mar-
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qués arbitrairement dans son intérieur, on peut toujours tracer de
l'un à l'autre quelque chemin dont tous les points soient aussi inté-
rieurs au même intervalle.

Pour un intervalle polygonal, la chose est rendue visible par sa divi-
sion en triangles disposés de manière que les points considérés appar-
tiennent à l'ensemble de leurs enceintes; car ces triangles étant d 'un
même signe, les points de leurs enceintes sont tous intérieurs à l ' in-
tervalle considéré (IV), et quelques parties de ces enceintes, à choisir
convenablement, s'assemblent évidemment en un chemin (au moins )
ayant pour extrémités les points dont il s'agit. Ensuite, elle s'étend
immédiatement à un intervalle curviligne, par la considération de
l'intervalle polygonal variable JP>, | de l 'al inéa III, construit dans des
conditions à comprendre dans son intérieur les deux. points consi-
dérés.

VI. Des droites parallèles, l 'une à Vaxe des a?, l'autre à Vaxe des y ,
ont pour équations, la première

l 'autre
^==/', y==yi,

x-==.x.^ y==-t,

et se rencontrent toujours en ( x ^ , y^).
Vorthorhombe est le plus simple des intervalles dentelés, en nom-

mant ainsi ceux qui ont une enceinte polygonale, décomposable en
segments rectilignes, parallèles tantôt à un axe, tantôt à l'autre. Son
enceinte a pour soudures quatre points de la forme

( îo) (^^y^), (xW,y^\ (^,.7^), (x^,yW),

et ses côtés unissent chaque soudure à la suivante, la dernière à la
première.

Si l'on a
^=z^w, ou bien yW^=.yW,

le contour est impropre, l'intervalle vanescent. Si non, et si ce con-
tour n'est pas répété, on a évidemment affaire à un anneau. Si, enfin,
on attribue à cet anneau la direction marquée par l'ordre ( îo) de suc-
cession des soudures, l'intervalle est franc, et, pour sa mesure, la
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réduction de l'expression (7) conduit au résultat très simple
(^(â)_^(l))(^(2)_^(l)^

produit des facteurs numériquement égaux à

[ ^ ( 2 ) _ _ , ^ ( 1 ) ^ [ ^ ( 2 ) _ _ ^ ( 1 ) ^

dimensions de l 'orthorhombe. Les points intér ieurs sont ici ceux pour
lesquels les points p r imai res x et y sont respectivement in tér ieurs
aux intervalles primaires ^W2^, \y{ï}yw\'

Un interval le franc j ^ |, quand il est dentelé, est évidemment décom-
posable en un nombre limité d'orthorhombes de son signe, dont les
dimens ions sont in fé r i eures à telle quant i té posit ive qu 'on aura voulu
choisir. Quand il n'est pas dentelé, une pareille décomposit ion est
impossible ; mais, appelant 0 une quantité positive arbitraire, on peut
tout au moins assigner un intervalle dentelé | ^ o j , franc aussi et de même
signe, parlant susceptible de la décomposition dont il s ' ag i t , qui ébauche
le proposé à 0 près par excès, tel, veux-je dire, que tout point intérieur
à \ ̂  \ le sou aussi à \ QQ \, et que, pour tout point (,r, y) intérieur à celui-ci,
quelque point (^o»yo) intérieur à l'autre donne à la fois

|.^~.r,,]i^ I j-rol^î

et, quand Ô tend vers o, la mesure de |^o | a c6^ ^e \^ \ pour limite. Mais,
malgré l ' u t i l i t é dont sera pour nous la première partie de cette propo-
s i t ion , j 'en supprime la démonst ra t ion à cause de sa facili té et de
q u e 1 q u e s 1 o n gu e u rs.

VII. Les cons idéra t ions précédentes procurent une démonstrat ion
catégorique d 'une proposition dont le pendant géométr ique n'a résulté
ju squ ' i c i que de constatations empir iques : un contour qualifié qui, à
partir d'une figure initiale consistant en un simple anneau, se déforme
progressivement sous la seule condition de ne jamais se nouer (7) ne peut
être amené en coïncidence avec aucun autre anneau dont la qualifica-
tion serait opposée à celle du premier.

Puisque le contour reste exempt de nœuds, il se réduit sans cesse
à un anneau variable qui demeure propre, qui enceint par suite un
intervalle franc dont la mesure ne s'évanouit jamais. Or, de quelque
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manière que l'on introduise des paramètres^?, y, ... dans les éléments
de cet anneau variable (coordonnées de ses soudures, fonctions carac-
térisant ses côtés), mais ce à titre olotrope, puisque le calcul des fonc-
tions non olotropes est encore inconnu et le sera vraisemblablement
toujours, la mesure de l 'intervalle enceint devient, d'après la nature
de l'expression (9), une fonction olotrope de p , y, .... Il est donc
impossible que cette fonction change de signe puisqu'el le ne peut
s'évanouir (22^).

9- L'addition topographique de plusieurs intervalles francs (inva-
nescents) et de signes identiques conduit à un nouvel intervalle qui peut
ne plus être franc, mais auquel un point donné est dit intérieur quand
il l'est à quelqu'un des intervalles proposés, extérieur quand il l'est à
tous ceux-ci, et dont la mesure, somme analytique de -celles des pro-
posés, est calculable par le procédé expliqué ci-dessus (8, III).

Quand ces derniers sont tous contigus deux à deux par des chemins,
le résultat de leur addit ion est encore connexe (8, V) parce que les
chemins de con t igu ï té s'assemblent en coupures que la réduction fai t
disparaître. Si Penceinte réduite est formée par des anneaux qui ne se
rencontrent pas, les intervalles proposés sont tous extérieurs les uns
aux autres, en ce sens qu 'aucun poin t ne peut être in tér ieur à plus
d'un d'entre eux; en d'autres termes, ils ne se recouvrent pas, les uns
les autres, leur somme est indupliquée. Si non, ils se recouvrent plus
ou moins, et la discussion de leur somme exige des moyens analogues
à ceux que l'on emploie dans l'étude des surfaces de Riemann. Nos
anneaux impropres (6) ne diffèrent pas, au fond, des coupures de
cette théorie; c'est pourquoi ce nom leur a été conservé.

Les intervalles francs demeurent les principaux à considérer, parce
qu'ils sont irréductibles à d'autres dont la nature serait plus simple,
et qu'ils reproduisent, par voie d'addition ou de soustraction, tous les
intervalles imaginables.

10. Une fonction réelle f(x, y ) des deux variables réelles ,z', y est
olotrope dans un intervalle donné J 5 (auquel la notion d ' in tér ieur est
applicable), quand il existe deux quantités positives invariables â^.,
ây, ce sont les olomètres de la fonction dans cet intervalle, telles que
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f(x- 4- A, y -h- ^) soit développable en une série entière en A, 7c, chaque
fois que le point (<r,y) est intérieur à l'intervalle et que les valeurs
numériques des accroissements A, k sont inférieures à S^, ây.

Pour tout orthorhombe (8, VI) intérieur à l ' in terval le j r 5 , dont les
sommets seraient (^,y^), (^Ji)» (^Ya)» ('^J^)» cette défini-
lion ne donne pas autre chose que ce que j 'ai nommé une fonct ion de
variables quelconques, olotrope avec les mêmes ôlomètres ^,, Sy, sur
les segments des axes de leurs premiers éléments, l imi t é s par les
points oc^ et x^, y ^ etja (Cf. 139^ et suw.).

Si enfin l'on prend 0 << Oy et <^^y,y(^,y) est encore olotrope dans
tou t intervalle dentelé ébauchant ' j ^ j à 9 près par excès Çloc. eu.),
mais avec des ôlomètres égaux seulement à ê^— 0, S y — 9 ; c'est ce
que montre un ra isonnement tou t semblable à celui du n° 142*.

11. Une fonction localement oloirope dans le même intervalle .3}
supposé ma in tenan t connexe (9), avec les ôlomètres 5^, Sy, n'est que
la q u a n t i t é variable ^(^?y) dont la valeur ^(^,j^) en ( x ^ y ^ ) ^ po in t
quelconque intérieur à l ' intervalle, se calcule par le procédé suivant :

i° prendre à l ' in tér ieur de [5]- un premier po in t (^o,yo) invar iable ,
puis , à volonté, d'autres formant avec celui-ci et («z?/,, 7^) la suite

(n) (^o?jo). { ^ ï , y \ ) , (-^ys)» - • - , (^A-i>7A-i)? (^/»y/c),

où l'on ait toujours, pour deux termes consécutifs,

.̂ .i — xi \ < o.,,, | j/.^ — y i \ < ôy,

ce qui est possible puisque l'intervalle est supposé connexe;
2° dans une série entière indéterminée , à deux variables x , y,

. , .V ^ ^m «^
( 1 2 ) it,o-4-Al,o-7 4-Ao^" -h. . .-i-Ct,,^ ————————— ————————- •+•...,

l S. 1 • .& • . • / / { ' 1 « î̂ » . . /<•.

attribuer aux coefficients .. * , A,,,^, . . . , des valeurs n u m é r i q u e s

( ï ° ) ^O^O? ^1,0» ^0,1? * • - ? ^n^Hî . . .,

arbitrairement choisies sous la seule condition de lu i faire acquérir
des rayons de convergence au moins égaux à S^, S y , puis former la

Anit. de l\^c. NormaU'. 3 e Sme. Tome KV!. — MAI 1899. ^7
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première série
/ , f \ i / . x — XQ y — i/o
( ï 4 ) +0(^7) ==^o,o-+-^1,0————- +r/o,i -——^ 4-. .. ;

3° dans la même série (12) prendre

... —— fd^i ^) / -y. 1 ' \
^1)1,11 —— ^o k^l? Jl )

efc former la deuxième série

(i5) ^(^y)=^(^,JO+^^)(^,^)^L_ rl

+^,i'(,,^^).2Lr^o+..^

4° tonjours dans la même série (12), faire
„ — .\,{nt,n} ( /y, , \
^m,n—^i ^âî jâ;

et former la troisième série

( 1 6 ) ^(^j)=^(^,j,)+...+d.^-")(^,y.)l^L=i5^ LZ-r2^+ .
ï . 2 . . . /ri î . 2 . . . n ' ' ' ''

â° et ainsi de. suite, jusqu'à une dernière série

( 1 7 ) ^_i(^j)==:^,(^^^j^,)+...

+^^(^ y^(fL=^L); (ZriZîr±): +
ï . 2 . .. m î . à. . . n. " " ' '

tout ceci sous la supposition expresse que les séries (i5), (16), ....
(i-7) admet ten t , toutes, comme (i4), des rayons de convergence m
moins égaux à o^,, ïy;

6° prendre enfin
^(^,y;J==^^(^,,j,.),

plus généralement
^^^(^y^^^y^^y,).

Bien que les données de cet algorithme soient les quant i tés inva-
riables (^o^Yo)? (ï3) et (^»y/r), bien que les premières ayant été une
fois fixées, la valeur du résultat dépende de celles de ̂  ̂  il va de
soi quelle peut dépendre encore des termes in te rmédia i res de la
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su i t e ( i l ) , auirement dit du chemin polygonal siwi dans l ' i / î l e : -
wl/e ] ^ | pour aller ainsi du point (^oîjo) ^l poin t (^JÀ-)-

Quand les valeurs de ^(^.y) e^ ^e t°ï-it6s ses dérivées se trouvent
ne dépendre en rien de la forme du chemin tracé de (^o»yo) a (^j)'
point quelconque in tér ieur à l ' interval le considéré, celte quant i té est
monodrome dans cet intervalle et ne diffère que par un mode de géné-
r a t i o n spécial, d 'une véritable fonction donnée ôlotrope dans l ' in ter-
valle.

Quand i l en est au t rement , cette expression n'est pas même une
fonc t ion , cela tou t au moins re la t ivement à la totalité de l ' intervalle.
M a i s , en r a i sonnan t exactement comme aux n05 172* et su ivants , on
prouve que, si l'intervalle \^\ est franc (8), Ici quantité ' ^ ( x , y ) ne
peu/ Y être localement oloirope sans y être en. même temps monodrome,
sans s ' y rffîduire par suite à une vérùcible fonction ôlotrope. Et, comme
lout i n t e r v a l l e connexe qui n'est pas franc peut, év idemmen t , être
divisé en d'autres q u i le sont tous, les valeurs prises par notre quan-
ti té ^(.r,y) dans chacun de ces derniers , considéré isolément à l'ex-
clusion des aut res , appa r t i ennen t tout aussi b ien à de véritables fonc-
t i o n s , chacune ôlotrope dans l ' un de ces intervalles partiels; d'où le
nom de fonction conservé à ^(.r,j), même pour la tota l i té de l ' i n t e r -
val le ^ J .

Inversement , la concept ion s imul tanée de plusieurs fonctions

/i(^.r)» ./2^.y). • ( ^
q u i , dans des interval les connexes , d ' un même signe, et contig'us par
des chemins, l^0!, j^ j , ... sont olotropes, avec les paires d'olometres
(o^.ô^), (S^â^'), . . . , et; dont deux consécutives quelconques, en
quelque p o i n t de contiguï té des interval les correspondants, p r e n n e n t ,
elles-mêmes et leurs dérivées semblables de tous ordres, des valeurs
n u m é r i q u e s égales, équ ivau t en tou t à celle de que lque f o n c t i o n
u n i q u e ./(^y,/)» localement ôlotrope dans la somme topographique

S^) j -H"3^i -h. . . ,

avec des olornètres ^, Sy égaux, l 'un ê^ à la plus petite des q u a n -
tités c^0, S ^ ' y , . . , l 'autre Sy au moindre terme de la sui te c^', â^, . . . .
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12. Considérons main tenant deux fonctions de oc, y , savoir

U(^j), V(^7),

l ' une et l'autre olotropes à l ' intérieur d'un même interval le \^\ franc
et invanescent, avec les olomètres communs c .̂, §y, et le point (u^)
dont les coordonnées sont données par les formules

( 1 8 ) ^=U(^y), ^=V(.^y),

point que nous dirons correspondre à (^y), ainsi que toute figure
formée par des points (u, v) à celle que const i tuent les points (^,j)
dont ils ont été ainsi déduits.

Quand les dérivées premières de U(a?,j), V(^,j) sont, toutes.
quatre, ident iquement nulles, ces fonctions dégénèrent en certaines
constantes G, D, le point (^, ^) reste immobile en (G, D), de quelque
manière que {oc, y ) se meuve à l ' intérieur de g ^ j , les équat ions ( i<S)
entre les inconnues oc, y sont, soit impossibles quand (a, p) ne coïn-
cide pas avec (C,D), soit doublement indéterminées quand le con-
traire a lieu. En d'autres termes, à l'intervalle \^\, pour (x, y), corres-
pond, pour (u, v) l'intervalle bi-mmeseent que le seul point (G, D) peuf.
être censé co'n&tùue'r.

Quand, ces dérivées n'étant pas toutes ident iquement nulles, le
dé t e rminan t différentiel de U(<y,j),, ̂ ( x , y),

f ig) (Q{x,y)=:

dV_ dV
dx dy
dV dY
clx dy

j ou i t de cette propriété dans l 'intervalle considéré, l 'une des fonc-
tions U, V, la seconde par exemple, se réduit certainement à quelque
fonct ion composée finie Û(U) de l 'autre (314^); et, quand (x,y)
décrit un arc ordinai re x-=^{t), y==y^), son correspondant en
décrit un de même genre, si toutefois la dérivée de la première des-
fonctions composées de ^

(20) UE?(^X(QL V[o(Q,7j<)],

ne s 'annule pas dans l ' intervalle primaire où t varie, car ces deux
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fonctions sont, d 'autre part, toutes deux olotropes. En ce cas, et à
cause de V(^^y) == Q[U(.T,y)], cette dernière ligne, dô'nt les équa-
t ions peuvent être écrites u = s, v = SîÇs), est absolument indépen-
dante de la première'; en d'autres termes, à Vintermile \^\ tout entier,
ne correspond que l'intervalle une seule fois vanescent, constitué par la
ligne en question, (Pour un tracé du premier arc qui réduirait la pre-
mière des fonctions (20) à quelque constante C, la seconde l igne
dégénérerai t en u == C, v == Û(C), c'est-à-dire en un simple point.)
Les équa t ions (18), entre les inconnues x, y , sont impossibles quand
le point (u, v). n'est pas sur la ligne u=s, v = S î ( s ) , et s i m p l e m e n t
in dé 1er mi né es q u a n d i l tombe sur el le.

Quand enfin le déterminant (19) ne peut prendre la valeur o 'dans
l ' in terval le }r5 , l'arc décrit par (u, v} est nécessairement ordinaire, puis-
qu'alors les équations numériques.

du. ai] , , , ()U ,. , dv ()V djc ôN dv'di = ̂  ? ̂  ) -+- ̂  x ( ̂  = o, ^ = ̂  ̂  + ̂  -^ = o

entraîneraient
9 /(^=:f(^)==o,

fait incompat ib le avec la quali té ordinaire supposée à l'arc décrit
par (.%•, y); et si celui-ci v i en t à se déformer, l 'autre ne peut rester
invar iable , ce que la proposition suivante va nous permettre de con-
stater implici tement .

l;.î. Quand le déterminant co(.z*,j) ne peut s'évanouir dans r inter-
valle \^ ! (franc, iwanescen'f^ il y conserve un signe constant, et l'on peut
assigner une quantité positive a assez petite pour ( j u u n intervalle franco
de dimensions inférieures à a, son intérieur et son extérieur, aient respec-
tivement pour objets correspondants un intervalle franc y de même signe
ou de signe contraire se/on que le signe invariable de (©(.r.y) est -f-
ou —, l'intérieur de cet intervalle et son extérieur.

I. Dans l'intervalle \^ , le déterminant (0(<z7,j') conserve un signe
constant, et l'on y a toujours

( 2 1 ) l:®(^rl>^
2r représentant quelque constante positive.
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Si en (.r,,js), (^Ja)? points distincts et intérieurs à .5J , CD^.J)
pouvait prendre des signes contraires, le tracé entre ces points de
quelque arc ordinaire ^===ç(^) , y==y(^ ) , in tér ieur à l ' intervalle,
donnerait la fonction composée de t,

^[?(^x^)L
q u i serai t oloirope de l = t^ à / == ^, qu i prendrait des signes opposés
en ces valeurs extrêmes, qu i , par suite, s^vanouirai t cer ta inement
pour quelque valeur ^ de £ , intér ieure à cet intervalle pr imaire (22**).
La fonction ©(.r,,/) prendrai t donc au point [ç (^o)» x(^o)J ^l ^lo011 °'
ce qui est contraire à l 'hypothèse.

Considérons maintenant un interval le dentelé J 5 o | ébauchant } ^ S a
0 près par excès (8, VI), 6 ayant été pris au-dessous de Oy, S y , en outre
assez pe t i t , ce qui est évidemment possible, pour que (,D(.^*,y) ne
s'évanouisse pas non plus dans cet autre in terva l le . A l ' i n t é r i e u r de
chacun des orthorhombes en nombre li 'roilé en lesquels l ' in te rva l le j ^ o i
peut être divisé, et cela d'après l 'observation finale du n0 10, on peu t
assigner à la valeur n u m é r i q u e de cû(^j), fonct ion olotrope ne pou-
van t par hypothèse y passer par o, des l imi t e s i n f é r i e u r e s positives S-\
.c//, ... (186^); il sutÏit donc de prendre la pins pe t i te d 'entre elles
pour obteni r une quant i té & d o n n a n t l ieu a l ' inégal i té (21).

II . Comme cD(.r,y) ne peut s 'évanouir dans l ' i n te rva l l e dente lé |^o ! »
les théorèmes des n08 307^, 308^ sont applicables aux fonct ions i m p l i -
cites

,:r=X(^ ̂  j=Y(^ ̂

qui définissent les équations s imul tanées

U ( .r, y ) — u -= o, V ( x, y ) — ^ == o,

cela sans restriction re la t ivement à u, v, et pour les va leu r s de
( x , r ' ) in tér ieures à un orthorhomhe que lconque compris dans j ^ o l »
pour toutes celles, par su i t e , qui tombent dans cet interval le dente lé ,
a fortiori dans l ' intervalle j ^ j ; en particulier, X(u, (-7), Y(^, v ) sont
localement olôtropes (11), avec des olomètres au moins é^aux à
quelque quan t i t é positive assignable (S, pour toutes valeurs de //, ^
la i s san t le point [X(</ , ^), Y(^, ?)] intér ieur à j ^ e j .



SUR LÀ THÉORIE DES INTERVALLES BINAIRES, ETC. 2 t5

Ceci permet, comme conclusion à\m raisonnement tout semblable •
à celui dn 11° 11 ,̂ d'affirmer que si (^,.y) marche à pas suff isamment
petits sur un chemin | î , ^j^ tracé arbitrairement à l ' intérieur de j ^ e ! ,
le p o i n t correspondant [U(.r,j), V(;r,y)j lié à celui-ci par les rela-
tions (18), marche sur un correspondant j i , a|^, dont, inversement ,
le parcours par le point (^, v) fait mouvoir sur le premier chemin le
point ayant X(^, ^), Y(^, ç') pour coordonnées.

Comme, e n f i n , on a

AU = U(.z- + A,̂  y 4- A;.-) - U (,r, y) =: SJ\,o(^ j, A^, Ay) A,r + Uo,i(..r, r, A,r, Aj) A)- ,
AV : = . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

l î ^ o ? . • . , Vo, i représentant quatre fonctions olotropes de ^,y,A.r, Ar,
aux valeurs numér iques desquelles on peut assigner des limites supé-
rieures invar iables pour tous les systèmes de valeurs de <r, y coordon-
nées de points intérieurs à l ' intervalle | ^ o S » ^ ^ z(L^t» A/ ^"t des
valeurs n u m é r i q u e s inférieures à quelque q u a n t i t é positive prise assez
p e t i t e (199^ el suiv.), on peut assigner une quan t i t é positive a telle,
q u e pour de semblables valeurs de x ^ y et pour

on a i t toujours
AJ; [ î a, [ Ay | ̂  a^

AU|<,6, AV|<P,

telle, par suite, que si. le point {x^ y) v i e n t à se mouvoir arbitraire-
ment dans un orthorhombe quelconque j a j , de dimensions (a, a) et
in tér ieur à r 5 o j , le po in t correspondant Çu, v) ne sorte pas d'un certain
orthorhombe }p de dimensions <^(P, [3). D'ailleurs, appelant (^o»7o)
un point intér ieur à l 'or thorhombe} a j , et (^, ̂ o) 1e point correspondant,
les fonctions impl ic i tes X(^, p}, Y(^, ^) précisées par les condit ions
ini t iales X(^, ^^)==.r^ Y(^^, ^o)^^) s011^ toutes deux véritable-
ment olotropes, monodromes 'en particulier, dans l 'orthorhombe j p p
puisque ses dilttensions sont inférieures à l'olomètre commun P.

Il en résulte que si (oc, y) vient à marcher sur un anneau quel-
conque j c t j tracé à l ' in tér ieur de | a j , (^, ^) suivra un chemin J 6 | , non
seulement fermé, ce qui est évident, mais dénoué aussi, se réduisant
par suite à un anneau propre. La présence d'un nœud sur le chemin } ( 5 j
entraînerait en effet l'existence du même acc iden t sur l 'anneau j a | ,
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puisque ce chemin est intérieur à un intervalle ou les fonctions
X(^ ,^) , Y ( u , ^ ) s o n t monodromes, et que son parcours pa r - l e point
( u , P) entraîne le point [S(^., ^). Y(^, ^)j à décrire l 'anneau c x j .

Hî. jE/z supposant le point Çx,y) placé arbitrairement à l'intérieur
de j ^ | , puis appelant h, k, 1 1 1 , 1 , n^ iu^, ii^ des quantités indéterminées y
sous la seule condition que les quatre dernières demeurent nu/nériquemen/
inférieures à quelque constante positive II et donnent un déterminant

qui remplit sans cesse la condition

(22) |^|>T,

où T représente quelque autre constante positiçe ; en prenant ensuite

Ai x •=. iiii h, Ai y •== iii À,
(23)

/^à* posant
Ag^r = nia A, Agj/ rr: iig /•,

x + A^r = ̂ i, y -}- Aij = yi,
^ -+- As .%• = ̂ 2, y 4- Aaj = Va,

on peut assigner deux quantités positives T), K assez petites pour que^ sous
les simples conditions

\h\<^ \k\^

les signes (8,1) des triangles

(^4) |OI2^y,

de sommets {se, y), (^o J,), (^2, y^), et
(25) i 0 î 2 j ^ ,

de sommets correspondants Çu, ^), (^^ ç^), (^» ^2)? w^^ toujours
iden tiques quand (î)(^, j) demeure positif\ opposés quand ce déterminant
reste négatif.

En conservant les notations (24), (^5) pour les mesures des triangles
considérés» et posant

ui - ̂ -=U(^-+-A^,j-hAiy)—U(^,j)=::A^/, pi— ^=. ..^Ai^
//s -//=.........,.......,.....,..,... =: Aa ̂  ^ - ̂  ==...=: A, r,
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on a év idemment

(^6)
Ai.x Air , i i^ ~-=-^A j 0 1 2 !.,,:=-
A 2.^ A;>y '-ï a

A,^ A,r
Ag // Aa ('

Comme ensui te , pour \àx', |Ay assez peti ts , et pour toute fonct ion
olotrope F^r^y), la formule de Taylor donne

A F == -,- A.r -h ,— Ay 4- F2,o A.2-'2 "4- Fi, i A.:r Ay 4- Fo,a A y2,
UtXÎ (À V

oii F^.o» • • < sont des fonctions olotropcs de <r, j, A.r, Ay(l99*), un
calcul facile condu i t à

(9.7) j o j a!,^,-=CO(.z',y)io T i\^

-h --S^/^/,,/,,/,(.r, y, Ap^, Aiy, A^r, Aaj^Ai.^.Aly^.Aâ.r^Aây^,

où la sommation s'étend à des termes, en nombre l i m i t é , dans chacuti
desquels ̂ ,_ représente une fonction olotrope de .r, y dans l ' inter-
valle j ^ } , de Ai,r, . * . pour les valeurs numér iquement assez pe t i tes de
ces quatre accroissements, les exposants des mêmes accroissements
ayant leurs sommes part iel les ^ -+-y^, 4 "^y"2 égales à i, -au mo ins , l eu r '
somme totale égale à 3 ou à 4- L^ subst i tut ions (a3) exécutées clans
l'expression S donneront donc

(28) :s=^(;ïe/z+XÂ-)A/-,

où ^c, M- sont des fonc t ions év idemment olotropes : i° de »z*,y, à l ' i n -
térieur de S - ^ i ; 2° de iu.i, « i i , i u a , n a ? quand leurs valeurs numér iques
sont inférieures a II; 3° de A, k, quand leurs valeurs numér iques
tombent au-dessous de certaines quant i tés positives r{, y/ prises suffi-
samment petites. Après quoi , la combinaison des formules (27), (28),
(26) donnera

I 'TP // -j-. 'yr /''l
( aç) ) ; o i 2 j /,, •= cô (.-/;,, y ) + ^—^—— ; 0 1 2 ; ̂ ,

Si ma in tenan t l 'on appelle H, K les l imi t e s supérieures assignables
aux valeurs numériques des fonctions je, X pour les valeurs de ,r, y
rendant le po in t (<r, y ) in tér ieur à j ^ j , pour celles de ii^, . .., iu qui

yinn.de l'Éc. Normale. ̂  Surie, Tome XVL — JUIN 1899. '^
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sont numériquement inférieures à n; pour celles, enfin, de À, k qui le
sont à Y]', x7 (200^) (Cf. II) , les quant i tés positives Y], x, limitées par
les quatre inégalités

'n < Y/, x < x7,

(3o) •n<^ x<^

satisferont à toutes les exigences de l 'énoncé. Car en prenant À I ^ Y ] ,
J Â ; ] ^ X , et à cause de (22), (3o), (ai), on aura certainement

X/<-}-?)<'/» I - î^+Ry. ^ , /
-——^—— <———^—<^< | (D(^ , J ) | ,

ce q u i assure à l 'expression entre crochets clans la relat ion (29) le
signe de Oc)(.r,y), et par suite aux tr iangles (24), (2.5) des signes
ident iques ou opposés selon que ce d é t e r m i n a n t est posi t i f ou négatif.

IV. Revenons maintenant à l ' anneau j a j de l ' a l inéa H, et considé-
rons dans son in té r i eu r un po in t q u e l c o n q u e Çx^\ y^'), dont nous
nommerons (^(0), ^îo)) le correspondant . Inscr ivons clans \a\ un contour
polygonal I P > , { , dont les sommets au ron t na tu re l l ement pour corres-
pondants ceux d 'un contour polygonal j Q ^ j insc r i t dans J G { , et, ce qu i
est év idemment possible (puisque p. tend vers zéro en même temps
que 'Â), prenons À assez pe t i t (8, III) : i° pour que ces contours soient
tous deux des anneaux; 2° pour que le parcours de j < x { par (.r,j) et 1e
parcours correspondant de j 6 | par (u, ç1) fassent rencontrer les sou-
dures de |P),S, J Q ^ S dans des ordres conférant à ces anneaux polygo-
naux les signes mêmes des anneaux curvi l ignes où ils ont été insc r i t s ;
3° pour que }P>J ait le po in t Çoc^^y^1) à son intér ieur .

Un raisonnement facile, mais fast idieux, que je supprime à cause
de cela, montre que l ' intervalle polygonal j P ^ j peut être divisé en un
nombre limité de triangles (de signes ident iques au sien)

t ^1 < s s c y y .... \\^ \3c'yf

jouissant tous de la propriété possédée par le triangle j o i 2^y de
l'alinéa précédent (III) , et de l'un desquels le point (^^j^) soit un
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sommet (1). Les triangles correspondants

(3 . \ ( , » ( . )1 / ) '1 jm'? • < • » ( IN Ç M ( /

auront tous, en conséquence, le signe commun aux précédents et
à j I\ si co(^,y) reste positif, le signe contraire si ce dé t e rminan t
reste négatif ; et, comme leur add i t i on topographique reproduit évi-
demment J Q ^ S , cet intervalle aura le signe de JP> , | ou l e s igne contraire,
selon que le signe invar iable de cD(.r,y) sera -4- ou -~. Même chose
aura donc lieu pour les interval les } < x | , J G J , puisque leurs signes sont
ceux de P>,j , | Q [ J L J ' -

Enf in le point (^(0), ^ (0)) est nécessairement in té r i eur à j f i j , de même
que Çoc^^y^) l'est à < x | , parce qu'i l est placé a ins i re la t ivement
a }Q(;,J comme sommet de l 'un des triangles de même signe (3i) en la
somme desquels cet interval le polygonal se trouve être décomposé
(8,1V).

On prouvera sans plus de diff icul tés que, si (x^y y^) est extérieur
à | a .S , (^(0), ^(0)) l'est parei l lement à J 6 J .

14. Le théorème précédent s'énonce brièvement en disant qnà
tout intervalle franc, infiniment petit, du plan des xy (8, III, in fine),
où U(.'2/"^y), Y(.z', y) demeurent olotropes sans que cD(^,y) s ' y éva-
nouisse, correspond dans celui des w un intervalle franc aussi (15,
in/.), de même signe ou de signe contraire selon que ce déterminant est
positif ou négatif. I l mont re une analogie à remarquer entre mm paire
de fonctions U(<r^y), V(^,y) de deux variables et une seule fonc-
tion W(^) d 'une variable un ique ; dans ce dernier cas, on sait eiïecti-
vernent depuis longtemps, que deux intervalles (primaires) francs et
i n f i n i m e n t petits, contenant l 'un des valeurs de s, l 'autre les valeurs
correspondantes de W(s), sont de signes identiques ou opposés, selon
que, pour les valeurs de z considérées, la dérivée W(-s) reste posit ive

(r) On y réussit de mille manières, de la suivante en particulier. Si JP>J se réduit à
un triangle ayant un sommet en (.r^^j-^) on procédera par des coupures respectivement
parallèles à ses trois côtés, que l'on multipliera et rapprochera suffisamment. Sinon, on
subdivisera de la manière ci-dessus chacun des divers triangles en lesquels cet intervalle
peut alors être divisé (8, II), mais sous la condition additionnelle, évidemment réalisable,
que (^î^) soifc un sommet de quelqu'un des triangles partiels.

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XVI. —Jlîi^ 1899. 2^
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ou négative. On pourrai t donc dire presque aussi b i en , d 'une paire de
fonctions, qu'elle est croissante quand son déterminant différentiel est
positif, décroissante quand il est négatif.

15. L'intervalle j ^ j qui, dans le plan des w, correspond a l ' inter-
valle } . 5 J de celui des xy peut n'être pas franc; mais i l résulte de la
même proposition que celui-ci peut toujours être divisé en un nombre
limité d'intervalles partiels francs |^ |, j^ S » * - • » £e^ ^ue ^eurs corres-
pondants \^ j , j - Ç ^ j ? • - - ? le soient tous aussi. Pour cela, il suffit évidem-
ment de tracer dans \^ des anneaux tels que j a j pour découper ces
intervalles par t ie ls , en s'arrangeant toutefois de manière que leurs
mesures demeurent numér iquement supérieures à q u e l q u e constante
positive. (On le voi tplus facilement encore en d iv i san t en orthorhomhes
de dimensions inférieures à a, mais en nombre l im i t é , quelque ortho-
rhombe ébauchant \^\ par excès.)

Après quoi , on pourra agrandir ces interval les par t ie ls e t res t re indre
leur nombre, en subs t i tuan t à quelques-uns pris en contiguïté leur
somme topographique toutes les fois qu'elle restera franche et que
celle de leurs correspondants serait i nc lup l iquée (9).

A certains points de vue, on peut donc supposer que l ' in terval le \^\
est franc aussi ; et, comme alors les fonc t ions i m p l i c i t e s X(u, ̂ ), Y(^, ())
précisées par les condit ions in i t ia les X(^o, (^) == oc^, Y(^, (\,) === y^
(•^o» ,7o) el: (^o» ^o) désignant un p o i n t in tér ieur à \^'\ et son correspon-
dant ( intérieur à j ^ j ainsi que nous l'avons vu) sont tou tes deux mono-
dromes dans l ' interval le j.çj, par tant olotropes à proprement parler
(11), le point (^5 y) correspond inversement: à (^^) de la même
manière que, jusqu'ici, ce dernier correspondait à l ' au t re .

1.6. En supposant Vinteïvalle j^ j franc comme ci-dessus, pour simpli-
fier, en divisant \^ \ en parties franches

(82) ..., \i\, ...

assujetties à la seule condition d'avoir des dimensions foules inférieures à
une même quantité positive infiniment petite X, en appelant indéfiniment

.... (^y), ...
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des points formant respectivement avec les intervalles partiels (32,) des
figures de dimensions inférieures à À, points quelconques à part cela, et
en conservant les notations des intervalles eux-mêmes pour représenter
leurs mesures^ on a la formule

(33) \^\^\\m1^{œ,y)\i\,

où la sommation 2 s'étend à tous les intervalles (32).
I. Si la fonction gÇx,y) est olotrope à l'intérieur de | ^ { et si l'on

prend l'intégrale sur l'anneau de l'un des intervalles (Sa) (8, lit), on
finit par avoir

(3q) f ff{x,y)dx-^^{xi,y^\i\ <|G}^i],
J\i\

où G et ( . x ^ y i ) représentent une certaine constante positive et, pour
mieux préciser, quelque point formant avec \i\ une figure de dimensions
inférieures à \.

i° Nous raisonnerons à partir du moment où "A reste inférieure aux
olomètres de g{x, y), et nous supposerons, pour commencer, que \i\
a été découpé dans la bande comprise entre les deux parallèles à l'axe.
des y, x — x^, x == x^ par la parallèle à l'axe des x, y ==y^ et par
l'arc

.:z?=:/, j==y/^),

011 7.0) es^ ^aos l'n^^'valle allant de t ==^0 à / == x^ une fonct ion
olotrope de t laissant un signe invariable à la différence'/^/) — j o »
puis nous écrirons le développement de g{sc^ y ) p^ la fo rmule de
Taylor

^(.r,y) =ao,o + ^i,o( x ~ ̂ o )-+" <^o,i (j—yo ) " + • - • •
(35) . =^o(^)+^o,i(j--Jo)

+ (y—jo) W^'o, y^ ^ — ̂  y—yo) {x — ̂ o) + ̂ '(^"o» • • •) (y -.ro)],
(m g^x) est une fonction de x seulement, olotrope dans l ' intervalle
primaire S^o^i i » ûù l'on a ao,i == g^^Çx^ yo)> où en appelant H, K ,A
certaines constantes positives, au-dessous de la dernière desquelles
À finit sûrement par se maintenir, on a encore

(36) | X j < I Ï , |^.|<K,
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pour toute position de (;To»Jo) à l' intérieur de [-3] et pour

(87) |^_^J<A, l j—Jo|<A,

en particulier, pour toute position de (^,,r) intérieure à \i\ (199* ^
^/^.).

L'intégration des deux membres de la formule (35), exécutée sur
l 'anneau de \i\ donne

/ ^j)^-^(^.ro)f y d x
(38) Jw , J^

'==- f L^W — ^o,i7o] dx + ^ [(^-—^) ^c + (y —jo) ̂ ;] (j ~yo) dx,
J \ l } ^ { t \

et l'on a tout d'abord

(^9) / rdx-=^—}i,\,
J\ i \ t '

à cause de

/ J^'^E^jJi^—f -^^y
^ i î } ' ( J\i\

et de S < x y S { ^ == o, puisque cette expression est la différence des valeurs
prises par la même quant i té xy au commencement et à la fia de l 'an-
neau, d'où

f ydx=^Ç {ydx-xdy}=—\i\ (8,111).
^\i\ J\i\

On a ensuite

(4o) 5 [^o(^)—ao,ljo1^=o,
J{i\

parce que cette intégrale est la différence des valeurs semblables de
l'intégrale indéfinie de la différentielle exacte qui est placée sous le
signe d' intégration.

En prenant x pour variable indépendante, les parties de la dernière
des intégrales (38) que fournissent les parties rectilignes de l 'anneau
sont nulles parce qu'il faut y prendre, soit t = ̂  ou t^x^ d'où
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dgc = odt, soit y = V o ident iquement , d ' o ù y — r o == o; 11 reste donc

(4i)

1 f [(.c-.r»)3C+(j-yo)ïX](y-y,)rf.c
) ^t',

1 =±^ l[(,^-^o)5e4-(r-y„)^î](7-yo)^,
^ ^Jtn

y devant être remplacé par //.r) dans le second membre, et les égalités
{39), (4o), (4i) réduisent la formule (38) à

(42 )

f S\x,y)dx^g^^(.r^y,)\i\
J! ''i

=±: f '[(^-.r^je-i-t.J-Jo)^]^--^)^-
,y_,.

Comme ,y—.ro conserve par hypothèse un signe i nva r i ab l e de
x == XQ à x = x ^ , et, en vertu des inégalités (36), on a

( 4 3 ) -

^r, /ïr*

^ [.:r;-.ro)J€+(y--yo)^](j-yo)^ < (H4"K)ÀJ (y-yo)^-
«-/ »>„ "" •^"o

< l ( H ^ K ) À j . ! ,

a cause de l'égalité évidente

; f (y--jo)^:= f ydx=-
J r ^ i t S

\i\. (39)

En recommençant enf in , sur la fonction olotrope ^^(^j). "n
raisonnement analogue à celui qui nous a conduits à la formule (3.5),
on trouvera
(44) |^l)(^.y.)"-^o'l)(^,Jo)l<^H/+K/).

ou H/, K' sont des constantes positives absolument indépendantes des
positions occupées par (^Jo) ^ l ' in tér ieur de ^ j et de (^,.y/) a
l ' intér ieur de S ^ (199*^,^w.).

Maintenant, il suffit de combiner ensemble l'égalité (42) et les iné-
galités (43), (44)» p^is de poser

. . 1 1 ' H+K^-H^K^G,

pour arriver à Tinégalité (34) que nous voulions établir.
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. 2° Supposons, en second lieu, que l'anneau { î j soit d'une forme
quelconque, mais que sur chacun des arcs curvilignes qui peuvent
entrer dans sa composition, y reste fonction olotrope de ^[c'est-à-dire
qu'en y posant x == ç(^), y == 7,(0» on n'ait jamais ^Çt}=o\-, on
pourra évidemment diviser l 'intervalle fï] en un nombre l imi té
d'autres

(4^) !^i,

ayant tous la forme considérée ci-dessus (i°), conduisant par suite aux
inégalités

f ^(^j)dx + ̂ 1) (-^ y/) i i} / ' !
J\ i' \

< | G À i ^ i | ,

parce que chacun d'eux et le même point (^,y,) forment toujours une
figure de d imensions inférieures à X. Pour retrouver l ' inégalité (34),
il suffira donc d'additionner les précédentes membre à membre, en se
rappelant que tous les intervalles (45) sont d'un même signe, et en
ayant égard aux égalités

(46)

(47) '-^ f ^'(^j)^-+-•••== 1 s { ^ . y ) d x ,
J\i'\ J\î\

La première est évidente; la seconde a lieu parce que, les inter-
valles (45) étant d'un même signe, leur contiguïté s'opère par des
chemins dont les directions sont forcément opposées, et qu 'a ins i les
parties correspondantes des intégrales du premier membre se dé-
truisent deux à deux, qu'il en reste seulement les parties afférentes
aux por t ions (le l 'anneau \i\, dont l ' add i t ion reprodui t l ' intégrale du
second membre.

3° Les points des parties curvilignes de l 'anneau \i\ oùjpeut cesser
d'être fonction olotrope de x sont en nombre essentiel lement l imi té ,
parce que ces parties sont en nombre tel, et que, pour chacune d'elles,
î/(/) fonction olotrope ne dégénérant pas en une constante ne peut
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offrir des zéros en nombre il l imité (4^*). Si donc on retranche de l 'in-
tervalle \i\ et de son anneau des parties de dimensions in f in iment
petites, contenant chacune un des points dont il s'agit, et cela, par
exemple, au moyen de deux coupures recti lignes parallèles aux axes,
il restera un intervalle variable d o n n a n t prise constante (2°) à l'inéga-
l i t é (34), compor tan t , en outre, une mesure et une intégrale qu i ont
pour l i m i t e s évidentes \i\ et l'intégrale que nous considérons; d'où
l 'extension certaine de cette inégali té à l ' intervalle \i\.

II. On a

(48) f ^(,r, Y)dx-=^-\\m^^^^,y)\i\,
J^\

(49 ) f ^(.r,7)<}-== limZ^^Ozsy);^
Jj^i.-' • .

où les intégrales sont prises sur l'anneau de l'intervalle \^\, et où le
signe S a la même signification que dans la relation (33).

En addi t ionnant membre à membre toutes les inégalités du genre
de (34) que l'on peut écrire pour les divers intervalles partiels (3a),
puis ayant égard à des égalités analogues à (46), (47)? 1! vient immé-
dia tement

| f ̂ (.r,j)^-l-2^°^)(.r,j)i<i < iG/ l ^ i | ,
| ̂ ;^ ;-

d'où la formule (48), puisque X est une quantité i n f i n i m e n t petite.
L'autre (49) s'établit par la simple permutation de ce en y dans les

raisonnements qui précèdent; le second membre y est pourvu d'un
signe différent, parce qu'au lieu de l'égalité (3g) on rencontre

/ xdy-=.\i\.
J\>\

Ilî. On a maintenant (8, III)

{JJ=:-1- f (uch—^du),
^{U

ou bien, si l'on change de variables au moyen des formules de trans-
Ann. de i'Éc. Normale. 3* Série. Tome XVI. — JUIN 1899. ^9
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formation (18),
1 r I T T ( d N ^ dN / \ ^ /^u 7 ^u 7 M^ = - / U ( —-dx -{- —^y ) — V ( — clx -+- -7- ̂ r^i^L \^ ^y v ) \^ ^y /-I

ï, r f^dV .rdu\^ J f /TT^ v^ 7== - / U -,— — V — ^ -t- - ^ . U -T- —• V -T- ^y ;2 Ji ̂  ; \ dx dx ) 2 J\ ̂  \ \ dy dy )

d'où la relat ion (33) dont nous voulions démontrer l ' exact i tude, en
app l iquan t les formules (48), (49) à la transformation des deux der-
nières intégrales et en ayant égard aux ident i tés évidentes

d f^dV .,,^U\ - , , f,, d^V ... d2^ \-r-(V— — V — -=— (ô (.:r, r) 4- U ~—— — V -,—-,- ?dy \ dx dx j " \ dx dy dx d'y )
d (,,dN ^d^\ , , frr ^V ,- d^V \— U -y- — V -,- = (D (.r, y -h U ",—,- — V ",—T- •dx \ dy dy ] \ » . / / \^ dx dy dx dy f

17. Quelle que sou la fonction fÇx, y), olotrope dans l'intervalle { ^ { ,
la variante

(50) i/(.r,y)!^,

construite avec elle, comme celle du second membre de la relation (33) U a
été ayec CD(^, y), est toujours convergente,

I. Il existe c/uelque paire de fonctions, olotropes dans le même inter-
valle,

(51) P(^.y), Q(.^y),
dont le déterminant dijfévenliel est précisément égal a f(x^ y).

Pour en former une, il suffit e f fec t ivement de prendre ( { )

P(^y)=-/^o)(,r,.r), Q(.^y)^j,

(r) Pour représenter la dérivée — - j - ' ^ y ^ ' — ? j'ai proposé de substiluer à celte écri-
ture, parfois souverainement encombrante et incommode, quoique classique, et j'emploie
souvent avec avantage la notation f ^ p ' ^ H . r . y ) ^ simple extension an cas de plusieurs
variables, de celle de Lagrangc, ./'''^O.'), pour le cas d'une seule (fôO*). L'introduction
d'accents négatifs permet de conserver les mêmes avantages dans le calcul inverse des
dérivées : si, par exemple, p, q sont des entiers absolus, ./^^(.^j) représentera le
résultat du calcul consistant à exécuter, sur f(.^, j), p intégrations (indéfinies) par rap-
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puisqu' i l vient alors
^P JP
dx dy /(^y) /l-l'l)(^^) „ ./ ,
j/-\ jr\ ~=~~ ~~~ J v ' •/ /

<^Q "Q 0 I

clx dy

II existe même une infinité de paires de semblables fonctions (21,
m/.), parmi lesquelles, évidemment,

P (.̂  y) == ̂ , Q(.z, y) ^/(^-^(.y, y) [==//(.r, j) ./y].

II . Si/(^,j) ne s'évanouit jamais dans l ' in té r ieur de S ^ j , et si, à
l ' i n t é r i e u r de cet intervalle, les relations

p==:P(..r,y), //^Q(.r,y)

font correspondre celui d'un intervalle \^\, franc aussi, le théorème
précédent (16) donne i m m é d i a t e m e n t

l im2/(.r ,y)!^!^ W.

Si '^ } n'est pas franc, il est tou jours décomposable en parties telles,
par u n e d iv is ion convenable de \^\ (15), et la formule précédente sub-
siste évidemment .

I I I . Quand /(.r, y) s 'évanouit iden t iquement à l ' intér ieur de J 5 |, on
a de suite

l}m^/(.r, y) ! i\ •== lim2-o.i i\ = o.

Quand /(^,j) y prend la valeur o, mais non ident iquement , le cas
se nrmène faci lement au précédent par la considération de coupures
variables retranchant de \& \ des parties, de mesures i n f i n i m e n t petites,
en dehors desquelles /(^j) ne s 'évanouit plus; mais i l est superflu
de nous engager dans cette discussion.

port à ̂  accompagnées de q différentiations par rapport à y, toutes opérations dont
l'ordre est indifférent (ÏW et mi^. De même, f^^(x^) équivaudra à

fT... Ç^x.^clxPcly^

les intégrations étant en nombre total =^+ q. C'est cette notation que remploie ici, et
plus bas encore (21, inf,\ où son utilité sera plus apparente.
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'18. La limite de la somme (5o), qui se présente si souvent dans les
applications géométriques et autres, a été nommée Y intégrale définie
double de f{x, y ) d x d y , prise dans l^ intervalle j ^ j , et on peut la repré-
senter par
(5?.) f f f { x , y ) d x d y .

J Jpj

Pour la calculer, il suff i t , d'après ce qui précède, de chercher une
détermination de Vintégrale indéfinie binaire de la fonction ,/(^,,y)
considérée comme un déterminant différentiel, savoir quelque paire de
fonctions (5ï), puis de prendre cette paire de/onctions aux limites
de j ^ i , c'est-à-dire de prendre la mesure de l ' intervalle j^c ayant pour
enceinte le contour que décrit le point [P(^»y)î Q(^»y)] quand (^5,y)
décrit l 'anneau de j ^ j (dans le sens voulu), mesure donnée par la for-
mule (8, III)

(53) { O q — — f ^dq-qdp^'-Ç (PdQ^QdP),^ ( ( P dq — q dp )•==--
^-j^'j ÎJ\^\^-i^'i ^J\^\

OU
„, dP , dP , .,.. dQ , dQ .

.dP^^d^+^d^ d(^=:^d^^dy.

La dénominat ion d'intégrale double se trouve just if iée par la super-
position des deux intégrations simples qui sont nécessaires au calcul
de l'expression (5s), savoir : la première, de nature binaire, pour
passer de /(.r, y) à quelque paire d'autres fonctions (5i) dont elle
soit le déterminant différentiel, la seconde, de nature primaire, à exé-
cuter dans le dernier membre de la formule (53). De tout ceci, res-
sortent, dans la conception des intégrales doubles, des analogies main-
tenant frappantes avec les intégrales simples, et aussi, pour leur
calcul, un procédé inf iniment plus large à cause de l ' indéterminat ion
d'une intégrale binaire (21, ^/.), indépendant de toute dis t inct ion
entre les variables x, y , semblant devoir faciliter le maniement de ces
expressions dans bien des circonstances.

Pour retomber par exemple sur la règle classique, propre au cas où
l'intervalle j ^ j , supposé posit if , est découpé dans la bande comprise
entre les parallèles à l'axe des j,

X-=.XQ, ^==X (^o<X)
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par les arcs (ordinaires),

j=9o(^ r=e»(^) [oo^X^WL

il suffît de remarquer que l'on a aussi, comme au n° 16, I,

} ̂  ( ̂  _ F q dp •=. — f Q ciP,
J\^\ J\^\^iXj . ^i

et de prendre (17, I, in fine')

P(^ j) =^ Q(^y) =/^-1^, y).

Il vient alors

fL f{x^r}dxd^^W
^ \

~ Ç ^ f ^ ^ { x , y ) d x

-^^ C /(o,"i)[,y, ̂ }}cljc~- ( ' f^^^[x^{x}}cL
J.^ ^\
^

= / i/^--1^^ ̂ W\ -f^^[x, 9^)] S dx

^ '("'-^[.r, ̂ {x}} dr
\

^.ro

^X ^ Ï > ( . r )'«X /^^(.r)

.̂r ^ /(.r,
ç») ( •''•' )

=-^ r̂ ^ /(^j)^r-
«-'î-,. t-'!a..f.r>

En choisissant effectivement y pour variable indépendante sur les par-
ties rectilignes de l 'anneau de ^ , il vient immédiatement dx == o.r/y,
parce qu'on y a oo == .r^, ou bien x === X, ce qui entraîne la n u l l i t é des
parties correspondantes de l'intégrale simple à prendre sur cet an-
neau.

19. Des considérations précédentes, on tire, en tous cas, une dé-
monstration d'une rare facilité, pour la formule servant à exécuter un
changement de variables dans une intégrale double, formule d'où res-
sortait depuis longtemps, entre les intégrales doubles et les intégrales
simples, mais inexplicable, une analogie du genre de celles que nous
venons de signaler.

Si les fonctions ^(^, '/]), À(^, '/]) sonL olotropes à l'intérieur d'un inter-
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wlle franc jûj, et si, quand (^, Y]) décru U anneau de cet intervalle, le
point, de coordonnées

^=^(£,Yî), y==^(^),
décrit celui de \ ̂  \, on ar' » »

W) f 1 A ^ Y ) d x c f y = f f / [^(è: ,T3),A(£,^)1A(^-/ î )^^,
" v ^ ^ ^\ Sî i - - ^

ou

(55) A(^)=
^r ^
^ d'f\
dh^ dh
d'^ ci'f\

Nous avons effectivement trouvé (17, II)

(50) ( f f{x,y)dxdy^\^.\,
J J\^\

\^\ étant toujours l ' intervalle dont l 'enceinte est décrite par le p o i n t
de coordonnées

p=P(^,y), /7==Q(^,y) ,

quand (^,y) décrit l 'anneau de j^ , ou bien, ce que notre hypothèse
fa i t revenir au même, par le point de coordonnées

p^^^'n)=P[ff^-fî),h{'c^)], <7=<ï( l^ )=Q[^(^^) ,A(c,^) : | ,

quand (^Y]) décrit l'anneau de |û;. La formule (33), appliquée à la
mesure de l 'intervalle j ^ j , donne donc, sous le bénéfice de la déf ini-
tion de l'intégrale double (18)

dy cîy

Xi^ f f ^ ^(^7) j ^ j=
J J\ û \ ch] d<\

d.^ d-f}

•di d-n

- r r ^[s^^h^^} p^i^r^k^^
^^i Q( l?o)[^(È^)^(ê^)] Q^^^),^^)]

dg ^
< d-f\
dh dh

d^ "chi

d'après la règle de formation du déterminant différentiel d'une paire
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P/de fonctions composées (306* bis'). Pour arriver à la relation (54), il
suffit maintenant d'ajouter membre a membre (50) et (37), en ayant
égard à (55) a ins i qu'a

p ( i , o ) ( ^ v ) P(»'"(a-,y)
Qt '^ lC^.y) Q'0 '1 '^,^)

=/(^y).

20. Deux fonctions U(a-, y), V(o-,y), toutes deux olotropes dans
l ' in te rva l l e franc \^\, donnent lieu à la relation

r r r f<N d\i\ . ,
f (U^+V^)=// ^-^y^:ly,

'-i^! ' ' '•5i

qui est bien connue, mais que nous notons en passant parce que nous
l'avons, pour ainsi dire, déjà démontrée. Pour y arriver, il suffî t effec-
t ivement d 'ajouter membre à membre les formules (48), (4p)' "P^8

avoir pris g{x, y ) == U(^, y) dans la première, g{oc,y} = V(a?, y )
dans la seconde, et d'avoir égard à la dé f in i t ion de l 'intégrale
double (18).

De la relation en question dérive, par la voie la plus rapide, la con-
d i t i o n nécessaire et suffisante pour que l'intégrale simple, f igurant
dans son premier membre, s'évanouisse sur tous les anneaux, ou bien
encore, ce qui est équivalent, pour que l'intégrale de la même ditîé-
rentielle conserve une valeur invariable sur tous les chemins traçables
entre deux extrémités fixes quelconques : cette condition est évidem-
ment que la fonction entre parenthèses dans l'intégrale double aoit.
nulle identiquement, c'est-à-dire que \ï dx+^ dy soit une différen-
tielle exacte.

21. Les considérations du n" 17 posent na ture l lement le problème
suivant que nous allons résoudre :

Intégrer binairement une fonction donnée, fÇx, y), de deux variables,
c est-à-dire trouver toutes les paires de fonctions P(a-, ,y), Q(a^ y), qui
donnent

dP rfP
dx dy .

(58) rfQ dQ =^•v'}r)'
duc dy
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I. Si l'on a /(.r,j)==o identiquement, on voit immédiatement
(3i4^} qu'il faut prendre, ou bien

Q(jr ,y) ==const., P(^?j) ~=- indéterminée,

ou bien
Q(.a?,y) == indéterminée, ' P(^,y) •==• ^ [Q(^»7)L

^ représentant ici la caractéristique d'une composante arbitraire à une
seule variable.

II. Sinon, et en supposant d'abord que /(^,,r) = i » c'est-à-dire
qu'il s'agisse seulement d'intégrer l'équation

^9)

^P ^P
(:/.Z? 6Ç/

dQ dQ
dsc dy

p(i,o)(^^) P(M)(^,J)

Q(^o)(.r,y) Q^D(^j)

nous remarquerons que les dérivées d 'aucune des fonctions inconnues
ne peuvent s'évanouir toutes deux ident iquement , et nous prendrons
arbitrairement la seconde fonction Q(^,y), en admet tan t que sa dérivée
par rapport à j n'est pas iden t iquement nul le . On pourra, des lors,
substituer à x, y les nouvelles variables s, t liées à elles par les for-
mules de transformation

(60)

donnant par leur résolution

x •=- s, Q(.r,j)=^

( 6 ï ) X=ZS, J=Y)(.Ç^).

Si main tenant on pose

P[>, 73 (,9, ^)] ==^, ̂ , Q [ s , ' n ( s , t)] =^(,9, / ) [=: £],

il viendra, en différentiant par rapport à s,

^=:p(M)(.y,Y)) ^pwçs^n^n^^^t),ds

^==Q(l^)(.?,•/l)-^•Q^ l )(^Yl)•/] ( l-o)(.s^==ô,
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puis, en différentiant par rapport à t,

^=Q(o,i)(^)^o,i)(^)=i.

De sorte que l'exécution, dans l'équation (5g), des substitutions
(61), puis l 'addition, aux éléments de la première colonne du détermi-
nant, de ceux de la deuxième, multipliés tous deux par y]^0^.?, ^),
laissera

^ P^^'n{s,t)]ds ' L—^-" /J |^^

o ï :Y^°^(.<?, £)
d'où

c!vj
'ds ^^(.sQ,

puis immédia tement
^(.^^^^(.S^+K^),

où la notat ion y]^150^, t) représente quelque déterminat ion de
/TJ^^C.Ç, t) ds (Cf. note de la p. 226), où ^ est une fonction arbitraire

d'une seule variable. En opérant donc dans cette formule les substi-
tu t ions inverses (60), il viendra définitivement

P^y)^^^!:.^ Q(.y,y)]+y[Q(^,.r)];

c'est l'expression de P(^",j) au. moyen de Q(.r,y) que nous cher-
chions.

La fonction Y] (.s t) prenant évidemment toutes les formes possibles
quand on fait varier indéfiniment celle de Q(.r,y) dans les transfor-
mations (60), et inversement, on peut considérer tout aussi bien les
solutions de l'équation ($9) comme fournies par les formules

j=rj(<-r,Q),
P==Y^^)(.y,Q)-4-3(Q),

à résoudre par rapport au couple (P,Q); ̂  ^ représentent ici deux
composantes entièrement arbitraires. On vérifiera facilement d'ailleurs,
que les racines de ce système d'équations finies satisfont bien, quelle
que soit T](^, Q), à l'équation (5g) considérée en ce moment.

Ann. de l'Rc. N or mate. 3e Série. Tome XVI.—Jui^ 1899, ^O
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En posant Y^-'1'0^, t) == ç(^, ^), composante encore arbitraire, les
formules précédentes prennent la forme

y nro^0)^, Q),

P=y^) (^Q)+»(Q) ,

d'où a disparu tout signe d'intégration.
IIL Supposons en dernier lieu, que,/'(;r,y) étant ^ o identique-

ment, mais quelconque à part cela, on connaisse une intégrale parti-
culière [ p ( ^ ? y ) f îK^y)] ^e l 'équation proposée (58).

Comme le déterminant différentiel de ces fonctions n'est pas ident i -
quement nul [puisque! se réduit à/'(.2?,y)], les équations

(62) p{^,v)=^ q { x , y ) :

se résolvent normalement par rapport à x, y (307^ et suiv.) et donnent
les formules de transformation

^=J(^Y3), J=î}(^),

an moyen desquelles nous subst i tuerons les nouvelles variables ^, T] à
x, y dans l'équation à intégrer, de la forme

dP dP
dx dy
dQ dQ
dx dy

dH dX
7^ TTH
d^ dî)
^ d^

dp dp
dx dy
dcf dq
^dx dy

6/J dl
dx dy
clîj d'9
dx dy

après multiplication de ses deux membres par le déterminant différen-
tiel de X(^Yj) , 1|(^y)). Il reste évidemment

(63)

si l'on pose

PW^)^^):I=II(^),

^n dîi
'̂  TI}
d3. • d3.
d^ "̂

^ ^
d'E, drî
d-fî d'r\
d'E, d'n

î 0

0 î

QW^)^(^)3=S(^ro.

En appelant donc maintenant II(^, Y]), S(^ Y]) la paire générale de
solutions de l'équation (63), (II), le retour aux variables primitives
oc, y , opéré à l'aide des formules de transformation (62), donnera pour
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l 'intégrale de l'équation (58), la paire de formules
P(^, j )=n[/J(^y) , q{x,y)'\, Q { x , y ) =^[p{x,y), q ( ^ , y ) ] .

IV. La solution complète de notre problème résulte évidemment de
la combinaison de ce qui précède, avec la possession des intégrales
particulières

pC^j)^/^1^^^), q { x , y ) = y ,

^(^,j)==^, ^(^J)^/^""1^./)-
ou bien

dont nous avons parlé au n° 17, I.

22. Je termine par deux applications, maintenant très faciles, mais
assez intéressantes, à la théorie des fonctions d'une seule variable ima-
ginaire. Elles reposent sur le lemme suivant :

A F intérieur de tout intervalle franc !^ ! où la fonction«' ( » */

f(.x)=: u •= (.//•+• lu"

de la variable imaginaire,
x == x' 4- ix1'

est olotrope a^ec Volomètre §, les éléments de cette/onction,

( 64 ) u' = 'V ( x', x " ) , i/ = ̂ J ( x', x1' ),
'\ ^

sont des fonctions olotropes aussi de x\ x"\ aux olomêtres -5 - (10), qui
donnent lieu aux identités

^U d"U cVï] ^U
(65)

dx1 '""" dx" dx" w " dx'
et

ci'v d'v
'do7 dx"

(66) ^^ ==1/^)1-.

dx' d ^ '

I. En supposant x intérieure à j ^ j et |À| == T] <; <S, on a, par hypo-
thèse,

/( x 4- h ) == Oo + ai h +. . . -4~ a^ h^ -4- - . .,
et la série

^o •+- ai 'n -+"... H- ûc^i n^1 -h...,
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formée par les modules des termes de la précédente, est encore con-
vergente. En posant donc

a,n == a^ -h ia"^ \ a'^ \ == a^, | a"^ \ == a;̂ ,

d'au
^//Z= ^//2? ^//î==: ^W »

en posant encore

h^h^W, \h!\=•^f, 1 / ^1 := Y/

et, en supposant
v/<^ ^<^

2 1 2

d'où Yf-î" Yf<< §, les séries
0

^o- i -< (^ / +^ / / )+ • • • -^ -^ (^ / +• / 3 / / ) w +•• • •.

^ -+ ̂ (^ + ̂ ') +.. . + ^.(rj7 + ̂ "Y1 + . . .,

leur somme en même temps,

( a, + a", ) + (a', + ̂  ) (rj' + ̂ // )+...+( a;,, + a';/, ) ( r/ + r/)^ + . . .,

sont convergentes aussi, et, par suite (107^), celles entières en Y]', vf,
que fournit toute décomposition additive du terme général de la troi-
sième en monômes dissemblables par rapport à Y]', Y)"; celles, en
outre, que forment des termes choisis a rb i t ra i rement dans ces der-
nières, quoique sans répétition (105^).

Or, à la classe de ces séries partielles appartiennent évidemment
les deux séries formées par les valeurs numériques des termes de
celles entières en A', h" que l'on obtient en sommant les premiers
éléments, puis les seconds, des termes de la série

(67) «H- id',} + (^+ id\ ̂ -h^) -h. . .+ (^-t- ̂ 4)(^+ ̂ ^-l-- • ..

c'est-à-dire en cherchant les éléments,

(68) 'U(.^• /-l-A / ,^ /+^ / /) , / / U(^ / +À / ,^-+-A / / ) ,

de f{x + A); ces deux fonctions sont donc développables en séries
entières par rapport à A', A% sous les conditions posées.

II. D'après la. nature de la série (67), les termes du premier degré
en h\ h" sont : a^ — d'^ dans le développement de la première des



SUR LÀ THÉORIE DES INTERVALLES BINAIRES, ETC. 1237

fonctions (68), et a[/^f•J^- a\h" dans celui de la dernière; or ceci
assigne bien les valeurs a\, — a\ aux deux membres de chacune des
ident i tés (65) à établir.

III. Pour la valeur du déterminant différentiel (66), on trouve
ainsi

a, a,
:^--i-^-,

c'est-à-dire le carré du module de a\ 4- ia[, valeur résultant pour/' (x)
de la nature de la même série (67).

Une conséquence de la relation (66) est à remarquer : quand les
fonctions 'V{x^ x" ) , "U^, e^) sont quelconques, leur déterminant
différentiel , fonction quelconque aussi de ce'\ x" (17, I), peut, à l'in-
térieur de { ^ } , s 'annuler en tous les points de un ou plusieurs arcs,
aussi bien qu'en quelques points isolés seulement. Mais cette der-
nière part iculari té se présente exclusivement, quand il s'agit, comme
ici, des éléments d'une même fonction olotrope de x = x ' 4- ix" ; car
la dérivée de cette fonction est, comme elle, une fonction olotrope,
n 'admet tan t , dans tout intervalle limité, que des zéros en nombre
l imi té (si elle n'est pas identiquement nulle} (4^).

23. Voici maintenant les deux points que gavais en vue.
î. En supposant, pour simplifier, que l'intervalle franc. \^\ soit inva-

nescent, que f\x) ne s'évanouisse jamais dans son intérieur, et que
l'intervalle j . (^ j que les relations (64) lui font correspondre (12) sou
franc aussi, les signes de ces intervalles sont toujours identiques.

Car la relation (66) assigne toujours le signe 4- au déterminant
différentiel des seconds membres des équations (64) (13).

II. Sous les mêmes hypothèses accompagnées par celle que \â soit posi-
tif, la valeur de l'intégrale

f VcfV
Jw

est nécessairement positive,
Car cette intégrale dérive de

f ^clu"*A-f i^C)
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par le changement de variables (64), et cette dernière (16, I) est la
mesure même de l'intervalle ^j, c'est-à-dire une quantité posi-
tive (1),

Une division convenable de l'intervalle j a j ramène facilement tous
les autres cas à celui que nous avons exclusivement considéré ( 1 5 }
(17, III, in fine). • /'

Je ne connais aucune autre démonstration bien catégorique de la
proposition énoncée dans l'alinéa 1 ci-dessus.

L'autre, qui est due à Riemann (APPELL et GOURSAT, Théorie des fonc-
tions algébriques et de leurs intégrales, p. ix; Paris, Gauthier-VilIars
et fils, 1894-95), est d'une importance majeure dans la théorie des
transcendantes abéliennes.


