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SUR DES.

SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

ANALOGUES AUX

EQUATIONS DU PREMIER ORDRE,

Par M. JuLes BEUDON.

Lobjet de ce Travail est I'étude des systemes d’équations aux déri-
vées partielles définissant une fonction de n variables indépendantes
et dont la solution générale dépend d’une fonction arbitraire de n — 1
arguments.

Le premier Chapitre est réservé au cas général; je montre que 'on
peut toujours donner & un tel systeme une forme normale qui met en
évidence ses analogies avec les équations du premier ordre.

Dans le second Chapitre, je m’occupe particulicrement des systemes
linéaires et du second ordre; je fais une étude approfondie des condi-
tions d’intégrabilité, et je montre I'existence de données initiales sin-
gulieres qui échappent au cas général. Je me réserve de revenir sur
ces singularités, qui sont completement définies dans ce Travail.

Vadopterai enfin la notation suivante :

()kz ___7lr
m; — Lig,...a,)
1o n

.. Ao, = k.
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CHAPITRE 1.

1. Si un systeme d’équations aux dérivées partielles, d’ordre p,
définissant une fonction s des variables x,, ..., «,, a une solution
générale dépendant d’une fonction arbitraire de » — r arguments,
on pourra s¢ donner arbitrairement, pour z, = x|

5= U@ - o Tam)s

et les valeurs numériques des dérivées prises par rapport & x, et
d'ordre inférieur & p pour @, =), ...,2,=«, (). Toutes les déri-
vées d’ordre égal ou supéricur & p ol z, intervient dans les dérivations
doivent pouvoir étre calculées en fonction de 2, x,, ..., x,, 5, des
dérivées d’ordre inféricur a p, et des dérivées d'ordre égal ou supé-
rieur & p prises par rapport & &,, Z,, ..., Lyey.

Si I'on prolonge le systeme au dela de p par une différentiation,
il jouira de la méme propriété ct sera de plus linéaire; je me placerai
donc uniquement dans ce dernier cas.

Il'y aura en particulier des ¢quations de la forme

(—)—J(—;)ill%;-/; == fonction lindaire des dérivées d’ordre p ot z, n’intervient pas.
ors .
JTLZF‘T’;)T; - id.
(ijsn—1).

Pour écrire les conditions d’intégrabilité relatives & ces deux équa-
tions, il faudra différentier la premiere p — 1 fois par rapport & z;, et
la seconde p — 1 fois par rapport & ;; on aura ainsi deux expressions
pour

9=tz

. - ’
Qxf™t dzh=t dxy

(1) Jo n'insiste pas sur les conditions relatives aux valeurs initiales, aux coelficients,
a la fonetion 4, ele., car je suppose lo systeme complélement intégrable et les données
initiales non singuliéres.
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qui devront étre identiques; or, dans Uexpression tirée de la seconde
¢quation, toutes les dérivées sont prises au moins p — 1 fois par
rapport a z;; il doit donc en étre de méme pour U'expression tirée de
la premiére équation; cela ne peut avoir lieu que si I'on a
Jars ars ors a7z
dxl~t g, =% oy Qb1 + dr, Q! e 0Ly Jurl

-+ une fonction des dérivés d’ordre inféricur a p.

Pour la méme raison, on aura

ors ars ors ars

T = o e Oy e ope L e Gy g e e e
dxh=t dx,, dey Jarlt ™! dry dxh ! R PO P

Si l'on effectue maintenant les dérivations indiquées, en portant son
attention sur les dérivées d’ordre 2p — 1, on voit aisément que

== Uy, Ly == Oy, PEREPE Ay = Lppeq-

Considérons maintenant les deux équations suivantes :

(a) ZQ,.“ai‘..u,,—:a,: fonction linéraire des dérivées d'ordre p
olt z, n’intervient pas,
el
Pz ars Jrs Jrs
(b) 7 A= Ay “+eae

RN Ny J— S— —— U ——
et o, Yox, Dt Sy dxel ! Oy Qe
Pour ¢erirve les conditions d’intégrabilité relatives & ces deux équa-

tions, il faut faire, sur la premiere, Vopération

()/»—l -,

¢t sur la seconde 'opération

% Hpy
dx' ... Py
et Pon aura pour
g -l -
LCZ,...%,,l“A,’":/t—l;Cl”,.,,:;'.,,_,I'J.,‘:ln

deux expressions qui devront étre identiques.
L’expression provenant de (b) ne contiendra que des dérivées ou
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I’on a différentié au moins

ey fois par rapport a z,,

oty » Zq,y
....................... R
i1 » L,
O iy » Zit1y
........................ 5
Op—y R Zp—13

ce qui exige que 'on ait

72 _ P P
/‘oc.‘.‘ct,-...oc,l_l(ac,,zl)——- A Za,+1...ai...o¢,,_,(a,.=o)‘|— Ay Za,aa_-f-l...a,._.(a,.:: )
720
-+ 7%—1 La,...a,,_,+1(u,.=()) +..-

En identifiant les deux résultats obtenus, on obtient
h=ay, hy=a,, ceey hpe1== Apy.

Je suppose maintenant la propriété établie jusqu’a une certaine
valeur e, de I'indice de dérivation par rapport & «,, et je vais montrer
qu’elle subsiste pour I'indice o, + 1.

On a, par hypothese,

(¢) Zg,..,a,-...oc,,: ay ZZ,-r—l...ac,, + a, ch;, Uyt 1, 0, e oo Ay Zg,..a,,-u"*‘- ..
et je considere 'équation qui donne
(d) 7%, . .0i—1..u,+1= fonction linéaire des dérivées d’ordre p,

ou lindice velatif' & x, est au plus égal & o,.

Teflectue sur (¢) Popération

() ’ ’ . 0
or etsur (d) Yopération P

Je dois obtenir deux expressions identiques.
Iexpression tirée de (¢) ne contiendra que les dérivées d’ordre p de
fa forme
V4ZT-1-1.,.1,‘+|’ ZZ;F;._.+1.."A,‘+1, ) Zg;t?..,a,._,+1,x,,+1;
il devra en étre de méme pour Uexpression tirée de (d), ce qui exige
que I'on ait

724 — 7P y v
L aimtonst == Il ot ety e o e Ll ity 1 e -
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en complétant Uidentification, on obtient
= ay, R dpm1 = Apy.
Nous arrivons donc au résultat suivant :

ToioriNME. — St un systeme d'équations aux déripées partielles linéaires
d’ordre p définissant une fonction s de n variables z,, x,, ..., x, a une
solution géncrale dépendant d’une fonction arbitraire de n — 1 argu-
ments, on peul loujours metire les équations qui le composent sous la
Jorme

a,y Zg, .o, (127,{2‘ %t a, ey Z[o:l 1= Ag, s
Oy Loy« ..y O, €lant des entiers posilifs pouvant prendre toutes les valewrs
telles que
Gyt =P —1j5

Qyy Ay, ..., ay, Elant des fonctions des variables indépendantes, de la fonc-
lion inconnue, et de ses deripées jusqu’a U ordre p — 1, qui restent les mémes
pour toules les équations, et les A, ., ctant des fonctions des mémes argu-
ments qui peuvent changer d’une équation a [’ autre.

2. Cette forme du systeme étudié met en évidence ses analogies
avee I'¢quation du premier ordre. Silon considere, en effet, sur une
multiplicité¢ intégrale les courbes définies par les équations différen-
tielles

dx day dx
dt — L0 =,
a, «, @,
on aura
d7E
ey b
de= rplit1 & ’ gl ’
alﬁlq—kl g ey /;,.l A1
k=r1,2, ..., p—1,
M, = 1y

on tire, en outre, des ¢quations proposées

7 P—1
ALy, .0, A
T T B

dl

On connait, par suite, I'orientation des éléments différentiels lelong
de cette courbe indépendamment de la surface intégrale choisie; et,
Ann. de ' e, Normale. 3° Série. Tome XV. — Juix 18g8. 30
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si une multiplicité intégrale possede un élément d’ordre p — 1 connu,
elle possédera tous ceux qui appartiennent a 'orientation précédente.
On retrouve donc bien les caractéristiques.

3. Considérons une multiplicité ponctuelle & » — 1 dimensions, et
cherchons les différentes surfaces intégrales qui la contiennent; on
peut définir cette multiplicité en se donnant s et x, en fonction de z,,
Xy, ..., xu_y; et il s’agit d’obtenir Porientation des éléments
d’ordre p — 1 correspondant aux différentes surfaces intégrales, c¢’est-
a-dire les Z J; a(k=1,2,..., p—1) en fonction de z,, x,, ..., x,.

Ona

()L

.‘,)A,, k1 N ().Z‘,,
(@) dll —"/‘/-xm i1, L

)1,

ey Lt

Ceci montre que 'on pourra calculer tous les Z™' en fonction
de Z' .., et des dérivées des Z* ou I'indice A est infévieur d £+ 1.
On aura, en particulier,

()ZZ, Yo ez,

A 3 14
(/) ()[ L= /‘Ot. T .O(,, 0 ZOCI My A 1y

(=20, 2, ooy R—T1,

et les équations du systeme proposé donnent

n—1 n=—1

N , O dx
LT AL —_—
() 2 =" e, ..o-+1 2 ;5 ay |=A4Aq .0,

i
i=1 (=1

Si I'on tient compte de toutes les équations telles que (e) et (f),
oz

= G’ les

les équations (g) ne renferment plus que z,, z,, ..., x
)p lp )[1 2z

dérivées de 9T gaiE

s et ses dérivées jusqu’au deuxitme ordre, ete.;

Pz , ., . \ 03 e, .
S5 etses dérivées jusqu’a 'ordre p — p, etc.; 5o ¢t ses dérivées jus-
n n

qua Vordre p — 1.

Il y a p fonctions inconnues intervenant respectivement aux ordres
0, I, 2, ..., p—1; le nombre des dérivées d’ordre supérieur est
1+T, -1, +...+T20; il est précisément égal au nombre r7™
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des équations du systeme proposé. On sait qu’on peut alors obtenir
ces fonctions a I'aide d’équations différentielles ordinaires.

Une orientation d’éléments d’ordre p — 1 étant connue, il suffit de
faire passer par chaque élément une caractéristique pour obtenir la
surface intégrale correspondante.

Il existe des multiplicités singulieres définies par les équations

n—1
S a 02 a, =0
L ().,L‘l' n — b
i=1
37 P=1
O 074,
2 a; T — Ay =0,
14
ki .
{)_/‘,7'1 iy Y- 7!‘"““ N [ _()I n ’/!"’H N
dr, i1, ‘;7 Dy e b 10

Pour éviter I'embarras d’une notation compliquée, nous n’étudierons
ces ¢quations, ainsi que les conditions d’intégrabilité, que dans le cas
des systemes du second ordre.

PRy O —

CHAPITRE II.

1. Un systeme linéaire du second ordre, dont la solution générale
dépend d’une fonction arbitraire de » — 1 arguments peut s’écrire

(') Pni == a, pil -+ a:ll)l'l -+ a/z—ll)iu—l -+ Aru’s
(0) [)nn: a, /)m -+ az])na b T a/z-—1/~7nn—l -+ An/n
(==1,2, ..., n—1,
0%z o s
Pi=oz;0x; P Yz oz, 0xy

La derniere équation peut étre mise sous la forme suivante

n—1 n—1n-—1 n—1
v’ 2 ~ Wl %l

Pun=— 2 ay Pry+ 2 2 @ Qy, P).[J. -+ Ann -+ . -Alz‘m
N h=1 =1 L=1

k.
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Pour obtenir les conditions d’intégrabilité, je considere d’abord
I’équation (1) et I’équation analogue

(3)

Prk= @ Pp1~+ @ Pia—- == Qe Prn—1-+ Apuss;

je différentie la premiere par rapport  «, la seconde parrapport i ;,
pour obtenir deux expressions différentes de p,x; j’en déduis

On a d’ailleurs

en ne portant son
du second ordre.
On en déduit

n—1n-—1

Z Z”’Pp"" <())

p=1 h==1

ce qui exige que I’

()

n—1 n—1
dap ()ah
dz,, “—Pip = () [)lz/.
p=t1 h=1
da "« /0a dag
i P
dep Z (c)[)h ()1 >Ph,° s
da, o [0 )
an N [(9an day, L
dz; _z <d,up +af’()pn>p(“ RARERE)
p=1

attention que sur les termes renfermant des dérivées

n—1 n~1
day da da
r h _*/_f
a, ()/ ) z zpmphl. <0/’ l ()[)n.>’
p=1 h=1
on ait
da da et Jda
e e Y 7%
5 Ipn +an opn pe Copn’
g h=1,2, ..., n—1.

Envisageons maintenant les équations (1) et (2); elles fournissent
deux expressions de p,,;, et 'on devra avoir

n—1 n—1 n-—-l n—1
(4) o dag / Y 030 - 2 a da“ -+ a dey,
(l.,L Pig=—2 » d [u M (m dr Py
p=1 he=1 he=1 =1

en ne considérant comme plus haut que les dérivées du second ordre.
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On peut écrire les formules

n—1
dar, N 94, da

P
= Dt =— Pan—+ ...
[l,jl,‘n ‘ ()P “Pin ()pﬂ/ nn s
c¢’est-a-dire
n—1 n—1

n’r/ N
dz, —*2 2&[ p)*’ l— (a;pn—{—)a,app,“) RAEEEE

=1 P=1
n—1
day ] day, day.
Ay = 2"*(«% e dp,) T
::l
da ~ da da
ady, 1 1.
dx; = > [‘F‘<l)p - P()p,L) T
l——l

ce qui donne, en portant dans I’équation (4)

n—1

- da, “p \

Z ip ) o Ay Prp. = 5 ap ((l‘,. P 280, Ay Py, )
or o n _
n—1

2‘ U ) —a ()a,

PP o ()p”
n-—1 ) ) ) )
) day, day, day, oay,
-+ )‘)2 P'UI)P’ [(l, (;}7}] p ()p ) -+ C{(,‘<;)*p—p -+ (lp-(-;};:)] .
W p

L’identification conduit aux résultats suivants

()a(, ()/(P day day,
ay -+ @i =2a, S = dp5— ]
P, )/),t Ipg Apa

)ar da, day, day, da, day,
Ay, = = 20y, Pr —=2a; P +ap 5 ) 2ay . -+«
op;. op, P ) Pe ()/)n
Nous supposerons, pour rester dans le cas le plus général, que tous les
coefficients @,, a., ..., a, sont différents de zéro; on déduit alors des
conditions (I) et des relations précédentes les conditions
da, day,
= - dp ~—— =
()[)p dp

[ 2 p=1,2, ..., n—1.

(11)
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Si l'on considere les équations

9a o 9% _
ope " p,
day, day,
dps " °0pa

en laissant A el wfixes et faisant varier p, on en déduit

()pP I ()[)IL .
da, —  day,
ope Py

quel que soit p. Donc, deux des coefficients @,, a,, ..., a, pris arbi-
trairement et considérés comme des fonctions de p,, p,, ..., p, sont
fonctions 'un de I'autre, et I'on peut poser

“1:@1(0‘) &1y ...,.SC,,,,Z), AR ] an——r—:cpn—l(“’ Lyy » ooy Xpy :)'

Il ne reste plus que les relations

(5) g
Eecrivons
Fa, pi, ..oy P 4y ..y 24, 5) == const.;
les équations (5) deviennent

i)E-i— (a)i]—?——
e e opn
done
F=ppr—oi(a)pr—...— 0pv(2)Pns-

et on a 'identité
Pn“cPi(“)Pv --cpn—-l(“)[)n—lzq"(xh ceiy Tpy B

Sil'on différentie cette identité par rapport & z;, on obtient

oY Jda da
Pni— A Pir. - - QpeyPin— = oz, Pi +z < p (),_p [71> Pos
p=t
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car les termes du second ordre provenant de la différentiation des «
disparaissent & cause des relations (IT); on a done

n—1

o ) ay N 0619 ()ap
A/u - E -+ 5’5 Pi +2 <()1,[ -+ 'D‘;P:)Pp
p=1.

On peut résumer les résultats obtenus dans le théoreme suivant :

TutoriME. — Tout systéme lincaire d’équations aux dérwées partielles
du second ordre définissant une fonction = de n variables x,, ..., z,
dont la solution géncrale dépend d’une fonction arburaire de n — 1 ar-
guments peut étre muis sous la forme

n—1

A Iy o /04 dag
Pri=a@ Py = aaPis = o=y Pin—q oz, -+ = Pi +2‘ 0z, -+ —0‘;[)5 Pe
p:i
ayec les conditions
@, - CPl(a7 L1y ""'Z.IL75)7
@y, == @y, Ty ey Ty, S),
.......................... ,
Ap—y = Pp—y (cty2yy o ooy Ty 3),

Pn—— Q11— GaPa - 0P ="0(21, Lo, .., Ty, 5).

2. Pour définir les multiplicités intégrales, donnons-nous une mul-
tiplicité ponctuelle 2 n — 1 dimensions, par exemple = et x, en fonc-
tion de «,, x,, ..., 2,—,, et cherchons Porientation des éléments du
premier ordre sur cette multiplicité.

On aura
0 =pPi+Pn %%’ g"/;_r: = Poi + Ppn %—1—"

= 2
dx; z;

d’ou Pon dédutt

dpe dpn Ox, dz, 0z, ()pz dpn 0z, Iz, dz,
pos = ok — SLn EZn Cm Cn o O fn Prn 5 =2,
Ppi = 0x; ().x'p 0x; nn Jdx; ()1'9 01’9 ()EL'L' ().Z‘p " dx; ()xP
(6) Ipn dz,

D == e — —
Pri ()xi Pnrn ().Z’[

(Lp=1,2, ..., n—1I).

Il ne reste plus qu’a obtenir p, et p,, en fonction de z,, z,, ..., ©,_,.
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Or, I’équation (1) donne

n—1 n—1
()xn dxn ()Pn ()/’p ()Pn. _()_llil_z .
(7) 0x; p""<1+2a9 > 0z; —Za <dx, dzp dz; — Ay

p=1

et de I’équation (2) on déduit

n—1 n—1
()1',;, 2: () n
(8) Pnn <I -+ E ap ()x-p> p [) /m-

Cette relation permet de simplifier I’équation précédente, qui de-
vient

n—1
0p, dz,,
()xl —Z 7 ) nL Ann 0?;;
:1
de plus, on a
0z 0. 1;',,
Po= ()a?P —Pu ()19
d’out
17& 0%z 0%z 024 Opu
dz;  dzdx, — Pn ()LL','().’L‘P ()J(, 0x;
On a done
) < 0 < p 2 )
opn Jdx, ~ 2z P2z, dx,
(9) dal< +2 P dx(,> }-laP <7)._:E,7).7, TP gz, ()I/P> - Aan dz; T A
P-._l

Ces équations permettent de calculer p, par des équations différen-
tielles ordinaires; les caractéristiques sont d’ailleurs

dp. — @& _dzy _ _dzmyy_ds dpg
* 221 sy T Ap— o kP - Apn

Il y a exception si la relation suivante est vérifiée

n—1
10 1
(10) +2 Qg = ()'Z'p
p =1
On a, en outre,
()~ ()Z',,,
dx = PetPa g
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21
d’olt
n—1 () n—1 n—1
¥ S |
St =S o r Sl
¢ = =t o=

¥

¢’est-i-dire, en tenant compte de (10) et des conditions d’intégrabilité,

n—1
Al Js ]( )
Ay —= Ly o0y L J) = 0.
2 p() "p Y ’ s Ly
p=1

Les fonctions @, renferment p,, p,, ..., p,; si lon remplace p, par

03 ) ol on aura
_ - ) «
dr, Pn ().1'(,

— _Js ()1,, Js duy,
‘[.17 AR ] ‘Il/lv ~a

« ey e = )y »,,).
e )'(1 T ()11 ()..I,',I_, ' ()Zu—l ! /

Nous allons voir que p, ne figure pas dans ces expressions. On a,

en effet,

— n—1
()u(, NLAL g_(_ﬁ dag )
¢)/),L T i dp; dwj opy’
=

or, des conditions (II), on déduit

da, Oty
ap; P
ce qui donne
Jda
——-—P— == 0.
dpa
Les deux équations suivantes
n—1
= Zr ()’l" —~o0
- o =
dueg
p:l
n—1
h Y —
U -k—} g —— ) =o,
J.—.l P

qui sont du premier ordre en = et x,, fournissent done les mualtipli-
cités singulitres & n — 1 dimensions.

Ann.de U'Ee. Normale. 3° Série. Tome XV. — JuiLLer 1898, oI
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Il y aura indétermination dans le calcul de p, et p,,, si 'on a
n—1 )
N2
1 -+—>_‘ a, ()Tp =o,
=1
ds . Z,
dy Pe=r Pr dx, ’

n—1
\ ’ ()[)n R ()PP ()/7/1, NESA .
<l|) ;r—m—z[lp<owi—-mazr’)’*lxni—Oq
p=1

n—1
N 97z .
Z ;)’3—; g -+ Au/l.‘-— 03
Gzl

or, on a, d’apres 'équation (6)

dpo _ Opu &y Opi  Op, dx,

Jor; dzy dx; ~ dx,  dwy ():I'P’

et I"équation (11) devient

n=—1
i . RN
I 34, ( i _ Opn 92, )= Sur=o,
d; dxp,  dx; dag
p =1

de sorte que les conditions sont finalement

Jdsz

=potPa ﬂ'—"u
d.zrp

()-17‘)
n—1
S dao,
1 -} pm— I= 0,
“dag
p=t1
n--1
ap;
1y ——— A, ;=0
2 p ()I/p ni
p =

(i=1,2,...,n).

On voit sous cette forme que les multiplicités singulicres sont
engendrées par les caractéristiques du systeme proposé; pour les
obtenir, on considerera une multiplicité d’éléments unis du premier
ordre & 1 — 2 dimensions, susceptibles de porter des éléments unis
d’ordre p, vérifiant le systeme étudié, ct Uon fera passer par chaque
¢lément de cette multiplicité une caractéristique.



