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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES SURFACES ET DES COURBES,

Par M. A. PELLET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CLERMONT-FERRAND.

B

Les coefficients des parties principales du carré de la distance de
deux points et de la distance d'un point au plan tangent infiniment
voisin (E, F, G, D, D', D”, suivant leur désignation habituelle) étant
connus, et par suite leurs dérivées des divers ordres, on peut former,
par rapport & trois axes arbitrairement choisis, I'équation d’une por-
tion infiniment petite quelconque de la surface. La méthode qui per-
met d’avoir cette ¢quation donne en méme temps les relations diffé-
renticlles entre les six coefficients E, F, G, D, D, D”; mais cette
¢quation elle-méme, en se bornant aux termes du troisicme ordre,
est trés simple dans certains cas, tres facile & établir et tres utile.
Dans ce Mémoire, j’étudie ces termes du troisieme ordre non seule-
ment pour les surfaces, mais pour les courbes et les fonctions de trois
variables, et donne quelques applications.

1. Supposons les coordonnées rectangulaires, a, y, d'un point
d’une courbe fonctions holomorphes de la variable indépendante ¢ et
la somme des carrés de leurs dérivées premieres différente de o,
a4yt =AY o. '

Rapportons la courbe & la tangente et & la normale au point
comme axes des & et des 7; il vient

, 7? D2y 3 .

Dz D 7

=Ky - NG 4
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pour les coordonnées du point z+< de la courbe, D étant égal &
2y’ —y'a’, et les accents indiquant les dérivations. Les coefficients
£,, M, peuvent s’exprimer & I'aide des fonctions A, D et de leurs déri-
vées dordre au plus égal A » — 1 pour §, et & » — 2 pour v, A, scule
parmi ces fonctions, entrant en dénominateur. En effet, la distance des
points = ¢t = + dv a pour valeur principale d’une part & dz, d’autre
part V&? +n2dr; et la distance du point © + dt i la tangente au
point = a pour valeur principale d’une part

®

I
- —dz2
2 N

d’autre part
é:nll —! 'g// it

T

2 \/g (!

S, @ étant les valeurs de A, D pourt + <. D’olt les égalités

wr ' o
¢ I+ =A+ AT 4+ A AP e -

£ 1.2...0

] ) T
c:"ﬂ”——-‘n’c:” =D4+D't . = Dy T;"““,‘; -

7’ est une fonction qui s’annule avee =, tandis que & ne s’annule pas;

' , , . , . .
\/1 “+ —E—‘,T est donc développable en série ordonnée suivant les puis-

sances croissantes de 7, ct, dans cette série, le coefficient de =7 est
unc fonction entiere de

Eiy Eay &3y ey E/z—la Nay Mgy vy Np—2y Np—q-

Egalant de part et d’autre dans ces égalités les coefficients de =%,
la premitre donne n%,, et, transportant la valeur obtenue dans la
scconde, celle-ci donne (72 -+ 1)nAn,,,. On vérific que les valeurs
obtenues satisfont & la proposition.

Lorsque la variable indépendante est I'arc (s) de la courbe, A =1;
nous désignerons par « la valeur correspondante de D, courbure de la
courbe au point ¢; tous les coefficients s’expriment i I'aide de @ et de
ses dérivées par rapport & s. Effectuant I’élimination de © dans le cas
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&)
cCc
0o

général, on a donc

ak? da &

M= = ko 3 AL,
2 s 6
da 1 da

s T A dt

Tous les coefficients sont fonctions entieres de a et de ses dérivées
par rapport a s.

2. Supposons les coordonnées rectangulaires z, y, z d’'un point
d’une courbe fonctions holomorphes du parametre ¢, satisfaisant aux
deux inégalités

.’L""’—i—‘)’m-}—s"g?‘—: \27_.,_50’

(}’13" — 5’.1'”)2 + (G’J«'”—-‘ .,L.!;./I)Q _'!__ ('l’,l.),v i .yl .1}”)2_-: 02?5 0’

pour le point £ considéré. Prenons pour nouveaux axes coordonnés
&, 7, ¢ la tangente, la normale principale et la binormale; on aura
pour nouvelles coordonnées du point XYZ

. (X —2) (Y= ) - 5/ (£ — 5)
C_ —— A..ﬂ;.,; et 3

1
L] T e e Ve Vv et
AD ‘ >
_7, s sl sl — gl 5" 'z.lyll -
X—2z Y—y Z—=5
y/ 5!

" -1
S

&€ Y "

Pour le point ¢ + 7 de la courbe, il vient

, 72 D2y o .
&::AT+A/-2- -}-—(A”— K;)'z; AT,

D 7 D!

| T e — — t—. n ..
n._.Az—!—-AG‘*‘--"ifhzT"" ’

¢ — o 7 - (N4 "
D6 D 24
Ann. de I’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X1V, Aour 1897. 37
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® représentant le déterminant

et £,, 1,, C, des coefficients qui peuvent s’exprimer & I'aide de A, D, ®
et de leurs dérivées d’ordre au plus égal A n —1 pour &,, n — 2 pour,,
et n — 3 pour {,, A, D seules, parmi ces fonctions, entrant en déno-
minateur. Comme dans le cas des courbes planes, on a deux expres-
sions dillérentes pour les valeurs principales des distances du point
< -+ d= aux plans normal, rectifiant et osculateur au point z. D’our les
égalités

. " ~M'}_ P Al mn
& I~ ,_,}—E—' mm A A AT e e L,
4 1.2...7

U 2 I IAY] )
(&n"—a'8)\/ 1+ S St S0 e bl S50 M I 1 VI A A
: (E'n"—n'g")? 1.9

mn ol nw
0" g

) ) (i)t
0 G =D R T e,

o 1.2...0
,C/ ‘nll z”

les radicaux qui entrent dans les deux premicres égalités sont déve-
loppables en sérics ordonnées suivant les puissances croissantes de =,

les coefficients de 7 ¢étant des fonctions entitres des quantités %,
y ,

Bs ees Gt Mg oo vs Timets Cop wvvs Ly

En ¢galant de part et d’autre dans chacunc d’elles les coefticients
de ==, Ta premiere donne nt,; puis, transportant la valeur trouvée
dans la seconde, celle-ci donne (n —+1)nA",,, ¢t enfin la troisicme
¢quation obtenue apres la substitution des valeurs de &,, 7, donne
(n+2)(n+1)nD(,,,. Les valeurs qu’on obtient ainsi satisfont aux
conditions énoncées. ‘

Lorsqu’on prend la longueur de I'arc de courbe s pour paramétre,
A =15 désignons par @ et b les valeurs que prennent alors D et w;
a est la courbure de la courbe et 7?1 la torsion; tous les coefficients

s’expriment & Uaide de @, de b et de leurs dérivées par rapport & s.
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Dans le cas général, 'élimination de = donne donc

2 1da.
N=a> 4 = — 34—, ..
! 2+bc/s"+ ’
b . 1 db
o 23 s i
= L — .
¢ 6a® 2[|ad.s‘c'+

3. Supposons les coordonnées rectangulaires x, y, = d’un point
d’une surface, fonctions holomorphes de ¢ et de u; désignons par
Bde* + 2F dt du + G du®, la partie principale du carré de la distance
des points «, ¢ et u + du, t + dt; par

?,iﬂ (Dde+2D"de du -+ D" du?)
la partic principale de la distance du point ¢z + d¢, u=+ du au plan
tangent au point ¢, «, H représentant vEG — F2, que nous supposerons
différent de o.

Rapportons la surface & trois nouveaux axes reclangulaires &, v, ¢,
passant par le point ¢, u, Paxe des € étant la normale & la surface. Les
coordonnées €, 7, € du point correspondant & ¢+ %, u-+ v sont des
fonctions holomorphes de =, v s’annulant avec ces variables, et { ne
contenant pas de terme du premier degré :

Emma P ut&y &y o8+,

1T O T B~ Mg,

£ o= ;‘_‘ﬁ(l)fm 2D 70 4 DI02) Lyt L
Eus s Co ¢tant des fonctions homogenes de degré n en 7, u. Les coeffi-
cients de &,, n,, {, peuvent s’exprimer en fonctions entieres de E, F,
G, D, D, D" et de leurs dérivées d’ordre au plus égal A n — 1 pour &,
7, et & n — 2 pour ,, la quantité I seule entrant en dénominateur.
En effet, on a deux expressions pour la partie principale du carré de la
distance des points 7, v et © -+ dt, v + du; dans 'une, les coefficients
de d=?, drdv, dv® sont exprimés i I'aide des fonctions g, v, (; dans
Pautre, les coefficients sout les valeurs des fonctions E, F, G pour
{ + 7, u + u; de méme, pour la partie principale de la distance du point
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7 + dr, v -+ dv au plan tangent en 7, v. Dol résultent les six égalités :

£ +0? +6 =E+E +E+...+E, ..,
o+ ey + 68 =0 +F +Fy+...+F,+...,
ERomE A+ CR :G—}-G,:}-G-z—l—...-i—(},,,—l—...,

o ”
(2] T2

e oy & =D +D +Dy+... D+,

C—IJ o 6

- n s

cry ity Ty

oz G | =D/ +Di+Di+. 4D,
- ' r

v ny &y

e ol w1t

[ Tiye C'J‘—‘

rone Lo =D DA DL D

2
I3, représente la fonction homogene

F.2...0

7 Pt/ i
el Al Y e T Ut o e o e U
Jin AU du dun

; (aun IR ovnlu)
: B,

et de méme pour F,, G,. D,, D, D’.

Egalant les termes indépendants de 7, v de part et d’autre, on a trois
équations entre o, {3, o, B3 le choix de 'un d’cux reste done arbi-
traire, ce qui correspond & U'indétermination de Paxe des 2 dans le
plan tangent; le choix élant fait, en ¢galant les termes dua premier
degre, on obtient, entre les dix cocllicients de &y, 7, €, douze équa-
tions qui délerminent ces coefficients et donnent deux relations diffé-
rentielles entre les fonctions D, D', D7, B, F, G; en égalant de part et
d'autre les termes du sccond degré, on obtient dix-huit équations entre
les treize coelficients de &y, v, G5 ces équations déterminent ces eoef-
ficients et donnent en outre cing relations dilférenticlles, de sorte
qu'il y en a au moins une nouvelle; en général, en égalant de part et
d'autre les termes du degré n — 1, on obtient Gn équations entre les
3n+ 4 cocfficients de £,, 7,, {3 ces équations déterminent ces
coelficients et donnent 32 — 4 relations différentielles entre les six
fonctions D, D/, D7, E, F, G de ¢ et de w. Ces relations sont des consé-
quences de trois d’entre elles bien connues; mais la méthode actuelle
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offre cet avantage de donner ’équation de la. surface relativement au
systeme des coordonnées £, 1, €.

4. Les ¢quations auxquelles on est conduit sont de la forme
a:‘.:/’r':‘{" 11"1:1'.:-_- fa Bi:iJ+ @x'ﬂ:w: fu
ﬁgr’z‘t"‘}' xel'fl;n:‘*" a:‘;:w -+ a'ﬂ;zu:f‘.za

So [ /o étant des fonctions homogeénes en <, v, de degré n — 1.

Posons
aau. U= @y, @én'}‘ (jl'nn: L!Jn;

la connaissance de ¢,, 'y, entraine celle de £, 7,, pourvu que o3, — Bz,
soit différent de zéro. Tl vient
Gue== [, Yo == f1, Yt Guu==fa;
d’oltt la condition
(1) ./.:I'.'r*) =, e J Tzt

qui doit avoir lieu identiquement, ce qui entraine n — 2 relations
entre les coefficients des fonetions f, /i, /.. Ces relations étant satis-
faites, on a

n(n-—1yg, =7 fr 4= 270 fi 4= 0 (f3y — [i%),

n(n —1)hn = for - Jo) =270 f1 + 2/,

Remarquons que I'équation de condition (1) est satisfaite lorsque,
¢tant une fonetion homogene de 7 et w, on a
S, fi=mPaal, o= By an ey,

et qu’elle devient

" "

i it M K P R
Sozo = Jo = fler = e Xy — X5 =0

S o= hat Ji=bal?, Jam= ap .
5. Revenons aux égalités du n° 3. En égalant, de part et d’autre, les
termes indépendants de © et de v, il vient

; . 5 , \ P .
AN =3 D B2 pi= G, aB o By=F;
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d’olr -
2B, — B, = VEG — F* = II.
Posons _
wren=o,  PitB=1;

les trois dernitres égalités de ce n° 3 deviennent

r ” " "
({JT" Y7 T2
1 ”
1 or Yo & =D 4D Dy,

I T
C?gu ‘«IJ;.:'J Gy
Glee W G| =D
. ’ ’ P
oy by G
vr e Lo | =D DD
A o

| =

et, sous cette forme, on voit immédiatement qu'elles sont indépen-
dantes de I'indétermination qui reste encore pour les quantités «, o,
BB

En égalant, de part et d’autre, les termes du premier degré dans le
groupe des trois premitres ¢galités, provenant de I’¢lément linéaire,
il vient

L | P WY VS OF
d’olr
P ! [‘T"’ (m”? T (—)f - V¥ ( B (”‘ e ()“") l )
T4 ¢ ou u ol |

B Y R AL B AL
AL\ e ()11) ol T oa

Les trois dernitres égalités du n® 3, ou plutot celles qui les rem-
placent écrites plus haut, donnent ensuite £, et deux relations diffé-
rentielles :

29y, 2¢,  GHE,
i E F Dr4+D'v|=D4aDts+D]s2—all{,
F G Dir-D"y
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1JE JF 1 0B o 1 JE 110G
2 0t Ji 2 du 290 39 ° s oD J b
E F D' || E pop |=F <'07 H ™ o T{')’
13 G D7 F G D’
o 140G 1 dG 1 JE 1 9G o
Jdu > 0l sda ° 2du 2 ot - g D" 0 D
) F D | | E F D | <m "~ du ﬁ)’
I G D’ F G D

211, représentant BG, + GE, — 2FF,. (Darsovx, Legons sur la Théo-
rie gencrale des Surfaces, t. 111, p. 248.)

6. En égalant de part et d’autre les termes du second degré dans
les égalités dn n® 3 provenant de I’élément linéaire, il vient

122 1.2 172
1y GaT T g Tt oy Gay

=

1
Gyr = |

&

M
' 1 2 1.2 12
2 Cou oy M — 5 G2y

"*‘HW =

y ! [ W ot YA P
Dy '4’;51 = Fy— ot oy — Nyt T2y — Car oy

1=

Gy —

Ces équations, pour étee compatibles, exigent, d’apres le n° 4, la
8
relation suivante :

( ] ) c.,‘: C” vy ()2 l“ 1 ()2 E T ()2 (i g//g E” P .,‘”-2 .("’ 1 ",
279 Gay T gupy See YT T S e e e e 2TV T Cavilayt YTy - 97t POL
AT Y 22TV ()é D 2 Jul 2 e TV 22T G2 -+ My Ut

un calcul facile donne

- l " " "
vy — £ po = Tlady = Tz Mzt
| T ' 1
= g [G (92— whe: @) -+ F (9hes by 0hye Pies— 2 Ghry Yoy ) +E (Yot —din Piye) |-

Si Pon exprime C en fonction de £ et et qu’on pose

C=3%(a&+a2ckn-+ bn*)+...,
il vient
Com Caye — Loty == "ﬁ(ab —c?),
et 'équation (1) donne l'expression de la courbure totale de la surface
en fonction des coefficients de 'élément linéaire (théoreme de Gauss).
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7. Les formules se simplifient lorsque les courbes coordonndées
sont rectangulaires, auquel cas F=o. Soit alors A*de* + B*du® le
carré de I’¢lément linéaire ; prenons pour axe des £ la tangente & 1¢lé-
ment dont les extrémités sont 7, v et 7+ dr,u; pour axe des v la per-
pendiculaire et pour variables indépendantes £ ety aulicu de 7,v

Posons

::K"‘ Ty Tyt T
1

L T B T e P e R S VDA PN
B

(=4 (al>+ockn 4 0n*) Lo+l o =5

Tus Uas G, etant des fonctions homogines de %, v, de degré 2. On a ces
deux expressions da carré de I’ clmmnt. linéaire :

(1 p2) d22 = apg dE dn = (1= g*) ela®,  E e ibE oY,

Aoy, o Gtant les valeurs de A, B pour¢--=, u v et p, ¢ ¢tant les dé-
rivées particlles de {5 d’ol

Jr\? (I)J 2 St IO
B g P ey - ik D B Ry e Uh#
I~ p <():> t ():_> ’ -~ L (m‘) o (')“) >

A

Py ==
Jv
p et 7S annulent avec les £ et 75 il en résulte

0T ‘ Ju 2 1 [ o
Mo = = B T R || PR el R O S iih2 . b ve vy
o \/‘"* e (ozz) T l” ' U) ' ’

les termes non écrits dans le dernier membre étant au moins du qua-
trieme degré en &, . Ainsi

’ "9 ’
oy = r o (L — Bul) .
! /8 9 1’
Wbl = (D~ AT ) .
,
’l,'r,. - IL)‘J . :”:M + .

Les termes du premier degré manquent dans les seconds membres;



SUR LA THEORIE DES SURFACES ET DES COURBES. 297

en égalant & zéro ceux des premiers membres, il vient

A-:;Ez——%Al, Buj=— g "By,  Athy+Buy=o,
d’ou
-__J~(' oA 2 L OA G 01‘”)
2T 9A I AT 0u AB T 00 AB

( JA g _,{_.)E)E E‘fl 2]_3772
T 9B JuAB TP AB Toa B )

Iin égalant de part et d’autre les termes du second degré, on aurait
des équations déterminant 7, et v,, et donnant en outre une relation
entre a, b, ¢, A, B et les dérivées premieres et secondes de A, B par
‘apport 4 et h u; on en tire U'expression de la courbure totale déja
¢tablie au n® 6 et qui peut ici s’éerire

. Jd /1 0B J /1 AN
(1) AB(ab — ¢*) = [()—l(\—/& '52> ~- Ju <I§ 7{7)_‘ .

La partic principale de la distance du point & + d%, 1 + dr au plan
tangent au point &, ), est égale d’une part &

1 (adb? dr? 4 2y Joih dr dv + B2 dJ?),
o, B, v étant les valeurs de a, b, ¢ pour ¢ + 7, « + vu; d’autre part, &

v & dE? - 28ty dE dn + Chs din®
2 \/l _+_P'I - q‘z

Egalant les termes du premier degré dans les coefficients corres-
pondanls de ces deux expressions, il vient

L= a; + 2¢Bug, Copr= b1+~ 2¢Athy,

Cien== ¢y~ @ATh,+ bBuy;

. . 1 (0N IB N,
Atpy=—Bug=— AB <()u ¢ n>’

Ann. de U'Fc. Normale. 3° Série. Tome X1V. — Aour 1897. 38

mais
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done, en définitive,

da ) )c__ JA JB
~\(—)-[———] by _-(b——a)(ﬁ—ku 37’
)Q_/f__ {)_(_ _)_li. « "%.
l ot ot = (a >()t +A'2('()u'

07 — ()a o 2¢ 2¢ OAD 3 Jda _2¢dB JB
1557\ Os A ()s,) e Js, B 0s

” (()/; 2¢ 0\ - (()/j T 2c (_)Li "
e \ s A Js, ¢ Js, B o))"

d d . . C . A
T indiquant les dérivées prises par rapport aux arcs des courbes
> o,
coordonnées; ainsi
()ﬂ 1 (7/1 da 1 da
Tk dsi B du

8. Ces formules sont immédiates lorsque les courbes coordonnées
sont les lignes de courbure de la surface, auquel cas ¢ == o. Les cour-
bures principales, multipli¢es par 1 +p?* -+ ¢*, sont données par
I’équation en p
(1) [eCG+p) = CallpCrgh) =L ] = [pap — E ]t o
D’autre part, ces courbures sont égales a o, B, valeurs de @ et b pour
{ + 7, u-+u. Substituant et annulant, dans le premier membre, les
termes du premier degré dans chacune des équations obtenues, il
vient

- da ¢ n da o - _db 3 " b
TN T du B O VI N P/

I’équation différentielle des lignes de courbure est
[P 80— (1 =+ ") G din® 4 [ (1 p*) Gp — Cpa (1= ) | el G+ [ (1 4 p*) §p — py S| elZ2 == 0,

Or les équations de ces lignes de courbure s’obtiennent en donnant
a7 et des valeurs constantes; I'équation précédente est done iden-
tiquement satisfaite si d€ et dn sont liés par la relation

vy di 4t dn =0,
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ou par la suivante
vt di + vy dn == o.
Cette derniere donne

dn 1

= m(-— ALE+Bra)+..

substituant et annulant les termes du premier degré, il vient

) Jda 1 A '()l) b—a JdB
(2) mﬁ““"“]&ﬁ“‘” R T

En annulant les termes du second degré dans les fonctions obte-
nues en substituant i p, a1 +p* + ¢%, B V1 + p>+¢* dans le pre-
mier membre de I’équation (1), on obtient six équations pour déter-
miner les coefficients de ,; ces équations donnent donc, en plus de
ces coefficients, une relation entre les fonctions A, B, «, b de ¢ et
de u; cette relation n’est autre que celle qui donne la courbure totale
de la surface au point ¢, u

) o (roBy 0 (104
(%) ABab — [oz('& o;) - (B m)_"

9. Lorsque les lignes de courbure sont isothermiques, A et B ont
des valeurs égales en choisissant convenablement les parametres ¢, u.
Les équations (2) et (3) du numéro précédent deviennent alors

E)_(_t_l_(a——/))%__o 0_1’%/”_“2/_\_*0
du A duT 7 Y NV
M 0 0
( A,-ab:——l:m—il.A—’r—;)—[—ﬁl.A]-
Si @, b, A est un systeme de solutions de ces trois équations,
mA*a, —mA*b, K—K/Z en estun autre systeme, m constante arbitraire;

les surfaces correspondantes ont méme représentation sphérique
A2(a* de*+ b*du?)

et, par suite, peuvent étre placées de maniere & avoir leurs plans tan-
gents paralleles aux points correspondants; de plus, le rapport des
¢léments linéaires m A%, aux points correspondants, étantindépendant
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de la direction des ¢léments, la correspondance établic réalise une
représentation conforme des deux surfaces I'une sur l'autre. La re-
cherche des couples de surface jouissant de cette double propriété
constitue le probleme de Christoffel (Darsoux, Legons sur la Théorie des
Surfaces, t. 11, Chap. XI).

Cherchons dans quels cas les surfaces que nous venons de trouver
peuvent étre paralleles. Portons une longueur / sur chaque normale &
la surface '

(=4 (alr+0n®) + -+ . 5
il vient, pourles coordonnées &', %', {’ de U'extrémité

= (1—al)4-..., n=n(1-—00)+...,
—l="1t{a(t—al)+0(1— bl)n*] +...;

d’olt
¢l l:-l- @ £/2+ b n'2
2\ I —al 1— 0l
[ &% da 3t da 3E'n'" b W't db
+ 6 [(l—al)" 0s a (1—-—(1[)“-'(1——/;[) s, +(l-——al) (1—bl)* Js N (bl dsy | 7"
Il faut qu’on ait
vy O R
A(l l—-(ll, A2 D= ——/)/‘,

¢liminant A®, il vient

2 —(a-+b)l=o0;
ainsi @ + b est constant; ct les points correspondants sont conjugués
harmoniques par rapport & leurs centres de courbure principaux com-
muns; les paralleles aux éléments correspondants, menées par Uori-
gine de I'un d’eux, sont symétriques par rapport aux plans principaux;

on a ensuite
a-+b
-

2=

Ces valeurs satisfont bien aux équations (1); elles donnent, en posant
a—+b==Fk,
C (;2 2 )2 2
o A ¢ Jd /A,

20—k a-— b= B e Xy ). N My
“ @=L 4 A2 4 h ()l”lA }_()Iﬁ

G étant une constante arbitraire.



SCR LA THEORIE DES SURFACES ET DES COURBES. 301

L'hypothese @ + b = £, introduite dans les formules (2) du numéro
précédent, donne

1 0A [ da 1 dB I da

Adu"" sa—kou BJdt~  2a—koat
et montre que la surface est isothermique

Ces dernitres formules mettent en évidence les propositions dues
a Bonnet et développées dans les Legons sur la Théorie génerale des
Surfaces de M. Darboux (t. 111, p. 382 et suivantes).

10. =, y, 5, w étant quatre fonctions holomorphes des trois va-
riables ¢, u, ¢, effectuons la transformation orthogonale, X, Y, Z, W
étant des variables indépendantes :

E=l (X—2)+ 4 (Y—p)+ 4 (L —3)+1; (W—w),
n=m(X —a&)+m(Y—y)+my(l—z)+ nm(W-—w),
(=n (X —x)+n (Y—y)+ny (L —35)+ny (W—w),
= p (X—a)+p, (Y —=y)+py (Z—3)4+p, (W—uw).

Les seize cocfficients 4, m, n, p sont tels qu’on a identiquement
Bt o= (X — )24 (Y= )2+ (L= 5+ (W —a)¥;
ce qui donne entre eux dix relations.

Si I'on remplace X, Y, Z, W par les valeurs de «, y, 5, w corres-
pondantd¢ + =, « + v, ¢ + v, valeurs qui sont données par la formule
Taylor par hypothese, on aura
(1) dE? - dn® - d5 4+ do?=dX?+ dY*+ d1?+ dW*

= Cdet 4 Fdr 4 Gdv 42 0 .dy Qv 4+ 29 dv dr + 290 dr do,

&, F, G, L2, DI, % étant pour ¢ -+ 1T, u + v, ¢ + v les valeurs des fonc-

tions 5, ¥, G, L, M, N définies par I’équation
dzt 4+ dy?* + ds* = E di* + Fdu® + Gdv* +- aLdude + oM do dt + 2N dt du.

Supposons le déterminant
,E N MI
N Fr L |=I
‘M L (}l
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différent de o. Alors on peut prendre pour o

X—2z Y—y -5 W—w

K ! ! ~’ I,
1 Ly Ye 5, ¥,
) = T[ , ’ o J >
Ly yu ~u Yo
’ r p K
x, Yo 3, v,

et il ne reste plus que trois indéterminées parmi les coefficients /,
m, n. Posons

_—_: af+ﬁu+yv~!—-'¢:.~.+...+'q',,+..., 1) ==y T ﬁxu i TR el () Feae Nt een,

Dz D2 D"v2 - 2 Auy + 2 Alvr - 2 A7y
== -
. a Il

C= TPy vt Cy-e o+,

O S = =N

Zus Ny Coo 0, étant des fonctions homogenes de <, u, v de degré n. On
aura

d*e g AP dPo

G onr G o | =D det 4 D dot - D dv?
(2) . A ,
Gu Ty 4 0y

E:f, ., g, )y
W, @, ®", 8, ¢, ¥ ¢tant les valeurs, données par la formule de Taylor,
de D, D, D", A, A, A" pour ¢ + =, u +v, ¢ +v; et &*&, d*n, d*C, d* v,
les différentielles secondes des fonctions &, 1, €, o.

Les égalités (1) et (2) nous donnent chacune un groupe de six éga-

lités entre des fonctions de t, u, v. Egalant les termes indépendants
des variables, il vient

A= 20 dody 20" dvdr -+ 20" drds;

e+l al=E, [ S S UN Py e Gy
s37+@1Y1+f)272=IA, Ve F Vaoy== M, ofp oy By 4 %3Py == NG

d’oli 'on tire

o oy oy | E N M
ﬁ {31 (52 o= N F ]4 ool ll"’;
VAR TR ) M L G

et, entre les neuf quantités o, B, v, il reste trois indéterminées, ce
qui correspond & I'indétermination des I, m, n.
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Posons, quel que soit 'indice 7,

ain == oy, + a?Cu: <Pn.1 ﬁin“‘ B] Np + @2Cn - "!JIIQ
}’En —+ Y1+ Y%Crz.: Lne
En égalant entre eux les termes du premier degré dans le premier
groupe d’égalités (1), il vient
?-’zt:'}_xEu \H‘J:%Fn Xlz*/:%(}l:

'/,,;u“l‘ ‘-P;/ =L, ‘P-’zv -+ 7;3":: M,, ‘-}J;T -+ (?éu: Ny
¢quations qui déterminent ¢,, ¢,, 7,. Le second groupe d’égalités (2)
donne dix-huit équations entre les coefficients de w,, au nombhre de
dix; ces équations déterminent les valeurs de ces coefficients et éta-

blissent huit relations entre les fonctions D, D’, D”, A, A, A", E, F, G,
L, M, N et leurs dérivées premieres.

11. Egalant de part et d’autre les termes du second degré, le pre-
mier groupe d’égalités (1) du numéro précédent donne

Wy == [ iy = /1y Liv = S

/ ’ R ’ . 1 J— " ! J— ..
i+ Py = 8 gy + Lye = &'1» Dy = Yhe == a3

en posant

Lo 1 ~ ) 19 w19 13
f—-~1(I‘Az"“C_ﬂ"‘"le"‘azr"‘mzr)s »
— o YA ’ ’ . ’
&= Ly — &3y Eoy — 1130 Ty — Loy MNay — 25 Oy,

On en déduit facilement les relations

" 7] P " " " Py o ——
G — Jivi — Javs == 0, e — o — Jfom=0, Goro — St 1T == 0y
AN " 4 4 £ " " —_ " P
2 oy -+ e S1re — v =— 0, 2 for + v — St — Sy == 0,

2 firo + Shvr — S — Sivy == 0.
Ces relations donnent les valeurs de

, D'D"— A%, D'D— A%, DD'— A",
() A'A"—AD, AA"—A'D', AA'—A'D",

en fonctions de K, F, G, L, M, N et de leurs dérivées premieres et
secondes.
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Si le déterminant
D'D"— Az AAT—A'D" AA—A"D”
AA’—A'D' D'D—A"  A'A"—AD
AA— A"D"  ATA"— AD  DD'— A"

n’est pas nul, les valeurs de D, D', D”, A, A", A” sont déterminées;
transportant dans les huit équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre obtenues au numéro précédent, on a huit équations simul-
tanc¢es aux dérivées partielles du troisitme ordre pour les six fonctions
E, F, G, L, M, N.

Si les six quantités (1) sont nulles, la fonction

D24 DIv = D243 A vy -2 Alvs 24" 70

est un carré parfait et les fonctions E, F, G, L, M, N satisfont & six
équations aux dérivées partielles du second ordre. Si I'on exprime
I’'une des coordonnées primitives z, y, 5, w, en fonction holomorphe
des accroissements des trois autres, w par exemple,

[ e e e P e A e N R
w, étant unc fonction homogtne de degré n de dx, dy, dz; w,, ¢ est-
a-dire la différentielle seconde de e, sera un carré parfait, et récipro-
quement. Ainsi @ peut se définir par les ¢quations
Az+By-+ Cs-+w-+P=o,
ANae+By+Gz-+DP=o,

~

A, B, G, P étant fonctions d’un paramétre et A/, B, ', P’ leurs déri-
vées. On se trouve dans ce cas lorsque

Ede*+~Fdut4Gdor+alidudy +oMdydt +~aoNdtdu

représente la partie principale du carré de la distance de deux points
de I'espace cuclidien, puisque, alors, w est nul. Les équations aux
dérivées particlles du second ordre auxquelles on arrive ont été don-
nées par Lamé, lorsque les surfaces coordonnées sont orthogonales, et
par 'abbé Aoust dans le cas ol elles sont quelconques.

12. Rapportons I'espace euclidien & trois familles de surfaces ortho-
gonales et soit A*di* 4+ B? du* + C* dp* la partie principale du carré
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de la distance des points ¢, u, ¢ et ¢+ dt, u+ du, v + dv. Prenons
pour axes des £, v, { les tangentes aux courbes d’intersection des sur-
faces au point ¢, u, ¢; il vient, d’apres les formules du ne 10,

} BB, Ca, ,
¢ —=A7r+ - <A“ — A" u?— A‘w‘l—l— 2 AL vt + :u\,,-:)) +...,
1 AAS , cc , ,
N=Bo4+ - — = 4+ B2 — Lo B uv+2But ) ...,
2 B B
N I AA, BB, ~ ' »
=Cv + S (— Lé_ 72— Ll‘ w2+ G, v+ 2C) vy 4+ 2Ltvr> -+ ..

ou, en prenant &, 7, { pour variables indépendantes,

_ & 1 BB Gl AL, AL
T“'A 2A? AIX B“ ‘(‘J‘:"I-QE-C—F"-B—.:H “+
N I Ay By, €l B, , B, .

Sl s 11 Gty el - Ml S i (il WD IR
_: T Au o B"’J C:, P C:I - (:l[ ?.‘_“
J_E'—z(,“<_—__q~|;"+t +eoy fl=+?.-j-\*‘~.-,)+....

La surface v = o a donc pour équation

1 (A, B..

0 == (R i) v arn

On voit que les surfaces coordonnées se coupent suivant leurs lignes
de courbure ('), et la connaissance des termes du second degré per-
met d’écrire immédiatement ceux du troisieme, d’apres le n° 8,

. 2 0 A, &2n d A, gn* d B, 7 d B,°

/ - v g v sh™ U Do v D
() 6%=— (A ACT3 B guAC T3 A W BC T T da Be
On a les relations différentielles du second ordre entre les fonctions A,
B, C en appliquant les formules (2) et (3) du n°® 8. Les formules (2)
donnent

Au(_ Ay B _9 A
A CA T CB Jdu AC
ou
(2) Alo= 3 BIA,+ LCLAL;

(1) Théoréme de Dupin.
Ann. de I’ Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. Aout 18g7. 39
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et deux autres équations analogues, qu’on obtient en permutant, dans
celle-ci, A et B, tetu, puisAetC, teto,
S X2 I ’ ’ | G u [ VY] I Ry

(2) B,‘,ZZ:XJX‘,B,—}— (—f(,,B‘,, (,M.‘::B Bt (‘u+AA“ ;.

La formule (3) donne un second groupe de trois équations, qu’on
obtient en permutant dans la suivante : C en A, ¢ en ¢, puis C en B et
venu, :

. ALBL OB, 0 A,
(3) DIy i by A T

13. Supposons les trois familles de surfaces d’un systeme ortho-
gonal isothermiques, et qu’on ait pris pour ¢, «, ¢ les parametres iso-
thermiques de ces surfaces (Lamg, Legons sur les coordonnées curvilignes,
Chap. IT). On a alors les trois équations

D' 0% 0% ,
Agt o= - - e e e IO, A2y == 0, Az oo,

J.ct g % a Jd3t

lesquelles subsistent pour les <, v, v, exprimées en fonction de £, 1, 7;

donc
/Ay B, BN  BOY
Aal= ;v(,‘(—'fs‘ ~-(;~)-;\;(/ 5 ) o
Ainsi
BC .,  AC ., BA .,
T=0 0 oy =k =

Q ne dépendant pas de ¢, Q, de «, Q, de ¢;

2Q2,  Br=Q2Q  (2=QrQ:

-

A=

>

Posons
Q= e’, Ql = e, Qy == et

Le groupe des trois équations (2) du numéro précédent deviennent

’ g — ’ ’ ’ L

TowT1ro=YouQo =+ q10Gur
’ 1 JR— 1 ! !’ 1

(1) v e = qudve oo
/’ 4 —— ! ’ ' ’

Fudse =GuG2e T 911 Tqur
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L’une d’elles est la conséquence des deux autres. On en tire

. ’ o ’
. _9e9u o Gefye
Goy = -7 Qoo == 57—

Do — Yo Jo — G1o

Egalant la dérivée par rapport & z du second membre de la premiere
égalité a la dérivée par rapport & « du second membre de la deuxieme,
on a la premiere des trois équations :

n - n N "
(‘l) (/uu —_ (/HU — [/ztu —_— — I
7 T —— T —_— T ’ - N
Yude  Gietdve D2t k

k étant une constante arbitraire.

I . .y,
14. Pour - nul, si aucune des quantités ¢’ n'est nulle, les cour-

bures a, b d’'une surface du systeme, et les valeurs de A, B pour cette
surface satisferaient aux équations

UA 0B 0*la  0*lb

— == TE e T e T 0,
vt du dt du Jt du Jdidu

le rapport Z, en outre, étant constant. Les trois équations (2) et (3)

du n° 8 sont impossibles dans ces conditions. R
Faisant ’hypothese ¢,, = o, les équations (1) donnent ¢, =o,
q,. = ¢.,, et laissent ¢ completement indéterminé. Ecrivant que les
valeurs qu’on en déduit pour A, B, C satisfont aux trois équations du

groupe (3) du n°12, on obtient les deux systemes de solutions :
1

— _Q _
(2) A“F’ B==, C=

~12

Q étant une solution de I’équation

0% 02
e Y 50— 10:
0= T [Q 3 (Q;
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Q étant une solution de I'équation

2 2
5";2. 1Q + % 10 =o.

Le systeme (2) est formé de sphires concentriques et de cones
ayant leur sommet au centre commun des spheres, et les coupant sui-
vant des courbes rectangulaires isothermiques.

Le systeme (2") est formé de plans paralleles et de cylindres ortho-
gonaux les coupant, suivant des courbes orthogonales isothermiques.

I, - ps ’
15. - étant différent de séro, posons

q=kly, q1= ki, qa==klyy;

ce qui donne
Q =y~ Qi=1F, Qy==yhs

les équations (1”) deviennent

Py Oy 0y,
dude —dvot —didu @

et la premiere des équations (1)
Khiaw Kro = % Loaw Ko+ Ra Ko T

Dérivant cette derniére par rapport a ¢, et tenant compte des précé-

dentes, il vient :
1t K Ko+ Xt Lo X = O-

On a done

L=Af1+ A fy, 1u=Bf-+B'fy, xa=Cf 4 C'fy,

J étant une fonction de ¢, f, de u, /, de ¢, et les constantes étant liées

par ’équation
BC'A'"+CB'A =o.

Mais en remplagant ¢, u, v par m¢, nu, pv, m,n, p étant trois constantes,
on peut les choisir de fagon que B'= — A", C =—B; et alors la rela-
tion qui précede devient C’= — A. Donc, en définitive, dans le cas
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qui nous occupe, on peut prendre
% =JS1— fo nu=srr—1 L= —ji.

Les fonctions A, B, C doivent satisfaire aux trois équations du
groupe (3) du n® 13. Enremplacant A, B, C par leurs valeurs en fonc-
tion des quantités f, on obtient trois équations du premier degré par
rapport aux dérivées secondes des fonctions f, /;, fo qui ne sont
compatibles que si la quantité

(1) (2k =) [(fr—= S22+ ([ = VPF2S P+ (S =SS ]

est nulle; d’olt £ = é

En effet, I'une des équations du groupe est
—J O (250N o adE
)u(/,/" A2 > - ot xf /_(,_z> A* i+ 7"“ Ji=0;
ou en divisant par y5~*, apres avoir effectué les dérivations,
e k , ke e e+t f-z
w;ﬁ_/<___l,+_‘_> ~12____/_w_<_',___i_>fr2 /‘ZIIT_/%-:{
PAN & X2 X AT As L1 X5

X1 / fl/
R A x’:x’;

Permutant les indices 2 et o, il vient

y/d k . fe+1

%1 I k ) 19 X2 <’ A ) pr g X /2
CY S S T — |- — - -\ S—
x/cxéf< x A2 1 % %1 /2 xlc-l—l /l;-:-lf

- 1

en remarquant que y, %, ). doivent respectivement étre changés en
— S2r — Au» — A pour simplifier, on n’a pas écrit I'indice o. De
méme en permutant les indices 1 et 2

'/J" k , ke k ft1 o
(-2 +7) :—-—%—,(i — ) ke
Yt AR ¢ YAV &S %2 YA £

Xf " /l/
=— [+
2 0
YA ,d” xé
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Ajoutant ces trois équations membre 2 membre, les dérivées secondes
" P . .. . 1
S"s Ji» [. disparaissent et on a la condition (1). La condition £ = -»

que nous venons de trouver, équivaut i la relation, établie par Bonnet,
entre les courbures principales des surfaces ().

16. Pour avoir les fonctions f, il reste & intégrer deux équations
du second ordre. Mais cette intégration n’est pas indispensable pour
voir que le systeme est formé de surfaces homofocales du second
degré. En effet, on a

NM=( =)= 1)
B=(fi—=/) (f —=/0s
C= (=) i— L)

Substituant ces valeurs dans les formules (1) et (1) du n° 12, il
vient, pour I'équation de la surface v =o,

A R O P A S

fy= — Soo ( & _ n‘> & Wi,

{; s'annulant pour les mémes valeurs de &, n que C,, les lignes asym-
ptotiques ont un contact du second ordre au moins avec leur tangente
et du troisieme ordre au moins avee leur plan osculateur. Ce fait se
reproduisant tout le long d’une ligne asymptotique, celle-ci est une
ligne droite. Les surfaces admettant deux systemes de génératrices
rectilignes sont des quadriques et on a le théoreme de Lamé.

(1) Journal de I’ Ecole Polytechnique, XXX¢ Cahier (1845).



