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SUR LE

P R O B L È M E DE D I R I C H L E T ,
P A H M. S. Z A R E M B A .

1. Nous nous proposons de faire voir que l 'on peut conclure de
l 'existence de la fonction de Green re la t ive à un domaine (D), l imi té
par u n e surface (S), s i m p l e m e n t connexe, possédant en chacun de ses
points des rayons de courbure déterminés, d i f férents de zéro, la possi-
b i l i t é du problème de Dirichlet pour ce domaine , même dans le cas où
les va leurs que d o i t prendre la fonct ion demandée sur la surface (S)
a d m e t t e n t des lignes de d i s c o n t i n u i t é . J 'a joute que l'on rencontrera
d a n s ce qu i , va su iv re une méthode très s imple pour résoudre la ques-
t i o n s u i v a n t e : soit ('(^,7^) u n e fonc t ion sa t is fa isant , à l ' in té r ieur
de la surface (S), à l 'équation de Laplace et se rédu i san t sur cette sur-
face à une fonction admet tan t des lignes de d i s c o n t i n u i t é ; quelle sera
la l imi te vers laquel le tendra la fonction ç { x , y , z } quand on fera
tendre, su ivant un arc donné , le point ( x , y , z ) vers un point s i tué sur
une de ces lignes de d i scon t inu i t é? Cette ques t ion offre un certain
in t é r ê t parce que c'est d'elle que dépend l 'extension à l'espace du
procédé a/ierné de M. Schwarz.

2. Nous s implif ierons le langage en e m p r u n t a n t , pour un moment ,
quelques termes à la théorie de l 'électricité. Concevons que la sur-
face (S), m a i n t e n u e au potentiel zéro, soit soumise à l ' i n f l uence d 'une
masse électr ique égale à — î , concentrée en un po in t M , (^,r ,^)
situé à l ' in té r ieur de là surface, et désignons par u . Ç x , y , z , x\y\z')
la densité en un po in t f Ç x ^ y ^ z ) de 1/électricité i n d u i t e dans ces
condi t ions sur la surface (S). Nous a l lons dé te rminer une l i m i t e infé-
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Heure ^i et une l i m i t e s u p é r i e u r e ^2 de bi f o n c t i o n u en nous a p p u y a n t
à cet effet sur les p ropos i t ions su ivan tes :

a. Soit (S,) u n e surface fermée tout en t iè re i n t é r i e u r e a la sur-
face (S), tangente à cette dernière en un p o i n t P et tel le, en outre , q u e
le po in t M lu i soit in té r i eur . Si l 'on désigne par u\ la fonc t ion d é f i n i e
par rapporta la surface (S,) comme Pa été la f o n c t i o n / / pa r r a p p o r t a
la surface (S), on a u r a , au, point P, l ' i n é g a l i t é

b. Soit (Sa) une surface tout e n t i è r e extérieure a la s u r f a c e (S),
pouvant se composer de p l u s i e u r s surfaces f e rmées , t angen te a la
sur face (S) au po in t P, et soit u\, la l o n c S i o n a n a l o g u e a u x f o n c t i o n s
// et u^ se rapportant a la sur face (S^) . On a u r a , a i / p o i n t P, l ' i n é g a l i t é

C ^ ) ^^.

Chacune de ces proposit ions est une conséquence i m m é d i a t e du théo-
rème bien connu d'après, lequel une f o n c t i o n , s a t i s f a i san t a l ' é q u a t i o n
de Laplace dans un domaine dé t e rminé , ne p e u t posséder, a H n l é r i e u r
de ce domaine , ni un m a x i m u m n i un m i n i m u m .

3. 11, résulte de l ' l lypotl ièse f a i t e au sujet de la s u r f a c e (S) q u ' i l
existera une longueur a telle que toute sphère de rayon a tangente a
cette surface en un point P l u i soi t , ou bien tout ent ière in t é r i eu re ,
ou bien tout entière extér ieure , sans avoir avec el le un p o i n t c o m m u n
en dehors du point P.

Dans tou t ce qu i va suivre , nous supposerons que la p lus cour te
dis tance du, po in t M (auque l se rapporte la (onc t ion u) à la sur face (S)
soit au p lus égale à a. Dans cette^hypothèse, le po in t l e ' p l u s proche
du p o i n t M sur la surface (S) sera u n i q u e . Désignons ce po in t par 0
et prenons le pour xmg'ine des coordonnées en ayant soin de dir iger
l'axe de3 z su ivan t la normale in t é r i eu re à la sur face (S), au p o i n t ,0,
Le point M sera, bien e n t e n d u , situé sur l'axe des ^, ' , -

Nous'poscrons
(3) ' ^ • 1 1 1 ^ ; 1 1 • • 1 y ~ O M . ' , ! : i l •

1 1 Entourons le , point 0. p a r - u n e courbe fermée { € ) tracée sur la sur-
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face (S). Cette courbe partagera la surface (S) en deux parties.
Soit (S') celle d'entre elles qui contient le point 0, et (S") la seconde
de ces deux parties de la surface (S). Nous chois i rons la courbe (C)
de façon que sa projection sur le plan des (^,y) soit un cercle de
centre 0. Nous prendrons le rayon à de ce cercle su f f i s ammen t pe t i t
pour qu 'une pe rpend icu la i re au plan des (<^,y) ne puisse r e n c o n t r e r
la por t ion (S7) de la surface (S) qu'en un s e u l point au p l u s et que ,
en outre, la c o n d i t i o n suivante soit sat isfai te : i l sera possible de
const rui re une sphère (S'), de rayon a" non supérieur à a, t a n g e n t e à
la surface (S) en 0 et orthogonale à une sphère (2), de rayon a, t an»
^ente ex té r i eu rement à la surface (S) en un p o i n t P s i tué sur la por-
t i on (S^) de cette surface, quel le que soit d ' a i l l eu r s la pos i t i on du
p o i n t P. On admet t ra , pour plus de s i m p l i c i t é , que la l o n g u e u r o a i t
été choisie assez pet i te pour qu ' i l soit permis de la regarder comme
i n d é p e n d a n t e de la posit ion, du po in t 0 sur la surface (S).

Cela posé, considérons une sphère (S,) de rayon a, t angen te in té-
r i eu r emen t a la sur face (S) en un point VÇx\y\z), s i tué sur l i t
por t ion (S7) de cette surlace. I l est aisé de voi r que l 'on pourra t rouver
u n nombre posit if X, i n d é p e n d a n t de la pos i t i on du p o i n t 0 sur la sur-
face (S), tel que , sous la seule c o n d i t i o n

( 4 ) .r .̂/2;;̂

le p o i n t M soit i n t é r i e u r à la sphère (2, ).
La cond i t ion (4) étant sat isfai te , nous pourrons , pour a p p l i q u e r le

( I léorëme ( a ) du n0 2, i den t i f i e r b su r f ace (S , ) a la sphère (^,) .
Posons

/• ̂  MP

et désignons par d la d is tance du po in t M. au centre de la sphère S,. La
valeur de la f o n c t i o n u\ au p o i n t P sera alors donnée par l<ï f o r m u l e
bien connue

, _ a 2 —^
//, , ...̂ L 1 — 1 •

* 47: a r "

Vosons
^^-h/2,

on s'assurera aisément que l 'on peut trouver u n e constante posi t ive K,
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indépendante de la position du point 0 sur la surface (S), telle que
l'on a i t

a2 — ̂  > 'î a y — y 1 — K p2.

D'ailleurs, la fonction // ne devient, comme on le sai t , négative en
aucun point de la surface (S).

Nous pourrons, par conséquent, définir la fonction u^ qui va nous
servir de limite inférieure à la fonction //, ainsi : on a, en chaque point
de (S'), dont les coordonnées vérifient l ' inégalité (^i),

( 5 ) ,/, -: -I...-,. ':1— _2!_ _ K —pl~....-,
9.7: /"î [\'KO'.f^ 1 ' / (TTOr1 î

tandis que, dans tous les autres points de (S') et dans Ions ceux de (S"),
l'on a

(6) ^=<>.

4. Passons à la recherche de la l i m i t e supér i eu re n^ de la fonct ion //
et supposons d 'abord que le po in t P, auquel se rapporte la fonc t ion u,
soit situé sur la portion (S") de la su r face (S). Nous fil ions a p p l i q u e r
le théorème ( b ) du n0 2 en fa isant jouer le rôle de la surface (Sy) à u n
système de deux sphères : l 'une (S^) de rayon c o n s t a n t R, p l u s pe t i t
que a, tangente extér ieurement à la su r face (S) en 0; l 'aut re (S^),
égale a. la sphère (Sy), tangente e x t é r i e u r e m e n t a la surface (S) au
p o i n t V. Nous supposerons que la l ongueur H a i l été prise su f ï l s ammen t
petite pour que le rapport de la distance des centres des sphères (S;,)
et (S^) à 2 l { ne dev ienne j ama i s i n f é r i e u r a un nombre fixe v, p lu s
içrand que l ' u n i t é , quel les que soient les pos i t ions du p o i n t 0 sur la
surface (S) et du point P sur la par t ie 1 (S") de cette surface.

On sait que la théor ie des images électriques permet de cons t ru i re
très fac i lement la fonction de Green pour l'espace extér ieure aux
sphères (S^) et(S^). Or, pour peu que l'on veuil le b ien se reportera
l 'expression a in s i obtenue de cette fonc t ion , on ne manquera pas de
reconnaître, eu égard à la manière dont ou a choisi la l o n g u e u r R, que»
l'on peut t rouver u n e constante pos i t ive A, indépendante de la posit ion
du point O ' sur la surface (S) et de celle du po in t P sur la partiels")
de la même surface, telle que l'on a i t , en chaque po in t de la sphère (S^),

'; 1 , 1 1 1 1 1 ' ! 1 1 / <<Â7. . 1 1 , .
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On pourra donc poser, pour les posi t ions considérées du p o i n t P,

(7) ^=:Ay.

Supposons m a i n t e n a n t q u e le p o i n t P soit s i t u é sur la po r t ion (S')
de la su r f ace (S). Soit (S) la sphère de rayon a tangente extér ieure-
ment à la surface (S) au p o i n t P et (S') la sphère, de rayon a', or tho-
gonale a la sphère (S) et tangente en 0 à la surface (S). Nous torons
jouer le rôle de la surface (S^) à la surface ex t é r i eu re d u sol ide formé
par 1/ensemhle des sphères (S) et (S').

Désignons par a . a ' e t r les dis tances du p o i n t M a u x cen t res dos
sphères (S) et (S') et au po in t P ; soi t , en outre, / la d i s tance , du
po in t P a u centre de la sphère (S'). On t rouve (AI.AXWELL, Traité cl1'Elec-
tricité et de Magnétisme, 1.1, p. 3 ï6) , que la va l eu r de la ( o n c t i o n u.^ au
p o i n t P est donnée par l ' équa t ion

( S ) u,
iTi: a/" [ a^ r14- ( ( { l ï —y.'2) ( [î — a'2 )? (

11 est é v i d e n t que
^ ^ ff— j^-

(q) u., < —-•-•••---..--,.
'• ' 4 T C ^ / '

On reconnai t d 'autre part,, sans d i f f i c u l t é , en posant comme plus
haut

p^^-h/S

que l'on peu t trouver une constante posi t ive w, indépendante de la
posit ion du po in t 0 sur la surface (S), te l le que l'on ait

( t o ) o2 — a2 < 2 ay 4- y2 -+- m, p2.

Nous pourrions donc, en tenant compte des inégalités ( 2 ) et (9),
déf ini r sur (S^) la l im i t e supérieure u^ de la fonction u, par l 'égalité

7 y2 p2

( i ï.) ^2 --••" —'—, -i- —1—^ 4- m 7-——-o' ' arrr3 ( { ' K O . I ' " ^nccr"

mais nous n^al lons le faire que pour les valeurs de p sat isfaisant à
l ' inégalité

( î 2 ) p^y
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en nous réservant de déf in i r u^ au t r emen t pour les autres va leurs
de p. Posons à cet effe t

p .=: y:-- r^ + ( a'2 - a^ ) ( ̂  — a'2 )

et écrivons la formule (8) ainsi :
a/2r! ^/''"

^ _ a' — ̂  ( f^2 — a2 ) ( <7/ 4- a' ) ( ̂  — ̂  ) ̂ + JP"" + ̂ T^//^ „ ̂ .̂.., _,.,....-,...,.._̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^ , — _^^_^^^^ ,

pi

d 'où , en remarquant ; que p— ^> i ,

3 ^/ _ ^ ( a1 ~ ̂  ) ( ̂ / + c/') ( ̂  -"-- a'2 )
^ < a "̂̂ 7'̂  "••-----••-•••--•-1-—^^^^^^^ ^

mais l'on a
a'— ^==7,

et
P>a'ar^

i l v iendra donc

,,,,3 ^ «.-„('•-.'-)<'•--"'•'
[ } ) i ̂  i 4 7T^ " '̂2""1' " ~1-—1'-'''-1^

J'observe main tenan t qu'il existera deux constantes posi t ives h et ^',
indépendantes de la posi t ion du point 0 sur la su r face (S), telles que
l'on a i t

a'>hp\ ^—^<g^.

On en conclut, en t enan t compte des inégal i tés (10) e t ( i 3 ) , que
l 'on aura, sous la condition
0 4 ) p^y,
l ' inégali té

u',<n^

en désignant par n une constante posi t ive, indépendante de la posi t ion
du point 0 sur la surface (S).

Il résulte de là que, pour les points de la portion (S') de la sur-
face (S) .dont les coordonnées'satisfont à l ' inégalité ( x 4 ) » l'on pwt
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poser

l5) tt^n7.( i 5 )
y.i

5. Soit à trouver une fonction ^(<r ,y , js ) , satisfaisant, à l 'intérieur
de la surface (S), à l 'équation de Laplace et se réduisant, sur cette
surface, à u n e fonction donnée /(a/,y, G') de la posit ion du point
P Çoc\ y, s') sur elle,

Désignons par ds l 'élément de la surface (S) relatif au point P et
soit toujours uÇx, y , s, x ^ y , ^ ) la fonction définie au n° 2. On est
condui t , par la théorie de la fonction de Green, à se demander si la
fonction qu'il s'agit de trouver ne serait pas donnée par la formule

( 16 ) r = f a (.r, y, z, x', y ' , z ' ) f {x ' , y ' , ̂ !) ch,
^s

où l ' indice S exprime que l ' intégration doi t être étendue à toute la
surface (S).

Nous allons montrer qu'i l en est b ien ainsi lorsque la fonct ion
f(ûG\ y, ^ /) sat isfai t aux condi t ions suivantes :

i° II existe une constante positive B quo ne dépasse jamais la va l eu r
absolue de la fonction/(,'r^ y, z ' ) ;

1° Cette fonction ne devient discontinue que sur certaines l ignes
tracées sur la surface (S), lignes au passage desquelles elle varie
brusquerneni d'une quant i té f inie en devenant indéterminée sur ces
lignes elles-mêmes.

On sait que la fonction 9 définie par l 'équation (16) satisfait à
l'équation de Laplace à l ' intérieur de la surface (S); il s'agit donc
seulement de s'assurer qu'elle prend b ien . les valeurs prescrites sur
cette surface elle-même. La chose résulte immédia tement du théorème
suivan t :

Désignons par y la plus courte distance du point {x,y, s) à la sur-
face (S) et sou

r^^^x'T-^^y-y'Y^^^^Y,

j e dis que la différence
y r'f^^y'^'} 7( 1 7 ) <•' — "JL / ^±^l/'^^ eu

• ^J,s l

Ann.de V Èc. Normale. S" Série. Tome XIV.— JUILLET 1897. 33
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tend uniforme me ni vers zéro lorsque Y /cw/ ve/s zéro. En d'autres termes,
il correspond à tout nombre positif'£, si petil qud&oil, un nombre positif y.,
tel nue, sous la seule condition

y < i^
l'on aU

,^r/^-^ <..
37Tjg r 4

On simplifiera les calculs en supposant, comme on en a le droit,
que y sat isfasse à la fois aux trois inégalités

y<^

y < cP,

ou S et X sont des éléments dé f in i s au n° 3.
Cela posé, j'observe que l'on peut , sans nu i r e à la g é n é r a l i t é , sup-

poser que l'on a
/(.^/^^o,

quel le que soit la posi t ion du po in t (,v\ y\ s ) sur la sur face ̂ S). Mais ,
dans ces condi t ions, l'on aura

08) //(^, y, z') u,ds < f/c^ y, z') uds< //(^, y, z')^ds.
^ ., e/S <*,

Or, en'se reportant aux valeurs trouvées p lus hau t pour u^ et u^ on
ne manquera pas de reconnaî t re que c h a c u n e des dif ïerences

. f/^, y' z ' ) u,ds - ;t r^^.'̂ ^L5'} ,1,, 1 v » ./• »

^s ""^stJ'c "''TT ,,,/u Ï

("t

^/(^ /,/ /^ /)^^-^ f^^..^^^^^^
^ ^^ /•'

tend uni formément vers zéro lorsque y tend vers zéro. I l résulte, par
conséquent, des inégalités ! ( < 8) qu'il en est de même d e ' l a d i f fé-
rence (^7)» C'est ce que nous voulions démontrer.

Il est clair quêtes quest ions posées au n01 peuvent ma in t enan t être
regardées comme résolues.


