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SUR LE

PROBLEME DE DIRICHLET,

Par M. S. ZAREMBA.

L. Nous nous proposons de faire voir que I'on peut conclure de
I'existence de la fonction de Green relative & un domaine (D), limité
par une surface (S), simplement connexe, possédant en chacun de ses
points des rayons de courbure déterminés, différents de zéro, la possi-
bilité du probléme de Dirichlet pour ce domaine, méme dans le cas ol
les valeurs que doit prendre la fonction demandée sur la surface (S)
admettent des lignes de discontinuité. Jajoute que 1'on rencontrera
dans ce qui va suivre une méthode tres simple pour résoudre la ques-
tion suivante : soit ¢(x, y,5) une fonction satisfaisant, a 'intérieur
delasurface (S), & 'équation de Laplace et se réduisant sur cette sur-
face & une fonction admettant des lignes de discontinuité; quelle sera
la limite vers laquelle tendra la fonction ¢(zx,y, ) quand on fera
tendre, suivant un are donné, le point (, y, z) vers un point situé sur
une de ces lignes de discontinuité? Cette question offre un certain
intérét parce que c’est d’elle que dépend I'extension & I'espace du
procede alterne de M. Schwarz.

2. Nous simplifierons le langage en empruntant, pour un moment,
quelques termes & la théorie de I'électricité. Concevons que la sur-
face (S), maintenue au potentiel zéro, soit soumise & I'influence d'une
masse électrique égale & — 1, concentrée en un point M(x, y, =)
situé & 'intérieur de la surface, et désignons par u(x, y, s, 2, y,5")
la densité en un point P (2, y/, ') de I'électricité induite dans ces
conditions sur la surface (S). Nous allons déterminer une limite infé-
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rieure z, et une limite supéricure w, de la fonction « en nous appuyant
i cet effet sur les propositions suivantes :

a. Soit (8,) une surface fermée (out enticre intéricure a la sur-
face (8), tangente & cette derniere en un point P et telle, en outre, que
le point M lui soit intérieur. Sil'on désigne par « la fonction définie
par rapport & la surface (8,) comme I’a été la fonction wpar rapport i
la surface (S), on aura, @ point P, Uinégalité

1 TS
1 =

b. Soit (8,) une surface tout entivre extéricure i la surface (8),
pouvant s¢ composer de plusicurs surfaces fermées, tangente i la
surface (S) au point P, et soit «, la fonction analogue aux fonetions
w et w,, se rapportant a lasarface (8,). On aura, aw point P, Vinégalité

(2) T

Chacune de ces propositions est une constéquence immédiate duo théo-
reme bien connu d’apres lequel une fonction, satisfaisant i 'équation
de Laplace dans un domaine déterminé, ne peut posséder, i Uintérviear
de ce domaine, ni un maximum ni un minimum.

3. 1l résulte de I'hypothese faite au sujet de la surface (S) qu'il
existera une longueur o (elle que toute sphere de rayon « tangente i
cette surface en un point P lui soit, ou bien tout entiere intéricure,
ou bien tout entitre extérieure, sans avoir avee elle un point commun
en dehors du point P.

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la plus courte
distance du point M (auquel se rapporte la fonction «) i la surface (8)
soit au plus égale & «. Dans cette hypothese, le point le-plus proche
du point M sur la surface (S) sera unique. Désignons ce point par O
et prenons:le pour origine des coordonnées en ayant soin de diriger
Paxe des z suivant la normale intéricure & la surface (S) au point O.
Le point M sera, bien entendu, situé sur 'axe des z.

Nous poserons
(3) 7= OM.

.

Entourons le point O.par une courbe fermée (C) tracée sur la sur-
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face (S). Cette courbe partagera la surface (S) en deux parties.
Soit (8") celle d’entre elles qui contient le point O, et (8”) la seconde
de ces deux parties de la surface (S). Nous choisirons la courbe (()
de facon que sa projection sur le plan des (z,)) soit un cercle de
centre O. Nous prendrons le rayon ¢ de ce cercle suffisamment petit
pour qu’une perpendiculaire au plan des (x, y) ne puisse rencontrer
la portion (8") de la surface (S) qu’en un seul point au plus et que,
en outre, la condition suivante soit satisfaite : il sera possible de
construire une sphere (X), de rayon o’ non supérieur & «, tangente i
la surface (S) en O et orthogonale & une sphere (), de rayon o, tan-
gente extérieurement a la surface (8) en un point P situé sur Ia por-
tion (8") de cette surface, quelle que soit d’ailleurs la position du
point P. On admettra, pour plus de simplicité, que la longueur ¢ ait
¢té choisie assez petite pour qu'il soit permis de la regarder comme
indépendante de la position du point O sur la surface ().

Cela posé, considérons une sphere (X,) de rayon =z, tangente inté-
rieurement a la surface (S) en un point P (', y', z"), situ¢ sur la
portion (8") de cette surface. Il est ais¢ de voir que on pourra trouver
un nombre positif A, indépendant de la position du point O sur la sur-
face (8), tel que, sous la seule condition

H w4 )0
le point M soit intérieur i la sphere (X,).

La condition (4) étant satisfaite, nous pourrons, pour appliquer le
théoreme (@) du n® 2, identifier la surfuce (S,) & la sphere (X)).

Posons
7= MP

et désignons par o la distance du point M au centre de lasphere X,. La
valeur de la fonetion « au point P sera alors donnée par la formule

hien connue

) 22— ([?
Uy 7 m——
! Ao
Posons
it i y'2,

on s'assurera aisément que 'on peut trouver une constante positive K,
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indépendante de la position du point O sur la surface (S), telle que
I'on ait
al— d*>nay —y?— Kp'.

D’ailleurs, la fonction « ne devient, comme on le sait, négative en
aucun point de la surface (S).

Nous pourrons, par conséquent, définir la fonction «,, qui va nous
servir de limite inférieure a la fonction «, ainsi : on a, en chaque point
de (87), dont les coordonnées vérifient Pinégalité (1),

2 i P'Z

» [ 7
15y wy == - — = — N T

() "okt fmard hrors’
fandis que, dans tous les autres points de (87) et dans (ous cenx de (87),
Pon a

(6) Wy =2 0.

4. Passons i la erecherche de la limite supéricure «, de lafonction«
et supposons d'abord que le point P, auquel se rapporte la fonction «,
soit situé sur la portion (8) de la surface (S). Nous allons appliquer
le théortme (6) dun® 2 en faisant jouer le vole de la surface (S,) & un
systeme de deux spheres : Uune (8),) de rayon constant R, plus petit
que o, tangente extérieurcment i la surface (S) en O; Pautre (S]),
égale & la sphere (S)), tangente extévieurement a la surface (S) au
point P. Nous supposerons que la longueur R ait é(¢ prise suffisamment
petite pour que le rapport de la distance des centres des spheres (8))
et (S]) & 2R ne devienne jamais inférieur & un nombre fixe v, plus
grand que I'unité, quelles que soient les positions du point O sur la
surface (S) et du point P sur la partic (8”) de cette surface.

On sait que la théorie des images ¢lectriques permet de construire
tres facilement la fonction de Green pour Pespace extéricure aux
spheres (S)) et (S;). Or, pour peu que 'on veuille bien se reporter i
I"expression ainsi obtenue de cette fonction, on ne manquera pas de
reconnailre, cu égard & la maniere dont on a choisi la longueur R, que
I'on peut trouver une constante positive A, indépendante de la position
du point O sur la surface (8) et de celle du point P sur la partie (8)
de la méme surface, telle que I'on ait, en chaque point de la sphere (S}),

II'2 < A 7.
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On pourra done poser, pour les positions considérées du point P,
(7) == Ay,

Supposons maintenant que le point P soit situé sur la portion (8)
de Ta surface (S). Soit (X) la sphere de rayon « tangente extéricure-
ment & la surface (8) au point P et (¥7) la sphere, de rayon o/, ortho-
gonale & la sphere (X) et tangente en O & la surface (S). Nous ferons
jouer le role de la surface (S,) & la surface extéricure du solide forme
par 'ensemble des spheres (2) et ().

Désignons par «, @’ et r les distances du point M aux centres des
spheres (X) et (X') et au point P; soit, en outre, / la distance du
point P au centre de la sphiére (£). On trouve (Maxweer, Traité €’ Elec-
tricite et de Magnetisme, t. 1, p. 316), que la valeur de la fonction «), au
point P est donnée par I'équation

S ]

(H) Il:,_ pro g \ i
(oot (@ — o) (£ — o) ] |

I est évident que

. o o*
[ //(’ S
(9) 2

On reconnait d’autee part, sans difficalté, en posant comme plus
haut

pu._.: 22 ),Ie,

que U'on peut trouver unc constante positive m, indépendante de la
position du point O sur la surface (S), telle que 'on ait
(10) a* — < 200 - YE 4 mpt.

Nous pourrions done, en tenant compte des inégalités (2) et (g),
définir sur (8") la limite supéricure u, de la fonction «, par I'égalité
2

/ 7’

- = -+ m -3
amrt  fmart Lrmor®’

(rr) Uy =

mais nous n’allons le faire que pour les valeurs de ¢ satisfaisant &
I'inégalité

9

(12) F*ly
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en nous réservant de définir u, autrement pour les autres valeurs
de p. Posons & cel effet

P=a2r4 (a'?— o) (#— ')

el éerivons la formule (8) ainsi:

. a2y " ot
oy T+~ .
., a—a (aP— ) (a 4+ o) (P—a'?) P P2
Uy == Amr? <P e ?
1 =g
p:
, U
d'oli, en remarquant que —z— > 1,
3a—a (at— ) (d + a') ({4 2

o hmrt =
mais l'on a
a o =,
et
l) > a’& ,.2’
il viendra done
'/) ot
\ _ oo L) (Lot
3 v a.iwac”( +a’ ( )

13 u' R S T
(13) 2 <G T oo

.

Jobserve maintenant qu’il existera deux constantes positives & et g,
indépendantes de la position du point O sur la surface (S), telles que
'on ait

o' == hpt, (e e ot

On en conclut, en tenant compte des inégalités (r0) et (13), que
I'on aura, sous la condition
(14) P
Iinégalité

Wy <n 7/—’ »

en désignant par n une constante positive, indépendante de la position
du point O sur la surface (8).

Il résulte de 1a que, pour les points de la portion (87) de la sur-
face (S) dont les coordonnées satisfont & I'inégalité (14), Pon peut
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poser

(13) uy=n %

5. Soit & trouver une fonction ¢ («, y, 5), satisfaisant, a U'intérieur
de la surface (S), a I'équation de Laplace et se réduisant, sur cette
surface, & une fonction donnée f(«',y’,=') de la position du point
P(a', ¥, =) sur elle.

Désignons par ds 1’élément de la surface (S) relatif au point P et
soit toujours u(x, y,z, 2',y’,5) la fonction définie au n® 2. On est
conduit, par la théorie de la fonction de Green, & se demander si la
fonction qu’il s’agit de trouver ne serait pas donnée par la formule

(16) 4 ::fu (z, ¥y5, &', ¥, 3") f (2, y',3")ds,
s

ol 'indice S exprime que Vintégration doit étre élendue a toute la
surface (S).

Nous allons montrer qu’il en est bien ainsi lorsque la fonction
J(x',y, ") satisfait aux conditions suivantes :

1 Il existe une constante positive B que ne dépasse jamais la valeur
absolue de la fonction /(2', ¥/, ') ;

2° Cette fonction ne devient discontinue que sur certaines lignes
tracées sur la surface (8), lignes au passage desquelles elle varie
brusquement d’une quantité finie en devenant indéterminée sur ces
lignes clles-mémes.

On sait que la fonction ¢ définie par I'équation (16) satisfait &
I’équation de Laplace & Pintérieur de la surface (S); il s’agit donc
seulement de s’assurer qu’elle prend bien les valeurs prescrites sur
cette surface elle-méme. La chose résulte immédiatement du théoreme
suivant :

Désignons par v la plus courte distance du point (x,y, z) a la sur-
Jace (S) et sou

= (e — a2 - (y —y' )+ (s —5),
Je dis que la différence
1 (1,

‘27'Es z

(17) v —
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tend uniformément vers séro lorsque y tend vers séro. En d’autres termes,
i correspond & tout nombre posilif e, si pelil qu’ilsoit, un nombre positifis.,

tel que, sous la seule condition
7 <

'V_.;/“/!,F.A 2 253 | <
2T S

On simplifiera les calculs en supposdnl comme on en a le droit,
que v satisfasse i la fois aux trois inégalités

lon ait

oll 2 el A sont des éléments définis au n° 3.
Cela posé, j'obscrve que I'on peut, sans nuire a la généralité, sup-
poser que l'on a
Sy, 38) 2o,
quelle que soitla position du point (2, ¥/, 2") sur la surface (S). Mais,
dans ces conditions, 'on aura

(18) //' a2, y ,a)(ll(lsa‘/‘f(l,,y,., wels <= //'(.l?’,‘)'l,5’)//2([.5'.
H

Or, en se reportant aux valeurs trouvées plus haut pour «, et w,, on
ne manquera pas de reconnaitre que chacune des différences

ff ) tyls .Y;r [/(’ ,3/’ <) s
/f(d.", )5y wydds —~ L ] A 1- ’ 7 23 g
Vs

tend uniformément vers zéro lorsque v tend vers zéro. 1l résulte, par
conséquent, des inégalités (18) qu'il en est de méme de la diffé-
rence (17). C’est ce que nous voulions démontrer.

Il est clair que les questions posées au n® I peuvent maintenant ére
regardées comme résolues.



