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SUR LES

SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE

A UNE SEULE FONCTION INCONNUE,

Psr M. Eriense DELASSUS,

PROFESSEUR AU LYCEE DE DOUAL

1. Dansun Mémoire récent ('), j’ai exposé une théorie générale des
systemes d’équations aux dérivées partielles. Je me propose d’en faire
ici application aux systemes du premier ordre & une seule inconnue.

De celte théorie générale nous ne pourrons évidemment pas déduire
toutes les propriétés des systemes considérés, car toute propriété de
ces systemes n’est pas, a priori, un cas particulier d’une propriété des
systemes les plus généraux; mais nous allons montrer que les mé-
thodes générales de réduction des systemes différentiels & une forme
canonique conduisent précisément aux systemes en involution et que
les théoremes généraux fournissent, comme cas tres particuliers, les
théoremes fondamentaux qui servent de bases aux principales mé-
thodes d’intégration.

2. Je commencerai par faire une remarque générale sur les sys-
temes différentiels.

Dans [ étude des sysiémes différentiels, a U'exception de cas trés parti-
culiers, il y a nécessite absolue de ne considérer que des équations réso-

lues.

(1) Derassus, Kuwtension die théoréme de Cauchy aux systémes les plus généraux
d’équations aux dérivces particlles ( Annales scientifiques de ' Licole Normale, 1896).
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Cette nécessité va apparaitre immédiatement sur un exemple simple.
Considérons le systeme de deux équations du premicr ordre & une
inconnue s et  deux variables x,, «,

Fi=(pi+ps—1)pi=o0,
Fo=(pi-+ py— 1) pa=o.

Dans les théories, telles qu’on les expose ordinaivement ('), on
raisonne comme il suit :
Le déterminant fonctionnel
D(F,, Iy)
D(pi, pa)
n’est pas nul : donc on peut tirer de F, = o et F, == o des valeurs de
piet p,.
Cela suppose que de F, = o on tirc une valeur de p, qui ne trans-
forme pas F, = o en identité, ¢’est-a-dire

/)1 pasir's | H

puis de F, = o, qui devient
<I’-z“‘ ‘)l'zl 20,

on tire
Pril ou J 25X N

On doit donc considérer seulement les systemes de valeurs

P1L7=0, Po== 1,
et
P10, P 0,
ce qui donne deux groupes de solutions, chacun d’cux renfermant
une constante arbitraire.
En opérant ainsi, on a laissé de coté les fonclions z satisfaisant i
Péquation unique

c¢’est-a-dire la partie principale de la solution du systeme, puisque
ces solutions dépendent d’une fonction arbitraire.

(Y) Voir Goumsar, Legons sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre.
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Il est méme impossible de ne pas les laisser de coté. On pourrait,
en cffet, dire que de F, =o et F,= o on peut tirer

pr=o(xy, xs),

Pa=1—0(x,, 25).

Quelle que soit la fonction g, ces valeurs de p, et p, vérifient les
deux équations F, = o et F,=o. Mais il est évident que, quelle que
soit cette fonction, p, et p, ne sont pas forcément des dérivées par-
ticlles d’'une méme fonction. Cela tient & ce que, si le systeme F,F,
est en involution, les valeurs de p,, p, qu’on peut en tirer ne sont les
dérivées partielles d’'une méme fonction que si elles n’annulent pas

D(F,, Iy)
D{p r:)

et ¢c’est forcément ce qui arrive pour les solutions que nous considé-
rons en dernier lieu, car
Pr==ps—1

se trouve forcément en facteur dans ce déterminant fonctionnel.

Il'y ald un fait général qui se présentera chaque fois que le systeme
proposé sera décomposable.

Il est donc indispensable, lorsqu’on a & traiter un systeme diffé-
rentiel, de résoudre les équations au fur et & mesure qu’on les trouve,
ce qui fera apparaitre successivement les décompositions si le sys-
teme est décomposable. Le systeme proposé sera remplacé par plu-
sieurs systemes indépendants les uns des autres, chacun d’eux étant
résolu, certainement indécomposable et devant étre intégré séparé-
ment.

Cette remarque ne s’applique évidemment pas aux systemes d’équa-
tions linéaires, puisque toutes les équations qu’on aura i résoudre
seront du premier degré.

3. Réduction a la forme canonique. — En général, pour réduire un
systeme différentiel 4 la forme canonique, il faut y faire le change-
ment linéaire de variables le plus général.
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Dans le cas des systemes du premier ordre, cela est complete-
ment inutile, et ¢’est une conséquence de ce que :

La forme canonique d’un systéme du premier ordre @ unc inconnue st
toujours du premier ordre

et de ce que :
Towt ensemble de dérivées du premier ordre d’une fonction est cano-
nique quand on met les variables dans un ordre conyenable.

Soit

h y el oy o) n—
Fy(Prs Pas oo oy Pris &iy Tay oo oy Ty 5) 750,
Fu(pis Pas - oo Pas @15 Xgy ooy Ty 8) 7704

un systeme du premier ordre & une seule inconnue z, systeme que
nous supposerons indécomposable.

Cherchons & le résoudre par vapport a certaines dérivées. Il peut
arriver que I'on ne puisse pas en tirer . de ces dérivées et qu’on soit
conduit & des équations ne contenant plus que x,, %,, ..., x,, 5, ¢t
ne se réduisant pas & des identités. S’il'y ena quine contiennent pas z,
le systeme est incompatible. Si clles contiennent toutes z, on tirera z
de I'uné d’elles et I'on portera dans les autres; si elles ne se réduisent
pas alors & des identités, on sera conduit encore i I'incompatibilité.

Si la valeur de 5z les vérifie toutes, le systéme ne pourra admettre
que cette solution, et il suffira de la porter dans les équations
F,=o, ..., F,=o0 pour voir si elle est ellectivement solution de ce
systeme.

Supposons donc qu’on puisse tirer

Pr=S1 (Puats oo o9 Pry @1y« ooy Ty 5)y
t

Cherchons & former les conditions d'intégrabilité relative aux équa-
tions d’ordre 2.

Prvs Pas -+-, pu forment un ensemble canonique E; 'ensemble dé-
rivé E” sera composé de deux sortes de termes.
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D’abord les termes

dzs . .
0 (E=1,2, ..o, by J=I1,2,...,1),
chacun de ceux pour lesquels on a i 7 pouvant étre obtenu deux fois.
Ensuite les termes
0%z

—_— [=1,2,... k=1,...,n—p
()xi()xpd—/v ( y 2, ) > ’ [)1

qui ne pourront étre obtenus chacun qu’une seule fois.
Les termes de I’ensemble ¢, complémentaire de E’, seront de la
forme
0%z

m (/l‘:I,...,’l—'[.L, /f:l,...,ll—[J-).
-l VL -l

On a immédiatement

0*s  _ df; 2‘ /i J*z
9,

— b
dx; ()xp.+l: d'rp.-l-/c 'Pu-n dl'y.-t-h dfz'(.L-l—/c

en posant, pour abréger,

a J 17} )
dxy, — day, BT T 05

L’expression ainsi obtenue ne contient que les dérivées du second
ordre appartenant & ¢ et que les dérivées du premier ordre apparte-
nant a e.

Les expressions des autres dérivées de E’ donneront des équations
d’intégrabilité

& ofi s _ay o, s
2 0[]1.'.-1—-/1 ()xj ()il"p.-;—h - az +2 ()p}L-!—/L ()xidxy.+h.

Remplacons-y les dérivées du second ordre qui y figurent par les
expressions trouvées précédemment. Elle deviendra

afi o _df; ofi _Of; %5
-t A S A
dx; E OPyotn dx[l.—l»h Z 2 OPyvr OPyesre 0%y 102 s i

— ()f./ Ay _dfi ofy  _9fi 0%z
d'”z 2 dj?p—i-h dxp.—v—h 2‘ Z (7)) ()Pp+L 0L s C)xp.-i-lz

Ann.de I'Lc. Normale. 3* Série. Tome X1V, — Mags 1897. 15
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Elle se réduira done a

A Of Ay Ay g o A

dx; Opyrn Ay~ dx; Py Axpn’

ce qu'on peut écrire

r=n

¥ [‘.)ilif:,_f,;:tl aA(p;—Ji) _9(p;—1i) dpi—/fi

ap. dx, ops. dary,

A=

¢’est-d-dire, en adoptant une notation hien connue dans la théorie
(ui nous occupe,

[[)i'”'fi: I)j‘“"“‘f_/:} = 0.

Nous constatons done que :

Les équations d’intégrabilité sont toujours du premier ordre.

Il faudra y remplacer p; et p;, quiy figurent, respectivement par /;
et /; et ajouter aux équations du systeme celles qui ne se réduiront
pas & des identités. On cherchera i les résoudre par rapport i certaines
des derivées pu.i, ... p,s si lon arrive i des équations ne contenant
plus que z, ,,2,,...,2,, oubienily a incompatibilité, ou bien le sys-
teme proposé estintégré sans méme faire une quadrature. Nous pouvons
donc supposer que toutes les équations du premier ordre que 'on a
actuellement sont résolues par rapport a des dérivées; on recommen-
cera sur clles les mémes calculs, et finalement on arrivera ou i voir
Iincompatibilité, ou & avoir la valeur de sz sans intégration, ou i un

systeme de la forme '
P1=S1, ey Py == [

tel que toutes les équations
Lri—Fo pi—JSil=0
en soient des conséquences algébriques.
Le systeme
Pi=J1 s Pu= Sy

est alors Ia forme canonique du systéme proposé.
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Donc :

La forme canonique d’un systéme du premuier ordre a une inconnue est
toujours du premier ordre.

Considérons en particulier des équations ne contenant pas I'incon-
7]

o de sorte que les conditions d’in-

dx
tégrabilité prendront la forme

d , .
nue s, les I se réduiront aux

(pi—Ji p;—Ji)=0;

il n'y figurera que les dérivées p,.,,..., p,; elles ne pourront pas étre
des conséquences algébriques des w équations du systeme; donc elles
seront vérifiées identiquement, de sorte que :

Un systéme ou ne figure pas l'inconnue s est forcément en involution
quand il est mis sous forme canonique.

Dans le cas plus particulier encore ou les équations, ne contenant
pas =, sont linéaires et homogenes par rapport aux dérivées, on sait
qu’en posant

Xi=pi—fi
les conditions
(pi—=Sup;—J7)=o0
peuvent s’écrire
Xi(X;(5)) — X, (Xi(5)) = 03

done:

Un systéme ne contenant pas s, et qui est lineaire et homogene par rap-
port auz dérivées de =, est forcement jacobien lorsqu’il est mis sous forme
canonique.

Théorémes généraux et méthodes d’intégration.

4. Soit un systeme canonigue

Pr=j (/)]J.+U cey Py 1y oy oy By B ),

Po.=Ju(Pps1s - -3 Pny Z1:,Z25 + -5 Tu,5).
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L’ensemble canonique, par rapport aucquel est résolu ce systeme, a
pour indices

Yo=Y = =Yp—1=0, =15 Ypa1 = = Yu—1 =0y

et, en outre, il n’y a pas d’équations auxiliaires.

Si & ce systéme nous appliquons le théoreme de Cauchy, généralisé
pour les systemes quelconques, nous obtiendrons la proposition sui-
vante :

Soit le systéme canonique du premier ordre a unc inconnuc et n va-

riables .
Pt :fl ([’1:.4—1,- cos Py S, Ly Loy -y 't'll)a

Sott 9 (Xy,rys .-+ 2y) une fonctionde ., ..., 2, analylique en 2y, «.-

at. Désignons par z°, puiis « s Pa les valeurs de ¢, w‘]ff__, ey .fo:, en
g i et day,

xl",_+1, v, X0,

Si les fonclions [ Pucvis-+vrPrs B %150+ %,), 008 0n considérepy,. iy, py,
2, Xyy e e., &y, comme des variables indépendanics, sont analytiques en
Prets o3 Ps 50 2, oor, @y, Ul existe une intégrale et unce seule, vérifiant le
systéme, analytique en x3, . .. @) et se réduisant & ¢ (Xyy, ..., x,) pour

0 J ) )
Ty =Ty« ooy Ty = Ly

Ce théoreme, qui est une cons¢quence immédiate d’un théoreme
extrémement général relatif & des systemes quelconques, résume tout
ce qu'on peut dire de plus général & propos de Pexistence des inté-
grales des systemes du premier ordre & une inconnue.

Un théoréme équivalent a été déja démontré par Lie au moyen de la
théorie générale des caractéristiques, et M. Goursat avait énoncé, dans
le cas des équations ne contenant pas z, un théortme ayant cxacte-
ment la forme de celui que nous venons de donner, sans toutefois dé-
montrer la convergence des développements, se bornant i considérer
cette conyergence comme conséquence du théoreme de Lie (*).

(1) Gounsar, Legons sur Uintdgration des équations aux déripdes particlles du premicr
ordre, p. 179 ot 243,
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5. Nous savons que l'intégration d’un systeme canonique quel-
conque se raméne a I'intégration successive de systemes de M™ Ko-
walewski ayant successivement 1, 2,...,n variables.

Appliquons cette propriété générale a nos systemes du premier
ordre.

Chaque systeme de M™¢ Kowalewski se réduira ici & une seule équa-
tion qui sera du premier ordre, et nous n’en aurons que ..

Voici les équations qu'il faudra intégrer pour trouver l'intégrale
dont 'existence vient d’étre démontrée dans le paragraphe précédent.
Soient Z,, Zy, . .., Z, 'inconnue s et p. — 1 inconnues auxiliaires.

On commencera par chercher la fonction Z, des » — (. + 1 variables
Ly, Xty - - -, &y, Satisfaisant & I’équation

0 Z A |
fﬂ(dxpil e () 7Zp, 1,...,$&_1,$p,,...,x,L>

et se réduisant & ¢ pour x, = .
On cherchera ensuite la fonction Z,_, des n — i+ 2 variables
Ly_y, Xy, ..., 2y, satisfaisant & 'équation

-y 07—y 0y,
()xl;_l I:fp,- <()37[[J.+1’ o "'(-)-i:’ S—15 xy, ..., x&——ﬁ: L=ty + - .’L',,),
el se réduisant & Z, pour z,_, =z, _,.

On peut remarquer que, I’équation précédente ne contenant pas
()Zp,~1
0y,
n — p. + 1 variables z,_,, @y, ..., @,.

On continuera ainsi, et en dernier lieu Z, sera I'intégrale de

» on peut la considérer comme une équation ne contenant que les

07, Yy ( 07, s m)

—t —= .
0z, d-‘l'p,ﬂ () n

se réduisant, pour , = 9, 4 Z,.

Donc :

Lintégration d’un sysiéme canonique de p. équations du premier
ordre, a une tnconpnue et n variables, se rameéne a [ tntégration succes-
sive de . équations du premier ordre & une inconnue el dn — .+ 1
variables.
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6. Soit le systeme canonique
P1=J1, Pr=So Ceey Po=fus
faisons le changement de variables
Xy == X -+ Y1, Xy == XY A V1Yo . Ly, ==X V1Y

et conservons les variables zy., ..., Z,.
Nous aurons les formules

s s 05 s

Ay, dxy  day VRN
5 .05

Ays 0, vy

Jz Js

ape g

Soient ¢, ¢a, ..., g, des dérivées de z par rapport aux nouvelles
variables, et désignons par

q’i((lw—h ey Gy By Y1 Yas oo s Yo Lperrs oo -""/i)’

la fonction /; dans laquelle on aurait remplace pu. ., «-vy Pu PAT G -y
Gn» €t 2, ..., x, par leurs expressions, au moyen des y. Le systeme
deviendra

q1== Uy =yl -y,

92 :‘:}’ﬂ.ng,

Ce nouveau systeme est encore canonique, car, s'il ne I'était pas, il
y aurait au moins une condition d’intégrabilité

‘/\,((/[J‘—H: e Gur By Yy oo s Yy Lerts oo v e xﬂ) =0,

qui ne serait pas identiquement vérifiée; et elle fournirait immédiate-
ment une relation

XI(P[J.-H’ ceiy Py By Bry oy Ly) =m0,

non identiquement vérifiée, et qui aurait été obtenue en éerivant les
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conditions d’intégrabilité du systeme primitif, ce qui est contraire aux
hypotheses puisque ce systeme esl canonique.
Nous obtenons donc un systeme transformé qui est canonique et de
la forme
q,=0,, G2 = ¥1%a, ceey qu = y1¥.

Il est facile de simplifier son intégration. En effet, soit Z, une inté-
grale de la premiere équation, déterminée par sa fonction initiale

Zy(yas - s Y Zperts - -5 Lp.)
poury, =o.

D’apres nos principes généraux, nous savons que la condition néces-
saire et suffisante pour que Z, soit une intégrale du systéme est que sa
JSonction initiale Z, vériyfie toutes les autres équations dans lesquelles on
aurait fait y, = o.

Dans le cas actuel, Z, devra donc vérifier les équations

0L, o 01, o 0L, o
dy, dys U Ay -

De sorte que :

Pour que L, sott une intégrale du systéme, il faut et il suffit que sa
JSonction initiale Z, ne dépende que de x,,.,,, ..., x,.

En particulier, si I'on cherche 'intégrale du systeme primitif qui,
pour x, =i, ..., &, = ,, se réduit & ¢(zy,, ..., Z,), on cherchera
I'intégrale Z, de I’équation

07,
dy,

=0,

qui, pour y, = o, se réduit & 9(@ys .... 2,), et 'on y fera le chan-
gement inverse de variables. En dernier lieu, on peut remarquer que
I'équation
=0,
ne contient pas les dérivées de = par rapport aux variables y,, ..., yy;
de sorte que c’est, en réalité, une équation du premier ordre &
n — i -+ 1 variables.
D’oti ce théoreme :

L’intégration d’un systéme canonique de p. équations du premier
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ordre & une inconnue et n variables peut toujours se ramener & ['inte-
gration d’une équation unique du premicr ordre et @ n —p.+1 va-
riables.

Théoreme qui a ¢té donné par Lie dans le cas des équations ne con-
tenant pas z.

7. Plus particulierement, considérons un systeme canonique formé
de n équations, ¢’est-a-dire de la forme

Il aura une intégrale générale dépendant d’une constante arbitraire
qui sera la valeur de zen 2, ..., ).

En lui appliquant le procédé précédent, on sera conduit & une
équation

)5
5(5,'; =0,(5, Y1 Yo --"yu.);

¢’est une équation différenticlle ordinaire, car on peat y considérer
Ya»r «++» Yn comme des constantes arbitraires et 'éerire

ds _ dy,
0, 1

Dans ce cas, I'intégration du systeme se ramene done a 'intégration
d’une équation differenticlle ordinaire du premicr ordre.

8. Iniégration des systémes jacobiens. — Soil un systeme jacobicn

()«: Y ()«:
X (5= 52— Wy L =,
0w, 0% ey

.............................

Appliquons-lui le théortme du n° 6, nous obtiendrons immédiate-
ment :

. ! o \ . N ] y - . ’
L'intégration d’un systéme jacobicn se raméne & [ wiégration d’une
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dquation unique de méme forme que celles du systéme el @ 1 — p. 1
variables.

Cette équation unique est, comme nous l'avons vu, I’équation qui

~ Iy

0 ;
donne ~— apres la transformation
1

dy
2, =x]+ vy, Xy = XY+ Y1V ey Ty =20+ Y1) pe
Soit
- Js Jds 0z 0s
Y(5)= +— —¢y —— — ¢, ~ —_— .. — Cppy —— =0}
(=) dy1 ! ()xp.—l-l ? ()I‘y,+2 "oz, ’

son intégration est équivalente a celle du systeme d’équations diflé-
rentielles ordinaires

dy, dey,, _dz,.  de,

—I ¢y Ca Cn—p.

Nous obtenons ainsi immédiatement la méthode et le résultat de
Mayer.

L'intégration d’un systéme jacobien de p. equations a n variables se
raméne a 'intégration d’un systéme de n — p. équations différenticiles
ordinaires du premier ordre.

Pour trouver effectivement la solution = du systéeme proposé qui se
réduitd ¢(zyps ..., &,), pour x, =, ..., x, =z, il faudra cher-
cher ’intégrale = de I’équation Y (5) == o qui, pour y, = o, se réduith
9 (Xywrs - --» ,), oty faire le changement inverse de variables.

Plus simplement, & cause de la forme linéaire ct homogene des
équations, il faudra former les intégrales ¢,, 4., ..., 4,y qui, en
x|. ..., x,, seréluisent respectivement & x,.,, ..., x,. L'intégrale

cherchée sera alors
9("}“1’ "‘f?a ceey '*'Hn—p,)-

D’ailleurs 4, 4, ..., 4, considérées comme fonctions de y,,
Yar wvos Yo Ly « -+ T, SO0t 2 — . intégrales de Y () =0, qui sc
réduisent & @, ..., , pour y, = o. On les déduira de n — p. inté-
grales quelconques et distinctes du systeme d’équations différentielles
ordinaires, par le procédé de Mayer.

Il est & peine utile de faire remarquer que le théoreme sur l'exis-

dnn. de U’ Ee, Normale. 3° Série. Tome XIV. — AvaiL 18g7. 16
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N

tence de n— p. intégrales distinctes ct le théortme de Mayer sur
'existence des n — p intégrales se réduisant d @, ..., 2, ne sont
que des cas tres partlcullexn , et qu’il n’est méme pas nécessaire
d’énoncer explicitement, du théortme géncéral dun® 4 et qu’en outre
les propriétes générales énoncées dans le n® 5 conduisent immédiate-
ment d Uintégration du systeme jacobien par p systémes successifs de
n — p. équations différentielles ordinaires sans étre obligé de faire le
moindre changement de variables.

9. Intégration des systémes non lincaires par la méthode de Jacobi et
Mayer. — Dans le cas des ¢quations ne contenant pas z, la méthode
pourra s’exposer comme on le fail ordinairement parce que, dans ce
cas, les systemes en involution sont précisément nos systémes cano-
niques.

Il n’en est plus de méme quand les équations contiennent z, car nos

.\

systemes cmonlques ne sont pas en involution, ¢t, en outre, nos sys-
temes canoniques sont toujours résolus par rapport & g dérivees,
tandis que les systemes en involution sont toujours supposés résolus
parrapport 4 s et . — 1 dérivées.
Avec les systemes canoniques, nous allons pouvoir exposer la mé-
thode sans distinguer les deux cas.
On connait les identités
[e, Ul==o0,
LU, U] =0,
[U,V]=—[V, U],
(U By V] =Y ’)“ Sl U],

~ l)
l) “, f‘ I Bl
[[U, VL W[+ [V, W, U]+[[W, U'],V,

=S5 IW, I+ 5 v, Wi+ S v, v

(Ul By oe)y Vi By o)) ==

TutoriMe., — Soit un systéme

]Il (/)1’/)27 ceaPuy By Liy ooy Ly ) 0,

Hy(pupoy oo s Pu> 8y @y ooy 2,) == 0,
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tel que le déterminant fonctionnel

_D(HI’H~29 ---va.)
o -U([)ia P2s --'>P[J«)

ne soit pas identiquement nul et quegloutes les équations
(I, H,]=o
sotent des conséquences algebriques des eéquations
H, =o, e, Hy =o.
8t des équations proposées on lire, pour p,, ps, ..., p,, des valeurs

fl (pp.—#—h RS} Pm z, 1‘1, LS ] ‘T/z)a

rn’annulant pas A, le systéme
P—JS1=o0, fees [}p.—fy.:‘)
est canonique.

Les fonctions fvérifiant les équations H = o, on en déduit
oM, o oM, df

Lo N\ Lo O/ k
Jdx; +/21 opr Oy =

=1

k=
ol oHy dfr
0s - O 0s =0

k=1

ct, par conséquent, en multipliant la seconde par p; et ajoutant i la
premiere,

k=
dH,, o OH. df
(/‘l'[ + 2-! 0/)k t{»{"[ -
k=1
or, on a
((/’k . (l((l/‘,—./k)
pCAL WU Ml LT
dx; da;

de sorte que

b=
dHy N9 Oy d(pi— Ji)

dp; oz, dx;
k

P =1

(I=1,2,...,n).
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On trouve de méme
il —tl N ({m 1,0y 1),

opi dpr op;
==

ko=
o, ___2 Oy, d(pr—[r)

et cette relation est évidente pour ¢ =71, 2,..., @, parce que Ji ne
contient aucun des termes p,, ..., p,.
En écrivant des relations analogues pour Hg, formant

ollg d[l“ oI, (/ll@

()[) dx; pi dx;’

¢t sommant, par rapport a4 Z, on obtient

m A=zl

[Hg, Hy] __z Z aLe ‘)ﬂf’ [P0 Su i =Sl

k=1 he=1 ()[)’L ()l)h

Celte égalité est une identité dans les conditions suivantes :

| Hg, Hy | et les[p, — fur pr — fx] sont des expressions qui, déve-
loppées, conticnnent p,, p,, ..., pp. Il faut supposer qu’on y a rem-
placé pi, pa, - .., pu respectivement par /i, fos -+ oy Sy ¢bquon a fail
de meme dans les 20 ot 1es 218

ok Pn

Pur 52 Xyy o vuy Xy

Mais, dans ces conditions, les expressions [ Hg, H, | sont identique-
ment nulles puisque, par hypothese, les équations | H,, Hy | == o sont
des conséquences algébriques des équations H == o

Nous aurons donc les identités

Vest done une identité en py..,, ...,

ke=p b=

Z E f),l_[ﬁ _(‘)_I_lfﬂ [ a '—.//u P ""./I/n] =0,

k=1 L=t i Opn

et 'on en déduira, par un raisonnement connu, que si A, ot 'on a
vemplacé p,, ..., p, parfy, ..., fu, n'est pas nul identiquement,
toutes les expressions

Lpn=—Sns pr—Jr)

telles qu'elles figurent dans nos identités, sont identiquement nulles.
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Autrement dit, les équations

[Ph —.f/n Pr "‘flfl =0

se transforment en identités, en vertu des équations
pi—fi=o, RN Pp—JSu=0,

¢’est-a-dire en sont des conséquences algébriques.
Le systeme
pl"""flzo, R I‘)P-_fp.:o

est donc canonique. b
En particulier, sinous considérons des équations qui soient linéaires
et homogeénes par rapport aux dérivées et ne contiennent pas =, les
équations [H;, H;] = o deviendront
II;(}IA) —_ I[A([Il) = 0,

et nous aurons ainsi des systémes complets qui, par leur résolution,
fournissent des systéemes jacobiens.
Ceci posé, considérons un systeme canonique

pPi—JSi=o0, s Pu—Jp=0,
et cherchons 4 déterminer une fonction
CP(Py.+1, e PrsSy Ly oy )

telle que, en résolvant le systeme
pi—Ji=o, e, Po—JSu=0, ¢ =o,

par rapport d p,, p,, ..., py et aune (g + 1)=¢ dérivée, on obtienne
.un systeme canonique. Il en sera certainement ainsi si toutes les
équations

lpi—Juno]l=o0

sont des conséquences algébriques des équations p;-—/f;= o, ¢’est-
a-dire si g vérifie le systeme linéaire et homogene & 22 — 1+ 1 va-
riables

Xi(?):gpt'_fb@;:o (t=r,2, ...,p),
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I

en convenant de représenter, en général, par

PH;, H L
ce que devient
(M, 1]
quand on y remplace p,, p., .- ., p, respectivement par fy, /o, - ooy Jy-
Je dis que le systeme formé par les équations X;(9) == o est com-
plet, ¢’est-d-dire donne, par sa résolution, un systeme jacobien.
Nous avons I'identité

[[pi— o Pr—fi1 9] -+ [[/u..——f/.-, f?]’["z-—fx |-+ [[:sa,/»,:—-~./,-:|, Pt

" Ve h
M fi 01— P i i

d ) ),
= 92 (i fipum— fi] — 2

Nous aurons encore une identité en y remplacant p,, p,, ..., p, par
Jis for -+ fur Yoyons ce que deviennent, dans ces conditions, les
différents termes.

Par hypothese, les trois [,] du second membre, deviennent respee-
tivement

o, {Pe—Si®ls (9pi—/i},
c’est-d-dire
(6]

y X/l((,a)r - Xt(fP)'

Voyons ce que deviennent les trois premiers termes du premier
membre. Nous remarquerons que les trois [, |

[pi—Sore—Til, [Pe—S1%)s [% pi—/[il

contiennent linéairement p,, p,, ..., p,, de sorte que 'on a certaine-
ment, pour 'un quelconque des trois, une identité de la forme

L I=1{,1-+Z0(p;—J1)s

les A ne contenant aucune des dérivées p,, py, ..., pu. Prenons le
premier terme, on aura

[Lpi—topu—Jule| = [1pi= Lo pe—=TSui9 | =20 [ps— L1 9]+ 2 ps— S 1y 2 ]

Ona{p;— fi, px— fi} = 0, parce que le systéme proposé est cano-
nique. Il ne reste done, dans le second membre, que les deux derniers
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groupes de termes, etsil'on remplace p,, ps, -+, pu parfe, fos <o for
le tout se réduit A
21X(9)-

On aura de méme
l_[P/.-—f/.‘, ?]:I)l_fi] = [{l)/:_f/ca(f’:':])i"‘,/'i] 3N [ pi—rfh pi—fi 2 pi—S) [ pi—Sil-
Ce terme se réduit, par le remplacement de p, py, -y pps &

3 119/.-_,]"/:, <P {Pl—fl ; )
¢’est-a-dire a
— X (Xs(0)).

On verrait, de méme, que le troisitme terme du premier membre
se réduit a

de sorte que, finalement, on obtient 'identité

7 { 9 BN () -
DX, () + Xu(Xi(9)) — Xo(Xu(9) = T Nule) = 7)41

(): Xl("?)’

ce qui démontre que les équations
le(Xi(fP))—Xi(X,[(cp)):to

sont des combinaisons linéaires et homogenes des équations X;(¢)=o
ct, par conséquent, en sont des conséquences algébriques.

En résolvant le systeme des équations X;(p)=o0, on le mettra
forcément sous forme de systeme jacobien, dont I'intégration se rame-
nera a celle d’un systeme de 272 — p équations différentielles ordi-
naires.

Connaissant une intégrale de ce systeme, on aura une fonetion, ¢ et

la fonction
CP——CZ;,

ol @, est une constante arbitraire, répondra encore i la question.

De P’équation ¢ — @, =0 on tirera une dérivée p,,,, par exemple,
et 'on portera sa valeur dans f, /., ..., fu- On obtiendra ainsi un
nouveau systeme canonique de @+ 1 équations contenant I'arbi-
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traire a,, dont toutes les solutions seront solutions du systeme pri-
mitif et sur lequel nous pourrons recommencer les mémes calculs.
Finalement, nous arriverons & un systeme de la forme

Pr="b1(5, &y <oy Ty Ay oy py)s

Pre==U1(5, &1y ooy Ty Ay ooy Apy)-

Comme il a été expliqué au n® 7, son intégration sera ramenée i
celle d’une équation différentielle ordinaire. Cette intégration intro-
duira une nouvelle constante arbitraive @, , ¢t 'on aura

5= 02, Xy vy Ty gy o ey ey Cppi 1) s

qui sera une intégrale complete du systeme proposé.
On peut remarquer que dans le cas des systemes ne contenant pas =,
les X;(9) = o forment un systeme jacobien et que I'équation dilléren-
tielle que Pon trouve i la fin s’integre par une quadrature.

10. Intégration des systémes non lineaires par la méthode de Lic.
Cette méthode est fondée sur le théoreme suivant, démontré au n® 6 :

La recherche d’une intégrale compléte d’un systéme canonique de
1 quations a n vartables se raméne a la recherche d’une intégrale com-
pléte d’une seule équation an — p. -+~ 1 variables.

On commencera par ramener le systeme canonique proposé i une
¢quation unique
: 1 ""‘,/’1 O,

On cherchera ensuite une intégrale o de I'équation linéaire et ho-
mogene
z/’x"‘,/'n @ { =20
le systeme
pP—J 1i=0, 0= a,,

¢tant résolu, donnera un systeme canonique dont I'intégrale complite
fournira une intégrale complete du systeme proposé. Ce nouveau sys-
teme canonique se ramenera a une seule équation a (n — 4 1) — 24 1
ou n — p — 1 variables, qu'on pourra traiter de la méme fagon. Fina-
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lement, on sera ramené i une seule équation a une variable indépen-
dante, c'est-a-dire & une équation différentielle ordinaire.

On peut remarquer que la méthode de Lie, telle que nous venons de
U'exposer, s applique indifféremment aux équations contenant ou ne
contenant pas =z, tandis qu’d la facon dont on I'expose ordinairement
elle ne s’applique qu’aux équations ne contenant pas =.

LL. Intégration des systémes linéaires par la methode générale des
caracteristigues. — La marche que nous suivons n’introduira aucun
changement dans la méthode de Cauchy, c’est-a-dire pour I'intégration
d’une équation unique.

Dans le cas de I'intégration d’un systeme canonique formé de plu-
sieurs équations, on peut considérablement simplifier ’exposition en
ramenant au cas précédent au moyen du théoreme général du n°® 6.

En effet, au moyen de ce théoreme on raméne l'intégration a celle
d'une équation unique & » — . + 1 variables. Si, a cette équation, on
applique la méthode de Cauchy, on est amené & intégrer complete-
ment un systeme de 2(n — p. + 1) équations différentielles ordinaires
du premier ordre. On en connait déja une intégrale premiere qui est
le premier membre de I'équation considérée. On est donc ramené i
intégrer completement un systeme de 27 — 2p + 1 équations diffé-
rentielles ordinaires, et c’est bien le résultat fourni par la théorie
des caractéristiques des systemes d’équations du premier ordre, de
sorte que :

La théorie générale des caractéristiques d’un systéme d’équations du
premuer ordre n’est pas distincte de la théorie des caractéristiques d’une
seule equation.

12. Intégration des systémes d’équations linéaires aux diyfferentielles
totales. — Soit un systeme d’équations aux différentielles totales

Adxppy = bt dey + b dxy +. . .+ b} day,

da g =0 dx, + b2 dx,+...+ b} dr,,

Az pp= b} dzy + bl dzy 4. . .+ b} dx,.

Aun. de I’ Ee. Normale. 3° Série. Tome XIV. AvmiL 1897 17
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I est équivalent au systeme d’équations aux dérivées partielles

R Lt f)'_l_l‘l ..... e ,l)",.” L
e L2 2y, o Sl ey )*““' 10
dar or, 0y,
s 0.0, . Dyn o,
——————— e by, s e D, C o b,
oo ar, e,
........... , e, , e ey
Dty Hi i)'l'u AUy f)-"r; O
I X = Uy Sy R
e, or, dr,

qui_domne les valears de toutes les dérivées du premier ordre de
toutes les inconnues en fonetion des vaviables et de ces inconnues.

Cherchons & le mettre sous forme canonique, il pourra se présenter
deux cas.

Ou bien les équations d’intégrabilité ne seront pas des conséquences
des ¢quations proposces, et alors elles se réduirvont, en vertu de ces
équations, & des équations ne contenant plus de dérivées, ce qui indi-
quera Uincompatibilité ou au moins Vimpossibilité de se donner arbi-
trairement les valeurs en 2y, ..., x) de toutes les ineonnues.

Ou bien toutes ces équations 'intégrabilité seront des consé-
quences algébriques des équations proposées; alors e systeme, (el
qu’il est donné, est sous forme canonique, ¢t nous pouvons lui appli-
quer le théoreme de Cauchy, généralisé pour des systemes quel-
conques. Tous les ensembles canoniques, par rapport auxquels il es
résolu, étant complets, un systeme d'intégrales sera completement
déterminé quand on se donnera les valeurs initiales en 2!, ..., 2! de
toutes les inconnues.

D’aillears, par un caleul connu, on trouve que les conditions néces-
saives et suftisantes pour que le systéme proposé soit canonique sont
que, en posant

s Y U
(=)= o O e e b e
it¥) g "y "y ’

on ait toujours
X (b)) == X () (GGh==t,0, . oyn; =19, ..., 1),
¢’est-a-dire que le systeme
Xi(3)==o0, ceos Xa(3)=o0
soit jacobien.
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Nous arrivons donc immédiatement au théoreme de Bouquet :
Pour que le systeme d’équations aux différentielles totales

j=n

~ .
dr,,_,_,-:Zb{.d.rj (i==71,2, ..., 1),
J=1

ou les b] sont analytiques en x|, ..., %), Ty .-y ©hyy, posséde un sys-
téme, et un seul, d’intégrales @, ,, .. ., Z,., analyliques en x,,...,x, ¢
se réduisant, en ce point, respectivement @ T.,,, - .., Ty U faut et il suffit
que les coefficients b} verifient les identités

X (8) — X (b)) =o.

Pour faire I'intégration d’un tel systeme, nous ferons le changement
de variables

g e n O s e 0 ’ N ) .
Ly =X+ Vi, Ly = Ly = V1 Vay ey Xy ==Ly = Vi Vs

le nouveau systeme d’équations aux dérivées partielles sera de fa forme

DL g — ot OLpiy =y, ¢} . 0Ly =y
054 v dys ST ’ 0¥ n JiT
D&y — 0L a ¢! OX s — ot
() gy ) ———}’1 39 vy () —Y1Cy,
Y1 JYs 'Y n
e s e y s e R
()xn-o-p 1 ()-l’n+p. d-fl'n+p. n
—_— = = ), C N —_— = Y,
dy v Y V1 ’ ¥, YiCps
Considérons le systeme
gi.”_fl — ¢! i).l_"i‘z — ¢! ()J,',,.,_H, o
— U -— Ly L) - — — Cy.y
oy, dy, dy,

qui peut étre intégré comme un systeme d’équations différentielles
ordinaires. Il déterminera ®,.,, ..., @,y quand on se donnera les
fonctions de y,, ..., y, auxquelles se réduisent les inconnues pour
Yy =o0.

D’apres une propriété générale, déja utilisée au n° 6, il faut et il
suffit, pour que les intégrales ainsi déterminées vérifient toutes les
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autres équations du systeme, que leurs fonctions initiales
r'."l(,}’:l* S 1S [ CP[L(,}’%- . ~}’n)

vérifient toutes ces équations dans lesquelles on aurait fait y, == o,
¢’est-a-dire

dy, do,
—— == o0, . - Q,
dy, Y
00, do, o
——— 0 N i §
dys oy
....... , . e
99y oy
=0, , S =,
(2,}'2 ()'l',,

ce qui signifie que ces fonctions ¢ doivent étre des constantes.

13. En résumé, nous voyons que si, pour faire la théorie des sys-
temes de premier ordre & une inconnue, au lieu de prendre comme
point de départ le théoreme de M™¢ Kowalevski et les formes en invo-
lution, on part du théoreme de Cauchy complétement généralisé et
des formes canoniques, cette théorie acquiert beaucoup plus d'unité,
puisqu’il n’y a plus & faire de distinction entre le cas o = figure dans
les équations et le cas ol 5 n’y figure pas et, en outre, les différentes
méthodes d’intégration se présentent heaucoup plus simplement parce
que les propriétés, sur lesquelles elles reposent, sont des conséquences
immédiates des théoremes généraux sur les systemes différentiels.

Ainsiprésentée, la théorie de I'intégration des systemes du premier
ordre & une inconnue (surtout par la méthode de Jacobi et Mayer)
apparait, non plus comme théorie isolée faite sur un cas particulier,
olt des artifices spéciaux permelttent I'intégration, mais comme devant
se rattacher & une théorie heaucoup plus générale conduisant sérement
a P'intégration, dans le cas de ces systemes, mais pouvant y conduire
aussi pour des systemes de formes tout i fait différentes.



