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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LA DETERMINATION

DES

CENTRES, AXES ET PLANS DE SYMETRIE

DANS

LES FIGURES ALGEBRIQUES,

Par M. S. MANGEOT,

DOCTEUR IS SCIENCES,

PRELIMINAIRES.

Dans les développements qui vont suivre, je supposerai les figures
définies par des équations cartésiennes et entieres, et les axes de coor-
données seront supposés rectangulaires partout ailleurs que dans les
questions relatives aux centres.

Les éléments de symétrie : centres, axes et plans de symétrie, d’une
figure formée par une courbe plane ou surface algébrique peuvent
faire partie de la figure, avec un ordre quelconque de multiplicité.
Dans la recherche analytique de ces éléments, on est amené, pour
certains d’entre eux (les axes d’une courbe et les plans de symétrie
d’une surface), a tenir compte de cet ordre de multiplicité, ou du
moins de sa parité, et a les diviser en éléments de symétrie d’ordre
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10 S. MANGEOT.
pair et d’ordre impair, 1’élément non situé sur la figure étant regardé
comme d’ordre pair.

L’équation d'une courbe étant prise sous la forme

oz, y1) 4+ y d(z,*) =0,

pour que 'axe des  en soit un axe d’ordre pair (ou un axe d’ordre
impair), il faut et il suffit que I'on ait ¢ (=, y*) =o [ou ¢(=, y*)=o].
L’équation d'une surface étant mise sous la forme

o(x,y,s?) +sd(x,y, %) =o,

pour que le plan des y en soit un plan de symétrie d’ordre pair (ou
d’ordre impair), il faut et il suffit que 'on ait $(=, y,5*)==0 [ou
o(,y,52)==o0]; et pour que I'axe des 5 soit un axe de la surface, il
est nécessaire et suffisant queT’on ait

<P(w,.)’, z%) E€<P(— Z, =Y, 52)’ ‘-P(f’«”:)’, z%) = 34’(“’ &y __y’sﬁ)
(e =zE1),

les sections de la surface par les plans z = const. devant avoir cha-
cune un centre situé sur cette droite (*).

Si yPo, () + yP~'g,_(x) +...=o0 est équation d'une courbe
ordonnée par rapport & y, pour que cetle courbe ait un axe d’ordre
pair (ou d’ordre impair) parallele a 'axe des «, il faut que lenombre p

. . . oy v . g (& .
soit pair (ou qu’il soit impair) et que le rapport %—-2(;—)—) ail une va-

p\x
leur constante ¢, et I’équation de cet axe doit étre py + ¢ = o.

Si, dans I’équation d’une surface ot la plus haute puissance de z

est 52, 0,(x,y) est le coefficient de 2", et que Pon désigne par C, les

(1) Dans I'espace & deux dimensions, un point quelconque sera centre d’une courbe
indéterminée ou rejetée a l'infini; une droite quelconque sera axe d’ordre pair d’unc
courbe tout entiére & l'infini, ot elle sera regardée A volonté comme axe d’ordre pair ou
comme axo d’ordre impair d’une courhe indéterminée.

Dans l'espace & trois dimensions, tout point (ou toute droite) sera centre (ou axe)
('une surface indéterminée ou située & Vinfini; un plan quelconque sera plan de symé-
trie d’ordre pair d'une surface rejetée & l'infini, ot il sera considéré soif comme plan de
symétrie d’ordre pair, soit comme plan de syméirie d’ordre impair de toute surface in-
déterminée.
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courbes (déterminées ou indéterminées ou & distance infinie) que
représente, dans le plan des xy, I’équation

ou(x,¥) =0 (n=p,p—1,p—2, ...):

1° Pour que la surface ait un plan de symétrie d’ordre pair (ou
d’ordre impair) parallele au plan des xy, il est nécessaire que le

nombre p soit pair (ou qu’il soit impair) et que le rapport ————-———(P(;’"(‘;x}))’)
p ’

ait une valeur constante ¢, etl’équation de ce plan doit étre pz + ¢ = o.

2° Pour que la surface ait des plans de symétrie d’ordre pair (ou
d’ordre impair) perpendiculaires au plan des xy, il faut et il suffit que
les courbes C, aient au moins un-axe commun qui soit axe d’ordre
pair (ou d’ordre impair) dans chacune d’elles; et chaque axe com-
mun de cette sorte est la trace de I'un de ces plans.

3° Pour que la surface ait des axes situés dans le plan des xy, il
faut et il suffit que les courbes C, aient au moins un axe commun
qui soit axe d’ordre pair dans les courbes C,, et axe d’ordre impair
dans les courbes C,,4q, Ou inversement; et chaque axe commun de
cette sorte est un axe de la surface.

4° La condition nécessaire et suffisante pour que la surface ait un
axe parallele a I'axe des =z, est que celles des fonctions g, (2, y) qui
ne sont pas nulles aient leurs degrés de méme parité et que celles des
courbes C, qui leur correspondent aient un centre commun, qui est la
trace de 'axe sur le plan des xy.

A tout axe d’un cone correspond un plan de symétrie d’'ordre pair,
ou d’ordre impair, qui lui est perpendiculaire, et réciproquement.

A tout axe, & tout plan de symétrie d’ordre pair (ou impair) d’'une
surface, correspond, dans son cone asymptotique, un axe, un plan de
symétrie d’ordre pair (ou impair), qui lui est parallele.

On sait déterminer tous les ¢éléments de symétrie que possédent les
figures du premier et du second ordre (*). Je me propose de recher-
cher ceux que peuvent avoir les courbes planes ou surfaces algébriques
définies par les équations de degré supérieur & 2, et je laisserai de

(*) Une droile a un axe Qordre impair, cette droite méme; ses axes d’ordre pair sont
sos normales. Un plan a un plan de symétric d’ordre impair, le plan loi-méme; les
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coté le cas ol la courbe (ou la surface) serait formée uniquement de
droites (ou de plans) paralleles.

Centres des courbes et des surfaces.

Les coordonnées des centres d'une figure F (courbe plane ou sur-
face) d’ordre m ayant I'équation /= o doivent vérifier les équn_t.ions
du premier degré obtlenues en annulant toutes les dérivies partielles
dordre m — 1 de f, et leur détermination mn’est, par conséquent,
qu’une question de vérification toutes les fois que celles-ci ne se ré-
duisent pas, soit & une seule

=ax - by--...==0 (a4 0),
soit & deux distinctes et compatibles
p=a'z+0y+cs+d=o, w==d'x+V'y-4c"s-d =0
(a'b"— b a" 5 o).
Mais s'il en est ainsi, et que ’on considere la figure F,, d’ordre m, au
plus égal A m — 2, que définit, dans Ie premier cas, I'équation

.

mlamf— um o = 0
(/v

et, dans le second, celle-ci

S— n <

V9o —0w  dow—ap .
) 3 O] =0
a b — b a b — b " !

om (2,Y,5) désignant ensemble des termes de degré m de f, on voil
que les centres de F sont ceux de F, dont les coordonnées annule-
raient u, ou ¢ et w, pourvu que m et m, aient la méme parité, condi-
tion sans laquelle F est dénuée de centre; et la figure F pouvant étre

plans qui lui sont perpendiculaires sont ses plans de syméirie Cordre pair; les droiles
situées dans Ie plan ou normales au plan sont ses axes.

Le systéme de deux droites (ou de deux plans) rectangulaires ost la seule des eo-
niques (ou des quadriques) qui aicnt des axes (ou des plans de symétrio) d’ordre impair.
Cette quadrique et le paraboloide isocéle sont les deux scules espdeos de surfaces du

second ordre qui aient des axes autres que les interseetions de leurs plans principaux,
et ces droites s'aper¢oivent aisément,
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remplacée par une figure connue, F,, d’ordre infériecur au sien, le pro-
bleme doit étre regardé comme résolu. Il le sera par de simples véri-
fications.

Axes des courbes planes.

Les axes d’ordre pair et impair de la courbe f(x,y) = o d’ordre m
doivent étre des axes de la conique

1 ()/n.--l/' 2—.‘ .
S (o) =0 (erB=m—n.

Ils peuvent donc étre déterminés par de simples vérifications lors-
que cette conique n’est pas un cercle. Si elle est un cercle de centre
(4, ¥4), les axes d’ordre impair (ou ceux d’ordre pair) de la courbe
sont représentés par I’équation

Al — a2y i(y =yl = Blae —ag—i(y = yo)]'=0,

Aa' + By désignant le plus grand commun diviseur des coefficients
a,x® + b, y" des diverses puissances de 2y dans le polynome

SLa -y g, ((y—a) -+ y]

(ou le plus grand commun diviseur des hinomes ez’ — b, y*). Quand
ces coefficients sont tous constants, la courbe est formée de cercles
concentriques au précédent.

Plans de symétrie et axes des surfaces.

Si » désigne un polynome entier en z, y, z, de degré p, je repré-
sente par V() la fonction du second degré

| I OP=tyy  \? .
2 Al Byt \ da )yt osv (e Py =p—1),

en faisant toutefois V() == w, si p est inférieur & 3; et si w, ¢ sont
deux fonctions queleonques de «, y, z, différentes ou non, je poserai

. NERa ot oty AL
Mo )= X TTBIT G gyfont wagyiam (BT
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Soit f(w, y, =) = o U'équation donnée d’une surface S d'ordre m
supérieur 2. Tout axe et tout plan de symétrie d’ordre pair ou impair
que peut avoir cette surface doit étre un axe ou un plan de symétric
de chacune des surfaces définies par les formules

2p, 2 p, )’ L r . '
= ()(’)/Z_Z L ()(')/;2 L 0/‘_;/2 =0 (k==1,2,3, ...5 So=/)»
, o~y Al o f, :
AN —“21 alBlyl <().x:“ JdyB ():Y> =0
(r=o0,1,2,...;5 h=1,2,3,...),

et en particulier de la quadrique Q représentée par I'équation du second
degré V(/) = o, quadrique qui a au moins un centre, et dont [e cone
asymptotique a les mémes centres que celui de S.

Au surplus, si deux surfaces, ayant pour équations entieres

o(x,y,5)=0, w2, y,5)=o0,

ont un méme plan de symétric ou un méme axe, ce plan ou cette droite
est un plan de symétrie ou un axe de la surface qui correspond i I'équa-
tion A,(g,7) = o, quel que soit & (").

De I, et des propositions préliminaires énoncées plus haut (n* 1,
2, 3, 4), résultent celles-ci.

Toutes les fois que la quadrique Q n’est pas une sphere, la consi-
dération de ses axes ou plans de symétrie ramene le probléme de la
recherche des axes et des plans de symétrie d’ordre pair ou impair de
la surface S, soit & de simples vérifications, soit (apreés une transfor-
mation de coordonnées évidente) a la recherche des centres on axes
de courbes planes, ¢’est-a-dire encore, en fin de compte, i des caleuls

(1) On peut démontrer que I'on a, pour toute valeur de £,

02 gy (12, 0) - 02 hpq (s 00) . 02 dpi (U, 0)

2 Iy )%
e Uio V2o 2y Jd?u e
=gy (w0, S0 2 O8N LT BT AL I
fi1 ,Uﬁ%«'{)’z o) A o oy b ) vhp (U v).

Les propriétés géoméiriques que je viens d’indiquer, faciles a vérifier pour & =1,
li=1, r=o, sont des conséquences de cotle formule.
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de vérification (*). Dans le cas contraire, si «,, y,, 5, sont les coor-
données du centre de la sphere Q, et §,(a, y, z) la somme des termes
de degré n du polynome /(@ + 2, y + ¥y, 5 + 5,), il en sera de méme

- - ’ - 2 ’
aussi de la considération de 'une quelconque des surfaces d’ordre égal
ou inféricur & 2, définies par la formule

-~

F‘(n,/.‘(‘g':", V) 5) :—‘r(ﬂpn,fﬁ =0,

S 2, i
Qo= 3 L0k g, =y,

oxr?

(n=m,m—i,m—2,...; k=1,2,3,...),

ou

quand cette surface est déterminée et différente d’une sphere [car les
axes ou plans de symétrie d’ordre pair ou impair de S doivent passcr
par le point (x,, y,, 5,) et étre des axes ou plans de symétrie des sur-
faces coniques

"I"/L('T Ly, Y Yo S 50) — 0, "Tn,/.'("-" — Ly Y = Yo S — 5y) = ‘)J-

Cette derniere proposition subsiste lorsque la quadrique Q, sans étre
une sphere, possede un centre unique, x,, y,, 5, désignant encore les
coordonnées de ce point; et aussi lorsqu’on prend pour 4, (, y, z) la
somme des termes du »i™¢ degré de 'expression obtenue en rempla-

(1) Le fait a besoin d’¢tre prouvé, en ce qui concerne les axes, quand la quadrique Q
est un cylindre de révolution. Jo prends son axe de révolution 0z’ comme axe des cotes,

ot soit
gm(2,y") +=d(x', ¥y, 2 ) =0

la nouvelle équation de S; la variable ' ne figure pas dans le groupe ,,(x’,»’) des
termes de degré m. Le fail est déja vrai lorsque ce groupe n’est pas une puissance
de z'2+y" & un facteur constant pres, car les axes A de S, autres que celui qui
pourrait coincider avee 0'z', doivent rencontrer normalement O'z' et ¢lre paralléles aux
axes du faisccau de droite @, (2, ¥") = o. Dans le cas conlraire, les droites A sont les
axes B de la surface ®(2',y’,2") = o0 qui couperaient normalement O’z et salisferaient
4 la condition que les seclions de cette surface @ par les plans qui leur sont perpendicu-
laires soient d’ordre pair. Or la quadrique V[P (2', y', 2")] = 0, & supposer que la sur-
face ® soit d'ordre supéricur 4 2, ferait connaitre les droites B par de simples vérifica-
tions, a moins qu’'clle ne soit elle-méme un cylindre de révolution autour de 0'z’; mais
alors on opérerait sur la surface ¥, dont Lordre est inférieur ¢ m, comme on l'a fait sur
la surface S.
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cant @, y, 5 par x +a,, ¥ -+, 5+ 5, dans 'une quelconque des
fonctions que représentent les symboles

)~lz(fm fr,)’ )\/[lh(/m fl',)? )\h'(f;-’, ‘/',1)-], ee sy

ot les indices sont des entiers quelconques, distincts ou non, ceux
qui affectent la lettre / pouvant étre nuls (/,= /).

Cas des surfaces d’ordre inférieur @ 6. — Je désigne par 9, (2z,y, )
le groupe des termes du polynome f(z, y, z) dont le degré est m, ct
par Cle cone qui a 'équation g, (z, y,s) = o.

Je suppose d’abord la surface S du troisieme ou dua quatrieme ordre.
La considération de la quadrique Q, et de la surface R représentée par
I'équation

»f oS
Jdxt - dy* 0z

dont le degré ne dépasse pas 2, suffira, d’apres ce que je viens de dire,
a déterminer, par de simples vérifications, les axes et plans de symé-
trie d’ordre pair ou impair que peut avoir la surface S, toutes les fois
que ces deux surfaces Q, R n’auront pas 'une et Vautre des axes dans
toutes les directions de 'espace. Je me place maintenant dans I'hypo-
these contraire, et soient x,, ¥,, 5, les coordonnées du centre H de la
sphere Q.

1° m=3. — Le cone C est ici formé de trois plans deux & deux
rectangulaires. Je considere les trois plans P, P/, P” paralleles &
ceux-ci et menés par le point H. Les plans de symétric d’ordre impair
de S ne peuvent se trouver que parmi les trois plans P, P, P”; ceux
d’ordre pair, que parmi leurs six bissccteurs, et les axes de S que parmi
les arétes et les six bissectrices des faces du trivdre que forment les
plans P, P, P”. De simples calculs de vérification suffiront done pour
les déterminer.

2° m=1/4. — Le cone C, et par suite la surface S, n’admet ici aucun
plan de symétrie d’ordre impair. Je suppose d’abord ce cone différent
d’une sphere double. il a des plans de symétrie, il en a neuf, ceux
d’un cube. Pour qu'ils existent, il faut que le polynome ¢, (2, y, 5) ait
la forme a(a® -+ y* 4~ z*)* 4~ b(2* + 3" + %) ou que, dans le cas con-
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traire, il soit réductible & cette forme, et que, par suite, les trois cones
du second ordre représentés par les équations

AT o, )
y().”l'“’ Jds T ox? ()y =
= 030’ r () Or —0

oyTox T dyPds 7

J*o, o,
== 0

= dy T 950

aient trois droites communes A, A, A” rectangulaires deux & deux, qui
soient bien déterminées (ce qui exige que deux au moins de ces (rois
cones soient déterminés et distincts). Je considere le triedre trirec-
tangle dont les arétes sont les paralleles, menées par le point H, aux
axes de coordonnées dans le premier cas, ou aux droites A, A’, A” dans
le second cas. Les plans de symétrie de la surface S ne peuvent se
trouver que parmi les plans des faces de ce triedre ou leurs six bis-
secleurs, et les axes de S que parmi les arétes de ce trivdre ou leurs
six bissectrices. De simples vérifications permettront done de les déter-
miner.

Lorsque C est une sphere double, les plans de symdétrie de S sont
les plans de symétrie d’ordre pair de la surface

S, vy, 3) — 0, (& — 2y, ¥ = ¥y, 5= Fy) =50

d’ordre inférieur & 4, qui passeraient au point I, et ses axes sont les
axes de cette méme surface qui passeraient aussi au point H et qui
seraient tels que les plans qui leur sont perpendiculaires donnent des
sections d’ordre pair dans cette derniere surface.

m=15. — Quand la surface S e¢st du cinqui¢me ordre, j’adjoins i
la gquadrique Q les deux surfaces R, R” qui correspondent aux équa-
tions

! ()"/" ‘ 2 e
Z“I@ (()r,’-‘/))/ ({;Y) e (@3t y=3),

surfaces dont U'ordre ne dépasse pas 4, et dont on sait, par conséquent,
Ann. de I'Fie. Normale. 3* Série. Tome X1V, — Janvier 1897, 3
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trouver les axes et plans de symétrie par de simples vérifications. Les
axes et plans de symétrie d’ordre pair ou impair de S, devant étre des
¢lements de symétrie de chacune des trois surfaces Q, R, R’, pourront
eux-mémes étre obtenus par de simples calculs de vérilication toutes
les fois que ces (rois surfaces n’auront pas (outes les trois des axes
ayant toutes les directions de U'espace. Quand il en estautrement, on
peut voir que o5(x, y,s) n'est réductible par aucune substitution
orthogonale aux formes (X, Y, Z*), ZF(X, Y, Z*) (*); d'ou l'on con-
clut qu'alors le cone G, et par suite la surface S, n’a aucun axe ni
aucun plan de symétrie d'ordre pair ou impair.

Conclusion.

Les méthodes que je viens d’exposer pour la recherche des centres,
axes ou plans de symétric d'ordre pair ou impair des figures algé-
briques n’introduisent pas d’indéterminées dans les caleuls et évitent
ainsi les éliminations.

Ces méthodes ont toutes le méme point de départ, & savoir la con-
sidération des dérivées dordre g — 1 d'un certain polynome F de
degré ., dérivées dont chacune, telle que ();i)l:),l;()ﬂ
diatement i Uinspection du polynome F, puisqu’elle a pour expression

» se forme imme-

2! Bl Ao+ 0) e+ B3+ 1)y + Cly4+1)5-+ D],

(1) Voiei comment jélablis ee résultal. Partant de ee fait que les premiers membres
des équations des Lrois surfaces Q, R, R’ sonl des covarianls de la fonetion S quelle
qu'elle soit, jo caleule ees trois covariants pour T'une ou autre des deax formes hono-
genes du cinquicime degré

VXY )= 200 (X, Y = ANTY, 20N, V) 4 Z80a Xt - bYE) o L7,

Jéeris que le sceond covariant est identiquement nuly ce quime denne les constantes de
la forme exprimées & 'aide des constantes ¢ qui entrent dans (X, Y). Puis j'éeris que
le premier eovariant est proportionnel & X2 4- Y2+~ 22, ce qui me fournit trois relations
entre ces constanles c. Fexprime ensuite que lo (roisiéme eovariant, qui est une fonetion
de X, Y, 22, est proportionnel & (X2 Y2-- Z2)2; mais dis que jlai éerit les trois rela-
tions exprimaut que sa dérivée par rapporl 4 72 est proportionnelle & X2 Y272, jo
trouve que les six relations formdées exigenl que toutes les constanles ¢, ol par suile
toutes les eonstantes de la forme considérée, soient nulles,
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enreprésentant par #*yBsY(Az + By + Cz + D) lasomme des termes
de F qui contiennent le facteur a*y? Y.

Ces procédés pratiques aboutissent toujours dans le cas des
figures d’ordre inférieur & G; et c’est li un résultat important pour
I'étude de ces figures, si I'on remarque que la construction par points
d’une courbe plane ou surface du troisieme, quatricme ou cinquieme
ordre qui posséde un centre, ou un axe, ou un plan de symétrie, peut
étre ramenée, au moyen d’une transformation de coordonnées évi-
dente, A la construction des racines d’une équation du second degré
ou d'une équation hicarrée.

Ainsi peuvent étre obtenues sans le secours de I'élimination, dans
la généralité des cas, toutes les substitutions orthogonales homogtnes
ou non homogenes capables chacune de faire disparaitre d’un poly-
nome enticr & deux oun & trois variables, soit les termes de degré pair,
soit les termes de degré impair, par rapport & I'une des nouvelles
-ariables, ou par rapport & Uensemble de deux de ces variables, ou
encore, quand celles-ci sont au nombre de trois, par rapport i ces
trois variables & la fois. Les méthodes pourraient étre é¢lendues & un
nombre quelconque de variables.



