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SUR LES SYSTEMES

D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DONT LES CARACTERISTIQUES
DEPENDENT D’UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES,

Par M. Jures BEUDON,

AGREGE PREPARATEUR A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

L'un des problemes les plus importants de la Théorie des équations
aux dérivées partielles est la détermination des cas ou la recherche
des intégrales peut étre ramenée & I'intégration d’équations différen-
tielles ordinaires.

Dans le cas des équations du premier ordre 4 une fonction incon-
nue, le probleme est résolu, et la théorie de ces équations a atteint un
rare degré de perfection, grace aux travaux de M. Lie.

Dans le cas des équations d’ordre supérieur, les progres accomplis
sont loin d’étre aussi considérables. M. Lie a démontré (') que tous
les systemes différentiels, dont la solution générale ne renferme qu’un
nombre fini de constantes arbitraires, conduisent & 'intégration d’un
systeme complet. Auparavant, M. Darboux avait indiqué, dans un
Mémoire fondamental (*), un procédé régulier pour reconnaitre la
possibilité du probleme et obtenir sa solution.

(1) Theorie der Transformationsgruppen (1. Abschnilt, p. 171).
(2) Annales de I’Ecole Normale; 1870.
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Une étude approfondie des méthodes de M. Darboux conduit tout
naturellement au probleme suivant:

Determiner et ctudier les systémes differentiels dont les caracteristiques
deépendent d’un nombre fini de constantes arbitraires.

Le cas ou il y a plusieurs fonctions inconnues se ramene a celui
d’une seule fonction, grace au théoreme suivant, da & M. Riquier (') :

« Etant donné un systeme différentiel dont les seconds membres
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque systeme de cercles,
on peut, dans les circonstances générales et sauf la rencontre de rela-
tions non identiques entre les seules variablesindépendantes, le rem-
placer par un systeme ayant les mémes intégrales et formé de deux
groupes d’équations G,, G, qui jouissent de la double propriété ci-
apres énoncée : 1° I'une des fonctions inconnues « du systeme ne se
trouve plus impliquée dans le groupe G,; 2° en substituant aux fonc-
tions restantes ¢, &, ... des intégrales quelconques du groupe G,, on
transforme le groupe G,, soit en une formule unique exprimant direc-
tement la fonction z a I'aide des variables «, y, ..., soil en un systeme
harmonique passif & la seule fonction inconnue «. »

Le présent Travail a pour but I'étude des systemes dont j’ai parlé
plus haut; il se compose de trois Parties.

Dans la premiere Partie, je généralise, d’apres M. Lie, la notion
d’élément et de multiplicité d’éléments dans ’espace & n + 1 dimen-
sions pour un ordre quelconque, et j’'indique leur principale pro-
priété. Je rappelle ensuite les résultats de M. Riquier (*) sur 'exis-
tence des intégrales dans les systemes différentiels, et j'applique ces
résultats aux systemes que j’ai en vue d’étudier.

Dans la deuxieme Partic, j’¢tudie les systemes dont la solution ne
renferme qu’une fonction arbitraire d’un seul argument, et je ramene
leur intégration a des équations différentielles ordinaires.

La troisieme Partie est réservée au cas général; j’y mets en évidence
les analogies des systemes étudiés avec les systemes d’équations du
premier ordre en involution.

(1) Awnnales de I’Ecole Normale; 1893.
(2) RiQUIER, Mémoires des Savants étrangers, t. XXXIII.
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Les principaux résultats contenus dans ce Travail ont été présentés
a I’Académie des Sciences (séances des 11 février 1895, 29 avril 1895,
2 décembre 1895).

Un eas particulier du probleme que j’ai traité a été résolu par
M. Lie, par une méthode toute différente ( Berichte itber die Verhandlun-
gen der K. S. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig; 1895).

PREMIERE PARTIE.

L. Fappellerai point de I’espace & » -+~ 1 dimensions tout systeme
de valeurs des variables z, x,, ..., x,; ces valeurs seront les coor-
données du point.

S’il existe entre les variables z, @,, ..., @, des relations

Dy (3,24, ..., 2,) =0, R D, (z, 20, ..., ;) =0

en nombre ¢, je dirai que ces relations représentent une multiplicité
ponctuelle & n + 1 — ¢ dimensions dans 'espace & n + 1 dimensions,
et je la représenterai par m,. ;.
Soit
z:F(xh "~yxn)
une fonction de x,, ..., «, réguliere dans le voisinage du point z°,
x), ..., x,; elle représente une multiplicité ponctuelle m,; et sil'on
pose d'une maniere générale
0%z &
ozl ... dx'n

k:)‘1+...+)\n, Z?)...OZ"-)

les valeurs

(Z!)f...)\n).m:x‘x’ cLxp=xh,

ou I'on donne aux nombres &, A,, ..., A, toutes les valeurs entieres et
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positives possibles, & variant de 1 & p, font connaitre z dans le voisi-
nage du point =°, x, ..., 2, jusqu’aux infiniment petits d’ordre p.
Convenons alors d’appeler element de multiplicité d’ordre p dans Ues-

pace a n —+ 1 dimensions tout systeme de valeurs attribuées aux lettres
k
(EP) Ly ey Ty Fy .., Z)&...“I.,.y ey Zgl...o(n;

nous le désignerons par le symbole E».
Je dirai que deux éléments infiniment voisins E? et E? + SE?

Zy+ 0%y, ..., X,+ 0z, 5-+03 ...,

(EP + 0EP) v " o »
Z)\,‘..l,,*“ aZ)\,...il»"a e oy .. Oy T azu“..a,,

sont unis, si ’'on a les identités

n
k — k+1
AN 2 257 100020,

i=l1

k=1,2,...,p, Mt.o..+A, =k

On voit immédiatement que les éléments E? correspondant & deux
points infiniment voisins d’une multiplicité 7z, sont unis.
Si un systeme d’équations en

- k P
L1y vy Lpy By ey Z)\,..J\ny ceey Zot,...oc,‘

vérifie les équations aux différentielles totales

n
k k-
(1) dary,. .= E 2" et o Aoy,

i=1

je dirai qu’il représente une multiplicité d’éléments E” dans 'espace
an + 1 dimensions, que je désignerai par le symbole M”.
Dans le systeme (1), I'équation
ds Jsz
ds = —dxr,+.. . + —0dz

dx, ! dx, "
a une signification particuliere : elle exprime que, parmi les équations
de définition d’une multiplicité M”, il y a au moins une relation entre
5, &, ..., x, seulement; s’il y en a ¢, elles représenteront une multi-
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plicité & n + 1 — p dimensions m,,_,, que j’appellerai le supporz de la
multiplicité M».

Etant donné le systeme (1), on peut se proposer de déterminer
toutes les multiplicités M?; leur détermination dépend évidemment
du nombre des dimensions du support : on peut en particulier se
donner, a priori, les équations qui définissent ce support; le probleme
admet alors une simplification notable, grace a la notion de transfor-
mation ponctuelle prolongée due a4 M. Lie ().

2. Soit la transformation

x::jl(xl, cey Ty B),
(2)
5 =F(zy, ..., 2, 3)

quenous appellerons transformation ponctuelle de ' espace a n. + 1 dimen-
stons : nous y considérerons x,, ..., o, comme des variables indépen-
dantes, et zcomme une fonction, quelconque d’ailleurs, de ces variables.
Siles fonctions F et /; sont indépendantes, z’ sera une fonctionde «’, ...,
a,; prolonger la transformation (2), ¢’est obtenir les expressions des

dérivées de =z’ par rapport a «,, ..., «, en fonction de z,, .., x,, z et
k
deS Z)\l.“)\n.
Solent
'k k i
Z)\i...},.: F},...)\n(xu ey Lpy By oy Z)\,...)\n)

les formules qui définissent ce prolongement; elles doivent exprimer
que les égalités

n
k 1k
(3) arny. o, = szf.l. Yet1 ..k A

i=1
doivent étre une conséquence des relations
k k
(4) L5, = X L5 ser 0, d
i=1

Supposons que le prolongement soit possible jusqu’a l'ordre p; nous

(Y) Poir Lig, Theoric der Transformationsgruppen, 1. Abschnitl, page 531.
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allons montrer qu’on peut I'effectuer pour 'ordre p +1. Pour 'ordre p,
on a

7'p
Ly, ..o

n— Fg,...a,,(wb sy Tpy By o, Zlé:,.‘.ﬁ,,) (kép);

si nous écrivons que les systemes (3) et (4) sont une conséquence I'un
de l'autre, nous aurons

dFg, ., _ . pL Afe . e 03
Txi __EZ““"%*—l”'d"(d—xi -+ 5; a—;) <z,,~: B;:>,
p=1

dF. . OFL JF% . OF
| IRl [ e &y + ZL Oy vt Oy
K 2 M)

— LT — .
dz; oz, - R 72N

(3)

Bk,

On pourra toujours résoudre les équations (5) par rapport aux
Ly i1 ., 2 moins que le déterminant

L afs _ Oh af, _afy
!()_,Z'l—l—‘lz . d—‘x—”——l*ondz[
Cofe  Ofa of. of, |
! d.r,+"1 Jdz dx,,+~'n 03

ne soit nul, quelle que soit la fonction z de @, ..., x,; il devrait donc
étre nul pour tout systeme de valeurs attribuées a x,, ..., ,, 3, ,, ...,
z,, et par suite les fonctions f,, ..., f, ne devraient pas étre indépen-
dantes, ce qui est contraire & 'hypothese.

On voit (') donc que toute transformation ponctuelle prolongée,
par definition méme, laisse invariant le systeme d’équations différen-
tielles (1); si donc on effectue une telle transformation sur une multi-
plicité d’éléments, on obtient une nouvelle multiplicité d’éléments.

3. Revenons a la détermination des multiplicités M? ayant un sup-
port donné; soient

q’(l'l’---,vrnyz):o’ ?;L«H('rh---)xn;;)zo, ey Pn=20

les équations de ce support.

(1) La méme propriété subsiste pour les transformations de contact prolongées, dues
également & M. Lie; nous n’aurons pas I'occasion de nous en servir dans la suite.
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Si nous posons

5! = ‘-P(J?u --';'rn’z)’ x;:xi,

Lot = Quan (21, o3 Ty B)y oot ’

........................ , Ty = 2y,
z, = Qn( 1y ooy Ty 5),
les équations du support deviennent
[ g— ! ’
z'=o, Zy1=0, ces x,=—=o0;

si 'on se reporte alors aux équations aux différentielles totales (1),
on voit que, dans ces hypotheses : 1° les ZY¥ , pour lesquelles on a

Mrr=o0, Cey A,=o

sont toutes nulles; 2° on peut choisir arbitrairement, en fonction de

&, ..., @, les L) , pourlesquelles on a

7\1:0, ey )\p,:o;

3 les Zy ,, qui n’entrent pas dans une de ces catégories se déduisent
par différentiation de la deuxieme catégorie.

Parmi les multiplicités M?, nous distinguerons les multiplicités
d’éléments telles qu’a un point quelconque du support ne correspond
qu'un seul élément E?#, et nous les désignerons par le symbole M7,
g étant le nombre des dimensions du support.

4. C’est M. Lie qui a introduit dans la Science les notions d’éléments
et de multiplicités d’élements; on sait combien elles ont perfectionné
la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

Jindique ici les principaux résultats de cette théorie que nous éten-
drons dans la suite de ce travail (*).
I. Soit

f(x’n ce s XpsByPrs -3 Pn) =0

(1) Poir GoursAt, Lecons sur Uintégration des équations aur dérivées partielles du
premier ordre.

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. S.2
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une équation aux dérivées partielles du premier ordre : les équations

dt— dry, dx, _ dz
~Tof T Tof T of of
L - e PRI Ry
0[71 dpn P dP1 s 0]7,;
_ ap, - dp,
(v N (o QZ)
_(55,“"&) "(axﬁ”"dz
définissent une infinité de multiplicités M| appelées caracteristiques de
I'équation.
I1. Soit

F,=o, F,—o, ciey F,,—o

un systeme en involution de 7z équations distinctes. Soite' un élément
vérifiant les équations; par e' passe une caractéristique (M,); de F;
soit ¢! un élément de (M,)}; par ¢! passe une caractéristique (M, ), de
F,, et I’ensemble de ces caractéristiques forme une multiplicité NJ.

En opérant avec N; et les caractéristiques de F; comme on I'a fait
avec (M,), et (M,),, et en continuant de proche en proche, on arri-
vera finalement & une multiplicité M,,, que nous appellerons multipli-
culé caracteristique.

IT. Toute intégrale qui passe par un élément E' contient la multi-
plicité caractéristique correspondante.

Nous ferons connaitre plus loin les systemes d’équations aux déri-
vées partielles jouissant de propriétés analogues; mais, auparavant,
nous allons rappeler quelques propositions relatives aux systemes
les plus généraux.

5. On dit qu'un systeme d’équations aux dérivées partielles

P ~ ~P pu—
Dy(2ry ooy Ty By ees By s v 0r Sy ) =0y

(6
¢ ) q)g:O, ceay (Di:()

est intégrable, quand il y a au moins une fonction z de , ..., z, qui
transforme ces équations en identités.

D’apres notre terminologie, ct si p est Uordre le plus élevé de déri-
vation, cela signifie qu’il existe au moins une multiplicité d’éléments
M2 qui vérifie les relations (6).
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M. Riquier, dans un Mémoire présenté i I’Académie des Sciences et
publié dansle Tome XXXIII des Mémoires des Savants étrangers, a posé
les regles suivantes pour reconnaitre si un systeme est intégrable.

I. Désignant par

z, Y,

les variables indépendantes, et par
u, v,

les fonctions inconnues d’un systeme différentiel quelconque, faisons
correspondre a chacune des quantités

Xy Yy e, u, ¢,

p entiers positifs, nuls ou négatifs, que nous nommerons cote pre-
micre, cote seconde, etc., cote pi*™e de cette quantité; considérant en-
suite une dérivée quelconque de 'une des fonctions inconnues, et dé-
signant par ¢ un terme pris 4 volonté dans la suite

I, 2, ..., P,

nommons cote gi¢me de la dérivée en question 'entier obtenu en ajou-
tant a la cote g'me de la fonction inconnue les cotes gi¢mes de toutes les
variables de différentiation, distinctes ou non.

Cela étant, le systeme différentiel proposé sera dit orthonome, si,
moyennant un choix convenable du nombre p et des cotes attribuées
ax,y,...,u 9, ..., il remplit & la fois les conditions suivantes :

1° Chacune des équations données a pour premier membre une dé-
rivée de quelque fonction inconnue; les premiers membres dont il
s’agit sont tous distincts entre eux, et les seconds membres, si 'on 'y
considere pour un instant x, y, ..., u, ¢, ..., et les dérivées de u, v, ..
qui y figurent comme autant de variables distinctes, sont tous olo-
tropes dans un méme systeme de cercles.

2° Les diverses dérivées des fonctions inconnues qui figurent dans
les seconds membres d’une équation quelconque ont des ordres au
plus égaux & celui du premier membre correspondant; en outre, si
I'on désigne parc,, ..., ¢, les cotes du premier membre, et par ¢, ...,
¢, celles d’une dérivée quelconque d’ordre égal figurant dans le second,
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les différences
C4—Cjy C€—Cy ..., Cp—cp

ne sont pas toutes nulles, et la premiere d’entre elles qui ne s’éva-
nouit pas est positive. ‘

3° Aucun des premiers membres ni aucune de leurs dérivées ne
figurent dans le second membre d’une équation donnée quelle qu’elle
soit.

II. En adjoignant aux relations d’un systeme orthonome donné
toutes celles qui s’en déduisent par de simples différenciations, on
obtient un groupe illimité de relations dont la considération permet
de partager en deux grandes catégories les dérivées de tous les ordres
des diverses fonctions inconnues; parmi ces dérivées, les unes, que
nous nommerons principales, figurent au moins une fois dans les pre-
miers membres des relations considérées; les autres, que nous nom-
merons parametriques, n’y figurent jamais.

III. Les relations primitives d’un systeme orthonome donné peuvent
se partager en groupes se succédant d’apres une loi telle que les se-
conds membres d’un groupe quelconque ne contiennent, outre les va-
riables indépendantes, les fonctions inconnues et certaines dérivées
paramétriques, que les dérivées principales figurant dans le premier
membre des groupes antérieurs.

Ces groupes de relations s’appellent relations ultimes.

IV. Par rapport aux valeurs initiales «,, y,, ... des variables indé-
pendantes, nous nommerons determination initiale d’une intégrale la
portion de son développement formée par 'ensemble des termes qui,
aux facteurs numériques constants pres, ont pour coefficients les va-
leurs initiales de I'intégrale et de ses dérivées paramétriques.

V. Un systeme orthonome est dit passif si la concordance numé-
rique des relations ultimes a lieu pour toutes les données initiales
possibles.

VI. Sil’on considere deux dérivées (distinctes) d’une fonction quel-
conque F(x,y,...) etquel’onadjoigne mentalement a chacune d’elles
la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun aux
deux groupes illimités ainsi obtenus se nommera une résultante des
deux dérivées en question.
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Considérons un systeme orthonome et dans ce systeme deux équa-
tions ayant pour premiers membres respectifs deux dérivées d’une
méme fonction inconnue; puis, prenonslarésultante d’ordre minimum
de ces dérivées, et faisons cette opération de toutes les manieres pos-
sibles; les résultantes, en nombre essentiellement limité, que nous
obtiendrons ainsi, se nommeront les dérivées cardinales des diverses
fonctions inconnues.

Pour qu’un systeme différentiel orthonome soit passif, il faut et il
suffit que les diverses expressions ultimes d’'une méme dérivée cardi-
nale quelconque soient égales identiquement.

VII. Etant donné un systeme orthonome passif, si I'on choisit une
détermination initiale convergente, les développements que 'on en

déduit pour les intégrales au moyen du systeme sont en général con-
vergents.

6. Appliquons d’abord les résultats précédents a un exemple simple.
Soit
7) s=f(x, ¥, % P4, 1),
t=9(2, ¥, 5P 9> )

un systeme d’équations aux dérivées partielles du second ordre &
deux variables indépendantes, ol ’'on a posé

ds _ 03 ,___()i{ s 0%z t—02 .
oz’ 1= ay’ oz’ oz ady’ T oy¥

quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il soit
orthonome et passif?

Choisissons les cotes suivantes :

o pour z,
0 » @,

I » y.
Le systeme est alors orthonome, car la cote de 7 est o, celle de sest 1,
et celle de ¢ est 2.

Pour qu’il soit passif, il faut que les expressions ultimes des déri-
vées cardinales soient égalesidentiquement; or ona, dans les premiers
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membres, les dérivées

0%z 023

ox dy’ dy?

qui ont pour dérivée cardinale
0%z
dx dy?
Du systeme (7), on tire

P#s__of f of . dff of &z

oxidy oz asf Top” Tt or 0z’
s _dp  dp  d9  dy . 09 0°c
dwdyz*cﬁ+d~f”+ap’+_‘f+oroxs
_of of f L ¥
9y +dz f+ +or 927 oy’
d’ott les conditions
9o _ (9f!
ar — \or)’
99 99 9% . Qg
Jdx d'P+d f
_9f df 0f af a9f ( a | o t?f of )
=9y T0: 7T op 050 T ar\oe T 9P T p” T ag

Si ces conditions sont remplies, les dérivées paramétriques sont

033 dnz
L R 7 M Pl

et elles définissent le degré de généralité de la solution; I'interpréta-
tion géométrique est immédiate : pour définir une surface intégrale,
il suffira de se donner un élément E' et une courbe issue de cet élé-
ment.

7. Considérons maintenant un systeme d’équations aux dérivées par-
tielles définissant z en fonction de x,, ..., x, dont toutes les équations
ont été ramenées au méme ordre p par des différentiations convenables,
et supposons que le nombre de ces équations soit égal a

re

n 1
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I'" désignant le nombre des dérivées d’ordre p de z par rapportax,, ...,
@,, et 7 un entier positif au plus égal a n.
On peut toujours supposer que le systeme a la forme suivante :

orz 0Pz’
8 P =@y ey Xpy 5y oy L cey s ey = e
( ) BiBn 1y s Lny <y LICS) WY WL s l).’l’/'q’ ) dxf
Cherchons les conditions de passivité d’un tel systeme.
Pour obtenir les z7+*, il faut différentier les équations du systeme
par rapport a4 «,, ..,, x, successivement; on obtiendra ainsi les 7+
en fonction des z', . ., z? et des

or+ls

W (kSi, p=1,2,...,n).

Parmi les équations (8), il y en a de la forme

orz 0Pz oP s
T T — x ey X Byeoey 32 *'*) 55 b
dxf 1oz, A P dxy

k<i, p>i;

S

différentiées par rapport a xy, elles donnent les

Pz hei .
00z, =6
en fonction des
gr+iz ki .
= c < < L
()xﬁcd:cpj v P

Envisageons de méme les relations

Pz » 2 0rz 0Pz
—_— = e Dyevnyg =3 *"* 55 |
dx;;—l dxp 1 < ny )y ’ ()xf d.l‘,p

k<i, p<i, pAZk;

elles sont au nombre de (¢ — 1); différentiées convenablement, elles
donnent 1(z — 1) relations entre les

P+l

(—)Em; k<, P<L
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permettant de les calculer en fonction de

gP+iz or+lz
Ty, ..y Ty, 5, LY, ..., Zr, W) ) ()—x—lpﬁ'
On aura donc, pour 'ordre p +-1,
0rs dPz QP+iz P+l
p+1 — ~ 71 p—1 ey Ce
ZYq.-Yn‘—‘<‘T17---,mm‘”Z"‘-sZ ’()xli‘, ’dxgﬂ dx{H-i’ ’()-27{-”'1

et, d’une facon générale, en appliquant de proche en proche le méca-
nisme précédent,

or 3 orP+iz orP+az
Zp+q:<x“ ""x/uz’zl: A Zp—-l’ ;

e S ) 3w
dzb Qi+ ox?e

ce sont les relations ultimes (5, I1I).
Les dérivés paramétriques sont ici

A Zp-1 itz
- et —=—»
’ K +
Qxf*
k=1,2,...,4, g=1,2,...3

pour reconnaitre si le systeme est passif, il faudra considérer les dé-
rivées cardinales; or, la dérivée cardinale de 7 g.etZy . estd’ordre
2p au plus; i suffira donc de pousser les opérations indiquées jusqu’a
Uordre 2p et de vérifier que les différentes expressions ultimes des derivées
cardinales sont égales identiquement (5, VI).

Le degré de généralité des intégrales est déterminé par le déve-
loppement

5—:0:P(1'1—x(1], Ceey Xy — )
= 1 0P 0?3
—5—()2 F [<M>o(xl~xQ)P++ (d—x‘:>o(xi——x?)9],
=p

ol P est un polynome de degré p — 1; on peut encore écrire

5—5,=Q(xy—2, ..., 2, —x}) + 91 (2, —2)) +. ..+ 0 (£, — 2?),
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Q est encore un polynome de degré p — 1, et si I'on fait

zy=2x%, ..., xp,=xy, ona s—35=0(x;—x!),

............. R e,

Ty =—=x;, s Tp= =T, » 5—:0:9,(1‘1—‘@,)
(27 2)).

De plus, comme une transformation ponctuelle ne change pas les
propriétés du systeme proposé, nous pouvons en conclure que la
multiplicité intégrale m, est complétement déterminée st ’on se donne
un elément BP~" et 1 courbes (multiplicités a une dimension) issues de cet
élément.

Appliquons le mécanisme indiqué & I'exemple suivant :

0’z 023
(9) W; = —d?fx +c,
([0) _._dz_z — iﬁi 4 dz._z +c'
ox,dx; dx}  Oxl ’
(11) ﬂ—:zd—‘%«kc”,
0x, 023 dx}
0*s 0%z 0%3 ”
(12) ozt = Jat + oz + c”.
Les dérivées cardinales sont
Pz 0%z Pz oz
0z, 0z, 0x; Oz 0x: 02,072  07,07,07)°

nous devons donc aller jusqu’au quatrieme ordre.
Pour calculer
0%z 0z

? 3 )
0z dz, dxidx,

il suffit de différentier (10) par rapport a &, et (11) par rapport a a,;
on obtient

Pz Xz N s
0xidzy  dx} = dxy’
s 0*sz

T —9 .
0z2dxy dr3

Ann. de UEc. Normale. 3* Série. Tome XIII. S.3
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Différentiant (9) par rapport 4 «, et x, successivement, on a

s Pz sz
0xidxy  dxdxi  Jxd

Il vient alors, en différentiant (9) par rapport & «,, (10) par rapport
ax, et (11) par rapport a x, :

Pz Ps s 0%s 0%z

07,00,02,  0ridw,  0x dz, | dx > dxi’
différentiant (10) par rapport & x; et (12) par rapport a «,,

9z P’z Pz 0z d*zs _ 0%z 0%z

(13) Szromt = dxtom 020z, 0z%  °dzdxl  dzd | ° 0wy’

différentiant (11) par rapport & «; et (12) par rapport a x, :

(14) _035 — 2z 0%z 03'_z_/ s
02,078 > 0xidm,  0x dzy | dzd ' 9rd’

les différentes expressions ultimes des dérivées cardinales du troisieme
ordre sont donc concordantes; on vérifierait par le méme procédé et
en différentiant (13) par rapport & x, et (14) par rapporta «, que les

expressions ultimes de -————— sont aussi concordantes.
dx10x,0x;

8. Envisageons encore le systeme (8), dans lequel nous suppose-
rons maintenant ¢ < n, l'inégalité excluant I’égalité. Il se compose
d’un premier groupe

" 0Pz 0Pz
(A) ng ﬁu: (xl, . .,xn,z,ﬁ,. . .)Zp 1; 3_5’17’ R 5}‘{,)’

formé d’équations telles que, dans les premiers membres, il n’y a au-
cune dérivée de la forme

d7 5 .
oxt’ p=tb
puis n — ¢ équations
(1) Pz 2 z d°s dr's
1 ()-Z',P+1~ 1y = v Fny dl"f’ ’01‘4_, ?

( ) o° s . . d° s 07z
p—1i -, = o N T - ]*
n—i oxP 19 > Lns ,dL‘I; ’ ()l“?
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Il résulte immédiatement du mécanisme adopté pour écrire les
conditions de passivité que, si le systeme proposé est passif, les diffé-
rents systemes

(Aoyy)y ovvy (Aotyy)
le sont aussi.

Donec, st un systéme différentiel, définissant = en fonctionsde x,,. ., x,,
composé de I't — i équations d’ordre p(i < n), est passif, il renferme
n — 1 systémes differentiels passifs composes chacun de I'Y — n + 1 équa-
tions.

DEUXIEME PARTIE.

9. Il résulte des principes exposés dans la premiere Partie que, si
un systeme différentiel définissant z en fonction de ,, ..., x, admet
une solution générale ne dépendant que d’une fonction arbitraire d’un
seul argument, et si I'on a ramené, par des différentiations, toutes les
équations du systeme & étre du méme ordre p, le nombre de ces équa-

tions est égal au nombre des dérivées d’ordre p diminué d’une unité.
Soit

(15) Yi(@yy oy @py 5 LY, . LPLIP)Y =0

l-:I,‘Z,...,r,L—I

un tel systeme; je supposerai que les {; sont des fonctions ration-
nelles de leurs arguments.

Si, dans ces équations, je considere les dérivées d’ordre p comme
des variablesindépendantes, elles sont résolubles par rapport a2 — 1
de ces dérivées; la formation de déterminants fonctionnels permettra
d’ailleurs de reconnaitre quelles sont les dérivées jouissant de cette

propriété, et, par suite, quelle dérivée figurera dans les seconds
membres. Soit
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cette dérivée; on peut toujours choisir les notations de facon que

o, 03

enfin, j’envisage aussi les dérivées
Z§,+i...o(,,—19 L] Zgi...al+1...oc,,—1a ce vy Zgl...ot,._,+1...(x,.—1‘

Je puis préparer le systeme donné, par voie d’élimination, de fagon
que n — 1 de ses équations aient la forme

(16) 0:"1’1'('1'1’ e Xy 5, LY, LI, Zg‘+1“.a,.—1’ ey ZZ, e O 10— 19 Zg,...dn);

{—1,2,...,n—1.

Cela posé, il est facile de montrer que, par un procédé analogue au
changement de variables employé par Cauchy pour les équations aux
dérivées partielles du premier ordre, on peut ramener I'intégration
de notre systeme a V’étude d’équations différentielles ordinaires. Sub-
stituons, en effet, aux variables

s ey XTp—qy, Xp
les variables

Xy, -y Xp—ry Y

le choix de cette nouvelle variable y devant étre précisé plus loin.
Les formules bien connues du changement de variables nous don-
nent
oz} ) LG k ox
—“at—x—” = Z)f:.—.i."/i+l .t Z):?.);,,+1 d—x’f’
i i

(17)

923, : 9z,
(18) TR

d’ou les conditions d’intégrabilité

k+1 A+ k
0Z).:..7,—+1...)n _ dZ‘/,..l‘),,—fvi ()I/z dZ),_'.—.l,),,+1 d;l'iz‘

(19) dy — day dy T dy oz

Différentions les équations (16) par rapport & y; nous obtiendrons,
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en tenant compte de (17), (18) et (19),

p—1
(20) o= 9%; 9z, + Z AL gkt ox,
7]

oz, dy Zfi... >~1..~7\,.+17;
k=1 s 4
n—1 n—1
0D, 075, ..., 02, 0D, 1B, . o, Ox
-+ 1 % Y% i 1.0, Y%
;ﬁzgimai-;-i...an—i dx;  dy ZGZQP..“’_HM“"_I dy Oz;
= i=
o0, 0L} .. .,
T . Oy
i=1,2,...,n—1.

Je choisis maintenant la nouvelle variable y de fagon que ’on ait

-1
00, oD, ox
(21) —_— d 2 —o,
dZ&,...oc,, Zdzgt...ai+1‘..a,,—1 ox;

j=t

i=1,2, ..., n—1;

. _lp . A .
dans les équations (20) le terme en -0—75(5,—“"- disparait; et, par suite,

p—1 n—1
(2)  o=I0 NI e, 9 O s,
0x, : 10Z;‘l,__),, T dn ‘ 10Z§1,..a1+1‘..un—1 ox;
= ]:
{=1,2,...,n—1.

Gréice a nos hypotheses, le déterminant des =, dans les équations

dx;
. , . A . .
(21), qui est le déterminant des %, dans les équations (22), ne
j

sera pas identiquement nul; il en sera de méme pour le déterminant
P

des (ng,_ﬁ’ dans les équations provenant des T'2 — n équations du
systeme proposé, différentes des équations (16), différentiées succes-
sivement par rapport d @, ,, ..., L.

Si done nous considérons x,, =, Z', ..., ZP~', Z? comme des fonc-
tions distinctes de «,, ..., x,_,, elles sont définies par un systeme
différentiel tel qu’on connait toutes les dérivées du premier ordre des

fonctions inconnues au moyen de ces fonctions et des variables indé-
pendantes.
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On pourrait, par un calcul direct, montrer que ce nouveau systeme
est passif si le systeme proposé jouit de cette propriélé; nous donne-
rons seulement, dans la troisieme Partie (n°® 19), une démonstration
en quelque sorte géométrique de ce fait.

Je rappelle le procédé qui permet d’intégrer un pareil systeme.

Pour trouver les intégrales u,, u,, ..., u,, du systeme
du; .
(@) ()_x;:f’k (i=1,2,...,m; k=1,2,...,n)
ul, pour x, —=«°, ..., x,=a° se réduisent, respectivement, 3
1 12 n n

ul, ..., u), on procédera de la facon suivante: on effectuera,

m?

d’abord, le changement de variables
xy=a) + ¥4, cey X=X+ Y1V (hk=2,3,..., n)

dans le systeme (@). On remplacera ainsi ce systeme par un nouveau
systeme

du;
(0) I

_:Fi:
(),)’/.- !

et aux intégrales précédentes du systeme (a) correspondront des inté-
grales du systeme (b) qui, pour y, = o, se réduiront, respectivement,
auw),uy, ..., u,, quelles que soient les valeurs de y,, ..., ¥,.

On considere alors le systeme d’équations différentielles ordinaires

du, du, du,,
(¢) dy, W (7;:~-F:m s dy,

.
:Ellll

déduit du systeme (), en prenant les équations de ce systeme pour
lesquelles £ = 1, et I'on obtientles intégrales cherchées du systeme (b)
en déterminant les intégrales du systéeme (¢), ou I'on considere y,,
Ysr +--» ¥Ym comme des parametres arbitraires, qui, pour y, = o, se
réduisent respectivement aux constantes données «;, ..., u,,.

10. En appliquant cette méthode au systeme que nous avons obtenu,
on aura

( Zn B f[rl"-w'rn—h'r?,“ ,1’2,301 “*(*"P)O]’

(23) & = Fley, .o vxpon 29, 020,50 - (52))
k /3

25, 0= F (@, oy Ty, 20, 0, 30 (5P
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les valeurs initiales

x9, ..., 2, 5, ..., (3P)

sont des fonctions de y définies par les relations (18) et transformant
en identités les équations (15).

Nous allons voir que, si 'on choisit pour 7, ..., ,_, des constantes
numériques quelconques, si I’'on pose

Ze=9(y)y =UY(y)

(9 et § étant des fonctions arbitraires de leur argument), et si 'on dé-
termine les valeurs des (Z5_ ,,),, de fagon que 'on ait

(75 5.)

0 __ (gh+1 _()ﬁg
(24) d)’ —(Z )0 d)’ 4

Aieee Ap+1

les valeurs de @,, 5, Z}, _, tirées des formules (23) vérifient les rela-
tions (') (18).
Considérons, en effet, les expressions

7% 5 k1 dx
ué¢ AR Iy R n.
Ao b ()), ‘ Mewehn+1 ().)/ )
nous aurons
3 2
()U‘),‘..‘A,, o d'Z{\C'...ln _ 0Z{f,4.—.1.)\,,—0-1 oz, _ I)(+1 N 02‘%'1
dx; Oz dy dx; oy et Dz dy
(i=1,2,...,n—1);
mais, a cause des relations (17), on a aussi
05>, k ok dx
(17) "—551—— :th.l.)‘ﬂ..‘)k,, +L):.l.),,+1 %35

en différentiant cette relation par rapport 4 v, on obtient

dUk ) 3 d n +
(25) _.(;;pl b U <d§i>U‘f,..‘.)\n+x,

i

ol <gx,,) est donné par les équations (21).

(1) Il est presque inutile de dire qu'aux conditions (24) on doit adjoindre les relations

k .
‘!JL'[J)?, .. .,xf’l,zo, (Z;‘l.“)‘” ﬂ] =0 (l =1,2, ... F,’;—]).
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Ces formules (25) sont valables pour k£ =1,2,...,p — 2.
Considérons maintenant les expressions

_ 02871 Jdx
26 UL, — TR RN ¥ N n
(26) PO W oy I I
et supposons (ce qui ne diminue en rien la généralité) que les équa-
tions proposées (15) aient été résolues par rapport a I', — 1 dérivées
d’ordre p.

Soit, d’une fagon générale,

p — HP p—1 7gp .
L5, . . 0,= (I)p,.“p,.(crxv R Y T / s Zaz‘...oc,,),

les conditions d’intégrabilité étant satisfaites, on a, sur chaque mul-
tiplicité intégrale

p—1
dd)g,...p,-+14..p,,—1 Z 0®5,...p,~+1...p,.—1zk+1 4 0‘1)5,...9[4-1...9,.—1 024, ...,
()[L‘,z 0z é"x Pen B et oz 51 Gpn 0x”'
k=0
p—1 7
— ()q)g‘p" dd’g'pn k41 -+ ()(I)pl...p;...p,, dlé’(,...dn.
dx; OLL, ., Mt dL§,. ., dx;
k=0 "
Des équations (26) on tire
Tp—1 7P p P
(28) Osny — 90 pwnny 925 01 020 OL3 2y s 02,

dxj dy dx; dy ady dx;
On a, d’ailleurs,

—1
0Z{,...k,+1...)\n olpf..“),,-udﬁn " ()(Df‘.‘.‘/.,-—q—i...)\,l ke ket ox,
e = T Gy B e (S e )

00 i1, OLL. 4 O,
0Ly, 4, dz, Jy

et

p—1
P r 14
0L w1 0D5 5,1 " 005, 11 Zh+1 Lz dx,
—_—— T LR S Peon i +100 Pp Bier.Pn+1 ()$j

0z dx; - COZE, .

p
d®71‘--)\n*1 ()Zézl---uu -+ acp{pu)‘,,—i-l gzl!_z

YOI, . ox, oz, oz,
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Remplacons ces valeurs dans (28), en tenant compte des relations
(27), nous obtiendrons

ULty p—1 L XY (01. oey 5,
ke T M AL A n By Y &
29) 0., A.Z_o dZ!/‘:‘ln-p"u - ()"rj> YAN ) Ups e

v YivenUn

En rapprochant les équations (15), (17), (21), (22), (25), (29),
on voit que les expressions U, sont données par un systeme d’équa-
tions linéaires et homogenes qui permettent de les développer en
séries entieres par rapport 4 x, — &}, ..., x,_, — 2"_,; il en résulte
que si les U , sont nuls pour les valeurs initiales, ils sont nuls
pour toute valeur de x,, ..., «,_,, ainsi que nous I’avions annoncé.

11. Je considere les formules (23); les deux premieres représen-
tent une multiplicité ponctuelle & » — 1 dimensions (m,_,), et les
autres font correspondre un élément E? 4 chacun des points de cette
multiplicité. D’autre part, parmi les équations différentielles qui dé-
finissent nos formules, nous remarquons les suivantes :

0Ly, 0 _ ot . oz
W - Z)\x...):+1-~~'\n +Z7\1'--)""‘)“+1 01'1',

qui expriment que les deux éléments E? correspondant & deux points
infiniment voisins de m,_, sont unis. Les formules (23) définissent
donc une famille de multiplicités M2_, (voir n° 3), que j'appellerai
les multiplicités caracteristiques du systeme proposé.

Les équations (24), qui définissent les constantes x9, ..., z,, 2°,
(Z}..3,)" en fonction de y, représentent une multiplicité M7 ayant pour
support la courbe

xy =9, e Xy = XY_, r,=o(r), z=4d(y);

et la multiplicité intégrale est le lieu des multiplicités caractéris-
tiques issues des différents ¢léments E? de cette multiplicité M7.
Nous avons vu, d’ailleurs, qu’une transformation ponctuelle ne
changeait aucune de ces propriétés; nous pouvons donc définir de la
facon suivante 'intégrale générale du systeme proposé : On consideére
une courbe (multiplicité a 1 dimension) quelconque, et ['on cherche
Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome XIII. S.4
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une multplicué MY ayant ceite courbe pour support et verifiant le sys-
téme proposé; le liew des multiplicites caracteristiques issues des divers
éléments EP de M7 est une multiplicite intégrale m,,.

Comment obtenir cette multiplicité M”? Soient

1‘1:%91(11), ey xn:?n(u% 5=4‘(“)

les équations du support; on a a intégrer le systeme

n

k
dZ)\,..‘)\,, — E 71:+1 d‘Tf,
du— LYV RS W du
i=1
qu‘({vu ey Xy 5y Z),:“.)\n, .o .> = 0.

Quelques-unes des fonctions inconnues ne seront pas affectées de
constantes d’intégration.

. . dz . . ., . .
En effet, 'équation en —= livre une relation linéaire entre les déri-
vées du premier ordre Z'; si I'on différentie cette relation par rapport

\ , . d7t . .
a u, en tenant compte des équations en ——, on obtient une relation

du
linéaire par rapport & Z' et Z?; en procédant ainsi de proche en
proche, on arrivera finalement i une relation linéaire en Z*, 22, ..., Z7;

cette relation, associée aux I'” — 1 équations données, donnera tous
les Z7 en fonction des Z7, ot g < p.

Le nombre des constantes arbitraires qui entrent dans les formules
définissant la multiplicité M7 cherchée est donc

L+T .+ —(p—1) =T —p;

. p—1_ . e ey, . ,
ily a donc oo~ ~” multiplicités intégrales m, passant par une courbe
donnée.

12. 11 résulte de ce qui précede que, par une multiplicité caracté-
ristique passent une infinité de multiplicités intégrales mz,; & chacune
de ces multiplicités correspond, sur le support de la multiplicité ca-
ractéristique, une orientation des Z7+', Zr+2, ... Il est facile, comme
on va le voir, d’obtenir directement ’ensemble de ces orientations.

En effet, si nous différentions les équations du systeme proposé par
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rapport a x,, ..., x, successivement, nous obtiendrons, comme nous
I'avons vu au n° 7, T4 — 1 équations distinctes d’ordre p + 1; nous
allons traiter ces nouvelles équations de la méme maniere que les
équations primitives.

Envisageons les » —1 équations (16) et différentions-les par rap-
port & «,; nous aurons

p—1

(30) A== 0% _‘_2() 99, Zk+1 e
k=

oz, 5 a1
o0, 00,
dlé,...aiﬂu.an—i R ()L bt

(i=1,2,...,n—1).

Ces équations sont certainement distinctes.

En appliquant les formules (21) et (22) & ce nouyeau systéme, nous
aurons

n—1

oz,
(31) e ];1 dLoc1 Syl %—1 d‘”J =
et
(32) 0=—une fonction dexy, ..., &, 5, LY ..., Lr+!
+2 T ®; dzg,;.l..a,;+1 A
e Oy s Ol Sy Z;

On aura de plus

015, ., , dx
_;-x,—-i = th?.alﬂ B d‘pn
Sil’on effectue la somme
n—1
2 0L, 4,
2
()Za, O Al dxj

i=t

en tenant compte de (30) et (31), on retrouve justement la rela-
tion (22).

Comme on devait s’y attendre, nous retrouvons les mémes caracté-



S. 28 J. BEUDON.
ristiques jusqu’a l'ordre p, l'orientation des Z#+' étant donnée par les
formules (32) etles I'’** —1 équations d’ordre p + 1.

Il est manifeste qu’on pourra poursuivre le calcul de proche en
proche et atteindre tel ordre que 'on voudra.

Il résulte immédiatement des calculs précédents que, st deux multi-
plicités intégrales m, ont en commun un élément B¥' (p'Zp), elles auront
ausst en commun tous les eléments d’ordre p' correspondant aux diffe-
rents points du support de la multiplicité caractéristique passant par E¥'.

13. Les formules (23) nous montrent que, par tout élément Er-
passe une famille de multiplicités caractéristiques dépendant d’un
parametre arbitraire; toutes ces caractéristiques engendrent une mul-
tiplicité intégrale m,, car on satisfait évidemment aux conditions (24)
en prenant pour &, ..., x,, ..., (Z#~"), des constantes. Cette multi-
plicité m, est une intégrale compleéte dépendant de I'?7) + 1 constantes
arbitraires.

Si I’on connait a priors une intégrale complete, le probleme de I'in-
tégration du systeme proposé se réduit a la recherche des multipli-
cités intégrales M?.

Supposons, en effet, qu'on ait déterminé une multiplicité de ce
genre; &,, ..., x,, 5, L', ..., Z? sont des fonctions connues d’une
seule variable u.

Soit, d'autre part,

F(s, 2, ..., 00, .., AD27) =0

Pintégrale complete; on déterminera les A en fonction de u de facon
que, si I'on fait varier u, 'intégrale complete passe successivement
par les différents ¢éléments E? de M?; il résulte alors des théoremes
établis plus haut qu’on aura la multiplicité intégrale m, passant par
M? en cherchant I'enveloppe de I'intégrale complete, c’est-a-dire en
éliminant « entre les deux équations

14. Considérons, en particulier, le cas de deux équations du second
ordre & deux variables indépendantes.
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Soient
(33) ( ’":f(x,)’,Z,P,%S),
L t=9(2,7,5p ¢ 9)

ces deux équations. Pour qu’elles aient une solution commune dépen-
dant d’une fonction arbitraire, il faut que I'on ait identiquement

(n° 6)

df do __
(34) L s s %
09 99 de . d¢  de(df Of . of = If \ _
(35) a-:v+dzp+dpf+dqs+5§<@+dsq+dp8+@@)—0-

Les formules du changement de variables de Cauchy sont ici

ds dy
oz P15z
0, J
(36) d—"l;:lwf—sd—ia
dg N v
oz =T oz

99 _ 9%
Jdu~ Ou

d’ou 'on déduit
op . 99 9y _ 99 Jy

du " dx du~ Ju 0’
dr _ ds dy  Js dy

Jdu— dx du  Jdu dx’
Js at dy 09t Ay

05 _ oy
du q()u’
dp _ 9y

(37) ou =% ou

(38) 3

du— dx du  du Iz

Différentiant la premiere des équations (33) par rapport 2 «, on
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aura, en tenant compte de (36), (37) et (38).

dy_ 1 I
dxr = de  0s’
(39) . ds

L+ g4 s =g

(gs__af of o o
dx  dy = 0s op dg ™

Les caractéristiques sont donc définies par les équations différen-
tielles suivantes :

d_y* ()f__‘ I
dx—  ds 99’
Jds
ds af
dr — P 719
dp_
dx 9s’
dg _ of
(40) %—S“?a’
ds _of Of L0 0
dze oy " 0:1 T 0p T 9g7
P (99 9%, . 99 ‘l?)
__(E<d—_x 0zp+dpf+dq ’
ds
":f(x’.}ﬁz,P’(]:S)y

t =¢(2,9,%DP59,5)
La solution générale

Yy = Y (‘I;, Loy Yo B0y Pos Goy So)y

5 =1L (x, Yos 505 Pas Gos So)s

p=P(...... ... )
Gg=0QC ),
S=S(iiiii )

renferme cinq constantes arbitraires.

Les deux premikres équations représentent une courbe; les deux
suivantes, unc orientation de plans tangents & cette courbe; on peut
interpréter géométriquement les formules qui définissent r, s, ¢ en
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disant qu’elles représentent une orientation de calottes infiniment
petites de surfaces du second degré ayant pour plans tangents les
plans définis par les deux formules qui donnent p et g.

Deux éléments infiniment voisins sont unis; il en résulte que les
deux calottes correspondantes sont tangentes.

En effet, ’équation de la calotte correspondant a «', ', z, p’, ¢,
r,s,r,

s—s'=p(z—a)+q(y—2)
iz —a' Y +as'(x —2") (y — ")+ (y —y')];s

pour & +—dx', y +dy', ' +ds', p'—dp, ¢ +dq, ¥+ dr, s + ds,
¢+ dt, on a, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur et
en tenant compte de

ds' = p'dx'+ q'dy’,

dp' = r'dx'+s" dy',

dg' —=s" dx'+t dy',

s—s=px—a)+q(y—y")
+ i (z—a' P +os(z—2 ) (y —y) + U (y —y')?]
+ dldr'(z— &'+ 2ds' (2 — 2) (y — ") +di' (y — y')];

on voit alors immédiatement que les deux calottes sont tangentes;
leur intersection a un point double dont les tangentes sont données
par

dr'(x — 2/ +2ds' (x —2")(y —y") +dt'(y —y')* =o.

11 résulte de nos théoremes généraux que, si une surface intégrale
a un contact du second ordre avec un de ces éléments de quadriques,
les autres éléments de quadriques appartenant a la caractéristique
correspondante jouissent de la méme propriété.

SiI'on se donne un élément E', ¢’est-i-dire un point O et un plan P
passant par ce point, il y a une infinité de courbes caractéristiques
tangentes au plan P en O; ces caractéristiques, dépendant d’an para-

metre arbitraire, engendrent une surface qui est une intégrale de
notre systeme. Soit

F(»’L“,)’, Sy Loy Yoy =05 Pos (/0) =0

I'équation de cette surface ; en donnant a =, une valeur numérique et
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en considérant y,, =, po» ¢, comme des parametres arbitraires, on
obtient ainsi une intégrale complete.

Pour résoudre le probleme de Cauchy correspondant & une courbe
donnée C, il faut d’abord rechercher le long de cette courbe une
orientation d’éléments du second ordre wunis et vérifiant le systeme
proposé (33); cette orientation est donnée par

ds dr dy

(41) SP Tl
dp  .dr _dy
(42) o=l
dgq dx dy
JA L — ¢ —,
(43) D ST D

ol x, y, = sont des fonctions données de A. L’équation (471), diffé-
rentiée par rapport & A, donne

a’25__ a2z dﬁy dz\?2 dz dj’ . a'y 2.
W“Pd—xz”aﬁf(;ﬁ-)+28;,yd7w<g;>,

cette relation fait connaitre s en fonction de p, g et A ; I'équation (41)
fait connaitre ¢ en fonction de p et A, de sorte que 'équation (42)
devient une équation du premier ordre dont 'intégration livrera p.

Etant donnée une courbe C, il y a donc une infinité & un parametre
de surfaces intégrales contenant cette courbe.

15. Considérons une orientation d’éléments unis le long de C et
vérifiant notre systeme, et une intégrale complete.

On peut, comme nous ’avons vu dans la théorie générale, choisir
comme valeurs de ses parametres des fonctions de A telles que I'inté-
grale complete passe successivement par les divers éléments de cette
orientation. Soit

(4%) F(z,y,22)=o0
I'équation de cette intégrale & un parametre; la surface intégrale sera

I’enveloppe de la surface (44) et aura avec elle un contact du second
ordre tout le long de la caractéristique; on aura donc tout le long de
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cette courbe
F=o, JF—=o, 02F —=o,

¢ indiquant la différentiation par rapport au parametre A.
Si I’on se propose de trouver, sur la surface intégrale, ’enveloppe
des caractéristiques, il faudra éliminer A entre les équations

F=o, oF = o, ?F =o, #F =o.

La courbe ainsi définie a un contact du second ordre avec les carac-
téristiques qu’elle enveloppe. En effet, les éléments du premier et du
second ordre de ’enveloppe sont définis par

dF + 0F = o, doF + 82F = o,
&F + 2d 0F - 0*F =o0.  d*0F 4 2d 3*F + 8*F = o,

ol A est considéré comme une fonction de xyz; mais, 4 cause de
oF —=o, o?F =o, o*F —=o,
ces équations se réduisent a
dF —o, ddF —o, d§?F =o, d?F = o, Ad2dF = o,

ou l'on considere A comme une constante; or, nous obtenons ainsi les
équations qui définissent les éléments du premier et du second ordre
de la caractéristique.

Nous voyons ainsi que les intégrales des systemes formés de deux
équations du second ordre & deux variables indépendantes sont ana-
logues aux intégrales sans rebroussement apparent signalées par
M. Darboux, comme un cas particulier dans les intégrales des équa-
tions du premier ordre.

Nous appellerons courbes intégrales du systeme proposé ces enve-
loppes de caractéristiques jouissant de la propriété d’avoir un contact
du second ordre avec leurs enveloppées.

Proposons-nous de chercher I’équation différentielle de ces courbes.

Sur une surface intégrale quelconque, nous avons, pour un dépla-

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. S.5
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cement quelconque, les relations

s dy
dz P T gy
. dp dy
(43) —d;‘_f_‘—sd_l”
dg _ o .9,
dx T dx

Différentions la premiere de ces relations en tenant compte des deux
autres; nous obtiendrons

d*s dy dy d*y
(46) a;—f"FQSd +<P<dx>+qu2.

Différentions la relation (46); il vient

o G2 o) )l

daf ds ds dy d*y
dsdx " Cdwdr T ax

¢  dody dqa dy ‘_)iP dy
( > [—Jc dy dx + s PHagz )t (f+sdx

© dy do ds dy B’y
( > [Z)?}( +“’dx>+ s dx]+2‘f’ax dat

Y
<S+<Pd—> dx3

Considérons maintenant, sur une surface intégrale, le point de con-
tact d’une caractéristique avec son enveloppe; le déplacement est
défini par

dy 1 df.
(48) dz ™~ 99 — 0s’
0s

dy dz dp dr/ dy d-

a2’ dz’ dr’ do’ dat’ g0z ont les mémes va-

pour les deux courbes,

. ds A ;
leurs, tandis que la valeur de —— n’est pas la méme pour la caracté-

ristique et pour son enveloppe; mais, d’autre part, —— dlsparalt de

I’équation (47); cette relation est donc commune & la caractensthue



SUR LES SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERTVEES PARTIELLES, ETC.  S.35

et & son enveloppe. En éliminant p, ¢, s entre la premiere des équa-

tions (45) et les équations (46), (47) et (48), on aura I'équation
différentielle des courbes intégrales

Sy 5=y 5 5 7T 5 7 2 T
dx’ dx’ dzx? dx? dxd dxd

-~ 2 2 - 3 3
(49) F(or,s 32, 2, 29,25, 02 ) =

Inversement, si I’on considere une courbe G
Yo=A(x,), 5,=B(x,)

vérifiant la relation (49), la premiere des équations (45) et les équa-
tions (46), (47) et (48) définissent, le long de cette courbe, une
orientation d’éléments du second ordre unis; & chacun de ces éléments
correspondra une caractéristique ayant, avec la courbe donnée, un
contact du second ordre, et toutes ces caractéristiques engendreront

une surface intégrale ayant pour aréte de rebroussement non apparent
la courbe C.

16. 11 est clair que des calculs et des raisonnements tout  fait ana-
logues s’appliquent 4 tout systeme completement intégrable composé

de p équations d’ordre p définissant une fonction z de deux variables
x et y.

17. Soit
(50) flz,y,5,p,q, 1, 8,8) =0

une équation aux dérivées partielles du second ordre & deux variables
indépendantes; appliquons-lui le changement de variables, dont nous

avons déja fait usage au n° 9, et désignons par
Xdx + Ydy +7Zds +Pdp+ Qdg + Rdr +8ds +Tdt=o

sa différentielle totale.

Si, aux variables x et v, nous substituons les variables « et )/, nous
aurons

Jds __ oy dp Oy dg _ Oy
(1) d)’o—qd)’o’ U)’o_sd)’o, dyo ‘l")’o’
0s av dp dv dg ay
(52) ()_.1'_1)+qd—.l” - 4+ $—=—) — == s+

dr T 0x Jdx ()-L’
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d’ol
9p _9q9 0y _ 9dq dy
dy,  0x dy,  dy, dx
(33) Jr _9s dy  ds dy

Différentiant I’équation proposée par rapport a y,, nous aurons

dy 93 ap ar ds at
o + R LB 12 o,
(})0+70y +P()y0 +Q dyo ()}o dyo 03

en utilisant les équations (51), (52) et (53), cette relation devient

Js ot ot dy\ dy
°:<Y+Z9+PS+Q‘+R()_x+S¢Tx‘ P dx>dy0
W0y gly_ ]()z'
- [Sdﬂ%: (()x T 9y,
St y, a été choisi de facon que
ay\? dy
A — )} — S-L =
(54) R(GZ)~s5Z4T=0
I'équation précédente se réduit a
Js at Jat dy
(55) Y+Lq+Ps+Ql+Rd—+b0—x—- 9% 05 =

et, en remplacant I’équation proposée (50) par sa dérivée par rapport
ax,on a
(56) X +Zp+Pre Qs+ R +8% 19 —o,

Si l’on considere les équations (52), (54), (55) et (56) comme des
équations différentielles ordinaires, tout systeme d’expression de y,
z, p, ¢, 1,5, ¢, en fonction de « qui les vérifie, s’appelle une caracte-
ristique; avec notre terminologie, ce systeme d’expressions représente
une multiplicité M7.

Les caractéristiques sont déterminées par un systeme de siz équa-
tions a sept inconnues; elles dépendent donc d’une fonction arbitraire.
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M. Darboux a remarqué (Annales de I'Ecole Normale, 1870) que si,
au lieu de se borner aux inconnues y, =, p, g, 1,s,¢, on adjoint les
dérivées du troisieme, quatrieme, ..., ni®®® ordre, le nombre des

équations ne contenant pas y, est encore inférieur d’une unité au
nombre des fonctions inconnues.

En effet, considérons d’abord le cas ot1 I’on introduit seulement les
dérivées du troisieme ordre, et désignons par — et — les opérations
da dy
suivantes :

d J a Jd

— = p_|__]'+ iq+i“+gﬁ+i}/
dx ~— dx = Jr ap Jdy ar 0s ot
d"‘i—i—d is—kp—t{——d— +2 —(16
p Al AR FL Al PR vl P T el TR

ol «, B, v, ¢ désignent les dérivées du troisitme ordre de z; ces deux
opérations sont commutatives.

Nous devons remplacer 1'équation proposée (50) par les équations

ar _
(57) % )
ar _
(58) .(Ty' = 0.
Les formules du changement de variables sont (51), (52) et
ar dy ds dy J¢ dy
5 — =P 3 — =Y = _— = 6—;
(59) vYo 9y, Y, }l()yo 9y, Jdye
or dy os dy at dy .
(o) Gz =2Phe  mTBEYGy gp VO

d’ou Pon déduit
do. 9B dy 9B dy

dy, 0z dy, Oy, 0x
(61) J 0B 9y dy Iy dy

7. 99 dy 93 0y,
dy,  dx dy, 0y, 0x

Différentions (57) par rapport & y,, nous obtiendrons

&Af Oy of dx _df 93  df Iy _
drdy 0y "o dye T s oy, 0t dys O
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ou, en tenant compte des relations (61) et en annulant le coefficient

d9
de a,)’_o,

ar\oz) ~osor o=

(o) = i
s Oox

qui n’est autre chose que la relation (54), et

@f  0f 93 _of dy oy _of 9y _

(62) drxdy ~ or dr dr dx dx = ds dx

En opérant de la méme facon sur (58), on obtient

df 0fdy _0f 03 dy . of 95 _

(63) day* Y oror T 9roxrdr 959w O

Enfin, (57), différentiée par rapport & , donne

df difdy 9f 98 of 9y . 9f 93 _
(64) dedy " dytox " or ow T os 0z T oc 0w O

. . . RT J ,
Or, on voit de suite que si I'on multiplie (63) par d_?c, et qu’on

'ajoute & (62), en tenant compte de (54), on obtient la relation (64);

dx 0B dy 06

0z’ dz’ dz’ dz’
La démonstration se fait d’'une facon toute pareille pour un ordre

quelconque n; nous poserons

nous avons donc trois équations pour déterminer

0*+B 3
gssays = P o=z

et nous considérerons les deux opérations
d_0 '¢.9
T = ar Tl 318>
k=0

n—1
a0 0
L—Z'u—V — ()—y+;dzu§ 2134-17
k=0
:z—i—@:/{,

qui sont échangeables entre elles.
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I1 faudra remplacer I’équation proposée par le systeme

dn—2 f

(63) WZO, )\—}—p.—_—n—-z,

composé de n — 1 équations; en particulier, 'équation précédente se
terminera par le trinome

9 of . P
a{Z)wmp. -+ ai's L)\+ly.+1 -+ ~()—J£ Z)@H_g .

Les formules du changement de variables sont

leB . dy
(66) 970 = ZaB-H ——(),}’o’

Y/ 0
(67) d;ﬁ =Ly g+ Zaf}-H 5%)

o+ B=k, k=1,2,...,n—1.

Pour Pordre 2, on aura, en écrivant les conditions d’intégrabilité,

‘ dZ)\+2y- . 0Ly 1 V41 _QZ . 07y 1 i}’)

(68) dy, —  0dx  dy, dy, Ox
0Ly w1 dZMH-‘z i}’_ - dZMH—z dy .
dye — 0r  dy, dy, Odzx

Prenons la dérivée de (65) par rapport a y,, nous aurons

0 — dn_lf i)l + ideM—Qp, + Q_de).H Y41 gdz)\pu—z
T ddy i 9y, o dy,  ds  dye ot dy,

ou, en tenant compte de (68) et en annulant le coefficient de

dZMH—fz’
d)’o
il vient I'équation (54) et
— ar=f af dZ‘MH—? df 0Z)A—lp-+l __ g_f (_);V. dZ)‘pﬁpg.
(69) o= d dyt-+1 + Js Oz or  dz ar dz  Jdx

En opérant de méme sur I’équation

dn—-‘zf

do+idys—1 — %
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nous obtiendrons

(70) o= da 1 dye. T o5 T ox Jdr dx  Jr dr oz

da—lf o_f ()Z)\+1}L+1 + ﬂ‘ ()Z).+2p. af dV 07, Pt

Différentiant (65) par rapport a &, on a

dr-1f ar=1f oy  Of 0lyiep ﬂ' Ol v + i/' Oy pis Y

@0 dar+1dys + dxrdyv+ gz Tor oz T o5 oz ot Oz

Il est facile de vérifier, comme précédemment, que cette derniere
relation est une combinaison linéaire de (69) et (70). Il résulte des
calculs précédents que 'on a n équations pour déterminer les 7 + 1

<o 0748
quantites —=-

On sait, d’apres M. Darboux, que, pour intégrer I’équation aux déri-
vées partielles proposée, i1l faut chercher 2 former, en dehors de
I'équation proposée, deux combinaisons intégrables des équations en

)’, :7[)’ qa -‘-,Zocfib
Soient

F(x,y,sp,q,...)=const., F,(z,y,5p,¢, ...) =const.

deux combinaisons intégrables; les deux constantes qui figurent dans
ces équations doivent étre considérées comme des fonctions incon-
nues de y,; éliminant y,, on est conduit & une équation de la forme

F = fonction arbitraire de F,.

Cette dernierc relation peut étre évidemment considérée comme
une nouvelle équation compatible avec la proposée, et qui admet en
commun avec elle une intégrale avec une fonction arbitraire. Les ré-
sultats obtenus précédemment nous fournissent un procédé régulier
pour construire la surface intégrale passant par une courbe donnée C
et tangente, tout le long de C, & une développable D passant par cette
courbe.

Soient, en effet,

2(2), y(1), =(R)y Zio(2), Zoi(})

les fonctions qui définissent la courbe C et la développable D; elles
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vérifient la condition
dy

dl py
_)\ —-Zloﬁ +Zo|g)‘\"

Les fonctions z,,, 2y, %o, sont définies le long de la courbe par

dZ“, dy
=Ty T B
dZ,, x J=o

ah :Znﬁ“*“zoaa%\:’

D’une fagon générale, si 'on a déterminé les valeurs des dérivées
jusqu’a Pordre 7, les dérivées d’ordre ¢ + 1 seront données par

dZOi . dx d)’
=l gyl gy
di-2f

an—z —°

On procédera ainsi de proche en proche jusqu’a I’ordre n.

Si 'on remplace x, y, = et les dérivées par leurs expressions en
fonction de A, F et F, deviennent aussi des fonctions de A entre les-
quelles il y a une relation

4’ (Fy Fl) = 0.
On envisagera ensuite le systeme

() ()f dn——‘l‘ 0;1—2./‘
Sf=o, 5/;:0, ;)T—y:o, R (MT};:O’ ey JyT—?:O’ ¢ =o,

dont la solution générale renferme une fonction arbitraire, et I'on
formera les équations différentielles des caractéristiques. Si I'on sait
les intégrer, le probleme s’acheve par des éliminations, car ici on
connait la multiplicité initiale M7, et par suite on n’a plus qu’a cher-
cher le lieu des caractéristiques issues des divers éléments E* de cette
multiplicité.

Ann. de U’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIIL S.6
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En appliquant les principes précédents a 'équation
aers ()
=qg3s+q q’ Y

on trouve, par des calculs que jomets a dessein, que les deux combi-
naisons intégrables sont définies par I’équation linéaire et du premier

ordre
oF JF JF

A= +B—+C—==o,
el e
q q
_of of
A= B—= <1+ f+dy>
q

—C_3q+2——f+f +4 L ()f

%G5
7oy " oL 7

2
q
q
2 2 2\ 2
baBL (LY PI(D LY
dy()g‘] q q

pra
”4

TROISIEME PARTIE.

18. Considérons maintenant un systeme completement intégrable
composé deI'” — n + 1 équations d’ordre p; en appliquant le procédé de
calcul indiqué au n° 8, nous pouvons préparer le systeme de fagcon que
I'une de ses équations ait la forme

(72) q)(‘rh "‘3z119~’ 4 7[) lZ

P P —
IR ""Za, B BT 979;[ a,,+1)"'0
(4 +...+a,=p—1).

Soit
-:F(‘le ---7-Tn)
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une intégrale quelconque du systeme; sur cette intégrale, Z', ..., Z?
sont des fonctions connues de «,, ..., x,; et, par suite, les équations

dx, - o dxp . _ dx, -
(73) T—..._—T—...—T_dt
0Ly ., ., o0zr dart

Oy gLy, 0y O -1

définissent sur la multiplicité intégrale une famille de courbes (multi-
plicités & une dimension) que nous appellerons caractérisliques.

Nous allons montrer que, sans connaitre I’expression de = en fonc-
tion de «,, ..., x,, on peut joindre aux équations précédentes d’autres
équations qui permettent de définir completement la variation des
variables «;, z, Z', ..., Z? le long d’une caractéristique.

Partons d’un élément E? de I'intégrale et attribuons aux variables
des accroissements définis par les formules (73) et I’équation de la
multiplicité intégrale. Nous aurons

(74) dzf, 5, = B heaoudes  (k=1,2,..., p).

i=1

L’équation (72) différentiée par rapport a ; donne

p—1
Q) od 00 ,
0= — /%t .
oz, —+ dL‘ . Z)u AL )"-‘_Z‘M’o)c, o %o Gl G 1.0,
Remplacons
od od
7 MRS 7
dégﬁl...oc,, dl:‘x)l %t
par leurs valeurs
dzx, dzx,

@ T @

nous aurons, en tenant compte de

D+ 4
ng,.‘.z, 1. '—ZZI PRERUN- TR TN dl‘i;
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I’égalité
drlp

%L1,

p—1
_ 9% P k+1
0= (ﬁ‘i*‘zmzz,...)ﬁi“.xn-k dt
k=0 e fm

Les autres équations du systeme différentiées par rapport a z et les
équations (74) feront connaitre ;Lf et les %ZZI, ey Ei%;
ne dépendent pas de la fonction F, et, par suite, on peut déterminer
les éléments successifs le long d’une caractéristique sans connaitre
I'intégrale.

La caractéristique issue d’un élément déterminé E? est donc bien
déterminée. On en conclut que si deux intégrales ont un élément
commun, elles ont en commun tous ceux qut sont sur la caracteristique

wssue de ce point.

ces équations

19. Envisageons un systeme X completement intégrable composé
de I' — v équations d’ordre p; d’apres ce qui a été établiaun°?7, il
contient » — v systemes composés chacun de I' — n + 1 équations;
nous les désignerons par S,, S,, ..., S,_,.

Soit M% une intégrale de X et E? un élément de cette intégrale.
Par E” passe une caractéristique C¥ de S, dont tous les éléments sont
situés sur M%. Soit alors E'”” un élément de C¥; par E'” passe une
caractéristique C7 de S,, etl’ensemble de toutes les caractéristiques CZ
issues de tous les éléments de C/ formera une multiplicité M? sur M?.
En continuant de la sorte, on arrivera finalement 2 une multiplicité M7 _,
située sur M2, passant par I’élément E?, obtenue par la superposition
successive des caractéristiques des n — ¢ systemes S, ..., S,_,.

Nous désignerons cette multiplicité M?_; sous le nom de multiplicite
caracteristique du systéme X.

On voit de suite que toute intégrale qui contient un élément E? con-
tient la multiplicité caractéristigue M,,_, issue de cet élement.

20. Etant donné le systeme X, il est facile d’obtenir, par le change-
ment de variables de Cauchy, un systeme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre définissant I’ensemble des multiplicités
caractéristiques M2 _,.

On peut supposer, en effet, qu’il y a, parmi les équations du sys-
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teme X, n — v relations de la forme suivante
P
(75) o :(I)l-(x,, RPN S9SN ATTIN ZP—‘Z’o’z,...a.-+1,..ot,.Za,‘..a,._‘,+|.‘.au, . -aZg,...a,.—H)
(i=1,2, ..., n—v), (4 +...+t,=p—1)

et telles que les lettres Z5 , ., . y figurent effectivement.
Veffectue un changement de variables tel que

Ly <oy Tpey
ne sont pas altérées, tandis que
Zn—v+1s «+ 5 Lp

deviennent des fonctions de «,, ..., x,_, et de v nouvelles variables

Yis oo or Ve
Yaurai les formules

(76 le{[.,.) LL+1 EL/-H dwn—v-«-?
7 ) dwi D1 -+ Dn- v+9+1 D ‘)xi ]
& v
(77) JZ IR PR I{+1 ()J?n—v+p
0 - 10 n—v+9+1 An —7——’
Ya o Ya
(=1,2, ..., n—Y, g=1,2, ...,9, k=1,2,...,p—1;

jen déduis

k+1 k+1
(7 )()Zlm—i L ———2(le MvapHl dx,,_.,_,_p 0Z gl D d“'n-—v+p>

9y 0=1 dx; 9y, d)’q dx;

Je différentie les équations (75) par rapport a y, en tenant compte
de (76) et (77) jusqu’a Pordre p — 1 et de (78) pour Pordre p, et

jobtiens
9 ' 00 < Pl
xn—‘/—l-p ket ZLn-v+p
— -+ Z —_—r
(79) o= 20%—%9 9¥q Z(dln & W hdnet e T gy >
0Ly yiir. w
“ v O ”
E 0Ly, g dyq

2 (dy{;(...d",%?-&-l..‘a,l axn—w\—p . dzg1.‘.a,,_.,-.?+l...oc,, ()a"n—v+p> 3
()L11 1. ox; ¥4 9y, dx;
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Je choisis le changement de variables de facon que I’on ait

0D; oD, d-fzz—v+p _

()Zgl...octﬂ...a,, dx;

03

(80)

0L, 20yt
dans ces conditions, le terme en

-
P
al‘“n- Ayl Oy,

dyq
disparait dans les équations (79), qui prennent la forme suivante

i dxlz —V—+1 ()xn—v—*-‘z 0.1'

An 0}/1 + Ap o +.o Ay aﬁ =0,
dxn—‘/—H X dxn—‘ﬂ—" dvvn
A ())’v A 97y + Ay ())’v — O,
(=1,2, ..., 08—

Le déterminant de ces équations linéaires et homogenes en A,,, ...,
A, est précisément le déterminant fonctionnel de x,_,.,, ..., , par
rapport & ), ..., yy; il est certainement différent de zéro, puisque
Ly_yirs -+ s T, SO0t des variables indépendantes; on a done

A“:O, ey A[v—_—.o,

c’est-a-dire

P
0D, k+1 o0, ()Zoc,.,.a,,-v+9+1...oc,.
7 .
N

p—1
T
s dxn—v-;-p - ()Z ™, SRRV RS PRV N ()Zg,...oc;+1...a,. dxl.

Si nous différentions les autres équations du systeme X par rapport
ax,, ..., x,, successivement, et si nous tenons compte des rela-
tions (76) nous aurons un systeme du premier ordre définissant
Lpyyits ooy Xy, 5, L', ..., ZP en fonction de x,, ..., o,_,; il résulte des
raisonnements faits au paragraphe précédent que ce systéme est com-
pletement intégrable, et nous avons indiqué au n® 8 comment on ra-
menait Uintégration d’un systeme de ce genre 4 I'étude d’équations
différentielles ordinaires.
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Nous arrivons donc a la conclusion suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un systeme diferentiel
complétement intégrable definissant = en fonction dex,, ..., x, ait des
caracteristiques dependant d’un nombre fini de constantes arbitraires
est que, st p est l'ordre le plus élevé des dérivées quiy figurent, et si I’on
a amené toutes les équations a étre d’ordre p, le nombre de ces équations
soit égal a T'Y, — i, i étant un entier positif inferieur a n.

21. Pour achever l'intégration du systeme proposé, il faudrait,
dans les formules qui donnent ., ..., 2,,5,2',..., ZP en fonc-
tions de «,, ..., x,_,, remplacer les constantes d’intégration par des
fonctions de y,, ..., y, telles que les relations (77) soient vérifiées.

On verrait, par un caleul tout a fait semblable a celui du n° 10, que
cela revient a trouver les multiplicités M? qui vérifient notre systeme.

C’est ici qu’apparait une différence essentielle entre les systemes
que nous étudions et les systemes du premier ordre; pour ces der-
niers, la multiplicité M, se détermine sans intégration, tandis que
pour nos systemes la détermination de M7 deépend d’un systéme
d’équations aux deripées partielles plus difficile a etudier que le systeme
Propose.

Proposons-nous, en effet, de déterminer cette multiplicité M7;
soient

s=d(xy, ..., 2,), Lyp) =0y vo ey Xy =0

les équations de son support; en vertu des principes exposés au n° 3,
tous les Z% .. 5,0...0 sont déterminés en fonction de ;3 les Zi . .o,
sont des fonctions inconnues, dont les Zy _, qui n’entrent pas dans
l'une des deux catégories précédentes sont des dérivées; on aura
ainsi & intégrer un systeme différentiel a v variables et a

1+ Ty +.. -+I‘5—v :I‘r’;Av+l

fonctions inconnues.

Or, on voit aisément que, si le support ¢ est déterminé, I'orienta-
tion des éléments d’ordre p est déterminée a des constantes pres;
donc les fonctions inconnues qui entrent dans la définition de V'inté-
grale générale du systeme X doivent entrer dans la définition de ¢ ;
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donc, ¢ sera défini par un systeme différentiel & v variables dont la
solution générale est définie par v courbes passant par un point
donné; ce systeme est donc plus compliqué que le systeme =.

22. Considérons une multiplicité caractéristique M7_,; par cette
multiplicité passent une infinité de surfaces intégrales m,; et un cal-
cul tout a fait analogue a celui qui a été fait au n° 12 montrerait qu’on
peut établir la formule générale des orientations d’élément d’ordre
P’ > p correspondant a ces différentes multiplicités intégrales.

On peut en conclure le théoreme suivant : Si deux multiplicités inté-
grales m,, ont un elément B¥ (p' Z p) commun, il en est de méme en tous
les points de leur caractéristique commune.

23. Soient
Zp—myi1— Xn—v—H ['171’ ey Lpoyy x?a ey .’Z‘,ll 50’ (Zl)o’ ceey (Zp)o],
Zn =X, (21, ooy Znvy @05 o s 20, 3% (21)0, L., (2P)° ],
3 =17 [@1s ooy Ty 28, ooy 2y, 2% (L1)°, ..., (ZP)°],
2, =@ (x4 @y, )
/4 = @? (x4, s Zp—vys )

les équations finies des multiplicités caractéristiques.
Par un élément E#~' passent «” caractéristiques dont le lieu est
une multiplicité intégrale m, ; son équation est de la forme

Flz, 21 ooy @y &Yy oo s X0y vty ooy X0, 30 (A1) oo, (ZP71)] =0

Si, dans cette équation, on donnea «9, ..., x,_, des valeurs numé-
riques quelconques, et sil’on considere les autres constantes comme
des parametres arbitraires, on a une intégrale compléte du systéme X.

Inversement, supposons connue a priori une intégrale complete;
supposons, en outre, que I'on connaisse une multiplicité intégrale
M?; on pourra alors, par de simples éliminations, trouver la multi-
plicité intégrale m, passant par MJ. En effet, si I’on considere un élé-
ment quelconque E” de M}, il y a une intégrale complete bien déter-
minée qui passe par E?. Envisageons ’ensemble des éléments E? de
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M et la suite des intégrales completes passant par ces divers élé-
ments; elles seront représentées par une équation de la forme

F(zs,zy, ..., x,,a, ...,a,) =o,

les a étant des parametres définissant la position du point correspon-
dant & chaque élément E”.

Pour avoir I'intégrale demandée, il suffira évidemment de chercher
I'enveloppe de ces intégrales completes, c’est-a-dire d’éliminer a,,
a,, ..., a,entre les équations
oF oF

F—=o — —o — = 0.
’ da, ’ ’ Jda,

24. Nous allons appliquer les résultats précédents a un cxemple
simple.
Soit le systeme

0%z s
- —+c
dx,0x, ~ 0zt ’
025 0%z 0%s
= — + ¢’
0z, 0z,  dx? T oxi
0%z N 0%z e
dzydxs — ~ dxl ’
L J?s 0*s
= 3 5 "
03 gz T oxy T

nous avons montré au n® 7 qu’il était completement intégrable.
Des deux premieres équations, on déduit

S5

23 %z J%s

+ — —
2% dr dr, dr;dx

—c—+c' =o.

<

Les équaffons différentielles des caractéristiques sont donc

dr,=dr,— — dr;=d!,
ds = p, dr,+ p, dry—+ p; dr;,
dpy = pndr - piadxy =+ pisdars,
dpy = padx; 4 pasdry - prsdrs,
dps = pay Ay + pydies+ padry,

dpyy = o, dpy, =0, dp,; = o,

9 2]
~a

Ann. de ’Ec. Normale. 3* Série. Tome XIII.
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ou l’on a posé
_0s 0%z
pi= ().Z',‘ Pik= ()Ii()l’k

Les équations finies des caractéristiques sont donc

xry=x) +¢,
Xy ==&y + L,

xy=—xd — ¢,

s = o+ (pl+py—pt+(c—c"+c")e,
pr=p+ (Pl +Pls —Pis)b
pr=ps+(c+c")t,

ps=pS+(pl, +3p), +pls—Sc—c"—c")t;

Pu=pis,

Pra=pYy

Pis=Pls»
Pa=p,—c¢,
Pas—=2pi, —2c—c,

— 0 0 m
Pss=p1 +3pl, —3c—c".

Il s’agit de déterminer maintenant les multiplicités M3 vérifiant le

systeme proposé; nous poserons x; = o et nous aurons trois fonctions
inconnues, a savoir

S =1{(z], 23), Ps Pis

On tire immédiatement des équations données
F U9y

dztdxy — dxl

ol _ Yy
ory —oxyr T omyE T

-+ c,

0 21
353 =2 adm"é +
2 2
[ — 02‘? o
Pis = ;

Nous voyons donc que le support de la multiplicité M2 est déter-
miné par une équation aux dérivées partielles du second ordre a deux
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variables indépendantes. L’intégrale générale de cette équation est
(81) 0 =calxd + h(x? + 23+ X (7).

A et X étant des fonctions arbitraires de leurs arguments; on en
déduit

(82) pl=12V (2! +x) X' (x9) + ¢’ 2] + "2} + p,

w étant une constante arbitraire; et enfin

(83) P, =23 (x§ +x) + X" (x]) + ",

puis
o _ Oy e — 7Y _ 2y

. Pis = gper  Pe=gamory T ey

(34) Coop . _op 9 o
n:@{’ 1323—5;.3’ [’1-07? Pa——m'

Pour avoir l'intégrale générale, il faut éliminer xf, 23, pl, Pas Par
P,y ..., P, entre les équations finies des caractéristiques, ou I'ona

fait 2 = o, et les équations (81), (82), (83) et (84); parun calcul
facile on trouve

s=c(@+ 23) (22+ Z5) —[(c—¢")(zy+23) = (C—'C”)(Iz‘*‘xa)—l"]fs

i ="+ ") xl + h(x  ay 2 T) 4+ X (.ry + x5).



