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EN DE LA. FONCTION
©[^)(.)-G,],

P A U M. E. L A C O U i l ,
M A Ï T Î î E DI-; œ^TihUSNCES A LA F A C U L T É DES SCIENCES DE N A N C Y .

Je me propose d'appliquer à la fonct ion

©[^)^)»(i /]
la méthode générale que j 'ai , ind iquée , dans un travail précédent, pour
les f o n c t i o n s à m u l t i p l i c a t e u r s exponent ie ls {Annales de l'École Nor-
mâle; :ï8()^, Supplément ) .

Soit
/(^,,v)=:o

u n e é q u a t i o n algébrique de genre p , et soient T la sur face "de Rie-
marm (1) correspondante , T cette» surface rendue s implement con-
nexe au moyen des coupures

a \i ^2? • • " » ^fif

^, &3, . , . , b^

u^^) l ' in tégra le normale de première espèce qui admet la période
^ r : ^ " ^ ' " ï le long de la coupure a^ 2?^ la période de l ' intégrale ^(Y)
le long de la coupure ̂  de sorte que [il^^ PA/-

Considérons la fonc t ion (â) dé f in ie par l'égalité

0( u^ u^ ..., i t p } = S^i"1*4-^^^^-4^/'^/^^^^^^--^^,

( 1 ) Fuir kpwu. et GOURSAT, Théorie dan fonctions algébriques et de leur!} mtégraleîî^
p. î9 /5 et a33.

('â) BtiiOTj /^/K^w^.y'a&eÏ/c^^c'A'; p. n/j.



4.16 LACOUR.

où les p nombres ent iers m,,, /^, ... , nip varient de — ce a -+- ce et ou
o(m^ m^, . . . » m^) désigne la forme quadra t ique

I<2(3//,w/w./,= (3^mtf--^-• . .+ 2pi2^?.im^+. . .;

posons
u,-=u^'(z)-G^

en désignant par G^ Ga, . . . , G/, des constantes a r b i t r a i r e s , et repré-
sentons la fonction ainsi obtenue par

^(^^©[^K^-G,].

Cette fonct ion est régul ière en tous les points de la su r face T, reste
c o n t i n u e quand on traverse une coupure a^ ou Ci et a d m e t , le long
d 'une coupure h^ un m u l t i p l i c a t e u r déf in i par l 'égalité

ï^^)^::!^?)^-^^?)11"-?-.

Elle s 'annule en p points de la surface 1", et les valeurs correspon-
dantes de z vériûent les p relat ions

^(sO-h^C^) -4-...-+" ^^(s^—i^^Cf ( z = i , 2 , ..., / / ) ,

dans lesquelles les constantes (^ sont i n d é p e n d a n t e s des q u a n t i t é s
arbitraires G^ et où le signe =:s rappelle que l ' éga l i té a l i e u à des m u l -
t iples près des périodes de seconde espèce.

D'après une f o r m u l e de Clebscb et Gordan ^Théorie der AbeUcheri
Funclionen, S. 198), on a pour la fonct ion Q^u^Çz) — G/j u n e décom-
position en facteurs analogue à une décomposition connue pour les
fonct ions à mul t ip l ica teurs constants. Cette fo rmule peut s'écrire

^l^^)^^^^^^^^51^^-'^^é[ u^a) — ^'•'(s^ ̂ y^j _^ _ ̂ ^^^
^ ^ s [^) -.,.,. ̂ 5(^1 +;2 [n,^^^ n^(<|,

en désignant par Ïl^s l 'intégrale normale de troisième espèce q u i se
comporte, dans le voisinage des points ^ ût^., comme

Log(;3—^) et — ' L o g { z — ^ )

et par ^, z'^ . . . , s , des valeurs de s qui, se déduisent algébrique"
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înent de ^, ^, . . . , Z p d 'une part et de a et de z d'autre part, d'après
une règle dont l 'énoncé géométrique est très simple.

Nous al lons rattacher ce résultat à une formule qui s'obtient d'après
une méthode de Riemann , en évaluant l ' intégrale

fïL,(^)^Log<ï>(,z-)
J'y

prise suivant le contour de la surface T et en app l iquan t ensuite à la
même intégrale le théorème de Cauchy ou du moins l 'extension de
ce théorème aux surfaces de Riernann. On t rouve ainsi

Log^=i,^[^(^)(^) ̂  u^(a)] 4- IIW^) -h y(^ ) (A-=i .2. .p),

^ ( z ) é lant u n e fonct ion assujet t ie seulement à avoir les propriétés
suivantes do la fonc t ion F(s) : Elle est régulière sur toute la surface
île l l i emann T et admet les mêmes multiplicateurs que F(-s) le long
des coupures a/, h^ c/. Cela suff i t pour établ i r que cette fonct ionna
/ ) zéros, et les valeurs ^ qui f igurent dans la formule désignent ces
zéros.

<p(,s) est u n e fonction qu i ne change pas quand on change la fonc-
tion ^(^) ( în l o i conservîmt les propriétés précédentes. La valeur de
ç ( z ) est

—_ | fii.^p)^^)^1^!^^?)^^)^...^ fïWp)j^L
^ 7 T v - — ï Hy^ J^. Jf'y J

les intégrales qu i f igurent dans le second membre sont prises le long
des coupures b^ la variable décrivant le bord négatif de la coupure
dans le sens qui correspond, à ce bord négatif.

A p p l i q u o n s celte formule à la fonction F(^) et à une fonction qui
w d é d u i t de F ( s ) et, changeant les valeurs des zéros,

i ^ef^K^) -^^(^)-^ ( / )(^ ».- u^^p) + (<|
^û^QF7(77(-^ u^(^) - u^(z,) —. . .- ^.(O(^) + (̂
^ ïn'^u^ (s) - u^Ha)} + 2H^(^) + 9(^). '

l 0 F ̂  ( ̂  ) -^0(^,);-^(/K^),—^^.—
M)f, ̂ ^^y_ uW^z\) - U^ (X^) — — . . . - U^ W + CJ

= .S^J;^^^^)-^^ (a)]+211^(4)-+-9(^)-
^//r//. ̂  l 'Éc , Normctie. 36 Série. Tônic XIÎL NovRMBniî 1896. 53



4 l ^ L A C O U R .

Oî\ on peut établir entre les deux systèmes de poirils

il ne relation, telle que les lo^mthsm^s qui figurent dans les premiers
membres des égalités précédentes soient égaux et de signes con-
traires. Nous allons le rnontrer dans un instant.

Supposons cet te relation établ ie; en retranchant membre a membre
les deux égalités nous ferons disparaître ç(s) et il viendra

o r ..o.6^5^ r { / ( i ) (^)- { f i ' ) (^ ) -- • •"- ulil')(s^ c/],i,(̂ ^^^ ,̂.,̂ ^^^

:~: în,[^(z) - ̂ ^(a)] 4^[ila.(^.) -1S:^(^.)].

Il n^y ;i plus qu^'î se servir de la relation

^\/n,,,=^(,,,,

appelée théorème de réc/iange du- pciwnèlnï el de fa'r^ufne/il^ el h
passer des logaritlïmes aux nombres pour obtenir la formule de dé-
composition

Q[u^(z) - ̂ /^,) ~ ̂ (0(^.) -. . .--11-- /^'KV) 41" C/:]^^^^^^^^

l lS:l//^ïla)-//^)(^)l-^-! ' IS['51.,^ (s j . - î 1 ! , ' . (//,']rr:: 6'" 1 " ' " A ^ À" /»

qu' i l , s'agissait d'établir.
Il reste à déf in i r la relation entre le système des points ^ et le sys-

tème des points z^
Soient

7i» " ^ " i i ' * • •> " / t t - ' ï

les ^ — 2 points d^intersectiorï de la courbe

/(,z',j)=o

avec la droite joignant les deux points ae t / s . Considérons une courbe
adjointe C,^a d'ordre n — 2, passant par ces points y,, ..., y^a. Elle
rencontre encore la courbe en ip points , dont p peuvent être pris
arbitrairement. Prenons pour les p points qui peuvent être choisis
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a î4) h rai rem ont
^ï 5 ^2? • • • 5 ^pf

et soient
z 1 •» ^ a <» . . . , -3^,

les y^ au Ire s points .
En app l i quan t le théorème d'Abel aux points d'intersaction de la

courbe donnée avec la droite az d'une part et avec la courbe ad-
j o i n t e (,.:,̂ 2 d 'au t re part , nous trouverons successivement

/••^ ^5 /-.Y. ^ï- ^n.^

J €l/fi^-+- j clu'^-+- j clu^.^ j cla^^-..,~\- ^ d^1^ ^=Af,

1 < / / / f / ) -4 - " I ^/^')-+.. . .-^ f /^(/•)4- / d((S1^...^ ( } di^

^ï< .,ï.-.
•"}". j da'^ ~+-. . . 4- j du^ = B/,

o î s b ien

/ , ( / ) (a) 4- u.^{z) + /^^(y i ) + /^^(ya) +. . .+ u^(y^) = A/-,

^(/•)(,^)+.. .-^^(/•î^p)+«(^«)+.. .+^ f ^)(^)+^(/5(y04-. . .^^^^(y,^)^ B,,

et nous pouvons en dédui re par soustraction

/,(/)(,,) _ // ( / " ) (^) » ̂ )(.^) ~...- /^^(^^
4^(0(^)^^) (^)_^(0(^) -...-^^(4)=-H/,

H, é tant une quanti té qui reste fixe quand la droite as et la courbe €^3
se déplacent de façon que leurs n — 2 points d'intersection restent sur
la courbe donnée.

On a, d'après cela et en remarquant que @ ne change pas quand on
change les signes des p arguments,

© [ ^ ( O ( ^ ) _ ^ Q ( ^ ) _ . . . _ ^ O ( ^ ) + Q ]
==©[^(^)-^^)«)-. . .~^(4)+H,-C,).

Si, run des points du second groupe, z^ par exemple, vient se con-
fondre avec a, les p points du premier groupe sont sur une courbe
adjointe (Perdre ( ^ — 3 ) (CLEBSCH et GORDAN, Abeischen Functionen,
S» .206), le premier membre de l'égalité précédente s'annule alors et
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l'on en déduit

@[u^{z\) 4- /^)(^) +...+ ^(/)(^,, ) - H/+Q] =o.

Ceci exige (BHÏOT, Fonctions abélienne^ p. i.^) qu^ l'01'1 î^

Ï Ï—C.=C/;

cette cond i t ion n o u s détermine H/ et la r e l a t i on entre les f o n c t i o n s 0
devient

Q[a^(z) - u^(^) -...- u^(z,} + €/]
= 0 [ ///<•) ( a) - //^ ( ̂  )-...- (^ ( G;. ) + (<1.

On trouve de rnêiïie, en. éc l îangeant les points a et /s,

Q[f/W(a) — / / ^ ( ^ i ) — . . . — ^^C^) + C,]
»= e[/^/')(,s) - u^ (^) -... - //^ (,s;,) + (;/•],

et l'on peut en conclure i m m é d i a t e m e n t que l 'expression

^t'^'^l-"- ^' 'K^i)-- • •- ^ ( / ) (^ ) 4"(1:/]Lo^^^^^^

change de signe quand on remplace les poin ts dis premier groupe

'^i? •^â'» • • ' 1 ^pi

par les points du second groupe
1 ^ , 1 ^f*'i? ^;^ " • • » ^//'

C'est ce que Fon avait admis dans la démonstrat ion de la fo rmule q u i
donne la décomposition en facteurs de là fonction F(5),


