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RECHERCHES

POINTS DE WEIERSTRASS

COURBE PLANE ALGEBRIQUE,

Psrx M. M. HAURE,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPKRIKURE.

INTRODUCTION.

On sait & quelle propriété des courbes planes algéhriques M. Weier-
strass a rattaché la notion de leur genre.

Soit P un point d’une pareille courbe; si 'on considere 'ensemble
des fonctions rationnelles de z et de y attachées & la courbe qui sont
infinies en ce scul point, leurs ordres, rangés en suite croissante, re-
produisent la série des nombres naturels, & un certain nombre de
lacunes pres. Le nombre de ces lacunes est indépendant du point P et
est égal au genre p de la courbe.

Nomunrons les nombres, dont 1’absence constitue les lacunes, les
ordres manquants. Si le point P est quelconque, ces ordres seront les

nombres
I, 2,73, ..., pP;

mais, en certains points particuliers A, ils pourront étre différents.
L appellerai ces points A des points de Weierstrass.
Cesta I’¢étude de ces points qu’est consacré le présent travail. Ils ont
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déja 6té objet de quelques recherches de la part de MM. Schottky (*),
Neether (?) et Hurwitz (*), sans compter ce que M. Weierstrass a pu
en dire dans ses Legons non encore publi¢es sur les fonctions abé-
liennes (*).

Je me suis proposé, en poursuivant les recherches de ces géometres,
particulizrement celles de MM. Schottky et Hurwitz, d’arriver & la dé-
termination des divers systemes d’ordres manquants qui peuvent se
trouver dans les.courbes d’un genre déterminé et aussi & la définition
des classes de courbes possédant un point de Weierstrass correspon-
dant & I'un de ces systemes.

A ces recherches, il était naturel de rattacher Ié¢tude des fonctions
rationnelles infinies en ce seul point, et aussi des familles de groupes
spéciaux que I'on peut en faire dériver.

C’est ce que j’ai fait, en me servant surtout des théortmes de
M. Necther (?), et cela m’a permis de traiter Papplication qui termine
ce travail.

Des cing Chapitres qui le composent, le premier est consacré i
Pexposition des théortmes de M. Neether; le second, & la définition
précise des points de Weierstrass et des familles de groupes qui en
dérivent, ainsi qu’a la démonstration d’un important théortme de
M. Weierstrass (*), relatif & Pexistence d’un systeme d’intégrales
de premiere esptce, infiniment petites en A, dont les ordres infinité-
simaux sont précisément les ordres manquants.

Dans le troisieme Chapitre, je développe au début, conformément i
des indications données par M. Hurwitz ("), unc méthode pour for-
mer des tableaux d’ordres manquants; j’établis ensuite, d’apris
M. Schottky (*), la relation qui existe entre deux fonctions convena-
blement choisies, parmi toutes celles qui sont infinies en A. Je pour-

(1) J. C., t. 83.

(2) J. C., t. 97.

(3) M. 4., XLL

(*) B. N., Berichte, p. 431 el suiv.
(%) Loc. cit.

(%) B. N., Berichte, p. 432.

(7) Loc. cit.

(8) Loc. cit.
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suis, dans le quatrieme Chapitre, I’étude de cette relation, ou plutot
celle de la courbe qu’elle représentes je cherche ensuite les conditions
que doit remplir cette courbe pour pouvoir servir a la définition d’une
classe de courbes possédant un point de Weierstrass A d’espece déter-
minée; cela me donne le moyen de vérifier si un tableau formé par
la méthode du Chapitre III est effectivement un tableau d’ordres man-
quants.

A ce Chapitre est joint le tableau des systemes d’ordres manquants
pour p=3,4,5,6,7. Vai donné dans chaque cas la courbe que je
prends pour définir la classe, avec les conditions quila caractérisent
et qui, toutes, portent sur ses points multiples.

Enfin le dernier Chapitre contient une application de ce qui précede
i la définition des courbes gauches comme transformées point par
point des courbes planes, avec quelques remarques préalables sur les
courbes gauches déduites de groupes spéciaus quelconques.

Voici la liste des périodiques ou des Mémoires que j'aurai & citer,
avee I'indication des abréviations par lesquelles je les désignerai :

Journalde Crelle.. ... i, (J.C.)
Mathematische Annalen.. . .... ..o e, (M. A.)
Brit et Nowrner, Ucber dic algebraischen Functionen, elc.

(Mo A, VI o e (B.N-A. F.)

Briu et Noeruse, Bericht iber die Entwicklung der Theorie

der algebraischen Functionen (Jahresbericht der deutschen

Mathematiker-Vereinigung, t. 11, p. g2-03) ......... ..., (B. N.-B.)
Havenes, Mémoire sur la classification des courbes gauches

algébriques (Journal de U Ecole Polylechnique, 52¢ Cabier). (Ha.)
Hurwirz, Ueber algebraischen Gebilde mit eindeutigen Trans-

Jormationen in sich (M. A, t.XLL)........oooiiiii (Hu.)
Noerugr, Beweis und Erweiterung eines algebraischen func-

tionen-theoretischen Satz (J. Co, 1. 9T) oot (NV.-S.)
Noeruer, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen

Raumcurven (J. Co, 1.93)0 0o ivn oo (NV.-R.)

Scuorrky, Ueber die conforme Abbildung mehrfach zusam-
menhdngender ebene Fliche (J. C., 1. 83) . ... .......... (Sec.)
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CHAPITRE I.

THEOREMES DE M. NOETHER SUR LES FAMILLES DERIVEES D'UN GROUPE
DE POINTS.

Dans ce qui va suivre, j'emploierai, pour désigner les groupes de
points situés sur une courbe, et les familles formées de ces groupes,
les notations généralement adoptées et dues a MM. Brill etNoether (*).
De plus, jappellerai ordre ou degré d’un groupe G, le nombre Q de
ses points. Ce scra aussi Pordre ou le degré de la famille dérivée
de Gy.

Quant i la courbe algébrique elle-méme, je la désignerai par Cou /,
J(z,y)=o étant son équation en coordonnées cartésicnnes. Jaurai
souvent a considérer les courbes adjointes d’ordre n — 3, n étant le
degré de C; je représenterai leur équation par

(,0 20y

etjappellerai ces courbes des courbes ¢.

Je rappelle enfin, une fois pour toules, le caractére d’invariance que
possedent les groupes spéciaux, relativement aux transformations bi-
rationnelles de la courbe C dans les autres courbes de sa classe (au
sens de Riemann); j'en profiterai, en particulier, pour substituer & G
une courbe de méme classe convenablement choisie, s'il y a licu,
lorsque j’aurai & étudier un groupe spécial déterminé.

1. TutoriME (2). — Pour que d’un groupe GI, on puisse déduire une

. . . Q
famille {_, de groupes, corrésiduels entre cux et au groupe formd par
Q — p points de G, il faut et il suffit que Uon puisse trouver dans ce der-

(1) B. N-d. F.
() N. §.
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nicr Q -— p points par lesquels passent o courbes ¢, linéairement indépen-
dantes, qui ne passent pas par les o autres points.

Soient G§_, la partic de G§ corrésiduclle des groupes de yj_,, 7+ 1
le nombre des courbes ¢ linéairement indépendantes passant en tous
les points de GJ, 7 -+ 1 le nombre de celles qui passent seulement aux
points de Gf_,.

La loi de réciprocité de Brill et Neether (') nous donne

¢=Q—=p+i1+r=Q—p—p-+1+r,
d’olt
r'=r-p;

il passe (.lonp par Gfj_, p courbes ¢ qui ne passent pas par les p points
restants de G§.

Supposons maintenant cette condition remplie, soient ¢ et ¢’ les
multiplicités respectives des familles dérivées de Gy et de Gy

On a

g = Qe p 1t
et
G =Q g p ot A (P p) = Q= p A1 r=gq.

Soit 'y un groupe résiduel de Gf; I'y et les g points de G§, autres que
ceux qui forment Gf_,, constituent un groupe résiduel de ce dernier,
I'iifs on voit immédiatement que le systeme des ¢ + 1 courbes ¢ qui
passent en I'y ne peut différer de celui des ¢ +- 1 courbes ¢ qui passent
en Iy, . On en conclut que la famille dérivée de G§ coincide avec celle
dérivee de Gf_,; le théortme précédent donne donc aussi la condition
nécessaire et suffisante pour que la famille dérivée d’un groupe G, sout
formée de groupes ayant p points fixes communs.

¢ K12 ' 2 7t : ; e

2. Tutorime (?). — Soit Gy un groupe de Q points par lesquels passent
r+ 1 courbes ¢ linéairement indépendantes. On peut loujours ranger les
points du groupe dans un ordre

Agy Aoy -0y A,

(Y)Y B.N.-A. F., p. 282,
(" N. 8.
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tel que parma les groupes
Glz(al)v G:Z:(ah “2): R G[J.:: (071,612, ...,(l[,,), R}

il y en ait p—r—1 qui ne donnent naissance @ aucune famille de
groupes corresiduels dont tous les points soient variables.

Soient

Gy, = (@, gy « ..« ay,)
le premier de ces groupes donnant naissance 4 une famille de groupes
de points variables, et g7 cette famille. Tous ses groupes ne peuvent
avoir en commun le point @, , carils formeraient alors une gf _, déri-
vée de Gy,_;, ce qui est impossible; d’autre part, les groupes qui con-
tiennent le point @, forment d'apres cela une gf. ;. Comme clle aussi
est dérivée de G, _y, elle se réduit au groupe unique Gy, ; on a donc
q =120,
et, par suite,
=2

La famille dérivée de G, est donc une g, .

De I résulte immédiatement, en vertu de la loi de réciprocité, qu’il
passe, par les points de G, p— {, + 1 courbes ¢ linéairement indé-
pendantes. Il peut se faire que ces courbes passent toutes encore par
un certain nombre d’autres points de Gg; soient @, ., @y, 0 «--s
a,,_, ces points. Je forme, en les adjoignant & G, dans 'ordre d’ail-
leurs arbitraire olt ils ont été numérotés, les groupes Gy, pqy Gy g -oos
G, _,- Soit maintenant @, I'un des points restants de G, je forme
avee lui et G, _, le groupe G, . Parmi toutes les courbes ¢ passant par
Gy, ., il y en a une et une seule quine passe pas en a, . Donc tous les
groupes de la famille dérivée de G, ont en commun le point &, ¢t ne
sont pas formés de (, points variables.

Les p — 1, courbes @, qui passent par les points de G, , peuvent
encore passer loules par d’autres points de Gy, @, 1) @y, 4ar -+ » Cyy1s
4 laide desquels je formerai les groupes Gy, s +. ., Gy, _y. Soit @,
un des autres points de G, avec lequel je forme G, ; une et une scule
des p — ., courbes ¢, qui passent en G, _,, ne passant pas en a,,
Gy, donne naissance & une famille de groupes ayant en commun «,,
et ne contenant que |+, — 1 points variables, au maximum.
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En continuant ainsi, on arrive & former une suite de groupes
e R ¢ 9

ne donnant pas naissance a4 des familles de groupes de gy, pyn -,
t-;, -.. points variables respectivement. '

Comme par G, passentp — (1, + 1 - ¢ courbes ¢ linéairement ind¢-
pendantes, et que par G, il en passe r -~ 1, on a

(P = oy — 1

D’autre part, en vertu de I'hypothese faite sur ,, les groupes G,,
Gyy --.y Gy, _y. formés en rangeant dans un ordre quelconque g, — 1
points pris dans Gy, ne donnent pas naissance a des familles de
groupes de points variables. En les réunissant aux groupes G, .
> onvoit qu'il y a en tout

\
Gy oo Gy,
PPy =yl =p e p = 1

groupes G, , dont on ne peut faire dériver des familles de groupes de
points variables. ‘

D’apres la remarque qui sait le premier théoreme, les groupes dé-
rivés de Gy, _, et Gy, sont découpés par le méme systeme de courbes Ga
les familles dérivées de Gy, _, et Gy, coincident donc. Le nombre’des .-
courbes g, linéairementindépendantes, passant par les points desdivers
groupes i ,

Gio G oy Gpm s G Gon s Gy b .
est respectivement égal &

Py Py, ooy oyt Ly Py ey I

Pour les groupes Gy, 1y Gy, sy -+-s Gy, iy compris entre G,
ct G, ce nombre est constamment égal & p — p., — ¢+ 1. Ce sont la
des conséquences immédiates de la démonstration précédente. Elle
nous fait voir également comment sont formés les groupes

1 1 ol
(I” (,12, Peey (l‘”,“, G!L,,-l»-h ey

et, en particulier, Parbitraire qui préside i leur formation ().

(1) On peut établir des théorsmes analogues relalifs & des groupements plus arbitraires
encore; voir V.-S. .
Ann. de I’ fic. Normale. 30 Série. Tome X1, — AvniL 18¢6. 16
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3. Supposons que G, ait été choisi de facon que p., soit le plus
petit possible. On peut alors alfirmer que, dans les groupes des familles
dérivées de

G[J.oy G[J.(,—(—h RS GQv

tous les points sont variables; sauf pour les familles dérivées de G, ,
Gy, ..., dont tous les groupes ont en commun les points a,, @, ...,
respectivement.

En effet, considérons d’abord la famille g, , dérivée de G, ; si tous
ses groupes possédaient un point fixe commun, ils constitueraient, cn
réalité, une g,,_,, ce qui est contraire a I'hypothese sur (,. Prenons
Gy, .. toutes les courbes ¢, qui passent par G, , passent par G, .,
done¢ le point @, ., ne peut &étre commun i tous les groupes de la
famille dérivée de G, .5 s’ils ont un point commun, ¢’est un point a,
différent de a,, . ,; or ce point appartiendrait en particulier i tous les
groupes de la famille qui contiennent «,, ,,, et qui forment une famille
identique & la g, dérivée de G, , ce qui est impossible, comme nous
venons de le voir. La démonstration s¢ poursuivrait de méme pour les
groupes suivants, jusqu’a G, _, inclusivement. Quant a la famille dé-
rivée de Gy, elle coincide avee celle dérivée de G, _,, et scs groupes
n’ont de commun que le point @, . Passons a G, ,,, on verrait, comme
plus haut, que les groupes qui en dérivent ne peuvent avoir en commun
un point a, différent de «,, et a, ... Or, ce dernier, nous le savons,
ne peut étre commun a tous ces groupes. Il en est de méme de a,,,
car G, ., et la famille dérivée ne sont pas changés, si 'on échange «,,
et a,, ., dans les définitions respectives de G, et de G, .. Bt ainsi
de suite pour les groupes suivants.

Nous pouvons donc énoncer, comme il suit, le théoreme précédent :

Soit Gy un groupe de Q points de C, ot passent r 1 courbes ¢,
linéairement independantes. On peut toujours ranger ces points dans

un ordre
@y gy -vey A,

tel que, surles groupes G, = (a,, @y, ..., a,), tlyenail p—r—ru, et
p — r— 1 seulement, dont on ne puisse faire dériver une famdle exacte-
ment d’ordre p.; pour ceux-la, st la famille cxiste, elle est d’ordre e —1.
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Du théoréme, ainsi présenté, résulte le fait suivant @ Les groupes
Gy, étant formes d’une maniére convenable a U’aide des points de G, i y
a dans la suite

I, 2, cre (.} ’

p — r—1 nombres qui ne peuvent ére les ordres de familles deéripées
des groupes (. Ces nombres sont dils « les ordres manquants ». Quant
aux ordres existants, s sont aw nombre de Q — p 4+ r-+1 = q; c'est pre-
cisément la multiplicité de la famille dérigée de G,,.

4. En ce qui concerne la multiplicité des familles dérivées des
groupes Gy, on voit sans peine que les groupes Gy, Gy oovy Gy
donnentnaissancea des familles de multiplicités respectives 1, 2,..., Ay,
en posant /o, == i, — i, ; que plus généralement, les groupes G, et Gy,
donnent une famille unique de multiplicité &; = p; — p,— i1, et le
groupe Gy, (p {7y, ) une famille de multiplicité £, + /.

Posons (r == -1, ¢l soit k le nombre des ordres manquants, infé-
ricurs ou égaux d (.. On a k == pg -+ (— 1 el par suite :

/I,'—}— { == {J. — k.

Donc la multiplicite de la famille g, (ow g, si p. est un ordre man-
quant), derivée de Gy, est égale a p. — k.

Considérons e¢n second lieu les courbes ¢ qui passent par les divers
groupes Gy, et celles qui découpent les familles dérivées de ces
groupes. Pour les premieres, on peut choisir les p — 1, 41 courbes ¢
qui passent en Gy,

Dos Pis cees Ppepy
de fagon que :

G Gper Gy, -0 Gpeg passent Cos P15 s Ppeir
en G;L,’ (-}(J.‘vH! ey Gp.,~-11 » Dor Q15 -y Pp—p—1o
en (’}P,/,i_‘,w_i, oy Gy, » Doy Gty oees Qpe

Quant aux secondes, pour les avoir, je remarque que le résidude G,
peut étre formé de la manitre suivante : du groupe I', des points de Gy
qui n’entrent pas dans Gy, ct du résidu R de G, que détermine la
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courbe g,. Cela posé, le systeme des courbes ¢, linéairement indépen-
dantes, passant par ces divers résidus, peut étre formé de la maniere
suivante :

pour (T, R)oooooooin, Gy D%y
pour  (Tpon R)oovoont, Gos 91 Pas
pour (L, R)...oovininy R S

le systeme relatif & (T, R) élant identique au systeme relatif &
Ty R), p; désignant toujours un ordre manquant. Ilen résulte que
la famille gh~*, dérivée de Gy, est découpée par le systeme ot de

courbes :
Gy Qo+ oy @y . - Ay CPZJ.«/I == 0.

Soit enfin la fonction rationnelle de « et de y

oy Q-+ Uy '—,'/1 R au.-f-/.-’*,’/l’r» i,

)
Qa

elle est infinic du 1% ordre en tous les points de Gy, s1 Pon a sk g,
en tous les points de Gy, si p= [z On sait du reste que c'est la
fonction rationnelle la plus générale, infinie du 1 ordre aux points
de Gy. Son ordre ¢tant égal au nombre de ses infinis (puisqu’ils sont
simples), on voil que :

Parmi les nombres 1, 2, 3, ..., Q, i y en a toujours et sculement
p — I — 1, qui ne peuyent élre les ordres de fonctions infinies du premuer
ordre en tous les points d’un groupe Gy, tird de G,

On voit sur I'expression précédente que la fonction la plus géné-
rale, infinie du 1 ordre en tous les points d’un groupe G,, contient
. — k + 1 arbitraires.

Y Yy —
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CHAPITRE II.

POINTS DE WEIERSTRASS. THEOREME SUR LES ORDRES MANQUANTS.

1. Soit A un point de C, et supposons qu’il existe une seule courbe ¢
coupant G en p + s points confondus en A, mats non enp + s + 1. Con-
sidérons ce point comme un groupe de p -+ s -1 points confondus,
p s d’entre cux étant les points de rencontre avee C de la courbe o,
que jappellerai g,. J’ai ainsi un groupe G, (Q =p-+s-1), pour
lequel on a 7+ 1 == 0. Done, d’aprés les théoremes du Chapitre préed-
dent :

Parmi les nombres v, 2,3, ..., p4+$ -1,y enap qui ne peuvent
éire Uordre " une famille de groupes de points variables, dérivée d’un
groupe formé avee un cerlain nombre des p - s +- 1 points confondus en A.

Ou encore :

Parmi les nombres 1, 2, 3, ..., p+4s41, il y en a p qui ne peuyent
élre les ordres de fonctions ratwnnelles, infinies en A seulement.

Sile point A est un point quelconque de C, il n’existera pas de
courbe o la coupant en plus de p —1 points confondus en A, mais il y
en aura toujours une la coupant ¢n p —1 points; on a done s = — 1,
et les ordres manquants sont

1, 2,3, ..., P}

¢’est la proposition bien connue, qui sert de base & la définition du
genre, A'apres M. Weierstrass. Les points A, ou s est différent de — 1,
sont par suite des points particuliers de C. Nous les appellerons,
comme je 'ai déjh dit, des points de Weierstrass.

Lin un tel point, s est nécessairement supéricur & — 1. S'il est égal
4 0, nous dirons que A est un point de Weierstrass ordinaire. Si s est
supérieur & o, le point de Weierstrass équivaut & un certain nombre m
de pareils points ordinaires, qui le donnent par leur superposition :
m sera dit 'ordre de multplicité du point de Weiersirass. Un point de
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Weierstrass ordinaire a I'unité pour ordre de multiplicité. On peut
établir sur ces ordres la proposition suivante :

La somme des ordres de muluplicité des poinis de Weierstrass d’une
courbe de genre p est égale a (p — 1) p(p +1).

Des diverses démonstrations qui en ont été données (*), j'indiquerai
la suivante due & Roch (*). Elle se rapporte au cas ot tous les points
de Weierstrass sont ordinaires; il suffit évidemment de n’examiner que
celui-la. Mais, auparavant, je dois rappeler une propriété de la fone-
tion & attachée & une courbe de genre p.

Soient &, €y, ..., €, p points quelconques et variables, § un point
fixe de la courbe, «" et f; les valeurs que prend en g et § respective-
ment 'intégrale normale de premiere espece w;, relative d un systeme
canonique de coupures de la surface de Ricmann correspondant i la
courbe; la constante d’intégration est déterminée comme le fait
Riemann. La fonction 3(w} -+« +. . .4 ' — () ne s annule que siles
p points € sont sur une méme courbe o, ou st U'un d'eux vient coincider
avec 3. Cela posé, considérons la fonction
(1) F(pui—pi)s
quirésulte de la précédente lorsque les p points €, €,, ..., g, vicnnent
se confondre en un point variable unique e. Elle ne s’annulera que si
le point ¢ vient en un des points de Weierstrass, ou au point 8, et ce
dernier zéro est évidemment d’ordre p. Or la fonction (1), considérée
comme fonction de e, possede p?® zéros sur la surface de Riemann;
donc le nombre des points de Weierstrass est ¢gal i

Prep=(p—1)p(p 1)

2. Pour rendre plus claire 'application des théoremes du Chapitre I,
je vais préciser la formation, dans le cas actuel, des groupes G,. Si
I'on cherche les courbes ¢ indépendantes qui coupent C en un, deux,
trois, etc., points confondus ¢n A, on en trouve tout d’abord respec-

tivement
pP—1, p—2,

(V) En particulier : pr Jonouikres (/. C., t. LXVI), Briry (M. 4., t. IV, p. 530).
(%) J. C., t. LXVI,
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Le point A étant un point de Weierstrass, cette loi cesse de se véri-
fier nécessairement & partir d’un certain rang; supposons que ce soit
pour les courbes ¢ coupant en p, points confondus. Leur nombre
sera p — |k, -+ I, car il ne peut étre inféricur & p — ., et d’autre part
il ne peut dépasser le nombre des courbes ¢ coupanten p., - 1 points
confondus. Ces courbes coupent en ., points confondus au moins;
supposons qu’elles coupent exactement en (., — 1 points confondus
(¢~ — 124 )- Nous prendrons pour G, G, --., G, _, les groupes
form(s par g, gy -+ 1, ..., &, — 1 points confondus en A.

Les courbes ¢, coupant en p, points confondus en A, seront au
nombre de p — 1,; soit ., — 1 le nombre exact de leurs points d’in-
tersection avec G, confondus en A; nous définirons, de la méme ma-
nitre que plus haut, les groupes G, G, _,, ..., G, _y, etainsi de suite
jusqu’a G, g

A ces groupes adjoignons les groupes Gy, Gy, ..., Gy, — 1, formés
respectivement de 1,2, ..., i, — 1 points confondus en A, et nous
aurons I'ensemble complet des groupes Gy, On voit que :

Les groupes G, ne donnant pas naissance a une famille de groupes
variables d’ordre ., sont

G Go ooor Gt Gpo Gpo oo Gy Gsrn
et, par suite, que :
Les p ordres manquants sont les nombres
L2, 3, .., BT, Pay Pas eees Ppepe PHESHIL

Les résultats du n®4 du Chapitre I, s’appliquent ici sans modifi-
cation. Nous pouvons donc former un systeme de fonctions ¢, linéai-
rement indépendantes, tel que :

Doy Pt +vs Pp—psy coupent en Gy Gyorts - G-ty

Pos ces e e Ppepry—ts » GyA,, G(J,,-O—l’ sy Gp.;—l’

Cr e ey e , cees e s ey e ,

Dy, ey P AR ’ » }V‘/"'l‘-n’ ..... 5 caey (;p+.s;
c’est-d-dire respectivement en p, — 1, oy — 1, .., Py — T, pS

points confondus en A.
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vt

Quant aux familles gh™, dérivées des groupes Gy, elles sont décou-
pées par les systemes de courbes o=t*

’ 7 .
%y Dy =t Sy Py e Ak Gp T 0y

“et la fonction la plus générale, infinie du premicr ordre aux points
de Gy, c’est-d-dire la fonction d’ordre . infinie en A la plus générale,
sera

Q0 b AP o Sy Bt

D0

Les courbes ¢, o,, ... passent par le résidu R de G, , relatifa g,
et coupent C respectivement en

PSS =gy PtS—Py=T, ..y PAS—[y-1, P8 —py—1,

points confondus en A, qui constituent les groupes I',.

Cette derniere condition s’exprime sous une forme tres simple, qui
nous servira plus tard. Soient rangés, par ordre de grandeur crois-
sante, les s 4+ 1 ordres existants

dy, dyy oo, dy

(onad,==p, etds=p +5). La courbe o, coupe C ecn d;— d; points
confondues en A. 1l en est de méme, quels que soient les «, de la
courbe

Sy Qo b Oy @ b 9] O,

3. Je passe maintenant au théortme fondamental sur les ordres
manquants, mais auparavant je dois élablir le point suivant :

On peut trouver une infinité de sysiémes de p intégrales de premicre
espéce, linéairement independantes, infiniment petites en A, ¢, 0y, . . .,
¢y dont les ordres infinitésimaux oy, py, . . .» pp, Jorment une suite tou-
jours croissante. Celle suite est unique.

Supposons que le point A soit un point a distance finie et ordinaire
de la surface de Riemann correspondant a I'équation /(x,y) =0 de
la courbe C. Soit

(w) Uy, Uy ooy Uy
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nn systeme de p intégrales de premiere espice, linéairement indé-
pendantes, dont je suppose les constantes d’intégration déterminées
de facon qu’elles s’annulent toutes en A. L’une au moins d’entre
elles n’est infiniment petite que du premier ordre, sans cela tous
les du; seraient nuls, et toutes les courbes ¢ passeraicnt par A. L’in-
tégrale la plus générale de premiere espece, infiniment petite en A,

ity == dytts - . == Dy ey,

y est donc infiniment petite du premier ordre. Cela posé, nous pou-
vons remplacer les intégrales (w) par leurs développements en séries
entieres en x—x,, a, étant 'abscisse de A, et profiter de I'indéter-
mination des A pour faire disparaitre successivement

x =z, (2—z0),

I pourra arriver que la disparition de (= — )¢ entraine celle de
(2 —a,)", (x— )", ..., (20— 2,)*" ;5 alors, apres avoir [ait
disparaitre (@ — a,)’, on fera disparaitre (z — x,)**. Dans tous les
cas, i chaque nouvelle opération, on n’introduit qu’une équation nou-
velle, permettant de déterminer un seul des A encore arbitraires en
fonction des autres, ct, au bout de p— 1 opérations, on aura un sys-
teme de p intégrales de premitre espce

(“Y) "l’ Py ey "/n

infiniment petites en A, dont les ordres infinitésimaux p,, pas ..., o,
vérifieront les incgalités
pr<<pr<...<<pPp (avee py=1).

Cette propriété entraine leur indépendance; d’autre part, il y a une
infinité de systemes (¢), car ¢; contient encore p —z -1 parametres
A arbitraires.

Enfin, le systeme des ordres p; est unique; en cffet, soient ¢,
ur ...y 9, les intégrales d'un systeme (¢) particulier.

Une intégrale de premitere esptee quelconque, infiniment petite en
A, pourra se mettre sous la forme

Py 91+ PaPat ot Pp¥ s,
Ann. de I’ Fie, Normale. 3¢ Série. Tome X111 — Averiu 1896, 17
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et sur celte expression on voit immédiatement que son ordre infini-
tésimal ne peut étre que 'un des nombres g, pu, ...\ 0.

Pourlever la restriction imposée au point A, il suffirait de substituer,
aux développements en séries entieres, les développements propres &
chacun des cas que j’ai ¢eartés.

Le théortme que je me propose de démontrer est le suivant (*) :

Les ordres manguants en un point quelcongue A de G sont les nombres
Q15 Pas + -1 Pp Telatifs & ce point.

Voici une premiere démonstration de ce théoremes; je supposerai,
comme dans la démonstration précédente, que le point A est i dis-
tance finie et n’est pas de ramification; celle restriction se leverait
comme plus haut.

Aux courbes ¢,,9,, ..., 9,.,, dun® 2 de ce Chapitre, ajoutons les
o— 1 COUrbes 9, iy @, s ees P, cOupant Gorespectivement en
g == 2, g — 3, ..., 0 points confondus en A. Considérons, en parti-
culier, @; ¢t soit, pour un instant, £ le nombre de ses points de
rencontre avee G conlondus en A; formons Uintégrale de premiere
espece

v; e
Wy == 2’3/——
BT ()‘y
. , co qJ )
Le point A n’étant pas de ramilication, L e s y annule pas; quant
vy

a 9; son développement en série entiere, suivant les puissances de
x — x,, sera de la forme

Gi(2y y) = a(z —ay)* - b(w - -
celui de w,_; sera du type
o (@ — &gttt B (- ay)fi -,

done w,_; est infiniment petite en A d’ordre £ -+ 1.
On en conclut que les nombres p,, p., ..., p, sont égaux respecti-

(%) Ce théoreme est dic & M. Weierstrass, voie 8. ¥, (B.), p. 433.
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vement aux ordres manquants
I, 2, oaey o=, [y [y e.., PSS,

rangés par ordre de grandeur croissante.
Cette démonstration met en évidence le fait suivant : la suite des
ordres manquants est unique; il résulte aussi de la considération des

fonctions infinies en A seulement, ou méme de celle des courbes g,
du n° 2,

4. Lascconde démonstration est moins simple et moins précise, en
ce sens (qu'elle ne montre qu’une chose, que les nombres gy, gy, ...,
p, forment un systeme d’ordres manquants.

Elle sera surtout une occasion d’étudier I'expression, a 'aide des
intégrales de deuxitme espece, d’une fonction infinic en A seulement.

Supposons, tracé sur la surface de Riemann, un systeme canonique
de coupures «a, b, ¢; soient
(u) T P
le systeme d’intégrales normales de premitre espece, relatif & ce sys-
teme de coupures, ct ¢, P'intégrale normale de deuxieme espece atta-
chée 2 A.

L’expression de la fonction la plus générale, infinie d'ordre pen A

seulement, sera

C o gtg - oty by + agli\—k. e DCP,ZX"—“,
1 hole ¢ désignant la dérivée Aty de ¢, par rapport au para-
e symbole ¢ désignant la dérivée —— A ] PP ps
metre z,. Les cocfficients o, a,, ..., &, vérifient les p relations

S oy Uy - apu 4. . A oy uP=o,
() e e eere e e ,
( Oy 1ty 4=yt~ = oyl =0,
\ , d",
ol u” représente la valeur en A de —25-

Pour étudier ces équations, J'introduirai un systeme particulier
d’intégrales (¢), que je désignerai par

[‘,] 71 Py ey (’1,,
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défini par les conditions suivantes : Sur les coupures b, les modules
de périodicité de ¢; sont donnés par le Tableau suivant :

)bi by o bj

Busl ey -wlﬁj—m‘ Ty —1

Ce systeme existe et est unique; on le voit par la considération du
nombre des paramétres arbitraires qui entrent dans Pintégrale ¢; la
plus générale. Les intégrales («) et [¢] sont reliées entre elles par
des relations de la forme

I)j_.1

by ]| by
|

(o] e

[ W= 0171,
Uy== Ay 91~ 094 ¥y,

(2)
ll[,:A,11"1 = Apf)(’z—i“- R el R Ip-

3

; == (l‘ - ' ] == ¥ ah
§ = ;g POUr ¥ =2, |, pOussc

Cela posé, je forme le Tableau des ¢f, (v.
jusqu’a une valeur de £2 . Puisque p, =1, je peux écrire la suite
des nombres g sous la forme

2, ceey VT, P'/.,y PV., =1y ey Pps
v, étant au moins égal & 2, et il est manifeste que la suite de ces
nombres se présentera toujours ainsi. D’autre part, jécrirai le déve-
loppement de ¢;, en série entiere en x — x,, comme il suit :

p;= »(-%%51 (& — 24)Pi-i- Zgj:f;l (& — 2y))Piaa . ...
Le Tableau sera done
k=1 2 . Vy— I Yo . P, Pygr1
Pro| @u @y o @y A e g 0, .,
O | O @y ... gy yyy - dap, g,

...................

Pvy =1 Y 0 v ymgmt Gyt e Gy, Pyo vy-1,p,
0
v, o [¢] RN (e} e} o Ay, P, Qv p e
o o

Py+1| O O ... o 0 e e —

Yot
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Ce Tableau correspond & celui des coefficients «” des équations ().
Pour avoir les relations qui lient les déterminants homologues tirés
des deux Tableaux, prenons le déterminant

() (k)
Wit !
U ( LT FUEN A‘l.> ==
(7P TR T ; ]
ey ihp
(li‘l . l,fx'

Uy Tav ..., I désignant une combinaison % & % des p nombres 1, 2,
3, ..., p; ce déterminant, de degré 2 <p, est, d’apres les équa-
tions (2), égal au produit par colonnes des deux Tableaux rectangles

(’/‘1" e "Ki" Am . A//,l
X )
I h
ohoLL e Aip oo Auy

olt, pour simplifier ’éeriture, je n’ai pas distingué les termes nuls ou
égaux i 'unité d’apres les hypotheses. Par suite, on a

U(/.-.. coey b ) f— 27, A.'. V',‘,

Tty ooy ih

A désignant une méme combinaison % a & des indices 1, 2,3, ..., p
des £ et des 7, Ay et V, les déterminants des Tableaux des A;; et des
v‘i’" correspondant & cette combinaison, et la sommation Xy étant éten-
due a toutes les combinaisons A.

Ces préliminaires étant établis, je reviens aux équations (1). Soient
Overiot €t Py .; les deux nombres p comprenant p., de sorte que I'on ait

<
Py +i—1= P < Py +ie

Je considere les deux déterminants suivants :

) ) N R i oo ubning
i w, A R 17 ¢ con o Ubwrime

! , / , (Vy==1) [ pvo-)-i-i
Uyyeimet Uy peimt woe UGG Uyhig vve Wy diiln
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et
........... w'
| ,
U/.u*"' . U
TR 711
(l::v(,+1', Vot i1, ..., p >
=m0, Yoy ey Py, == L5 Py Ty ey Pugtie1 = 13 Pugteiet Ty ey 2

D’apres la formule (3), on a :
1° U=V or

f— ;
Vi ayy don s Uy oyt gy, v e i ST

et est différent de o; done
Ut o
2° U,,= o, quels que soient /et n.
Il en résulte que U? est un déterminant principal du systéme (1), et
qu’on peut résoudre ce dernicr en lirant des v, -+ { — 1 premicres équa-
tions

(4) Hy1y Loy ey Oy ap-,nﬁ ap.,u,l_,’ LAY aP.,“...,',;.,’

en fonction des autres o. qui restent arbitraires.

Soient e;; I'un des a précédents, o, un quelconque de ceux qui res-
tent arbitraires, (U le déterminant déduit de U?, en y remplacantles
éléments de la colonne de rang / par les coefficients de a, dans les
Vo i — 1 premitres équations (1). Jai

ACREZ

o) == — D, e AL,

Ul

car, en vertu de (3), (U9 est égal au déterminant similaire du Ta-
bleau des ¢". Si 4 est plus petit que /, le nombre des éléments pou-
vant étre différents de zéro est plus grand dans la colonne de rang /

que dans celle de rang £ du tableau des ¢/"'. Par suite, la diagonale

[ "

principale de (V/)* contient nécessairement un zéro; et, comme tous
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les éléments situés a gauche de cette diagonale sont nuls, (V)] est
nul pour 2 < /. On en conclut que o, ne contient que les o, dont ['indice
est supérieur a {.

y P .

En particulier, %, iy T2€ CONLICRL QUE Ly iy Gy gy ooy Oy

Donc, st p. == py iy, ON @ %Y= 0.

Par conséquent, il 1’existe pas de fonction C d’ordre o, . ,, et les
nombres g,, ., ..., p, sont les ordres manquants en A.

5. D’apres analyse précédente, les expressions des o, sont :
Pour [Sv,—1:

/l::[J,

2 (Vi)

Ji = i o
oty == — BVl /] A Pvgr Pughls v eee

~.

Pour l/\vo —1ell= Pvarn

VE)

Z ( V[)Z Zn

/l i)
r"., trtt

Oy = e e  E— N pybn vty Poprnrgs <o o3

<est done de la forme
f— oy - Oy, :‘/“ = Oy e C'/,,-H e Y e e %y :l“

Cor Goprrs o vs G - Ctant des fonctions particulieres, infinies en A,

Ny ‘
d’ordres respectivement égaux dv,, vy -+ 1, ..., £, ..., ct dont I'expres-

sion générale est

, g (p, =1 i
oo Py by = Py Ly~ o= Dyyg 007 e fag (807 e R

. . ’ 1
On remarquera que {, ne contient, en dehors du terme en ———>
‘ (2 -—2)

. 1 . 3 3
que les puissances de -———, dont les exposants sont les ordres man-

& —ily

quants inféricurs 4 4. Quant aux coefficients /,, leur valeur est, toutes
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réductions faites,

; a/pm a““Pm o ... 0
E e 0
| (6/P ...... . PR (["Pk
,1/:(——-1)/"’1"'1 ' iy e . e “Ann s
Qp, ”H"f’m S Ct/..ler
si Zest différent de £, et
ay
/lk?::m A/{ 9
Cp,

si lest ¢gal a £, £ désignant Uenticr tel que I'on ait

C.
e <<l <<prir;

pour écrive ces formules, j’ai repris 'ancienne notation des nombres g,
A SAVOIL Py, Puy -+ ., ppe Lexpression de {, ne contient que intégrale
normale de deuxitme espee 4, ses dérivées et les coefficients des
puissances de @ — a, inféricures ou égales & 4 dans les développe-
ments des intégrales o, ¢4, ..., 9, du systeme [ ¢]. Cette fonction est
done indépendante des fonctions € dans lesquelles clle peut figurer.
D’autre part, la facon méme dont nous la trouvons montre que c’est
unc fonction rationnelle de 2 et de y; elle est, par suite, indépendante
du systeme de coupures auquel se rapportent les intégrales ¢4 et [¢].
Elle ne dépend donc que de la courbe G et du point A.

En ce qui concerne les fonctions ¢, on voit qu’elles sont complete-
ment déterminées par les constantes «,, o, , ..., 2,, dontle nombre est
égal & p. — £ —+-1, £ désignant ici le nombre des ordres manquants
inférieurs ou égaux a ., résultat conforme & celui du n® 2. La déter-
mination des constantes e, ty ., ..., &,, pour unc fonction { donnée,

, . \ . . . 1
se fait trés smlplemvnl. Si A, est le coe[ﬁcmnt de --}—_-__~7—-~ dans le

h étant un ordre existant, on voit que { est déterminé, i la constante
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additive «, pres, par les cocfficients, dans son développement, des purs-

T ; - .
sances de Pttt dont les exposants sont des ordres existants.
« 0

6. Silepoint A est un point de Weierstrass, il existe au moins une
valeur de ., supérieure ou égale & p, pour laquelle le nombre £ des
ordres manquants, inférieurs ou égaux a ., est plus petit que p. Le
systeme (1) du n°4 devant admettre une solution contenant . — % ar-
bitraires, son déterminant principal est de degré inférieur & p. On en
conclut que tous les déterminants de degré p du Tableau des « sont
nuls. En particulier, il en résulte que

du, d*u, dtu,

de  dx? d.x?
U= .

Llu » ru, daru,

d.r dat dx?

s’annule pour x = a, ¢t y = y,. Réciproquement, si ce déterminant
s’annule pour & = x,, y =y,, le point A est un point de Weierstrass,
car les équations (1) peuvent se résoudre pour w. = p.

Les points de Weierstrass sont donc déterminés par |’ équation U = o.

Les intégrales «; qui figurent dans Une sont pas nécessairement des
intégrales normales; on peut prendre pour les #; un systeme quel-
conque d’intégrales indépendantes de premiere espice. Ceci va nous
permettre de calculer Ia multiplicité 7 d’un point de Weierstrasspour
lequel les ordres manquants sont les nombres py, p,, ..., p,. Il suffit
de prendre pour les intégrales w; un systeme d’intégrales ¢;. On ob-
tient alors a la place de U un déterminant V, dont la comparaison avec
le Tableau des ¢f permet de voir que son développement, en série en-
tiere en & — x,, est divisible par

E i_p(p+1)
(2 —z)e

On en conclut que I'équation V = o admet la racine x, au degré

Em_ﬂ(/)—i—r)

2
Ann. de U’ Fc. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. — AvaL 1846. 18
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de multiplicité et que, par suite,

nm = 2 pi— [iL/;le

A ceci se rattache tout naturellement la question suivante :

Quel est le nombre de conditions imposées a une courbe de genre p par
Uexistence d’un point de Wewerstrass d’espéee détermince? Jentendrai
dorénavant par I un point de Weierstrass correspondant @ un sysicme
d’ordres manquants donné.

Pour y répondre, on peut sc proposer de former un systeme d’inté-
grales ¢;, en partant d’un systeme quelconque d’intégrales indépen-
dantes de premitre espece infiniment petites du premier ordre en A, et
d’évaluer le nombre de conditions qui doivent étre remplies pour que
’on puisse former ce systeme.

On voit sans peine que le passage de ¢, & ¢, entraine

(pivi——pi=—=1)(p--1{)

conditions nouvelles, en apparence indépendantes de celles que 'on a
trouvées en formant les intégrales précédentes ¢, ¢y, ..., ;5 si toute-
fois on suppose que 'on soit parti de la courbe la plus générale de
genre p. Le nombre total d’équations de condition que 'on trouve ainsi
est

i=p—1

‘ . (P 1
S im0y = B 22D
i=1
Ces tquations contiennent les coordonnées x,, ¥, du point A, qui sont
liées d’autre part par la relation

./.(-1'01,}’0) =20,

si f(2, y) = o est I'équation de la courbe. L’¢limination de «,, y, entre
toutes ces relations donnera en définitive m — 1 conditions, ce qui est
aussi le nombre des conditions pour que m points de Weierstrass ordi-
naires soient réunis en un point d’ordre m.

Mais, de ce que nous verrons dans la suite, il résultera que ces con-
ditions peuvent ne pas étre toujours indépendantes; tout ce que ’on
est en droit d’affirmer, c’est que le nombre des conditions imposées a
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une courbe par Uexistence d’un point de Weiersirass d’ ordre m d’espéce
déterminée est au plus égal a m — 1.

Du reste, on peut se rendre compte de ce fait que les conditions
peuvent n’étre pas indépendantes, en remarquant que leur indépen-
dance ne peut avoir lieu que dans ’hypothese d’une courbe de genre p
absolument générale. Or on congoit qu’au moment ot 'on passe de la
formation de Vintégrale ¢, & celle de I'intégrale ¢;,,, cette condition ait
cessé d’étre remplic; en effet, Iexistence du systeme partiel d'infé
grales ¢,, ¢,, ..., ¢; peut entrainer que la courbe appartienne & une
classe speciale (*).

7. En dehors de son importance théorique, le théoreme des n°s 3
et suivants fournit un moyen de déterminer les ordres manquants en
un point d'une courbe donnée. Prenons par, exemple la courbe de
genre 6

I .l"' o ‘y =m0,

’ ,

et ¢tudions le point @ == 0, ¥ == o. Ici n -~ 3 = 2; U'intégrale générale
de premibre espece est

/ axt - by - eyt da - ey - f

. L dp.

.)7/"‘ =1

Le systeme (¢) se forme sans peine, et 'on trouve pour les ordres
manquants les nomhres

On pourrait ¢tudier de la méme manicre les points
&2 =0, yr—1=x0,

~ainsi que les points 4 'infini.
Les fonctions, d’ordre inféricurd 1y, infinies au pointz = o, y = o,

(*) Un exemple caractéristique est fourni par les courbes hyperelliptiques de genre p;
quand on a berit quo py=1, pa= 3, on a éerit que la courbe est hyperelliptique, et cela
donne hien le nombre p — 2 de conditions auxquelles elle est assujellie :

[op—1=3p—3—(p-—2)]
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rangées par ordres croissants, sont

Pay+yy:  Pay-yri+ey  crt+Bry-yyitey
> ) ? . 5 >
r: r? ?
axi+ Bay +yyi4 oz +ey  ax 4+ Bay -+ yyi4-dr 4 ey -+ o
o 2 T T o
e J©

On vérifiera aisément qu’elles sont formées comme il a ¢té dit au
n°2,

CHAPITRE IIL

FORMATION DES TABLEAUX D'ORDRES MANQUANTS. FONCTIONS «;.

1. Soient ¢, et ¢, deux fonctions rationnelles de « el de y, infinies
en A, d’ordres d et d' respectivement ('). Le produit {,, est une
fonection infinie en A d’ordre d + . Done, si d et d' sont deux ordres
existants, d + d' sera aussi un ordre existant. De la résulte la proposi-
tion suivante :

St p est un ordre manquant, d’un ordre existant, la différence p - d
est un ordre manguant.

En effet, si p — d existait, (p — d) + d = p existerait aussi.

Soit dorénavant « le plus petit ordre existant. Les nombres

I, 2, 3, ..., c-—1
seront des ordres manquants. Soit ¢ 'un de ces nombres; il y a certai-
nement au moins un ordre manquant p tel que I'on ait g==:(mod «),
puisque ¢ est un pareil ordre.

Je désignerai par r; le plus grand d’entre eux, et je poserai

Py oy 4

(  Hu., p. loy.
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I'entier y; étant nul, si le seul ordre manquant, congru i ¢ suivant le
module e, est 7 lui-méme. Les ordres

manqueront tous, et, comme le dernier est Z lui-méme, on en conclut
que ce sont tous les ordres manquants ==:/(mod<). Si on les éerit dans
I'ordre inverse, leur suite est

6oty ., L o

Le Tableau des ordres manquants est donc

1, 1 o, Cy 1= oLy,

2, 2 -t 2, ey 2 -t oLy,

e , R ey
A R A B - A A S - LR

Le nombre des termes de ce Tableau cst égal 2 p. Evaluons-le sur
le Tableau lui-méme (*); on voit immédiatement qu’il est égal a

(=1
(g == 1) == (o= 1) == oo (Pogmg - 1) = 2 i o —1.
i=1
Nous avons donc I'égalité
L=t —1
. o
(1) 2‘ Pmm po— o -1,
[=1

La détermination des ordres manquants est donc ramenée a la réso-
lution en nombres entiers, positifs ou nuls, de cette équation, ou plus
exactement 2 la recherche d’un certain nombre de ses solutions, comme
on va le voir.

Nous pouvons en effet remarquer en premier lieu que, si le nombre
maximum des points d’intersection d’une courbe ¢ avec C confondus
en A est p -+ s, 'ordre manquant maximum sera p s -+ 1 (Chap. II,

() Hu., loc. cit.
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n°® 2); p + s ne pouvant surpasser 2p — 2, les ordres manquants seront
tous inférieurs ou égaux & 2p — 1.

En second lieu, nous avons ¢tabli plus haut que, si d et & étaient
deux ordres existants, d + d’ existait; par conséquent, si une solution
de I'équation (1), aprés nous avoir conduits & reconnaitre I'existence
des deux ordres d et ', nous donne dans le Tableau des ordres man-
quants le nombre d + ', nous devons la rejeter.

De ces deux remarques, nous pourrions tirer des inégalités entre les
nombres 1;, qui seraient des regles d’exclusion relativement aux solu-
tions impropres de I’équation (1). Mais une disposition convenable de
I'opération va nous permettre de tenir compte de ces remarques, sans
avoir & recourir i ces inégalités.

2. Rangeons, par ordre croissant, les nombres
I, 2, 3, ..., oap-—1

dans un Tableau dont chaque ligne, sauf en général la dernitre, con-
tiendra « nombres. Soit

T, 2, cey O
a1, a2, ..., 20,
..... Y ey ,

ce Tableau. Les termes de la colonne de rang ¢ sont tous ==i(moda),
et le dernier, en bas, est le plus grand de ces nombres qui soit infé-
rieur & 2p — 15 on en conclul que le nombre des termes de la colonne de
rang i diminué d’une unité est la limite supéricure de p.;. Cette limite
supéricure ainsi déterminée par la simple inspection du Tableau, je
forme les solutions de (1) qui satisfont & cette premigre condition.
Soit

(2) [F1s Moy oovs Mo

une de ces solutions. Je barre dans le Tableau : 1° tous les termes de
laait™e colonne; 2° tous les termes de la 7¢m¢ colonne situés au-dessous
du (p;+ r)ime, Tlreste alors p termes qui pourront former un systeme
d’ordres manquants, si la seconde condition est remplie. Pour le voir,
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je forme la suite des ordres existants possibles, autres que «; car, en
ce qui concerne o, la condition est satisfaite par le fait méme de I'opé-
ration précédente. Soient donc d,, d,, ... ces ordres rangés en suite
croissante. Tous les termes de &, en d, & partiv de d,, de d, en d, &
partir de d,, de d, en d, a partir de d,, ete. inclusivement, doivent
avoir été barrés, sinon la solution (2) est inacceptable. Bien entendu,
jarréte lasuite des ordres existants, qui estillimitée, & I'ordre existant
immédiatement inféricur & 2p — 1; dans ces conditions, la suite &
considérer est formée tout simplement des nombres barrés dans le
‘Tableau, autres que les multiples de .. Le nombre des vérifications a
faire est en général fort limité, car les termes des suites

dy, 2dy, .o dy 2dy, o di--dy, diH-2dy, L

arrivent tres rapidement a dépasser 2p — 1.
Prenons, a titre d’exemple, le cas de p =11, 2 == 4. On a ici

e =T ap -— 1= 21,

L’équation (1) est
(1" [y =1 - g = 8,
et le Tableau

1 2 3 4

5 o6 7 8

9 10 II 12

13 14 15 16

17 18 19 20

21

On a done 1,55, 124, 4=4. Le nombre des solutions de (1),
satisfaisant & ces conditions, est 1g. Soient, par exemple, les deux sui-
vantes @ (== 2, Py =4, s =2; Ly =1, fp =14, Uy = 3; elles nous
fournissent les deux Tableaux

S T T2 3 4
5 6 7 8 5 6 5 8
9 10 11 12 g 10 11 42
B 14 15 16 13 14 15 1B
17 18 19 20 iy 18 19 20
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Dans le premier d,=13, 2d, = 26; la solution est évidemment
acceptable. Dans le second d, = 9, 2d, = 18; or, 18 n’a pas été barre,
donc la seconde solution considérée est & rejeter.

Les deux reégles d’exclusion, 'une a priort, I'autre a posteriort, que
nous avons déduites des remarques du n° 1, nous donnent des condi-
tions nécessaires que doit rempliv un Tableau d’ordres manquants. 1l
est naturel de se demander si elles sont suffisantes. Ce n’est que plus
tard que nous pourrons répondre, négativement du reste, a cette ques-
tion. Auparavant je dois étudier les relations qui existent entre les
fonctions rationnelles infinies en A; c¢’est ce que je vais faire.

3. D’apres ce qui précede, le plus petit ordre existant ==« (mod «)
est égal & a(p;+1) -+ ¢; je désignerai par «; une fonction quelconque
de cet ordre, infinic en A seulement, et par z une quelconque des
fonctions analogues, d’ordre «. Dans la suite de fonctions

Wy Uy gy ooy Ugeyq,

je distinguerai celles dont I'ordre, et par suite U'indice, est premier
avec a, et je les appellerai des fonctions d’ordre primitif.

Je me propose actuellement de chercher la forme de la relation qui
lie w et une fonction d’indice primitif «;. Bn premier licu, je vais éta-
blir Pexistence de cette relation i Vaide de la proposition suivante (*) :

Toute fonction rationnelle, infinic en A seulement, peut élre mise sous
la forme

=gy () g (e)u -+ go(uw)tyt-. . .~ goq () tty .y,
Gor &vr o+ o+ Gamy Ctant des polynomes entiers en u.

Soient ¢, 'ordre de {; ¢,, o,, ... les ordres existants inféricurs i
S,, rangés en suite décroissante; M3, Ns,» +- - des fonctions rationnelles
quelconques, infinies en A seulement, d’ordres ¢, ,, ...; je convien-
drai cependant de prendre 73, = «,, si ; égale a(p;~+ 1) -~ Dun®bh
du Chapitre II on déduit sans peine que 'on a

C=As,n3,~ A3, 13, o == Ay 4= A,

(%) Se., p. 308.
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Cela posé, soit ¢;== z(modoc) et posons ;= a(v;+ p,~+1)+1; la
fonction «”ju; est d’ordre ¢;, et sijelui appllque la formule précédente,
jai égalité _ 4

Wity = A’,;]-'naj -+ Af;iH'na,»,,_l—k-. Co+ AL

A chaque ordre ¢;, différent de 'un des ordres a(p;—+ 1) +¢, corres-
pond une pareille équation. Je peux donc, entre ces équations et
I’équation (1), ¢liminer les fonctions n;, différentes des u;, et expres-
sion que j’obtiens ainsi pour {est de la forme demandée.

Appliquons cette proposition aux fonctions (')

w}ooul, ..., u¥;
nous aurons « — 1 égalités de la forme
(n ”;Zé’ho gl Saallo oo G ha— Ug -1 (h=2,3,...a);

les degrés, ou plutot les limites supéricures des degrés en «, des po-
lynomes g, se déterminent par la condition que ! est infini en A
d'ordre A[a(p -+ 1)+ 2]. Soient ¢4 et r, le quotient et le reste de la
division de Ai par a; 3, le degré de g4,; on a:

Pour l==o........ O 2 h(pi=1) + qn

Pour l<<r,....... O 2 h(py=+1) — (ps=+ 1)+ G
(2) Pour l=r,....... O =h(ps+1) — (Pr=+1) s

Pour (>r,. ... 8 5 h(pa=-1) — (P~ 1)+ qr—1;

on remargquera que, pour le polynome g, .., le degré est toujours égal
asalimite supmeurc le produit g, ,,,, est en effet le seul dont I’ ordre
soit 6gal & celui de u)

Ecrivons les Lquatmns (1) de la fagon suivante :

/i J— —
W= Gn,i Ui &no™= gnraty~ ..+ &n,o—1lo—1 (h=23,...,a),

et entreces o — 1 équations, éliminons les & — 2 quantités u,, u,, ...,
Uiyy Uppys -+ 5 Uy 3 NOUS Obtenons une équation de la forme

(3) YollF 4y 1=, . - yg==0,

(1) Se., ibid., et p. 218.
Ann.de I"Fic. Normale, 3° Série. Tome XIII. — AvmiL 1896, 19
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Yor Y15 - -+ » Yo désignant des polynomes entiers en «, qui s’expriment a
I'aide des g4, par des déterminants faciles & former.

4. L’existence de la relation entre u et w; étant ainsi établie, il s’agit
de préciser sa forme. Les deux fonctions « et u,;, n’ayant d’autre infini
que le point A, w; ne peut devenir infini que si « U'est aussi. La {forme
définitive de la relation est donc

(4) Ut g uF N g0,

Zir Gar o vy o Gtant des polynomes en u, dont il nous faut connaitre le
degré, ct la facon dont ils se rattachent aux polynomes ~. Pour y
arriver, il suffit d’étudier les déterminants qui représentent les poly-
nomes v. Je n’exposerai pas cette ¢tude, un peu longue, mais sans
difficultés particulieres; d’autant plus que, dans ce qui suit, j’indi-
querai un moyen heaucoup plus rapide d’arriver au point le plus im-
portant pour moi, la détermination des degrés des polynomes g,
&a» +-» 8a- Je ne donnerai donc que les résultats de cette étude.
1° Le polynome v, est d’'un degré déterminé, au-dessous duquel
il ne peut s’abaisser; par suite les polynomes v,, ys, ..., Yo sont tous
divisibles par v,, et 'on a
7/1
= -
o Yo
2° Le degré du polynome gy, est
OnS (i 1)+ ¢y
et pour le polynome g,, on a exactement
0= ot (P4 1) + go= at(p -+ 1) + i =d;,

d; désignant V'ordre de «;.

Le terme de plus haut degré, par rapport 4 w et & u;, dans (4), est
précisément le terme de plus haut degré de g,. Donc la relation (4) est,
par rapport a u et a u;, de degré d;.

Je désignerai constamment dans la suite 1’équation (4) par

Flu, u))=o.

Je vais continuer 'étude de cette équation en cherchant le nombre
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de parametres arbitraires qu’elle contient. L’équation la plus générale,
de méme forme que F(u, u;) = o, renferme

o=
3 e

h=1
coefficients; en remplacant, puisque l'équation est supposée com-
plete, &, par sa limite supéricure, on trouve
ho=o h=o

2(6/“*")“2.[/‘(1* +1)+(//L—H]—*

fiz=1 h==1

o —+-1)

" [a(pit+ 1)+ £+ 1),

(a+ 1)((l,+

I
¢’est-a-dire ~— ). Si nous revenons & la relation (4), nous

voyons que le nombrc des arbitraires qu’elle renferme est nécessaire-
ment moindre. En effet, d’une part, il faut remarquer que la rela-
tion (4) a lieu entre deux fonctions u et «;, quelconques de leur ordre,
et contenant ensemble d;~ & 41+ 2= d; — k- 3 arbitraires, £ ¢tant
le nombre des ordres manquants inférieurs & ;5 d’autre part, la rela-
tion F(w, u;)=o0 est unc équation algébrique de méme classe que
Véquation (@, y)==0 de la courbe C. 1l en résulte en premicr lieu
que lenombre trouvé plus haut doit étre diminué, pour la relation (4),
de d; — k + 3 unités, soit que, laissant arbitraires les parametres des
fonctions u et u,, on les considere comme figurant pour d;— £ ~+3 uni-
tés dans le nombre d’arbitraires que peut contenir le premier membre
de (4), soit que, profitant de leur indétermination, on réduise a des
valeurs numériques un égal nombre de coefficients de ce premier
membre. En second lieu, la relation (4) est de genre p et appartient
4 une classe possédant un point de Weierstrass d’espece déterminée;
il existe de ce fait un certain nombre de relations entre ses coeffi-
cients. Le nombre exact de ces relations sera déterminé plus tard;
pour le moment nous ne retiendrons de ce qui précede que ceci : en
laissant de cdté les conditions relatives au genre et & la classe, on peut
considdrer le premier membre de la relation (4) comme contenant

(o0 —1)(di41)

&ﬁl@ﬁ_ﬂ) — -k — 3= —_— e k-2

2

paramélres arbitraires.
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5. L’existence de la relation (4) pouvait aussi s’établir a priori, en
ayant recours aux principes de la théorie des fonctions algébriques.
Plus généralement, on peut en déduire existence d’une relation entre
deux fonctions quelconques ¢; et 4, infinies en A seulement, de
méme forme que la relation (4) et de degré d; en ¢, de degré dy en G,
d; et d; étant les ordres respectifs de ¢; et {,. Cette relation sera done
du type

(5) Gl @0 (§i)E1 4 A g (L) =0,

Sir 8ur - & lant des polynomes en {, dont le dernier g, cst né-
cessairement de degré d;. Pour déterminer les degrés, ou les limites
supérieures des degrés des autres, je me servirai de la remarque sui-
vante :

Soit f(x,y) =0 une équation algébrique ; formons pour cette ¢qua-
tion le parallélogramme de Newton, et tragons le contour polygonal
fermé contenant & son intérieur ou sur ses cotés tous les points de la
figure, en procédant comme pour la ligne polygonale de Puiscux, et
en complétant cette ligne si elle existe. La portion concave vers Iori-
gine de ce contour permet de trouver le premier terme du développe-
ment de celles des déterminations de y qui sont infinies pour « finie,
et de toutes les déterminations de y pour « infinie, tout comme la
ligne polygonale de Puiseux le permet pour les déterminations de y
infiniment petites avec , lorsqu’il y en a.

Ici, C; et {; sont infinis simultanément; d’autre part, ¢; et {;, consi-
dérées comme fonctions rationnelles de = et de y, sont infinies ¢en A
seulement, ct leurs développements en séries de puissances de x — x,
seront de la forme

T s

(2 — )%

les puissances allant, bien entendu, en croissant; par suite les dj dé-
terminations de {;, fournies par I'équation (5), se développent toutes
en séries procédant suivant les puissances décroissantes de ; et du
type :

yp di di

Cl: U.EC[[;—I--. ‘e
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11 en résulte que, pour cette équation, la partie concave vers 1’ori-
gine du contour précédent se réduit i la droite allant du point (o, dy)
au point (d;, 0), et que tous les points du parallélogramme, autres que
ces derniers, sont en dehors de cette droite; ceci est plus particuliere-
ment une cons¢quence de ce fait, que le premier coefficient du déve-
loppement est racine d’une équation binome de degré d;.

i

Ay,

Il en résulte que pour an point quelconque de la figure, de coor-
données (o, 3), on a

e —{3——-—1<o
Cli Clk ?

I'inéealité ne se changeant jamais en égalité, sauf pour les deux points
b P - \Y . I -

(0, dy) et (d;0). Soit ¢, le degré de g4, appliquons ceci au terme

SR g er . hd; .. , . B .. ,

Caths i) vient 6, << —(z;—’ : done &, a pour limite supéricure I’ entier immé-

. e \ hd; . ,
diatement inférieur a —ZF‘, sauf st h = dy; ona alors 3,,k:= d;.
k

Revenons & la relation (4); nous retrouvons, en faisant d; = o, pour
les degrés des polynomes g4, ou pour leurs limites supérieures, les
nombres donnés au n° 4, et c’est 1a le mode de détermination de ces
nombres auquel j'ai fait allusion. Je ferai une seconde application de
ce qui préctde i la relation entre u et une fonction w; d’ordre non
primitif; ici encore je dois faire dy= a, mais il y a lieu de distinguer
deux cas dans la recherche de entier immédiatement inférieur a Z’%

—a

soit D le plus grand commun diviseur de ¢ et de o;; si Az=
(mod f;), cet entier est A (p;+ 1) + g4, et 'on a encore

OnSh(ps+ 1)+ qn;
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fod;

si au contraire A=o <mod %); est entier et égal A A(p;-+1) +qus

on a donc
a/z;/l(Hi+ l)“’ Grn—1,

le cas de A = « étant excepté et &, étant toujours égal & ..

CITAPITRE 1V,
REPRESENTATION PAR UNE LQUATION F(u,u;) =0
D'UNE CLASSE DE COURBES DE GENRE p POSSEDANT UN POINT DE WEIERSTRASS
IESPECE DETERMINEE.

1. Je vais désormais me replacer au point de vue géométrique ct
envisager, au lieu de relations algébriques entre deux variables, les
courbes qu’elles représentent en coordonnées cartésiennes. Les con-
ditions imposées par I'existence d’un point de Weierstrass se présen-
teront ainsi sous une forme plus nette et plus intéressante. D’autre
part, comme on peul définir une classe de courbes algébriques par
I'une quelconque d’entre elles, je prendrai, pour définir une classe,
la courbe représentée par I'une des relations (4)

F(ew,u)==0

du n° 4 du Chapitre précédent, lorsqu’on y regarde w et «; comme les
coordonnées cartésiennes d’un point du plan; wu; sera donc une fone-
tion d’ordre primautif.

Cette courbe est de degré d;; le point de Weierstrass A est pour clle
le point & U'infini dans la direction de I'axe des u,. Par ce point passent
d;— a branches tangentes & la droite de Vinfini; ce point est donc
multiple en général, tandis que sur la courbe fondamentale primitive
il était supposé simple; ce fait résulte du role que joue le point A dans
la transformation birationnelle qui permet de passer d’une courbe &
Vautre. Pour caractériser davantage ce point multiple, j’ajouterai que
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ce qui suit montre qu’il est analogue  celui que présente A origine
des coordonnées la courbe y"~* — Ka"= o, 'axe des 2 jouant ici le
méme role que la droite de I'infini plus haut. On voit en particulier
que la droite de Pinfini rencontre la courbe en d; points confondus
en A. Nous désignerons cette courbe par Cji=*.

Nous allons tout d’abord reprendre I'équation de cette courbe

(1) Fw, ;) =0

pour faire d’une facon plus précise I'étude des déterminations de w;
pour & = . Sinous appliquons & cette ¢tude laremarque faite a la fin
du Chapitre précédent, nous voyons que les développements en série,
pour u = =, des « déterminations de w; sont tous de la forme

i
up=Ayu®* ...,

A, étant racine de I'équation binome 5% -- K = o, ot K désigne le coef-
ficient du terme de plus haut degré de g,. On en conclut que les «
déterminations de u; forment un systeme circulaire unique, et par
suite que les e feuillets de Ia surface de Riemann, correspondant
I'équation (1), se ramifient tous entre eux au point « = o, de manitre
a former un point de ramification unique d’ordre « — 1. De la résulte
Iimportante proposition que voici : Toute équation ¥ (u, u;) = o, entre
u et une fonction u; d’ordre primitif, est irréductible.

Disons & ce propos, pour n’avoir plus & y revenir, un mot sur les
relations entre « et les fonctions d’ordres non primitifs. Pour ces rela-
tions la surface de Riemann est formée d’a feuillets, se ramifiant au
point u=o par groupes de % feuillets (*), de maniere & former D

points de ramification d’ordre % — 1 superposés en ce point. On ne
peut done plus conclure 4 I'irréductibilité de la relation; cependant,
sil’on traite des cas particuliers, on voit que la relation entre la fonc-
tion « et une fonction «; d’ordre non primitif ¢ est irréductible en gé-
néral, ¢’est-a-dire si I'on prend pour z; une fonction suffisamment
générale de son ordre; qu’elle ne cesse de I'étre que pour des fonc-

(1) D désigne ici comme au n° 5 du Ch. III le plus grand commun diviseur entre ¢ et «.



152 M. HAURE.

tions u; particulieres. Par conséquent, on doit admettre que la relation
entre u et une fonction z; d’ordre non primitif est irréductible, sauf
peut-étre pour certaines fonctions particulieres x; de cet ordre. Ceci
revient en somme a admettre que les formules ' = wu, ¥y’ = u; définis-
sent une transformation birationnelle de la courbe fondamentale pri-
mitive C, tandis que les formules "= u, y' = w; n’en définissent pas,
et ne donnent qu'une transformation unirationnelle de cette courbe.
Le fait qu’on n’est pas absolument certain de Uirréductibilité d’une
pareille relation, et aussi celui que les calculs qui vont suivre sont
beaucoup plus compliqués pour clle que pour une relation correspon-
dant & une fonction d’ordre primitif, m’ont conduit & adopter les
courbes représentées par ces dernitres pour la définition de la classe,
bien qu’elles ne soient pas toujours aussi simples que celles qui cor-
respondent aux premiéres. Cependant, je me servirai de celles-ci dans
I'application aux courbes gauches.

Je passe maintenant 4 la détermination du nombre des points
doubles, ou de I'équivalent en points doubles du nombre des points
multiples que présente la courbe CJ~* en dehors de A. Soit w la
somme des ordres des points de ramification de la surface de Riemann
précédente; elle a « feuillets et est de genre p; j’ai done

w=a(p-a-—1);

w est formé de 'ordre o — 1 du point de ramification & Pinfini et de
la somme des ordres des points de ramification & distance finie. Si
N est le degré du discriminant par rapport & u; de F(u,u,), et ¢ le
nombre des points doubles, cette derniere somme est égale 4 N — 228
j’ai par suite w = o —1+ N — 22 et

N oa—1
e

Pour calculer N, j’écris le discriminant sous la forme IT(u" — ui")?,
u", " désignant des déterminations quelconques, mais différentes
de u;, et je remplace toutes ces déterminations par leurs développe-
ments en série suivant les puissances décroissantes de u; le degré du

terme de plus haut degré du produit sera précisément N. Or, si je
d;

borne chaque développement 4 son premier terme, qui est en u*, j’ob-
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tiens un terme qui ne disparaitra pas (car son coefficient est le dis-
criminant de ’équation binome déja considérée z*+ K = o et est par
suite différent de zéro), et qui sera manifestement le terme de plus
haut degré du produit. Ce terme est de degré
(ot — 1) d;
, ol —1) di

. - = (ot — 1)d;.

Donc N := (o —1)d; etl'on a

(2) 4 S R— 9‘4-*4_ e 2

\

Pour une courbe correspondant & une relation F(u«, «;) = o,
u; n’étant pas d’ordre primitif, on aurait, D ayant toujours la méme
signification, )

(3) g= (=D (=== _
2

2. Je considere enfin Uintégrale de premitre espece la plus générale
attachée a la courbe. Comme F (u, u;) = o est de degré « en u; et que
le coeflicient «% est indépendant de u, je peux écrire cette intégrale
sous la forme

| "o (e, w)

o

iy

du

[ e

¢ (u, u;) étant une fonction entiere de u et de u;, de degré o — 1 au
plus en w;, telle que w reste finie sur toute la surface de Riemann; je
représenterai cette fonction par

) %=1 _y_ 0 2 |
tl)"f"gi ltl - glﬁ’ ll,L, T gﬁa’

8p.» &, --- Glant des polynomes entiers en u respectivement de
degrés B, By, . ... Comme je peux, sans restreindre la généralité dans
une certaine mesure (), supposer que C~* n’a en dehors du point A
que des points doubles ordinaires, je ferai, pour plus de simplicité,
cette hypothise dans tout ce qui suit. Dans ces conditions, ¢(u, u;) est
assujettic & s’annuler aux ¢ points doubles de Cji=%, et, de plus, pour
que w reste finie pour u =<z, & étre d’une forme que je vais déterminer.

(1) Au moins en ce qui concerne I’exposition.
Ann, de ’Fe. Normale, 3° Série. Tome X111, — Aveiv 18¢0. 20
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Pour cela, je vais chercher le premier terme du développement de I’in-
tegrale W suivant les puissances décroissantes de . Si je pose pourun

instant = _-—v, je vois tout d’abord que le développement de ——r—i;

effectue comme je viens de le dire, commence par un terme en u®="".
Pouravoir le premier terme du développement de ¢ (u, u;), je remarque
que ceux de ces termes qui provmnncnt d’un produit gg,uf~" ne peu-
vent se réduire avec ceux qui proviennent d’un autre prodmtanalogue
grui~", et qu’ils ne peuvent pas davantage se réduire entre eux; par
suite, le terme cherché est donné par le terme de plus haut degré
d’un seul de ces produits que je désignerai p.u’ g, ur~", et sera de
degré B+ (o — A)v. Comme le prodult g Ui~ “donne des termes au
plus de degré 3, + (e — {)v, on en conclut I'inégalité

(4) Br-+ (ot — )y < Bp-+ (a—h)v.

oy
De tout ceei, il résulte que le développement de =, suivant les
puissances décroissantes de u, est de la forme

dw A \

du 2o (P=1) V{3,

et que, pour que I'intégrale reste finie pour u ==, il faut et il suffit
que I'on ait
(= 1)y —Bp>1.

On a donc B, < (% —1)v—1;5d0n, en vertu de (4) et quel que
soit /,

(5) B (L —1)y —1.

Une premitre conséquence de cette inégalité est que 1’on ne peut
avoir /=1, car B, est positif ou nul; donc :

o (u, u;) n’est que de degré o. — o au plus en u;.

a(pi1)-+10

d
De plus, si je remplace v par sa valeur — 5

- je trouve
pour le degré {8, ou pour sa limite superlcure,
(6) BrE(d—1) (pu1) ++ qrog—1.

Si l'on désigne par &,_,, non plus nécessairement le degré du
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polynome g,_, qui figure dans F(u, «;), mais sa limite supéricure
(Chap. III, n° 4), on voit que l’on a

BrZoi— 1.

En résumé, le polynome ¢ (u, u;) le plus général est un polynome de
la forme ‘
7o UFT e g USTI AL g
58, 5, % S5 fa?

s’annulant auzx S points doubles de C4=%, et les degrés B,, By, . . des
polynomes g, gg,» - .. vérifiant Uinégalite (6).

De I’analyse précédente, il résulte ¢évidemment qu’en égalant ce
polynome & zéro on obtient I’équation de la courbe ¢ la plus générale
attachée & la courbe C§~% On peut du reste vérifier aisément qu’elle
contient p paramétres arbitraires sous forme linéaire et homogene;

a—1)(d;—1)
2

en effet, le nombre de ses coefficients est ~ , et elle est

assujettic & ¢ conditions linéaires; or, d’apres I'égalité (2), on a préci-

(¢ —1)(di—1)

sément - — ¢ == p. De plus, le degré de cette courbe est

2
égal & d; — 3 — 11, par cons¢quent au plus égal & d; — 3.

Si ., est différent de zéro on doit ajouter, i ¢ (u, u;) = o, la droite
de I'infini comptée p, fois, si 'on veut avoir une courbe adjointe de

degré d; — 3 elfectivement.

3. Je vais actuellement aborder la recherche des conditions impo-
sées i la courbe F(u, u;) = o par I'existence du point de Weierstrass.
Pour cela, je commence par former le systeme d’intégrales de premitre
espece v, correspondant & ce point (Chap. II, n°® 3). Soient p,, pa, ...,
pp les ordres manquants en A, et

“or(u, ur) du

[ £ et UL NS S A A,
k JaF
m duy

I'intégrale correspondant & p; ¢x(w, u;) désigne ici le polynome
¢ (u, u;) particulier
B Ul gl gl

je poserai de plus ps==ap + p, p étant un des nombres 1,2,...,e—1,
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et p l'un des nombres o, 1, 2, ..., . L’intégrale ¢4, ¢tant infiniment
petite au point A d’ordre gy, doit étre, puisque le point A correspond
4 u= oo, infiniment petite d’ordre p, par rapport a 2’; Comme le point
uw=o0 est un point de ramification d’ordre « de la surface de Rie-
mann (1), et que, d'apres le développement donné au numéro précé-

dent, on a
1\1

PR
u(/t-—l )l-—[)/‘—l

(=

on voit que
pr==af[(h-—1)v— Bl-—1]== (h—1)d;— a(Bh4-1),
ou, en introduisant la nouvelle forme de p, et expression de &; en
fonction de «,
ap. - pz= (h—1)[a(p 1) - (] — a(Br-1).

De [ résulte tout d’abord
(7) (h--1)iss=p (mode);
cette congruence, Loujours possible puisque i est premier avec o, admet
une solution ct une scule comprise dans la suite 2, 3, ..., «; le
nombre % est ¢gal & cette solution et si, effectuant la division de
(h—1)i par a, je pose de nouveau (f— 1)i==aq,. ., -+ r;,, jai
r;—, = p. En second lieu je trouve
(8) Br=(h—1)(pi-+1) & g — 1 — p=LBp—
en désignant, comme je 'ai déjh fait pour ¢, par B, non pas forcément
ce nombre lui-méme, mais sa limite supéricure.

Donc, le polynome Suk est toyjours dans ¢ de degré br— . A
désignant le nombre unique de la suite 2, 3, ..., a qui vérifiec la con-
gruence (7).

Cecirevienta dire que g, contient nécessairement le terme ubiv ot
J'appellerai ce terme le Lerme caractéristique de la fonction g.

Quant aux degrés des autres polynomes gge, on voit, en tenant
compte de U'inégalité (4), que I'on a

BES By~ f'_/:J&:‘._E,

B, et r,, ayant le méme sens que By et 7, tout & I'heure.
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On a donc en définitive le systeme de formules

5 ri—y <P, (5;"; f’l_[-'-’“la
. — /Sp—
(9) ( 'h-—1-—P, IelL_B/c—[J"

. Pk <

Ppey =0y Brepr—umw

qui comprend tous les cas.

Il importe de remarquer que ces formules entrainent une limitation
du degré de ¢4, non seulement par rapport & «, mais aussi par rappore
@ u,. On doit avoir, en effet, suivant la valeur de /, soit §,— p.2 o, soit
B — p.—1Zo. Comme B, croit avee /, il existe un entier /, que je peux
toujours supposer Z 2, tel que pour toutes les valeurs de / de la suite
Ly {41, ..., a linégalité qu’il convient de prendre soit vérifiée. Par
suite, le terme de plus haut degré de ¢, en w; sera de degré a——1{,.
De plus, comme ¢, conticnt nécessairement son terme caractéristique, on
dout avoir

(10) hzlt.

l;— o

4. La courbe ¢, == o passe par les ¢ points doubles de C%~%; de plus,
comme ¢, est supposée U'intégrale de premiere esptce la plus générale
infiniment petite d’ordre g, en A, ¢4 doit contenir sous forme homogene
p — k-1 parametres arbitraires et p — £ -+ 1 sculement. Soit Ny le
nombre des termes, et, par suite, des coefficients de la fonction ¢, la
plus générale; la courbe ¢, = o passant parles ¢ points doubles de C4-%,
ces coefficients sont liés par ¢ relations linéaires et homogenes, et
comme p — k-1 d’entre eux restent arbitraires, on doit avoir
p — k12N, ~ ¢, dans tous les cas.

On a donc, ¢n faisant successivement £ =1, 2, .. .. p,

N,Zp—+3,
NyZp+9d—i,

(11)

N, étant le nombre des cocfficients de la fonction ¢ (u«, u;) la plus
générale, la premitre de ces inégalités est toujours une égalité (n° 2).
Il convient donc de distinguer deux cas. Si Ny=p + ¢ —£—+1, les
cocfficients de o, forment une solution des équations considérées con-
tenant p —k-+1=N,— ¢ arbitraires, ce qui est le nombre d’arbitraires
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que comporte en général un systeme de ¢ équations d Ny inconnues. Il
o (=0l

n’existe pas dans ce cas de relations entre les points doubles de Cg™,
du moins du chef de la courbe ¢, = o. Si, au contraire,

Np-<p+0—k-+ri,

le nombre p — % + 1 d’arbitraires que renferme cette solution est su-
périeur & N, -—¢; done l'existence de ¢,== o entraine ici un certain
nombre de relations entre les points doubles.

Pour en trouver le nombre ¢t la nature, je dois former le systeme
d’équations linéaires que je viens d’envisager; a cet effet, j’éerirai la
fonction ¢, sous la forme suivante :

Gp= 6{1[)1"1‘ azbg‘l’- o “Nkle\’

oy, oy, ... désignant les coefficients des termes, et b,, b,, ..., by, la
partic des termes qui contient u et «;; le dernier terme sera toujours le
terme caractéristique de g;; quant aux autres, je ne supposerai rien
sur leur ordre. Soient, de plus, [u®, «’] les coordonnées d’un point
double de Ci=%, (A =1,2,3,...,8), ct &} l¢ résultat de leur substitu-
tion dans b;.

Cela posé, je prends la fonction 4, («, u;), qui contient un scul pa-
rametre arbitraire sous forme homogene, en facteur par conséquent.
Le systeme d’équations correspondant est
(Ay) alb"i—i—a:,lfg-—}-...—i—aN,,bf\}Pr::o, (Aez==1,2, ...,0);
le Tableau des coefficients des «

bW,
(T4) .

o

oo W],
admet un déterminant principal, de méme forme que le déterminant
by ... bk,
Bi=| .. B

T N

Pt

que je peux supposer étre B, lui-méme, Iexistence d’un déterminant
principal de cette forme résultant de la présence du terme caractéris-
tique dans ¢,. Ceci entraine que tous les déterminants, obtenus en
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bordant B, avec les éléments de la derniere colonne et des lignes res-
tant dans T,, sont nuls; d'ot1 § 4+ r— N, conditions que remplissent les
points doubles.

Je passe maintenant & ¢,_,; le systeme d’équations linéaires est ici

(As) otlb71-+,..+oc_\;l,bﬁp—i-..‘+ 1.«:,,_‘/)@,,”,, (h==1,2,...,0),
et le Tableau des coefficients des «

S S
(T5) e

by ..o by, . B,

omme 9,, contient deux paramétres arbitraires, et qu'il existe
une fonction ¢, , renfermantle terme caractéristique et ne renfermant
pas le terme by, un déterminant principal de cc Tableau est de la
forme

1 1 1
III v /)N,le bNI"L‘ cee 1)&,’_1,_1
Bﬁf" “ . e e DI PR e ;
)i Y 3
/)l [T ;)N]z—l /')NIMI .o ,)Np—;—1

je supposerai que c’est B, lui-méme. 1l en résulte que tous les déter-
minants obtenus en bordant B, avee les éléments des autres lignes de
T, ct avee les éléments, soit de la colonne de rang N, soit de celle de
rang N,_,, sont nuls. Or une application convenable de la regle de
Laplace montre que les premiers, ceux qui contiennent des éléments
de la colonne de rang N,, sont nuls en vertu des conditions précé-
dentes, relatives & ¢,. On trouve donc ¢ + 2 — N,_, conditions nou-
velles, en général indépendantes de celles déja trouvées. Prenant
ensuite ¢,_,, et continuant de proche en proche, je vois que I'existence
de ¢, entraine que le Tableau T,_,, des coefficients des « dans les
équations A, ., admet un déterminant ‘principal, du type B,_x.»
que je peux toujours supposer étre B, lui-méme; que parmi les dé-
terminants qui, d’aprés cela, sont nuls, il n’y en a que S+p—£k-+1 =N,
qui ne le soient pas en vertu des conditions relatives & T,, Ty, ...,
T,_x; que, par suile, or a cntre les points doubles ¢ +p — k +1— N,
relations nouyelles, indépendantes en géncral de celles qui résultent de
Uexistence de oy Qpyy oo vy Ppass

Les 8 + p — k -+ 1 — Ny déterminants qui, égalés & séro, donnent ces
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conditions, sont ceux que l'on obtient en bordant B, ., avec les éléments
de la colonne de rang Ny, et des lignes restant dans T,_;..,.

Pour mlerplcter géométriquement ces conditions, je remarque
qu’elles expriment que 'on peut prendre, pour les parametres arbi-
traires que contient o4, les coefficients ay, oy,_, .. , oy, et, par
suite, qu'il existe une fonction g, déterminée a un facteur pres, cor-
respondant & ay = oy, ..., oy, = 0. Soit ¢; cette fonction; pour
k=p—r1elle se confond, au facteur pres, avec la fonction déja consi-
dérée ¢',_,, et pour £=p avec ¢,. Cela posé, considérons la courbe
o, = 0, qui est un cas particulier de ¢,= o, dégéndérescence elle-méme
de la courbe générale ¢ = o; nous voyons que les conditions précé-
dentes reviennent 2 la condition géométrique que voici : les ¢ points
doubles de Cji=* sont sur la courbe ¢, = o déterminée par Ny — p 4k — 1
d’entre eux.

En résumé, les points doubles de CJi* sont assujettis, du fait de
I'existence du point de Wmorstmsq, 4 un certain nombre de condi-
tions, toutes les fois que le systeme (11) renferme des inégalités.

Puisquelacourbe Cji~* existe, elles sont compatibles; de plus, Cgi™
étant irréductible, leurs conséquences géométriques, relatives a la
disposition des points doubles sur certaines courbes, n’entrainent rien
de contraire a cette irréductibilité. Cependant, je remarquerai que
I'hypothese que j'ai faite, que Cjm* n’avait que des points doubles or-
dinaires, peut, dans certains cas pu'!;mu]wr.a (nous en verrons plus
loin), ne pas se réaliser; s'il en edt ainsi, les conditions précédentes
peuvant -6tre incompatibles, ou entrainer laréductibilité de la courbe,
tant qu’on maintient cette hypoth?';(,, il n’¢n est plus de méme sil'on

,suppose un nombre convenahle de ‘pfmnt% doubles de la courbe con-
fondus en pomtwmu]tlplcs ﬂ‘“yant des alﬂgu]amtos plus élevées.

( .L’analyse (kl;ll nons a condt ﬁ*{ e condmzons, ainsi que leur forme,
‘piontre qu’ell, sont généraleme mdcpcndanto.s Néanmoins, elles
lihu'vgnt ccscr@ do I'stre dans certains cas, en particulier si quelques-
unesdé CS Pps Ppys -+ os Ppo - - » S€ décOmposent, et comprennent
une ou plusieurs des courhes précédentes. Dans tous les cas, soit ot le
nombre de celles de ces conditions qui sont indépendantes; on a

W< W (3+p—k+1—Ng),
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et le nombre total de conditions imposées aux coefficients de I’ équation
F(' u’, u;) = o par lc.* [m’t qu"clle appartient aw genre p et a la classe consi-
déree est & + ot. Si je désigne par N le nombre, déterming au n° 4 du
Chap. ITI, des parametres arbitraires que contient F(u, u;), tant qu’on
n’a pas exprimé que les conditions précédentes sont remplies, le
nombre définitif des arbitraires qu’elle renferme est N — & — ot; on
adonc

(12) N-—¢—3%2o0.

5. Je récapitule toutes les conditions trouvées, en les groupant en
deux catégories. La premitre, formée des inégalités (10), (11) et (12)
des n% 3 et 4, ne comprend que des conditions purement numériques
ctportant seulement sur les nombres p,, p,, ..., p,, & savoir :

(A) hily,
(B) N ZObp—h-t  (k=1,2,. .,p),
(©) N6 -4 0%,

Quant 4 la seconde, clle renfermera I'ensemble des conditions rela-
tives aux points doubles ou multiples de G :

D. Le nombredes points doubles, ou I'¢équivalent en points doubles

(ot —- I)Q(d,-——x) —p;

E. Ces points doubles ou multiples sont assujettis, s’il y a lieu, &
9% conditions consistant en ce que, si l'ona Ng<<¢~+p— & -+1, une
certaine courbe adjointe particulire g, =o soit déterminée par
Ny— p +k — 1 d’entre eux et passe par tous les autres; et cela sans
que la courbe Cf* cesse d’étre irréductible.

Ce qui précede montre que 'ensemble de ces conditions est néces-
saire, pour qu'il existe une classe de courbes possédant un point de
Weierstrass correspondant au systeme d’ordres manquants donnés
Pis Pas - vvs Ppr

I est aussi suffisant. Supposons, en effet, ces conditions remplies
pour un systeme donné de nombres p,, p,, ..., p, ¢t un nombre
premier avee le nombre « correspondant, ¢ appartenant & la suite
1,2, ...,u—1.Envertu de (C) et de (E), je peux former I'équation
F (4, «;) = o d’une courbe Cii~* irréductible, possédant & points doubles,
ou des points multiples équivalents & ¢ points doubles, ces points

Ann. de UK, Normale. 3¢ Série. Tome X111, Mar 18¢6 21

du nombre des points multiples de C4* st & =
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étant tels que la courbe o;, = o, déterminée par Ny — p + £ — 1 d’entre
eux, passe par tous les autres et y remplisse les conditions néces-
saires pour étre adjointe; et cela toutes les fois que les conditions (B),
remplies d’apres I’hypothese, donnent pour N, I'inégalité
Ni<p—k—+1+0,
au lieu de I'égalité
N,C::p-—/(—}—l-}-a.
Quant aux courbes ¢, leur existence résulte a la fois de (B), (E) et
de (A); cette derniere condition entraine la présence dans ¢, du
terme caractéristique by, . Cela posé, la courbe C=* est, d’apres (D),
de genre p, et 'intégrale

u ’
o= [ Prlty @)
k JF
Jdu {

w

i,

est infiniment petite d’ordre p; en 'unique point & U'infini Ade Cg
donc les ordres manquants en A sont p,, p,, ..., px et il cxiste unc courbe
irrdductible C§i* définissant une classe de courbes possédant un point de
Weierstrass de Iespéce donnde.

6. Il me reste & examiner quelles sont les conséquences de ce qui
précede, relativement aux Tableaux que nous avons appris a former
au Chapitre III. Les conditions numériques (A), (B), (C) semblent
s’ajouter, si toutefois elles ne sont pas remplies d’elles-mémes pour
un pareil Tableau, & celles que nous avons trouvées 14, et former avec
elles un systeme de conditions nécessaires pour que ce Tableau soit
un Tableau d’ordres manquants. Mais, comme on ne peut pas affiemer
qu’il existe, quel que soit le Tableau remplissant ces conditions, un
systeme de ¢ points distincts ou confondus, tel que les conditions (D)
et (E) soient satisfaites, rien ne prouve qu’elles soient suffisantes.
Tout ce que 'on pourra tirer de ces conditions (A), (B), (C) sera
donc des regles d’exclusion analogues & celles du Chapitre III, plus
étroites peut-étre. Mais il n’en faudra pas moins, pour pouvoir affir-
mer qu’un Tableau qui y satisfait est un Tableau d’ordres manquants,
vérifier que les conditions (D) et (E) peuvent étre remplies et, par
suite, pousser jusqu’au bout la formation des équations F(u, u;) = o
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et ¢r=o. En somme, les considérations précédentes ne nous condui-
sent qu'a une méthode de vérification des Tableaux d’ordres man-
quants.

Je vais maintenant examiner de plus pres les conditions (A),(B),
(C) et, & cet effet, les former. On voit immédiatement que, bien qu’il
existe un systeme de pareilles conditions pour tout nombre i inféricur
a « et premier avec lui, il suffit d’en former un seul relatif 3 une
valeur particuliere de 7 car, si ce systeme etles conditions (D) et (E)
correspondantes sont vérifiées pour un Tableau, il y aura une classe
de courbes possédant le point de Weierstrass de U'espece définie par
ce Tableau, et ce dernicr sera acceptable.

Je prendrai ¢ =1, ct je vais former d’abord (A). La congruence (7)
estici s —r1=p(modea). Faidonch=1-+p, et = p(r +1) — (1+ 1);
I'inégalité (A) revient, par suite, &

Pk 1)21 4y
et, comme on a LS, A

Po-+15p(pa1).
Or, cette dernitre inégalité peut s’écrire

a(pg-t-1)+plploa(p -+1) 1]

Comme [a(p,~+1)+ o] est le plus petit ordre existant==p, que
Pordre pla(p, 1) -~ 1] est aussi existant (Chap. IIl, n° 1) et de
plus==p, on voit que cette inégalité a toujours lieu; ce n’est, en réa-
lité, qu'unec application de la seconde condition donnée-h I'endroit cité.

Done la condition (A) se ramene & celle-la.

D¢ méme, les conditions (B) doivent étre supprimées, car elles
sont toujours vérifiées, quel que soit le Tableau. Pour le montrer, je
les écris

p+0—k-+1—N;Zo,
et je remarque que, p - 6 — N, étant nul, il suffit de faire voir que le
premier membre ne décroit jamais quand £ augmente et, pour cela,
de montrer que £ -+ N, n’augmente pas avec £; or, £ et Ny étant en-
tiers, on n’a qu’a vérifier que N, est inférieur & Ny.

Soient pg,, = ap'+ @', et £,, [, les deux nombres qui correspondent
A pr» Py Qapres les inégalités du n® 3, qui sont ici

(L= 1) (1) > 141, (U —1) (g 1) = 1l
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On voit, sur le Tableau méme, que Il'inégalité p,,, > pox entraine
2w, donconal, >/ oul =/{. Celaposé, les expressions de N, et
Ny, sont

j=o j=a
Nkzz(@/,f‘l"'[)’ Nk+1:Z(@J/,:+1_|_,),
j=l ETA

en prenant pour B4, B4 les limites supérieures que donnent les iné-
galités (9); comme ici, r;_, =7 — 1, ces expressions peuvent s’écrire,
d’apres ces mémes inégalités,

o o
Nz= 2 Bi—pr— (bh—1)(pr-1-1), Nopr == 2 Bi—prrr— (L —1)(p'~ 1);
4 4

on en conclut
0y

N N = 3B+ (prows— o) [l = 1) (B 1) (1) (o D],

1,

La derniere partic de cette différence est positive ou nulle, d’apres
ce que nous venons de voir; les deux premitres sont positives, donc
on a Ny >N,,.

Quant & la condition (C), je peux substituer, au nombre en somme
inconnu a priori 9%, sa limite supéricure

k=p

%':2(,, 6 =1 — Nj)

S
et considérer 'inégalité

N—0— 0= 0;
mais la présence dans o%” des nombres N, et la dépendance ot ils sont
de I’entier Z, en rend le calcul & peu pres impossible pour un Tableau
qui n’est pas donné numériquement. Cette inégalité est donc a former
dans chaque cas particulier et il n’y a rien & dire de général sur elle,
sauf toutefois ceci : comme on doit effectuer dans tous les cas la re-
cherche de F(«,u;)=o0 jusqu'au bout, on sera conduit par la suite
méme des calculs & reconnaitre que cette inégalité est vérifiée ou
qu’elle ne l'est pas. On peut donc laisser de coté cette condition en
tant que régle d’exclusion et ne la considérer que comme une vérifi-
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cation & faire au courant du calcul, au moment ol il s’agit de voir
que les conditions (D) et (E) ne sont pas incompatibles avec I’exis-
tence de F(u, u;) = o.

En résumé, on voit que les conditions (A), (B) sont & supprimer,
et que la condition (C) n’est pas & appliquer @ priori : il ne nous reste
donc, pour I'instant, que les reégles d’exclusion du Chapitre I1I. Mais,
si nous revenons aux conditions (D) et (E), on voit qu’elles en-
trainent deux conditions numériques, a savoir :

8:€-tr—)———————id'[-—l)-—1)>o, Niy—p—+rk—r12o0;

la derniére ne donne rien, car elle est toujours vérifiée; en effet,
k + Nz ne décroit pas quand £ décroit, nous ’avons établi plus haut;
or, pour £ =p, l'inégalité devient N,21, et N, est entier positif; elle
est donc vérifiée pour la valeur maximum de %, et, par suite, pour
toutes les autres. Quant i la premiere, elle est & conserver, et je vais
I'étendre au cas d’un ordre non primitif. D’apres la formule (4) du
n° 1, le nombre des points doubles d’'une Cgi~%, correspondant & un
pareil ordre, est

5 (a—=0)(di—=1)—(D—1)

2 [)’
D étant le plus grand commun diviseur entre Z et . Comme, lorsque
et  sont premiers entre eux, D =1, je puis substituer, dans tous les
cas, 4 la précédente 'inégalité

(13) (e —0)(dj—1)Zop+D—1.

Un exemple va nous montrer que cette nouvelle condition ne se
confond pas avec celles du Chapitre III; reprenons le cas que nousy
avons traité : p= 11, « = 4. La solution p, =5, p, =3, p,=o0 de
’équation ., + , + (1, = 8 nous donne le Tableau d’ordres man-
quants :

o=
o N
g W
o B

13 ¥ 15 16
17 8 1y 20

21,
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qui satisfait aux conditions en question. Or, jaid,=6, D = 2 et
(e —1)(dy—1) =15, 2p+D—1=123;

donc (13) n’est pas vérifiée, les autres conditions étant remplies.
Yai, en définitive, trois régles d’exclusion, indépendantes les unes
des autres, et d’une application facile (*); les voici :
I. Un Tableau d’ordres manquants ne renferme que des nombres
inférieurs a 2p — 1. :
II. Il ne doit renfermer aucun terme qui résulte de ’addition de
deux ou de plusieurs ordres existants.
III. Tout ordre d;==¢(moda), dont I’existence résulte du Tableau,
doit vérifier I'inégalité

(¢ — 1) (diy—1)Zap-+D —1,

o étant le plus petit ordre existant et D le plus grand commun divi-
seur entre ¢ et o.

Jai dit plus haut qu’il fallait toujours s’assurer que les conditions
(D) et (E) pouvaient étre remplies, et incidemment que (C) I’était,
en poussant jusqu’au bout la détermination de F(u, #;) = o et des
ox(u, u;) =o. A 'égard de ces conditions, je présenterai une der-
niere observation. Dans les divers cas que j’ai traités, j’ai toujours
trouvé un systeme de & points permettant de satisfaire d ces condi-
tions; mais des que p augmente (et méme, des exemples le montre-
ront, pour des valeurs de p assez petites), le nombre ¢ grandit, ct les
courbes ¢, =o0se compliquent tellement pour certains Tableaux, qu’il
me parait bhien difficile d’arriver & une conclusion générale; cepen-
dant, étant donné que sur les ¢ points il en reste toujours un certain
nombre d’arbitraires, il est assez probable qu’on peut, dans tous les
cas, en disposer de facon que (D) ct (E) puissent étre remplies. De
méme pour (C); dans tous les Tableaux que j'ai étudiés, (C) a été
vérifié; de plus les valeurs que j'ai trouvées pour o% sont toutes asscz
petites relativement, de sorte qu’on peut considérer cette condition

(1) On remarquera, & propos de I'inégalité (13), que (¢ — 1)(d;— 1) croissant avee dy,
et d'un multiple de « — 1 quand on passe de d; 4 I'ordre suivant, tandis que D —r1 est
au plus égal & & — 1, il suftit do la vérifier pour I'ordre existant immédiatement supé-
rieur & a.



RECHERCHES SUR LES POINTS DE WEIERSTRASS, ETC. 167

elle aussi, et peut-étre avec une plus grande probabilité, comme tou-
jours vérifiée.

Ma conclusion définitive sera donc que les conditions nécessaires
données par les régles d’exclusion I, II, Il ne sont peut-étre pas tou-
jours suffisantes ; mais que {on doit regarder comme trés probable que
les cas qui peuvent leur échapper sont en nombre cxcessivement restreint,
et ne se produisent que pour des valeurs asses élevées de p.

Tableau des systémes d'ordres manquants pour p =3, &, 5, 6, 7.

J’ai réuni dans un Tableau les systemes d’ordres manquants que
I’on peut rencontrer dans les courbes de genre 3, 4, 5, 6, 7. Jai indi-
qué pour chacun d’eux la courbe Cy~* que je prenais pour définir la
classe correspondante. Cette courbe correspond toujours au plus petit
ordre primitif, bien que dans certains cas les courbes fournies par des
ordres non primitifs cussent été plus simples. J’ai donné au début du
Chapitre IV les raisons de ce choix, et & ce propos je ferai remarquer
combien 'une d’entre elles est justifiée parle role important que joue,
dans les considérations des n° 2 et 3, 'hypothese que 7 est premier
avec o.

Cette courbe Cj™ remplissant les conditions (D) ¢t (E), le nombre
des coefficients de son équation restant arbitraires, réduit comme
il a été dit au Chapitre 11I (n°®4), estégal AN — ¢ — o, ol

N= Si_w———l)édl e +k— 2,
k étant le nombre des ordres non existants inférieurs a ; (Ch. III.
n° 4). Je désignerai par M le nombre de ces coefficients ; toutes réduc-
tions faites, je trouve
M=a-p+k— o —3.

Ce nombre M est, on le voit aisément, le nombre des modules de la
classe définie par Ci=* (').

En méme temps que ce nombre M, je donne pour chaque systeme

(1) B. V. — Be, p. 433-434.
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le nombre ¢ des points doubles de Cj=* (') et le nombre ot de condi-
tions auxquelles ils sont assujettis. J'y ajoute 'ordre de multiplicité m
du point de Weierstrass correspondant, calculé comme il a été dit au
Chapitre IT (n° 6), et le nombre v=3p — 3 — M des conditions im-
posées & la classe par I'existence du point de Weierstrass; sa compa-
raison avec le nombre 72 — t montrera dans quelle mesure s’applique
le résultat du n° 6 du Chapitre 1. J’ai enfin indiqué, quand il y en a,
ce que sont, au point de vue géométrique, les ot conditions imposées
aux points doubles de C§~%, et & ce propos jajouterai que la courbe
S4—* que j’envisage ne sera plus nécessairement celle du texte, mais
sa projection sur un plan quelconque : dans ces conditions le point A
et la tangente en ce point seront un point et une droite du plan a dis-
tance finie, que je prendrai & plusieurs reprises comme origine ct
comme axe des x.
Voici succinctement, a titre d’indication, le calcul d’un cas. Soit,

pour p =6, « = 4, le Tableau suivant :

12 3 4

5 6 7 8

g 10 I
satisfaisant aux conditions I, II, IIl. Le plus petit ordre primitif exis-
tant est 7=3(mod 4); j'ai

Fu, u) = ul -+ g ul 4~ gaul -+ gyuy + gr=0,

P (U 1y) = o uj + gy U=+ g
les indices des g et des g’ indiquant les degrés de ces polynomes. Du
nombre des coefficients de ¢ je déduis ¢ = 3. Je forme ¢,

Qe (U, wy) == ag Uy~ 0y U == 0Ly,

les o étant des constantes; j'ai 6 +1 — Ny =1, et comme ¢, 94, -..
ne donnent pas de conditions, j’en conclus 9% =1 les trois points
doubles sont assujettis & une seule condition : ils sont en ligne droite.

La classe est donc définie par une C3 possédant trois points doubles
en ligne droite. On ade plus M =11, m = 6 ¢ty = 4. La classe dépend

(1) o est, bien entendu, le nombre des points doubles, ou I'équivalent en points doubles

des points multiples de C4™%, autres que celui qui pout se trouver en A.
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de 11 modules; le point de Weierstrass, qui est d’ordre 6, lui impose
quatre conditions (au lieu de cing, comme il semblerait résulter du

Chapitre II, n° 6).

1,2, b (m=1),

1, 3,8 (m=23),

1,2,8, 5 (m=1),

1,2,3,6 (m = 2),
1,2,3,7 (IN o "}),

Les deux points doubles

1,2, 4,5 (m=2),
1,2, b, 7 (m=14),

1,3,58,7 (m=26),

1,2, 3, 4 6 (m=1),
1,2,3,4 7 (m=2),
1,2, 3, 4,8 (m=3),

b

I. p=3
19 =13
G2, M =6, v=o,
2% ¢ == 2
C:, M =5, v =1,
I[. /) E— ,1
19 o= 4
(3, M -—o, v =0,
Ci, M:=8, V=1,
C?;, M .y V=2,

20 o = 3.
Ct, M =8, vz,
Ccz, M:==, vz 2,
30 g==o.
Cg, M ==, Vo9,
II. p=235.
19 =5
L M==12, v == o0,
. M=r11, vo=,
L M =10, V=2,

sont en ligne droite avec A.

0=1, G =o
0= % —o.
0 = [‘;’ D6 T2 0.
S = J6 = o.
S == o , [
o , IL = 0.

(o>
13
o
G
i
o}

d=JG =0
0= 7y D6 == 0.
0==0>, 96 = o.
d =15, G ==1.

Les cinq points doubles sont sur une conique passant par A.
Ann. de U'Fe. Normale. 3° Série. Tore XITL — Mar 18g6.

22
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1,2,3, 4,9 (m=14), C, M=o, v =3, 0=5, o6 = 2.

La conique précédente touche C; au point A.

20 o == 4.

1,2,3,5,6 (m=2), s, M=r1r, ve=, d =4, G = o.
1,2,3,5 7 (m=3), Gy M =10, V=2, d=r, dG==1.

Les sept points doubles sont sur une quartique ayant en A un point
triple dont deux branches touchent C} (elles forment un rebrousse-
ment).

1,2,3,6,7 (m=4), Ci, M=o, ve=3, dz=1, IG = o.
1,2,3,5,9 (m=275), G, M ==, v =3, d=14, IG = 1.

Les quatre points doubles sont sur une conique touchant G} en A.

30 o = 3.
1,2,0,3,7 (m=14), cs, M: =10, V=T N 5o, I6 = o.
1,2,5,5,8 (m==3), Ck, M= g, v == 3, 0==1, JG == 0.

4° o == .

1,3,5,7,9 (m==10), Gy, M= o, Vi, 0= 9% = o,

19 g = 0.

1,2,3,4,5,7 (m=1), Gk, M == 15, v =0, d =19, JG == 0.
1,2,3,4,5,8 (m=2), Ct, M =14, v, 0 == g, oG = 0.
1,2,3,4,5,9 (m==3), Ci, M =213, vooa, d= g, IG T,

La cubique déterminée par les neuf points passe par A.
1,2,3,4,5,10 (m = 4), (R M= 2, y o= 3, 09, O == 2,

La cubique précédente touche C; au point A.
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1,2 3,4, 5,11 (m =35), Cl, M=, v =4, d=g9, 96 = 3.

La cubique précédente a un contact du second ordre en A avec C!.

I

20 o == 0.
1,2,3,4,6,7 (m = 2), (8 M =14, V=1, 0 =8, I =
1,2,3,4,6,8 (m=23), Ccz, M =13, v =2, 0 =6, IC ==

1
&
g
|

1,2,3,4,6,9 (m=14), C2, M =12, v =23,

Les six points doubles sont sur une conique.

I
_C)
2
1

1,2,3, 46,11 (m=06), cz, M =11, v =4,

La conique précédente passe au point A.

1

4

1,2,3,45,7,8 (m=14), ok, M =12, v 3, G 1s
=14, I =1.

1,2,3,5,7,9 (m=5), R M =11, v={,

o, o2

l

Par les quatre points doubles passe une conique touchant C; en A.

]

=4, dG == 9.

l

1,2,3,4,8,9 (m=26), Cl, M:==10, v =35, )

C; possede un point triple et un point double, en ligne droite avec A.

30 oo 4.

1,2,3,5,6,7 (m=3), Cs, M =13, V=2, 0-=6, 9 = o.

1,2,3,5,6,9 (m=25), C3, M ==12, v=3, 0==3, o6 = o.
1,2,3,5,6,10 (m=06), C3, M ==11, v-=14, 0==3, 6 == 1.

Les trois points doubles sont en ligne droite (*).

1,2,3,5,7,9 (m =6), Gl M =11, v=1, d==9, 6 = 2.

Les neuf points doubles sont la base d’un faisceau de courbes du
cinquieme degré, ayant en A un point triple formé de trois branches

tangentes & C},, du type y* — ka® = o.

1,2,3,5,7,10 (m==8), Ci, M ==10, v==15, 0 =6, 6 = 2.

(1) Cesl le cas dont j’ai donné le caleul plus haut.
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Par les six points passe une cubique, ayant en A un rebroussement
dont les deux branches touchent C}. (Il existe une condition unique
relative 4 ¢@;, qui est une conséquence des conditions relatives & ¢,;
on a, en effet, o, = g,.9,.) ‘

1,2,3,6,7,11 (m=9), C!, M =10, v=5, d==o0 (!).

4° oo =3.

1,2,5,5,7,8 (m= 6), Cl,» M:=12, ve=3, 0=3, B
1,2,4,5,7,10 (m = 8), Cg, M=, v == 4, d==1, 6 —
1,2,54,5,8,11 (m =10), Ct, M == 10, y=25, 0 == 96 = o.

1,3,5,7,9, 11 (m=15), Cli, M:=1y, vz, 0=z 9% ==z 0.

V. p=1.

1° o=z,

1,2,3,4,5,6,8 (m=1), C2, M =18, Vo= o, 0 =17y, a6 = 0.
1,2,3,4,5,6,9 (m=2), Cl, M=y, oz, d==14, G == 0.
1,2,3,5%,5,06,10 (m=23), Ci, M =16, V= 2, 0 =214, I ==1.

Les quatorze points doubles déterminent une quartique passantpar A.
1,2,3,45,6,11 (m==4), Ci, M =15, v =3, 0=14, I = 2,
La quartique précédente touche Cy en A.
1,2,3,4,5,6,12 (m = 93), C, M =14, v =4, 0 =14, IG == 3.
La quartique a un contact du second ordre avec Cy en A.
1,2,3,4,5,6,13 (m=6), Cl, M=13, v=25, oé=14, =4

La quartique a un contact du troisieme ordre avec C; en A.

(1) Ce cas comprend I'exemple traité a la fin du Chapitre II.
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29 o0 = 6.
1,2,3,04,5,7,8 (m=2), Ci,, M=1y, v=r1, d0=18, I == o.
1,2,3,4,5,7,9 (m=23), Cci,, M =16, v=o, 0 =18, IM==1.

Les 18 points doubles sont sur une courbe du sixieme ordre ayant
en A un point triple; deux des branches, dont une inflexionnelle, tou-
chent C},.

1,2,3,4,5,7,10 (m =4), c,, M=15, v=3, 0=18, No—=n2.
Les deux branches du point triple qui touchent Cj, se réunissent en

un rebroussement du type y* — kx’ = o.

1,2,3,4,5,7,10 (m=5), CI,, M=14, v=4, 0=23, Io=3.

Les 23 points doubles sont sur une courbe du huitieme ordre, ayant
en A un point quintuple form¢ d’une branche ordinaire et de quatre
branches du type y* — kx" = o, ces dernitres tangentes i Cj,.

1,2,3,4,5,7,13 (m=1), 5 M=13, v=>5, 0=18, I =3.

On retrouve la courbe du sixieme ordre des deux avant-derniers
cas, seulement ici les trois branches du point triple touchent C},; elles
sont ordinaires.

1,2,3,4,5,8,9 (m=14), Ci, M =15, v=3,
1,2,3,4,5,8,10 (;m=175), Ci, M =14, v=4,

=38, Ie == o.
=38, I = 1.

Sz C»

Par les huit points doubles passe une cubique touchant C} en A.

1,2,3,4,5,8,11 (m=26), Ci, M =13, v=>5, 0=38, I =2,

Le contact de la cubique avec C; est du second ordre.

1,2,3,4,5,9,10 (m==6), G, M =13, v=75, 0-==8, 96 = 2.

Le point A est le neuvieme point fixe du faisceau de cubiques déter-
miné par les huit points doubles.

1,2,3,4,5,9,11 (m=1), Ci, M=12, v=~6, 0=2, I = 3.
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Dans le faisceau précédent, il y a une cubique qui a un contact du
second ordre avec C, en A.
1,2,3,4,5,10,11 (m=8), €}, M=11, wv=7, 0=8,  d0=4.

Six des points doubles se confondent en un point quadruple, et les
deux autres en un contact de la courbe avec elle-méme; ces deux
points sont, de plus, en ligne droite avec A.

30 g o=,

1,2,3,4,6,7,8 (m=3), Ck, M =106, V9, 0, G = 0.
1,2,3,4,6,7,9 (m=4), G2, M =15, v 3, 0=z, 6 == 0.
1,2,3, 4 6,7,11 (m==06), G, M =14, v 4, 0=z, oI

La cubique, passant par les sept points doubles et tangente & C} en

A, aun point d’inflexion en ce point.

1,2,3,4,6,7,12 (m =7), Ci, M:=213, v D, 0=z, oG =1,
La cubique précédente a un point double en A.

1,2,3,4,6,8,9 (m=25), 2, M ==14, v == 4, RN DG 0.

1,2,8,4,6,8,11 (m=1), €& M-==13, v=05, 6:=05 9% =7.
La conique déterminée par les cing points doubles passe par le

point A.

1,2,3,4,6,8,13 (m=q), Gz, M =12, v =06, 0=15, IG == 2,
La conique précédente touche C; au point A.

1,2,3,4,6,9,11 (m= 8), C2, Me=12, V=6, 0==5, M==2.
C3 a un point triple et deux points doubles en ligne droite avec lui.

1,2,3,4,7,8,9 (m= 6), G, M=13, v=>5, 0==3, I ==o0.
1,2,3,4,7,8,13 (m=10), C:, M=o, V=

Les trois points doubles sont en ligne droite.
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4o o=14{.
1,2,3,5,6,7,9 (m=5), Cl,, M=15, =3, 0=S§, I —=o.
1,2,3,5,6,7,10 (m=106), Cj, M=14, 4, d=35, Jb=o.
1,2,3,5,6,7, 11 (m= 7), C3, M=13, v.AJ 0=5, N =1.

Par les cinq points doubles, on peut faire passer une cubique ayant
en A un point de rebroussement dont les branches touchent C?.

1,2,3,5,6,9,10 (m= 8), Ci, M==13, v==5, 0=2, I6 =o.
1,2,3,5,6,9,13 (m=11), C3, M:=1a2, v =0, 0=—a, I =1.

7

Les deux points doubles sont en ligne droite avec A.

1,2,3,5,7,9,11 (m=10),. C!,, M=r1, v=1, 0==11, Jdb=A4.

Les onze points doubles sont la base d’un systeme o* de courbes C?
comprenant en particulier : 1° un faisccau de courbes du sixieme
degré, ayant en A un point quadruple formé de deux points de
rehroussement dont les branches touchent CY,; 2° une courbe de
sixicme degré ayant en A un point quintuple formé de deux branches
ordinaires, ¢t de trois branches du type y* — kz* = o, tangentes toutes

trois & CJ,.

1,2,3,5,7,9,13 (m==19), DY M =10, V=8, 0:=8, I =4.

Les huit points doubles sont la base d’un systeme «o* de courbes C}
comprenant en particulier : 1° un faisceau de courbes du cinquieme
degré ayant en A un point quadruple formé de deux branches ordi-
naires, et d’un rebroussement dont les branches touchent C], ; 2° une
courbe du quatrieme degré ayant en A un point triple formé d’une
branche ordinaire et d’un rebroussement, les branches de ce dernier
touchant encore C7,.

1,2,4,5,7,8,10 (m= g), C4, M=14, V=14, 0=3, 96 =—o.
1,2,4,5,7,8,11 (m=10), Cl,, M=13, V=5, d0==2, I ==
1 7,10, 13 (m-=14), Ci, M==12, v==6, 0= 96 == 0.

6o o=z 9.

1,3,5,7,9, 11,13 (m=21), C1, M=13, v=5 0=203C=o.
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CHAPITRE V.

APPLICATIONS AUX COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES.

L. Je vais faire, dans ce Chapitre, quelques applications des résul-
tats précédents & la définition des courbes gauches algébriques comme
transformées point par point d’une courbe algébrique plane.

Indiqué sommairement dans le Mémoire fondamental de MM. Brill
et Neether ('), ce mode de définition a été repris, & des points de vue
différents, par M. Neether (*) et par Halphen (*), dans leurs Mémoires
sur la classification des courbes gauches. Comme je me placerai au
méme point de vue que ce dernier dans les applications qui suivent,
je rappelle en quelques mots I’exposition qu’il a donnée de cette défi-
nition.

Soit une courbe plane algébrique /(x,y) = o, de genre p; si l'on
prend sur cette courbe un groupe de o points

(th) ($1,J/1), (ﬂ%yz), veey (md; yrl)v

et si I'on forme trois fonctions rationnelles de (2, y), &, 7, {, infinies
du premier ordre en tous les points de G, le point de U espace qui, rap-
portéaun systéme de coordonnées cartésiennes, a pour coordonndes &, v, C,
décrit une courbe algébriqgue, gauche en général, de degré d et de genre p,
lorsque le point (2, y) décrit la courbe [(w,y) =o. Si je désigne par
Lix,yy Uintégrale normale de seconde espece infinie au point (x;,y,),
les décompositions de &, m, { en éléments simples seront de la forme

S E=A+ 2w,y
0= B -t E/I)l‘t(r‘[,y;n
t C e C -t 21‘ C; [(_,.‘., il

(1

(1) B.N. — 4.F., §17.
(%) IV., p. 271 ol suiv.
(3) Ha., p. 13.
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les coefficients @, b, ¢ étant trois solutions du systeme d’équations

du; du; a2 du; .
v o —_— e \d ——— ==0 = 1,2, ...
Ydx, * dz, ¢ Az, ’ / 22 e 0 Do

(2) 2

ol u; désigne une quelconque des intégrales normales de premiere
espece, correspondant avec les ¢, & un systeme canonique de cou-
pures de la surface de Riemann relative & f/(a, y) = o. Si le groupe
G, est quelconque, la solution la plus générale des équations (2) ren-
ferme d —p arbitraires, de sorte que £, 1, { ne dépendent que de d — p
combinaisons linéaires distinctes des ¢, ,,, qui y entrent linéaire-
ment; on en conclut que, sid — p estinféricur & 3, la courbe est plane.
Done, en partant d’un groupe quelconque G,, on ne peut définir que
des courbes gauches de degré d=p + 3. Pour avoir des courbes de
degré inféricur & cette limite, il faut prendre pour G, an groupe spé-
cial; mais ici encore, si la courbe f(#,y) = o appartient & une classe
générale de genre p, on ne pourra obtenir que des courbes gauches de
degré =2 (p 4+ 4) (). En effet, (2) devant se résoudre avec trois arbi-
traires au moins, il faut qu’il existe un nombre de relations entre ses
coefficients ¢gal ou supérieur d 3(p+3 —d), et comme, si f(x, y)=o0
n’est pas & modules spéciaux, ces relations sont indépendantes, on
voit que le nombre maximum de points de G, que I'on peut prendre
arbitrairement est d — 3(p + 3 — d). Or, sur ces points, il y en a
au moins trois d’arbitraires; on a donc d— 3(p+3 —d)z3, d'ou
dz3(p+4). Pour descendre au-dessous de cette limite, il faut prendre
le groupe G, sur une courbe & modules spéciaux.

On voit que la définition de la totalité des courbes gauches, de
genre p et de degré d <p -+ 3, exige la connaissance de tous les
groupes spéeiaux qui peuvent exister sur les courbes planes de genre
p 2 modules quelconques ou spéciaux, si dumoinsl’on veut les définir
comme transformées univoques des courbes planes. Il y a aussi un
intérét évident & connaitre les courbes gauches particulires de degré
dzp+ 3, qui dérivent de groupes spéciaux. Je me contenterai dans
ce qui suit d’étudier quelques classes de courbes gauches définies &
l'aide des groupes spéciaux dérivés d’un point de Weierstrass; mais

(1Y B.N. — 4. F., loc. cit.
Ann, de I’Fe. Normale. 3° Série. Tome XIII. — Mar 18¢6. 23
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avant je donnerai quelques remarques relatives au cas d’un groupe
spécial quelconque. "

2. Je vais chercher en premier lieu le nombre v des arbitraires
dont dépend la courbe gauche la plus générale, dérivant d’un pareil
groupe. Soient : 1° g% la famille & laquelle appartient le groupe Gy
des points (x;,y;); 2° 7 le nombre de points arbitraires qui détermi-
nent cette famille parmi toutes celles de méme espece (*); 3°r+1 le
nombre des courbes o indépendantes qui passent par G,; 4° p le
nombre des relations existant entre les modules de la classe, si celle-ci
est spéciale.

Le groupe G, dépend de ¢ -+ 7 points arbitraires, chacune des fonc-
tions &, v, { renferme ¢ -+ 1 parametres arbitraires; on a done

v 4= 3p AT,
ou, en tenant compte de la loi de réciprocité de Brill et Neether,
(3) ve=4d—p -G08 1) - T

Les formules (F) du 8§ 9 du Mémoire de ces géometres (*) permet-
tent de transformer cette expression dans le cas olt la courbe / n’est
pas spéciale, ou encore dans celui ol, la courbe étant spéciale, la
valeur du nombre < serait la méme. Ces formules donnent pour ce
nombre les expressions t=2p —2—d—(g+2)r=p—(g-+1)(r-1);
j’en conclus les deux expressions suivantes de v :

(4) ve=3d4pto2—r(qg—2)—p=hd—(q—3)(r--1)—p.

Si je suppose, avec Halphen et MM. Brill et Neether, pour dzp -+ 3,
r-+1=o0, p=o, etavec les deux derniers, pour p+3>dz%(p-+4),
g =3, p=o, je retrouve la formule donnée par ces géometres

v ‘f::/;cl.

De méme, la premitre égalité (4) me donne une formule de M. Nee-

ther (*), relative au cas ot l'on a 2p —22dzp+ 3; si je fais avec

lui r=p=o0, je trouve
ve=38d - p - 2.

(YY) B.N. — 4. I'., § 2 et suiv.
(2) Ihid., p. 292.
(3) R., p. 282.
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La seconde expression (4) montre que les cas précédentssontles seuls
ouv =4d, car (¢ — 3) (r+1) et p sont des nombres essenticllement
positifs. De plus, cette expression s’appliquant forcément toutes les fois
que la courbe n’appartient pas & une classe spéciale, on voit que I'on
ne peut avoir v > 4d, que sz la courbe est spéciale ; ce résultat se vérifie
sur les Tableaux d’Halphen : dans tous les cas ol il trouvev > 4d, on
ad<3(p-+4).

Par contre, dans ces Tableaux ne figure aucune courbe, pour la-
quelle on ait v<<4d. Comme sa classification repose sur des propo-
sitions établies indépendamment du mode de définition qui nous
occupe, on doit en conclure que les courbes gauches, correspondant
a v << A4d, sont des cas particuliers des especes qu’il a trouvées. Cest
ce que montre la comparaison de ses Tableaux avec ceux de Nether;
on peut aussi vérifier 'exactitude de cette conclusion i propos de la
formule, rappelée plus haut, v = 3d -+ p -+ 2, correspondant &

ap—2Zdip-+3,

qui donne toujours v < /4d; cette formule ne s’applique qu'a des
courbes gauches dérivant de groupes spéciaux, ce qui, ici, est un cas
particulier, puisque 'ona d Zp + 3.

En second licu, je calculerai le nombre N, de conditions imposées
a une surface de degré m par le fait de passer par une courbe gauche
de degré d et de genre p. Soit F = o I'équation de la surface; substi-
tuons, dans le premier membre de cette équation, aux coordonnées
courantes les expressions (1) des coordonnées £, n, { d’un point de la
courbe. Nous obtenons une fonction F(&,1, (), rationnelle en @, y,
infinie d’ordre m en tous les points du groupe G, contenant, d’apres
le théoreme de Riemann-Roch, si F, £, v, {sont absolument générales,
an nombre de paramétres égal hmd —p —+r’'+1, r’ désignant lenombre
des courbes ¢ linéairement indépendantes qui ont un contact d’ordre
m — 1 avec f en tous les points du groupe G,. Sila surface contient Ia
courbe, F(&, 7, {) est identiquement nulle, et réciproquement : on en
conclut que tous les parametres qu’elle contient sont nuls, ce qui
donne un nombre de conditions égal &

Nyp=md —p - r'—+r1.

Ces conditions seraient toujours indépendantes, sile groupe G, était
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quelconque, auquel cas on a 7=o et N,, = md -—p + 1; mais, le
groupe G, étant spécial, il peut arriver que, en vertu des relations qui
existent entre ses points, ces conditions cessent de I’étre. Si nous
écartons ce cas, nous voyons que l'on a

N, Zmd—p -+ 1.

. .. . ae, md - 2 .
Dans ces mémes conditions, I'inégalité p << ——— entraine

2%
N, == md — p -+ 1;
car cette inégalité revient d la suivante, md > 2p —- 2, et entraine qu'il
ne peut exister une courbe ¢ ayant un contact d’ordre m — t avec / en
tous les points de G,, d’ott 7= o. On en conclut que I'on a

N, =md — p -1,

o md -1 , , . .

lorsque p= — résultat trouvé par Halphen ('), mais sculement
md -~ 1

pour p < S

Le cas ol l'on a N,>md —p -1 et, par suite, 7'>> o mérite
quelque attention. Le groupe G, correspondant sur la courbe / aux
points d’intersection de la courbe gauche avee le plan de I'infini, il
correspond sur /; aux points de rencontre de la courbe gauche avec les
plans de U'espace, une famille «<* de groupes G, corrésiduels a G, dé-
coupés par

(/E - (3‘/1 -+ /: =0 == 0.

Comme une transformation homographique permet de substituer, i
la surface F, une surface ¥/ de méme degré, d Ia courbe gauche, dé-
finie par G, et situé sur F, une courbe gauche, de méme degré et de
méme genre, définie par un groupe G, quelconque et située sur ¥, il
en résulte qu’il existe sur [ une famille =" de groupes G, jouissant de
la méme propriéié que G, ¢’est-a-dire tels que r' courbes ¢ aient, en tous
les points de chacun d’eux, un contact d’ordre m—1 avec f. Or ceci,
exigeant I’évanouissement de la fonction  attachée & la courbe et de
ses dérivées partielles, jusqu’a un certain ordre, pour des valeurs des
arguments égales & des mi®™ parties de périodes, ne peut se présenter

(1) Ha, p. 41.
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que pour des courbes spéciales. Done, si l'on a N, >md —p +1, la
courbe f et, par suite, la courbe gauche sont spéciales. Prenons, par
exemple, m = 2, d = p—1; la courbe f doit étre alors une de ces
courbes signalées par M. Weber ('), possédant des systtmes une ou
plusieurs fois infinis de courbes de contact . La premiere des courbes
gauches du huitieme degré, donnée par Halphen (*), dérive d’une pa-
reille courbe /.

3. Je terminerai ces généralités par quelques remarques sur des
représentations analytiques des courbes gauches se rattachant i ce
qui précede.

Le point (&, 7, o) décrit, dans le plan { = o, une courbe d’ordre
et de genre p, /,(§, 1) = o, projection sur ce plan de la courbe de
I'espace, le centre de projection étant le point (o, 0,%). Les deux
courbes /et /, se correspondent point par point, et { est une fonction
ationnelle de (€,9), comme elle Pétait de (@, y); le groupe { =<0
correspond sur /; au groupe G, de /, et est lui aussi spécial. Done

) q’ £, ’ J . . Iy .t .
— u(ﬁ;,[‘)., d, et @, étant deux fonctions @ relatives 2 /7,5 jointe i
4 " 0 ¢ 15 )

I'équation f, = o, celte équation représente la courbe gauche.

(’est la représentation, fondamentale dans le Mémoire d’Halphen,
d’une courbe gauche a I'aide d’un edne et d’une monoide; je suppose,
bien entendu, dans tout ceci que les génératrices du cone ne sont pas
toutes des cordes dela courbe. D’apres ce que je viens de dire, @, est,
au plus, de degré d — 3; quant & ®,, il est, au plus, de degré & — 4.
En elfet,  devient infinie en tous les points & I'infini de /;; la courbe
®, = o est coupée en d points par la droite de Uinfini; comme elle est
au plus, elle aussi, de degré d — 3, elle doit se décomposer en cetle
droite et une courbe de degré d — 4; ¢’est-a-dire que @, doit étre de
degré d — 4 au maximum. Ceci donne, sous une forme plus générale,
un résultat indiqué par Halphen (*) et M. Neether (*). Considérons les

(1Y) WeBER, M.-A., t. XIII, p. 35 ot suiv. Uecher gewisse Ausnahmefidle, ote.). Foir
aussi Knavss, M.-4., t. XV,

(%) Ha, p. 165.

(3) Ha, p. 3.

(*) N.-R., p. 283,
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groupes découpés sur f, par of + fBn + y{ -+ & = o, ils sont formés
par les projections des points de rencontre de la courbe gauche avec
un plan quelconque; ce sont les transformés des groupes G, précédents,
ils sont donc corrésiduels du groupe { =w; si donc I'un de ces groupes
est spécial, tous les autres le sont. A la famille g} qu’ils forment, cor-
respond une famille résiduclle, dont un des groupes est le résidu des
points de rencontre de f; avec la droite de I'infini, et est découpé par
®,==0. On en conclut que cette famille est découpée sur /; par un
systeme linéaire de courbes adjointes d’ordre & — 4 au plus. Soit r
la multiplicité de cette famille; comme il peut se faire que g, fasse
partic d’une famille v7, ¢ >3, on a, 2 désignant le nombre des points
doubles de f, :

Cela posé, soit 2 le degré du dénominateur de {5 on voit que :

8i les projections des points de rencontre d’une courbe gauche de de-
gré d avec un plan quelconque forment, sur la projection, un groupe
spéeial : 1° on a n”d—f; 2° les h points doubles de la projection ne
JSournissent pour les courbes de degré n qui lui sont adjointes que h —- x
conditions au plus.

Soient maintenant

(5) pbilmy) @y ()

bo(2,y) Yo (2,7) Yo,y )

les expressions de &, 7, { en fonction de « ¢t de y sous forme ration-
nelle. Si, dans ces expressions, je considere « et y comme des va-
riables indépendantes, elles définissent une surface unicursale passant
par la courbe. Plus généralement, a4 chaque couple de fonctions ration-
nelles (u,¢) de x et de y, attachées & la courbe /, correspond une
surface unicursale passant par la courbe gauche, et qui est définie par
les expressions de £, 7, C en fonction de u et de ¢, olt ’on regarde ces
quantités comme des variables indépendantes. I1 est évident que I'on
pourra obtenir ainsi toutes les surfaces unicursales passant par la
courbe, et arriver en particulier & la détermination de la surface uni-
cursale de degré minimum qui la contient. Soit F (%, ¢) = o la relation
qui lie u et ¢; elle représente dans le plan des («, ¢) une courbe,
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transformée point par point de la courbe gauche; elle définit aussi la
transformée de cette courbe dans la représentation uniforme de la sur-
face unicursale sur ce plan. La correspondance point par point des
deux courbes n’est donc que 'application, & une ligne particuliere
tracée sur la surface, de cette transformation. Ainsi la courbe /, dont
nous faisons dériver la courbe gauche, est sa transformée dans la re-
présentation de la surface (5) sur le plan des «y. La considération de
cette représentation peut étre utile dans les recherches relatives a la
geomeéirie sur la courbe et la surface; son étude est facilitée par le fait
que, le réseau oy g, + e, b, -+ oy by + oy, = o étant formé de courbes
adjointes, et découpant sur /unc famille de groupes déterminée, ses
points de base sont connus. Ces remarques s’appliquent évidemment &
toutes les courbes gauches, quelles dérivent d’un groupe spécial ou
non. Pour les éclaircir par un exemple, je prendrai sur la courbe, déja
envisagée au Chapitre 1I, n° 7,

N L epe Y ey 2 0,
les groupes G,,G ,, G,, définis par les équations

(Gg) oy &t Py y = oyt &0y == 0,
(Gy) oy & - By b Yy Yok Oy -y Y = 0,
(Gg) Gg @t -t Boay A Yy yt - 0p @ A gy A g 05

a ces groupes correspondent des courbes gauches de degrés 8, g, 10,
que je désignerai par Cq, Cy, C,,. Les coordonnées d’un de leurs points
seront représentées par des fonctions de la forme

@ ey enrey
&t A= Boxy - Yoyt -+ ey
ap &t Bray iy -0 @ &y
aga@® A Boay 4 Yy Sgx ey y
af Zr - Bizy -y Y- 0 X e Y 9

[ 10 /AT /™ AN Y] 7 A
o= Boay - pyyie Og @ ey 4y

(Gy)

(i=1,2,3).

Soient S, ', S”les surfaces unicursales correspondantes; leurs sections
planes ont pourreprésentation, surle plan des zy, des coniques et sont
unicursales; ces coniques forment des systemes o< ayant respective-
ment 2, © et o points fixes. On en conclut que S est une quadrique (un
cone), S’ une cubique réglée, et S” une surface de Steiner.



184 M. HAURE.

4. Varrive maintenant aux applications proprement dites que je
me propose de faire. Soit A un point de Weierstrass de la courbe /; si
d est un ordre existant, £ le nombre des ordres manquants inférieurs
a d, il existe une famille g7~ de groupes dérivés du groupe G, formé
de d points condensés au point A : ¢’est une des familles définies au
n° 2 du Chapitre II. Les groupes de cette famille seront spéciaux, s
Pon a k<p, cest-a-dire st d est inférieur aw plus grand des ordres
mangquants. Ce sontles courbes gauches, définies a I'aide de ces groupes
spéciaux, que je vais considérer.

Soient d,, d,, ..., d;les ordres existants inféricurs au plus grand
des ordres manquants; je désignerai dans la suite par G, 'un quel-
conque des groupes de la famille g7~ Pour qu'un pareil groupe puisse
servir & définir une courbe gauche, il faut que 'on ait &, — £23; or
di—k=1+1, oty 2. Donc les groupes de degré minimum d’ol
Pon peut faire dériver une courbe gauche sont les G, . Pour avoir le
nombre d’arbitraires dont dépend la courbe gauche la plus générale
dérivée de G, je pars de la formule (3) dun® 2; j’ai ici ©=o, ct
r+1=p —k;donc '

ve=hdj— Gk~ 3p--p.

Mais, comme d;—k=1i-+1, je trouve, en posant de nouveau
3p — 3 —p =M (Chap. IV, introduction au Tableau) :

(6) ve=hi M+ g

Quant & N, il n’y a rien a changer & la formule du n° 2; il est done
inutile de la rapporter ici.

Je vais maintenant chercher la nature du point de la courbe gauche
qui correspond au point A de f; soit (a) ce point. Nous avons vu
(Chap. II, n® 2) que I'on pouvait former une suite de courbes ¢ : g,,
©ys Du» -+ -5 @y, rencontrant £ respectivement en d,, d, — d,, dy—d,, ...
points confondus en A, et que c’était & I'aide de ces courbes que I'on
constituait les courbes générales découpant les diverses familles gii™".
Par suite, nous avons pour la courbe dérivée de G, :

q)g . (I’ 3

5:—17 —_— I ey
@, D, @,
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en posant
D=y oy @) . Ui P
D= Loy + P10, +. ..~ Bir1Diis
Dy== Yo 9o+ Y1 @)+ o Vit Pipys
D=0 9o 40, O\ 4. ..~ Ouy Plpye

Le groupe G,, est découpé par @, = o; quant au groupe correspondant
aux points d’intersection de la courbe gauche avec un plan quelconque
af + B -+ v{+ ¢ =o, il est découpé par la courbe

a(Dl -+ ﬁ(l)'.’ - 7(1):; -+ (')\(I’v‘ - 0,
dont je peux encore mettre I’équation sous la forme
Do ot hy @) o= R @l = 0.

Cela posé, les plans pour lesquels on a A;,, = o pivotent autour d’un
point fixe, et coupent la courbe gauche en &; — d;_, points confondus
en (a); ce point est par suite le point fixe. Les équations A, = o,
A;= o définissent en général un systeme de plans, faisant partie des
précédents, et passant par une droite; comme ils coupent la courbe en
d;— d;_, points confondus en (a), cette droite y rencontre la courbe
en un égal nombre de points confondus. Enfin, aux équations
iy = 0, h;= 0, A;_, = o correspond en général un plan unique cou-
pant la courbe en d;— d;._, points confondus en (a). De la et des iné-
galités d; — d;_y > d; — d;_, > d; — d;_,, il résulte que le point (a)
est un point d'ordre de multiplicité d;— d;.,, a tangente et 4 plan
osculateur uniques, ol la courbe est rencontrée par cette tangente et
par ce plan respectivement en d; — d;_, et d; — d,_, points confondus.
Ce dernier résultat est 3 modifier si ¢ = 2; dans ce cas, le plan oscu-
lateur coupe en d; = d, points confondus. Il faut remarquer que, pour
quelques courbes particulieres, il peut y avoir encore d’autres modi-
fications & faire subir & ces nombres; cela arrivera toutes les fois que
les équations

higy 2= 0, 1= 0, ey hjwg=0

sontles conséquences de trois d’entre elles, A, = 0, A,y =0, Ajp=0.
I convient d’examiner quelle est I'influence sur la courbe, au point
de vue de sa détermination et de sa classification, de la présence du
point (). Soient ., 'ordre du point (@), (£, (-, les nombres de points
Ann. de Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. — Mar 1896, 24
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d’intersection de la tangente et du plan osculateur respectivement
confondus en ce point; le nombre des conditions imposées a la courbe
gauche par I’existence de ce point est égal & @, + p + py — 7, toutes
les fois que cette différence est positive; il est égal & zéro dans le cas
contraire. Ceci porterait a regarder la courbe gauche comme un cas
particulier d’'une autre courbe, dérivée d’un groupe I',, appartenant a
une famille v5~* qui ne soit pas issue d’un point de Weierstrass; cette
courbe dépendrait de v + ., + p., + [, — 7 paramétres. Mais on ne
peul affirmer en général son existence, et ¢’est & 'aide d’autres consi-
dérations que I’on peut, dans certains cas, rattacher avec certitude la
courbe gauche & d’autres plus géncérales. Considérons le cas ou le
point (a) est un point multiple; Halphen (*) a indiqué I’existence d’un
certain nombre o, qu'il appelle équivalent du point multiple effec-
uf, et au sujet duquel il a énoncé le théortme suivant : Une courbe
gauche algébrique, possédant un point multiple effectif d’ équivalent o et
h points doubles apparents, est un cas particulier d’une courbe gauche
de méme degré, sans point multiple effectif et ayant h + o points doubles
apparénis. En particulier, I'équivalent d’un point double effectif est
nul, quelle que soit la nature de ce point. Cela posé, soient 2’ le
nombre des points doubles de la projection de notre courbe gauche,
distincts de la projection de (@), si ce dernier est point double; A” le
nombre des points doubles effectifs distincts également de (@), o
I'équivalent de ce point : la courbe sera un cas particulier d’une courbe
de méme degré, sans points multiples effectefs et possédant K — ' + o
pounds doubles apparents. Si le point (a) n’est pas multiple, on arrive
& un résultat analogue en prenant 2’ — 4”& laplace de A’ — A"+ o.

Du reste, dans tous les cas que je vais considérer, I’équivalent o
de (a), lorsque ce point est multiple, est nul; je renverrai pour son
caleul, qui est assez pénible, au Mémoire d’Halphen.

La détermination de /2" se fait comme celle du nombre ¢ des points
doubles d'une Cji™* (Ch. 1V, n°1); si A est le plus grand commun di-
viseur entre ., et p.,, on trouve

e (= (= 3) = (py = 1) (p—1) — (A—1) _

2

V2

(1) Ha, p. 43.
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Quant & %", je vais montrer sur des exemples comment on peut le
déterminer. Je prendrai, dansle cas de p = 7, « = 4, le systeme d’or-
dres manquants: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11; les ordres existants inférieurs
a1rsont4, 8,09, 10;jen’ai donc que deux familles de groupes spé-
ciaux d’olt 'on peut faire dériver des courbes gauches. Je désignerai
ces deux courbes, qui sont respectivement de degré get 1o, par G, et
Cyo- Je prendrai, pour définir la classe, la courbe plane G} du Tableau,
qui est représentée par I'équation F(u, «,) = o entre deux fonctions
d’ordre 4 et 9. Ce sera cette courbe qui jouera le role de /3 cette
courbe possede cing points doubles. D’apres ce que nous avons vu au
début de ce paragraphe, et aussi au n® 2 du Chapitre II, on peut
mettre £, 7, { sous la forme de quotients de trois fonctions d’ordre 9,
infinies en A seulement, par une quatrieme.

L’expression générale d’une pareille fonction étant

oty - Bud -y 93,

on en conclut que &, v, { ont une valeur unique pour chacun des
couples (u, «,) correspondant aux points doubles de Ci, et que la
courbe gauche C, a, par conséquent, cingq points doubles; je n’ajoute
pas en dehors de (@), qui ici est simple. On a done 2”=15. Je prends
Cio; & 71, C sont les quotients de trois fonctions d’ordre 1o par une
quatrieme; leur type général est

oty Bty -y ut 4w e

Elles contiennent la fonction d’ordre 1o particuliere u,, qui, en
général, a deux valeurs en chacun des points doubles de Cj; 4 ces
points correspondent des couples de valeurs distinctes de &, 7, C, et
C,, n’a pas de points doubles; donc A”= o. Il estd remarquer que,
parmi les fonctions w,, il en est qui n’ont qu’une seule valeur en un
certain nombre de points doubles de Cj, et I'on voit que ce nombre
peut aller jusqu’d quatre; en prenant dans Pexpression précédente
pour w, une de ces fonctions, on obtiendrait des courbes G, ayant 1,
2, 3 ou 4 points doubles.

Les points doubles de la courbe gauche que jobtiens ainsi corres-
pondent aux points doubles de la courbe plane dont je la fais dériver;
ce sont les seuls possibles, tant que les quatre fonetions qui servent
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a former £, 7, { sont générales, et que, par conséquent, %,, 7,, {,
étant les coordonnées d’un point de la courbe gauche, les équations
E—-% =o0,n—mn,=0, (—0{, =o0,F(«, u;) = on’ont qu'une solu-
tion commune, en dehors du cas que je viens d’examiner. J'ajouterai,
a ’égard de la courbe C7™* ou F(u, u;) = o que je prendrai comme
courbe fondamentale, que je choisirai pour «; la fonction d’ordre im-
médiatement supérieur & «, sans me préoccuper de ce qu’il soit pri-
mitif ou non, sauf cependant dans le cas ol cet ordre est le double
de « et conduit, par suite, 4 une courbe C,, ce qui n’est autre chose
qu'une conique répétée o fois. Ainsi, dans le cas que je viens de
traiter, j’ai da prendre Cj, le second ordre existant étant 8 et condui-
sant & une C; = (C})".

C'est des expressions précédentes de &, v, { qu’il conviendrait de
partir pour déterminer les surfaces unicursales, et, en particulier,
celle de degré minimum, qui passent par la courbe; mais cette déter-
mination exigerait des recherches assez longues sur 'expression des
diverses fonctions «; i 'aide des deux fonctions « et u;, ou plus géné-
ralement de deux quelconques d’entre clles; aussi je ne 'aborderai
pas et je me contenterai de signaler les cas ot I'on apercoit immédia-
tement une de ces surfaces.

Voici l'indication, avec quelques détails, de deux de ces cas. Je
reprends la courbe Cy; les expressions de £, 7, { ¢tant de la forme

ity o Pit + it 0
oty Byt =gyt~ 0,

(£, 0, 3),

on voit que la courbe est située sur une quadrique, dont un systéme
de génératrices rectilignes est formé des lignes u = const. ; mais il est
visible que, sur toutes ces droites, le point u;= = est le point fixe
(gl‘, 2, g-;), la quadrique est donc un céne. Son sommet n’est autre
que le point (@) lui-méme; il suffit, pour s’en assurer, de rempla-
cer u, par son développement, suivant les puissances décroissantes
de u, relatif & u = . Les génératrices du cone coupent la courbe en
cing points, dont I'un est («). La courbe est donc & Uintersection de
ce cone avec une surface du cinquieme ordre, ayant en commun avec
le cone une droite passant par (a).

Je prendrai, comme second exemple, la courbe gauche du huitieme
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degré Cg, fournie par le systeme d’ordres manquants 1, 2, 3, 5, 6,
9, 10, correspondant encore & p =1, o =4. Les ordres existants
sont 4, 7, 8; je prends comme courbe fondamentale C? correspondant
a 'équation F(u, u;) = o; les expressions de &, 7, { seront donc pour
Cy de la forme
Lilly —+ B0 4y 0+ 6,
oyt Pyt + g 1+ 6

(i=1,2,3),

analogue & la précédente. La courbe est encore sur un cone du second
degré ; mais le sommet de ce cone n’est plus sur la courbe : en effet,
il n’est pas au point (a), dont les coordonnées sont ici (&, B -B—“>
Bo Po  Bo
- 1 A . . o4 (o8 .
tandis que le sommet du cone est toujours le point <;1, 2—2, ;">; il ne
0 0 0

correspond donc pas & « =120 et u, = ; or on voit aisément qu’il
n’existe, en général, aucune valeur finie de «, pour laquelle £, 3, ¢
o Oy oy ~ .

—1, 22, J)- La courbe C; est linter-

se réduisent respectivement ( o
section complete de ce cone et d’une surface de quatrieme degré. On
peut remarquer que C3 a deux points doubles et que les considéra-
tions précédentes s’appliquent ici; la courbe Cy a donc deux points
doubles, et les surfaces précédentes sont bitangentes.

Jajouterai enfin que ces expressions de &, 7, { en fonction de « et
des u, montrent immédiatement que les courbes gauches, dérivant
des groupes de certaines familles, sont des courbes impropres. Ainsi,
prenons, par exemple, dans le cas de p =7, « =3, le systeme d’or-
dres manquants 1, 2, 4, 5,7, 8, 11; les ordres existants inférieurs
11 sont 3, 6, g, 0. On a donc une famille g}, dont les groupes parais-
sent devoir donner naissance a une courbe gauche du neuvieme ordre;
mais on voit tout de suite que les expressions de &, 1, { sont de la
forme

,“""?,,‘tﬁ".,"ﬁ,T*’,.,,'/_,{f’..i:f_f (6 1,2,3):

oy 1td == By e =y 1 4= 0, '
la courbe gauche n’est donc qu’une cubique gauche répétée trois fois;
a chaque point de la courbe fondamentale correspond un seul point
de la courbe gauche, mais & un point de celle-ci correspondent trois
points de celle-la. Il est aussi des cas ol le groupe général d’une fa-
mille donne naissance & une courbe gauche propre, tandis que certains



190 M. HAURE.

groupes particuliers ne fournissent que des courbes impropres; le Ta-
bleau qui termine ce Chapitre en fournirait des exemples, mais je

q p J
n’insisterai pas davantage la-dessus.

5. Comme premiere application, je traiterai les deux cas généraux
o — p et o :[) —T.
1° o = p. La suite des ordres manquants sera
n, 2, 3, ..., p—1, p-+h;

il n’y aura de groupes spéciaux donnant naissance a des courbes
gauches que si 4 est supérieur a 2. Soit donc 2> 2, et prenons un
entier ¢ tel que 'on ait 257 <C/4; a Pordre existant &; = p + i corres-
pondent des courbes gauches C,. Le nombre des arbitraires dont elles
dépendent est donné par la formule (6), ou je dois faire

M=3p—/li—n2

(vérifier sur le Tableau du Ch. IV); j’ai done
V=AUl 3p —h 0= hdi—p — I+ 5.

Comme j’ai A2 3, et que je suppose p=3, on voit que ce nombre est
toujours inférieur & 4d;; ces courbes ne sont que des cas particuliers
de celles de Halphen (n°2). L’inégalité évidente, md; >2p — 2, en-
traine, relativement & N,,, U'inégalité

Ny Smd;—p+1.

Le point (@) estun point simple pour toutes ces courbes et ordinaire,
sauf pour les courbes C,,. Pour ces courbes, ona p, =1 et p, = 2, mais
s =p -+ 2;onpourraitregarder ces courbes comme des cas particuliers
de courbes C;, dépendant dev'=v+ p, + p, + pg— 7=4d; — A+ 3
parametres ; sauf pour 2= 23, ces courbes seraient particulieres. Je
signalerai le cas de p =4, £ =3, d, = 6; on a une courbe C,, inter-
section d’une quadrique et d’une cubique; elle possede six points
doubles apparents, dont les projections se trouvent sur une conique.

2° a=p —1. Ici, il y a deux types différents pour les systemes
d’ordres manquants. Un premier type, particulier, est le suivant :

T, 2y aeuy P2, P, OAp—1;

les ordres existants, auxquels correspondent des courbes gauches,
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sont donnés par la formule ;= p + 7, avec iZ2. Comme on a ici
M =2p —1 (voir le Tableau du Ch. IV), les courbes C,, dépendent
de v=14d; —2p + 6 parametres; on a encore, dans ce cas,

N, Smd;—p—+1.

Le point (a) est un point simple ordinaire, sauf pour les courbes C,,
et C,; pourC, ona p, =1, 1, =3, 4y =p + 2; pour G,, ce point
est un point stationnaire ordinaire. Dans le cas particulier ol p = 4,
d, = 0, la courbe C; est située sur une quadrique.

Jene parlerai pas des courbes (i, qui dépendraienticide 4d;—p+5
parametres, le Tableau des courbes du sixieme degré d’Halphen (')
montre que C; n’existerait pas.

Le second type des systemes d’ordres manquants, général celui-ci,
est

I 2, 3, .., p—o9, pl—1, pn—i,

avec 0 < nZp —2; le nombre des ordres existants est au plus égal
4 p—3:il n’y aura donc de courbes gauches dans ce cas que si I'on a
p—3Z3 ou pZ6. Je me borne ici & indiquer la nature du point (&)
des diverses courbes C,,, sans m’arréter aux valeurs que peut avoir v.
Ce point est en général un point simple ordinaire ; il ne cesse de I'étre
que si ¢ = 2, ou si, quel que soit 7, 'un des ordres manquants, ou les
deux, sont intercalés dans la suite d;y, d;_,, d;_,, d;. On a en tout
quinze cas possibles, six correspondant & i =2 et se déduisant des
neuf autres, qui se présentent pour Z> 2. Voici le Tableau de ces
derniers; je n'indique pas les dispositions des ordres manquants,
qui ressortent suffisamment des valeurs des nombres .y, gy, ;¢

Prgenvvvnnn 1111 2 2 2 3
Pogeevvwwen 2 2 3 3 4 3 3 4 4
Pgeevee-en 4 5 4 5 5 4 5 5 5

Le Tableau des six autres cas résulte du précédent, en y faisant
partout ., = d,. A signaler encore icile casde p =10 ctd,=17; la
courbe C, est sur une quadrique.

(1) Ha, p. 163.
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6. Je vais enfin passer en revue les courbes gauches C,,, correspon-
dant aux diverses especes de points de Weierstrass qui peuvent exister
dans le cas de p = 7. J'ai réuni ces courbes dans un Tableau, ol jai
suivi le méme ordre que dans celui qui termine le Chapitre IV. Pour
simplifier, je n’ai inscrit que les ordres existants, et j’ai omis tous les
cas ol il n’y a pas de groupes spéciaux donnant naissance a des
courbes gauches. Je désignerai ces dernieres par la notation, que j ai
déja employée, C,; les trois nombres qui suivent ce symbole sont,
dans Uordre, g, ix,, 1y, que jappellerailes caractéristiques du point (a).
T’y ai joint les nombres v et v/, ce dernier sous la forme 4d; == ¢, et
}usei,—l-&.oa\sichéant, les nombres A’ et 2”; quant au nombre o, comme

/"il st toujors nul, je ne I’ai pas inscrit. Enfin, quand il y avait lieu,
j'aiindiqué, soit ce que pouvait présenter d’intéressant la comparaison
des courbes qué j’ai trouvées avec celles d’Halphen, soit le degré et la
nature de surfgces unicursales les contenant, dont I'existence a été

Qcconnue compe il a été dit aun® 4.
&

[ ==RyH
7,8, 9. Gy, (1,2,9), ve=31, vozfd.
Gy, (1,2,9), =30, ve=fd;— 1.

7,8,9,10.

Ciy (1,2, 3),
(Co (1,2,9),
Cyo, (1,2, 3),
Casr (1,2, 3),
Gy, (1,2,9),
Cior (1,2,3),
CH, (172’: )7
CH’ (17 2’ 3)}

7,8,9,10, 11.

7,8,9,10, 11, 12.

vx."iﬁ :f:v'::;ﬁd[—46.

v==ag, v=/fd;,—2.
v=33 =v=4d;,—7
ve=3y =V = 4fd;— 1.
v==28, v=4id;— 3.

v=236 ==v ={d; — 8.
v=1o =v'=hd;, — 8.

La premiere C, est un cas particulier de la courbe générale du neu-
vieme degré et de genre 7 d’Halphen ('); les trois autres sont des cas
particuliers de courbes particulieres. Quant aux autres courbes, ce
sont aussi des courbes particulieres (v'<<4d;, n°2).

(1) Ha, p. 166.
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6,8, 9.

6,8,9,10. j

|

6,8,9,10, 11, 12.

———

6,7, 9.
6,7,9, 10. 3
6,17, 8.
6,17, 8, 10. %
6,7,8,9. ;

CO’ (’y 3’9)’
Gy, (1,3,9),
Cios (1,2, 1),
Gy, (1,3,9),
C]o, (1, 2, ,lv),
C‘ll’ (1)2}3)’
Cies (1,2,3),
Gy, (2,3,9),
Co, (2,3,9),
Cros (1,3, 1),
CH: (1’2?8)7
Ce, (1,2,8),
(1101 (27 3’ ,")7
Cor (1,2,8),
C‘.H (19273)7

oo =06.
v = 3o, v’:[;d,-.
v=129, v ={4d;—1.

v=—233 =v'=4d;— 7.

v =28,

v = 29,

v==a8, v

V= 4d;,

ve=30, Y=hd;—7.

= 017, v’::[,(l~——-—1
g 3], v *:“;/;(lt -
vrzmob, v :':./|d,~-—-2.

Y o

vVi=hd;— 2.
v=32 = v' = fd;,— 8.
V=36 == v' == {d;— 8.
ve=40 = v = f{d;— 8.

30 =v' = fd;,— 6.

h'=—n920, A"=—=o.
=120, A"=o.
W' ==028, A"=o.

Les courbes pour lesquelles (@) est un point simple donnent licu
aux mémes rmnarquos que dans le Tableau précédent. Nous avons ici
deux C, et une C,, ayant un point double en (a) (pom,&/d’ﬁkrehrouq-

sement); ce

sont des cas particuliers de courbes

u neuvieme ét

du dixieme degré, sans points doubles effectifs et fcfuteb deux de

genre 8 ().
5,8,9,10. g

5,8,9,10,11. S

Coy (1,5, 9

! GXOv (1727 5)7

)1

49 (1 ’l )

101(1*"‘" ’

8 Ci1, (1,2, 3),

5,7,9, 10. ;

‘07 (2’ l": 9)7

(llj(” (la 3’ 5)7

(1) Ha., p. 166, 167.
Ann. de U’ Ee. Normale. 3¢ $érie. Tome XII. Juix 18g6.

o= b

v=29, V==4id.
v=33, v =~4d;,—6.
v=29, v=/4d;—r1.
v=233, v'=/,4d;— 6.
vezm 3y = v = hd;— 7.
ve=a8, v=,4d,
y==32, v=4d;—6.

{ y
1

\,

1 IECEIT “ :v;;__

pe

K“\ b ; R e
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I Coy (2,0,9), v=o27, v=hd;—1, k=19, A"=o.
Cp, (1,3,8), v=3r1, v=4d;—7.
5 2
b’ 7’ 97 10, 11, 1—4- C“, (1’2’ ,")’ y 35 e ‘)),:: ‘!l([i— 9-
Cipry (1,2,3), v=39 = v'=/d;— 9.

i

= fdd;.

Ld;— 6, h'==28, A"=o.

e (1,3,8), v=oa7. v/
Clo’ (2; 3: 5)1 V:—"gl, v/

I

5,7,8,10.

Coy (3,4,9), v=oy, vy=/d, =18, A"=o.
Cio, (1,04,8), v=31, v={4d,—6.
Ciy (1,2,8), v=35, V={4d,—8.

i (1,2,3),  v=3g = /= fdi—g.

5,6,9,10, 11, 12.

Mémes remarques (ue précédemment sur les courbes pour les-
quelles (@) est simple. Nous avons ici deux C, pour lesquelles (@)
est un point double provenant de la réanion de deux points doubles
(point de contact de la courbe avec elle-méme); ce sont des cas parti-
culiers des courbes du neuvieme degré et de genve o ('); une Gy ayant
en (a) un point triple, cas particulier des courbes de degré g et de
genre 10 ('); enfin une C,,, ayant en (&) un point de rebroussement,
cas particulier des courbes de degré 1o et de genre 8 ().

k,8,9. z Coy (1,8,9), ve=ag, Ye=hidi41, Ae=ar, A'=25,
K, 8,9,10(%) S Coy (1,5,9), v=28, v :=1d, Mo ox, A" 5.
b ) | Cioy (1,2,6), v=3a, V= /4di—6.

h,7,8(*). { Ce, (1,0,8), v==08, Vezmfdi-o, NM-o=al, A=oa.

:x; ( 17 [l’ 8)1 vi=ay, vz /| d,’ -+ 1, I == l./h A = 0,
Croy (2,8,6), ve=31, vie=fdi—5, NMN=2a8 h'-—=o.
CH’ (17 37 f!‘)’ V= -?'5; v = ,I ‘li“_ 8.

Cioy (1,2, ), ve==3g =uv'=Afd;—g.

h,7,8, 10,11, 12. (

L, 6,8, 10. j Cgy (2,0,8), ve=26, YezmAdi+1, A =12, Ah'"=o0.

ey (2,4, 6), v=30, V=fdi—05, A =z27, h'=o.

(1) Ha., p. 165.
(%) Cas examinés dans le texte (n° 4).
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Cs, (2,04,8), v=25, V' =4d, =12, ~A"=o.
Ci0, (2,5,6), v=29, V=14d;—6, RI=2y, A" =o0o
Ci1,(1,3,8), v=33, Vv =/4d;—o9.

( Ciay (1,2, 4), v=3y

&, 6,8, 10, 11, 12.

Je ne m’arréteral qu’aux courbes 4 points doubles effectifs. Nous
avons d’abord deux C4, ayant deux points doubles effectifs, séparés
et non situés en (a), cas particuliers des courbes de degré 8 et de
genre 9 ('), et deux autres Cg, cas particuliers des précédentes, dont
les deux points doubles sont venus se réunir en (@) pour former un
point de contact de la courbe avec elle-méme. Ces quatre courbes,
comme nous I'avons va pour une d'elles, sont U'intersection d’un cone
du deuxieme degré et d’une surface du quatrieme; pour les deux pre-
mieres, ces surfaces sont bitangentes en des points distincts; pour les
deux autres, les points de contact sont venus se confondre en (a).
Nous avons, en second lieu, deux courbes C,, ayant cing points doubles
elfectifs, qui sont des cas particuliers des courbes de degré g et de
genre 12 (*). Nous avons va qu'clles résultaient de I'intersection d'un
cone du deuxiéme degré de sommet (@) et d’une surface du cinquicme
degré, ayant de plus en commun une droite. Enfin, nous avons trois €,
ayant, la premitre, un point de rebroussement en (&), les deux autres
un point de contact de la courbe avee elle-méme; ces courbes sont
respectivement des cas particuliers des courbes de degré 10 et de
genres 8 et o (*). Les deux dernieres sont situées sur une cubique
réglée. '

a=3.
3, (i, 9. f (.:9 n (C;;)"’, Courbe il'nproprc_
1 .3
3, 6,9, 10. [ Co== (G 1.
' Cior (1,0,77), v=232, v'=fd;—3, h'=29, KI'=02.

i (2,5,8), v=oy, V=hdi+3, hl=r12, I'=o.
Cy, (1,3,6), v=31, Y=hd;— .
Ci, (2,8,8), v=35, v=4(d;—6, I=3y, A=o.
Cipr (1,8,6), v==39, v:=~»4d,—6.

3,6,8,9,11,12.

(1) Cas examinés dans le texte (n° 4).
(%) Ha., p. 166.
(3) Ha., p. 167.
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La courbe Cgest un cas particulier des deux dernieres Cy du Tableau
précédent. La courbe C,, est, comme les deux dernieres de ce méme
Tableau, un cas particulier des courbes de degré 1o et de genre g (*);
clle parait étre plus générale qu'elles, en ce sens qu’elle possede deux
points doubles effectifs distincls; elle estsituée surun cone du troisicme
degré ayant son sommet en (@), et dont les généralrices rencontrent
la courbe en trois points en dehors de («). La courbe €, possede un
point de rebroussement en («); c¢'est un cas particulier des courbes
du onzieme degré de genre 8 (*), elle est située sur une surface réglée
du quatrieme degré. Les courhes Cy et Gy, du dernier cas sont situées
respectivement sur un cone du troisibme ordre, et sur une surface
réglée du cinquitme degré

Les groupes spéciaux que nous considérons ne fournissent que des
courbes gauches impropres, formées respectivement de courbes uni-
cursales de degrés 3, 4, 5, 6, complées chacune deux fois.

(') Ha., p. 167.
(%) Ha., p. 168,



