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SUR UNE
EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES,

Par M. V. JAMET.

L. Dans un important Mémoire inséré au Journal de Mathématiques
pures et appligudes (4° série, t. VI), M. Picard a établi que toute équa-
tion aux dérivées partielles de la forme

J*s VERNES

oway =/ < Y 5T a)
admet une intégrale assujettie & devenir égale & une fonction donnée
de a, quand y prend une valeur déterminée y,, et & une fonction
donnée de y, quand 2 prend une autre valeur déterminée z,. Mais la
méthode suivie par Uéminent professeur ne se préte guere au caleul
pratique de cette intégrale, et ¢’est pourquoi nous pensons qu’il n’est
pas sans intérét de signaler tel cas particulier ott I'intégrale dont il
s'agit ici prend une forme simple. Le cas particulier que je signale se
apporte i Péquation ’Euler et de Poisson

#0990

(1) (u — w)am -+ amt-—-/;(—); =0,
dans laquelle «, ¢ sont les variables indépendantes, @, 6 deux con-
stantes réclles.

M. Darboux, dans ses Legons sur la théorie des surfaces, a consacré
un Chapitre important a I'étude de cette question (Livre I'V, Chap. III),
puis, appliquant, dans les Chapitres ultérieurs, une idée de Riemann,
a effectué U'intégration de cette méme équation, en se plagant a un
point de vue bien plus général que celui auquel nous voulons nous res-
treindre. Nous prions donc le lecteur de ne voir, dans notre (ravail, que
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la recherche d’une forme simple de l'intégrale de M. Picard. D’ailleurs,
'idée fondamentale qui nous a guidé dans cette recherche est due &
M. Appell, et M. Darboux I’a également mentionnée a ’endroit cité de
son Ouvrage. Elle consiste en ce que ’équation proposée admet I'in-

tégrale )
7 :/(u — o) (¢ —a)* fla)de,

dont Pexpression renferme une fonction arbitraire /(«), pourvu tou-
tefois que les limites de I'intégration indiquée ci-dessus soient con-
venablement choisies ou que on ait eu soin de choisir convenable-
ment le contour d’intégration, §’il est fermé. La méthode que nous
proposons réussira chaque fois que les deux constantes wu,, ¢,, (ui
vont tenir lieu des constantes @, y, dont nous avons parlé ci-dessus,
seront différentes I'une de 'autre, et donnera lieu & une intéressante
application géométrique. En elfet, nous connaitrons par la une caté-
goric étendue de surfaces algébriques, dont les lignes asymptotiques
nous seront connues sans autre intégration.

2. Soit donc & former une intégrale de I'¢quation (1) assujettie

devenir, pour u = u,, ¢gale & une fonction donnée V de ¢, celle-ci
¢tant développable par la formule de Taylor dans le voisinage de
¢ = ¢,; supposons aussi que U'intégrale cherchée doive devenir égale
a une fonction donnée U de u, pour ¢ =¢,, et supposons encore que
U soit développable par la formule de Taylor, dans le voisinage de
« = u,. Nous supposons, bien entendu, V(¢,) = U(u,) ¢t nous dési-
gnerons par A la valeur commune & ces deux constantes. Soient
encore G et €' les points qui représentent les deux constantes w,, ¢4,
supposées réelles. De C comme centre tracons un cercle (C) dont le
rayon, moindre que la distance CC’, soit assez petit pour que, 4 U'inté-
rieur de ce cercle, la fonction U soit développable en une série de la
forme
A+DBi(u—uy) +By(e—u)+....

Du point ¢/ comme centre tragons un deuxieme cercle (C) dont le
rayon, moindre que CC/, remplisse la méme condition a I’égard de la
fonction V, et soit

A-A(0—0y) = Ay(0— ) ...
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le développement correspondant de V. Considérons ensuite la fone-
tion 0, définie comme il suit

P O () a b a
/ 6= A -+ (lt C() (‘ DC) (u—a) ((J_-o(>
(@) ") =) (e O At | o (e e $(#) 4
Pour u = u,, la deuxieme intégrale se réduit & zéro, si le cercle (C)
ne contient ni pole ni point critique de la fonction ¢(a); et la pre-
miere se réduit i
(2) (v =) q(a),

¢ 0 @
¢ (99— )@

La fonction 0 ainsi définie sera donc I'intégrale cherchée, si nous
pouvons choisir la fonction ¢ (a) de telle sorte que I'intégrale (2) soit
égale a

Ay (0= 04) =+ Ay (90— 00)* 4 Ay (¢ — 09)* +

pour toute valeur de ¢ comprise 4 I'intérieur du cercle C/, et si nous
pouvons déterminer la fonction ¢ (a) par des conditions analogues
concernant la fonction U. Or, pour de telles valeurs de ¢, la fonc-
tion (2) se développe comme il suit

. 9 0y \?
A= IO
/cp(ac ([a—l-—*("'—-"u)/ ALY () da

« h— @&
ala—1 o)
+———(——’————.2 )((:-—po)ﬂ' .("CP( e do + .
o
et si la fonction ¢(a) est holomorphe a lintérieur du cercle C’, on
peut appliquer & chaque terme du second membre la formule de
Cauchy :
n(p—1)
(“)(la Zn-\/._l_(y____._((iz———x(_ I)I),

(v(,—-al’ 1.2.3...p—1

Le probleme sera done résolu si nous pouvons déterminer la fonc-
tion ¢(¢) de telle sorte qu’on ait, quel que soit p,

a(a —1)(a-—2)...(a—p-+1) oV T x oP=1 ()
1.2.3...p—1 1.2.3...p—1

Ann, de l’l{,'c. Normale. 3¢ Série. Tome XII. — Mars 1896. 13

= A, X (—1)P.




98 V. JAMET.

Il suffit pour cela que I'on ait

(3)  amyTTe() == o )

a a(a

1.2.5

Cala—r1)(a— 2)“\“(" — )t

Mais il reste h rechercher si la série formée de la sorte est convergente
pour toute valeur de ¢ comprise & I'intérieur du cercle ('), et je dis
qu’il en est ainsi chaque fois que @ n’est pas un entier positif. En
effet, le terme général de la série que nous voulons é¢tudier est de Ia

forme
1 1.2.3...(p—1)
a(a—1)(a—2)...(a—p-1)

P AL — )t

Soit pA,==C,_,; pour les valeurs de ¢ dont il s’agit, on démontre
la convergence de la série
20,00 —0),
et si, dans cette derniere série, nous remplacons ¢ par une imaginaire
¢, dont le point représentatif soit intéricur au cercle (C), mais telle
que le module de ¢ — ¢, soit supéricur au module de ¢ — ¢, la sérvie

(4) 20, (0" —0y)P

sera convergente. Mais les termes de la série (3) s’obtiennent en mul-
tipliant, par les termes correspondants de la série (4), ceux de la

série
Z) 1.54.3.../) <(‘_..(7"‘[1
ar1.2.3...(a—p) '(J'_“v(j) ?

laquelle est absolument convergente, puisque, dans cette derniere, le
rapport d’un terme au précédent a une limite

P — ¢y

e,
o'—

dont le module est inférieur 4 1. — Méme procédé pour déterminer

b(a)-
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3. Mais la démonstration précédente tomberait en défaut, si le
terme général de la série que nous avons étudiée devenait infini pour
une certaine valeur de p, c’est-d-dire si a était un nombre entier po-
sitif. 11 y a donc lieu d’étudier séparément le cas ol un seul des nom-
bres @, b remplit cette condition, et le cas ot ils sont entiers et positifs
'un et T'autre. Nous supposerons donc, en premier lieu, que b seul
soit un entier positif, et nous observerons que le probleme sera résolu,
si, dans 'expression de la fonction 0, nous parvenons & remplacer la
deuxitme intégrale par une intégrale de I'équation (1), assujettie &
s’annuler pour u = u, et i devenir égale & une fonction donnée @ (u)
pour ¢ = ¢,. A cet effet, nous observerons que l'intégrale de M. Appell
vérifie encore I'équation (1), si, dans le cas actuel, on prend, pour
limites inférieure et supérieure de I'intégration, u, etw; de telle sorte
que la fonction

Y —a)l (¢ — a)e

I
‘ G (o) do
1.2..‘5.../)1 (vy— a)® (=)

est encore une intégrale de I’équation proposée. Pour u = u,, elle est
nulle; pour ¢ =¢,, elle se réduit & 'une des formes classiques du
terme complémentaire du développement de ® () par rapport aux
puissances, positives et croissantes de « — w,. Il suffira done, pour
résoudre notre probleme, de substituer au dernier terme de la for-
mule (@) la fonction ci-dessus, augmentée d’une intégrale de I’équa-
tion (1) qui s’annule pour u = u,, et qui, pour ¢ =¢,, devienne égale
au polynome

. d(u O (u . OO (u ,
(5 -il-ﬁ(u, — Uuy) 4 __-.!,.;.'._é,“,). (w0 — wy)r—+. ..+ T—z——g(——-ﬁlj(u — uy)?.
Or I’équation (1) admet les intégrales suivantes
(u—a) (v —a)s,
Dy(ee—a)t (v —ea)t, Di(u—a) (v—a), ..., Dit(u—a) (v—a)

qui sont des fonctions entieres de « et s’annulent pour u =1y, si l'on
y fait @ = «,. Donc la fonction

(6) (—1)t=u M DE (= ) (90— uy)?] ]
; A DER (a0 — ) (v — 1o)* ]+ Ay (u— 1) (9 — 1g)®
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est une intégrale de I’équation (1), nulle pour v = u,, ¢t nous nous
proposons de déterminer A,, A,, A,, ..., A;, de telle sorte que, pour
¢ = ¢,, cette fonction soit identique au polynome (5). Or I'identifica-
tion de ce dernier polynome avec celui qu’on obtient en faisantv =9,
donne

1.2.3...(b—1) Al("o—u(,)a_—_‘b (,u“)’
1.2.3...(0—1)A; Dy, (vo— wp)*+1.2.3...(b—2)  Ay(vy— 1ty)*= 2{(_?;)2

12—3#——1—) Ay DE (vo— wg)e+1.2.3...(b—2) A, D, (09— wy)*
‘ D" (1)

1.2.3

“+1.2.3...(0~--3) Ay (vg— wy)t=

7

en tout & équations linéaires, permettant toujours de déterminer les
b constantes A,, Ay, Ay, ..., Ay; et la discussion de ce systeme d’équa-
tions n’offre aucune difficulté, attendu qu’elles font connaitre chacune
de ces inconnues, comme une fonction linéaire de celles qui la pré-
cedent. Nous rencontrerons un pareil systeme d’équations dans 1’exa-
men du cas ol a et b sont des nombres entiers positifs.

4. Dans ce cas, nous tracerons un contour fermé simple S, conte-
nant une fois chacun des deux points w,, ¢,, ¢t nous considérerons la
fonction 0 définie comme il suit. En désignant par V un polynome
entier en u et ¢, nous poserons

0=A ‘/((u““()h v a) Vi(a)dx

ty— )? v(,-— o)

(U — g)”((z.,.,. o)

~+ O+ (o) do

1.2.3...[),”” ((,’O_Q)M
(4
I (0 —oa) (v—oa)e .
(@-=1)
- 1.2.3,..65' (U()““d)/’ I (a)da,

gy

(o) et W(a) désignant deux fonctions données, développables en
séries entitres : la premitre dans le voisinage de o = y¢,, la deuxieme
dans le voisinage de o = u,.
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Pour u = u,, la deuxieme de ces intégrales est nulle; la troisitme se
réduit a

| (em (e (@) da,

terme complémentaire de la série de Taylor dans le développement de
Y(¢) par rapport aux puissances entieres et positives de ¢ — ¢,. Nous
avons donc 4 déterminer V(o ), de telle sorte que, pour v = ¢,, la pre-
miere de nos trois intégrales devienne égale &

Tr(00) (0 = v0) + Ep—.;”%—) (0 =)ot 1 .I;‘(.a.)?ff)(.)?a(v = %)%
et, pour u = u,, a
D' (uy) (40— ug) + d)#f;@("' — ).+ ]—W(u — U
Or, pour u = u,, cette intégrale devient
Oy g — 2TV et — e V()
Jg (09— o) 1.2.3...(a—1)
ou bien

amy/—1

}—?--3-——((:(—_:-;5 [a(a —1)...2(py—9) V(¢o)

+a(a—-1)...3
1.2

(ram o V() I yiney).

1.2.3...(a—1)

De la une premiere série de conditions

TE\/—! aV (¢g) =— W (),

s 971\/——1(1 /(Vo):"’r'qf”("o)’
¢

2“\/ V/r o) =— W7 (0,),

qui font connaitre les valeurs que prennent la fonction V et sesa—1pre-
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mikres dérivées pour ¢ = ¢,; on trouverait de méme

211'\/:—]-[) V (uy) =—®(u,),

?—‘E—\?—_—;—l—lj V/ (uy) =+ 0"(u,),

(7) {)‘W\/-——{——[{ V‘”(U“) :—"—"(I)W(”u)v
1.2.3

27'£'\/——1__,) V(l;—l)(u“):_—__}:([)(I;)("“)’

2.3 (b—1)
et Uon trouve, en résumé, pour i =1, 2, 3, ..., (h—1),

1.2.3...(/1-»_2

(8) V(i}(léo)z(l)(""'l)(u") Rl e ——']')I’"I,
amy/—1 b
et, pour i='9 2, 35 ey (a - 1)7
; ; .30 (0 —
(9) VO () == o) () L2820 e
2N —1 b
Posons
V(O() = (a — (10)/7 [(t(,-l-— (o — 9“) e g (2 ‘,0),‘ 1|

“+ (ot —00) [ by~ by (a0 — tg) 4. . .o Dyog (o 1)1 ],

et observons que

V (00) = (vo— )’ ay,

Vi(09) == b (0y— wy)r= ey 1= (04— 1)) ey,

b
V7 (00) = b(b —1) (99— 1)~ ay+ 2 7 (00— t0y) =1y~ (94 — wy) ay,

Pour éviter toute confusion, rappelons que V(v,), V' (v,), V'(¢,), ...
désignent les valeurs que prennent le polynome V et ses dérivées par
rapport & o, pour « == ¢,.

En égalant les seconds membres de ces équations aux seconds mem-
bres des formules (g9), nous trouverons @ équations permettant de
calculer chacune des @ constantes a,, @, ..., a,_,; et, comme chacune
d’clles se présente comme une fonction linéaire de celles qui la pré-
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cedent, la discussion de ce systeme d’équations n’offre aucune ditfi-
culté. Bien entendu, la méme méthode permettra de déterminer les
b constantes b,, b, by, ..., b,_,.

5. Lafin de notre travail sera consacrée & une application géomé-
trique. Soient &, 7, { trois fonctions des deux variables indépendantes
u, v, assujetties a remplir les conditions suivantes

10k 0 Pan 1 0%
EQudy ™ ndudy” L dude

On observera que les deux fonctions

Jg dn dn _J¢
a0 o T "o

sont alors, par rapport & u et ¢, les dérivées partielles d'une méme
fonction &, et ’on aura

de _Jd¢ L Jdy dr _.dn  d¢

=== — e — e f] ——®
Ju. 0w’ Jdv Jy e

De méme, il existe deux autres fonctions, y et =, remplissant les
condilions

Oy _ 0k L0t dy 0t 0

du " "ou Sou dv oy e’

Jds . dn 9 Jds 0k Jn,

Ju T % 0u n()u’ Jdv dv c o0’

de plus, si, dans 'un ou P'autre des déterminants

Jd*x  J'y 0%z Pz Py Iz
Vet dur dw? Jdv2  der Jde?
ox Jdy 03 dx QZ 1)_::
Ju Ju du | du Jdu Ju |’
dv o dv Jv de Iy dy

on remplace les dérivées partielles de , y, s par les expressions qui
résultent des formules précédentes, on constate que ces deux détermi-
nants deviennent nuls; et 'on en conclut que, si , y, = sont les coor-
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données d'un point mobile sur une surface, celle-ci admet les para-
matres u, ¢ comme parametres de ses lignes asymplotiques. Si donc
F(u,¢) est une fonction donnée, et si nous savons intégrer I'équation
aux dérivées partielles

nous connaitrons ensuite, par des quadratures, une infinité de sur-
faces dont les lignes asymptotiques seront connues sans intégration
nouvelle. Or I’équation aux dérivées partielles

1t m(m+)
Edude ™ (u—y)

a 6té assez étudiée pour que nous essayions de mettre & profil ses pro-
priétés pour déterminer de telles surfaces. D’abord, cette équation se
raméne & I'équation d’Euler, par la transformation

E=0(u— )y m;
elle prend la forme
0*0 a0 79

10 U ) e e I e [P e = O
(10) ( )()u dy du J¢

et se présente ainsi comme un cas particulier de I'équation (1), ot 'on
aurait @ =0 =m. On trouvera, dans ce qui précede, le moyen de
former, en nombre illimité, des intégrales de cette équation, ¢t nous
nous bornerons & signaler un cas particulier ot 'on trouve ainsi des
surfaces algébriques. C'est celui olt 7 est un nombre entier positif. En
pareil cas, il suffit d’adopter pour &, #, { des expressions définies
comme il suit :

y

(0 —oyE=2A (w—o )" (v —o )" B Dg (=5 )" (¢~ )"+ ZCDI (10— )M (0 — )" 4 oeoy
(” — 0)"“!]:::.}: A"(u — ar)m (‘,___ a )m 4 2B ]){,(” — {j/')'" (‘, — (3! )m+ EC’D%‘((/ _ ,//)m (¢ ,//)m,;.."7
(” — ‘,)mc — E A”(lt —_ al/)m (‘) . a!/)m e }_"R// ij"(ll - 5//),” (‘, - (3// )m__;[_ z(:rr ])%”(” _ﬂ,///)," (‘,.w,///),,,_*_”"

ou les lettres A, B, C, ..., A", B, C', ..., A, B", C", ..., o, By, o
B Yy o oy By, ... désignent des constantes quelconques: Les
seconds membres de ces formules sont, par rapport i u, ¢, des poly-
nomes entiers, dont le degré, par rapport & chacune de ces variables,
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ne dépasse pas m. Pour abréger, nous les désignerons par f,(u, ),
Sa(u,9), fy(u,v), et nous trouverons

oz _ (16— 0) foultts 0) — m fy(u, 0)

(')Z - f2(”: ") (10 — p)2m+l

— Sy ) (1 —90) fou(tt,0) ~m fo(u, )

(“ ] ):‘z”H—l

:./2(ur ")./:,w —_/:—,(Il, V).f;u,(u7 ")

(“__ ‘,)'uu ’

de méme,
dic LaCwy 0) foo(tty 0) — fo(w, 9) f1,(0, 0)

de (1t = p)tm

Pour les dérivées particlles de y et de z, on trouverait encore des
expressions analogues, et I'on en déduira, d’apres une théorie bien
connue,

.”./‘2(”9 ")./‘:/;u.(”: p) - ./.l_( ”! ") .f;u(”! ")dlt

A 0 I (lt — ‘,)wn

i

-t /'" S (0o, 9) [y by 0) — [3 (100, 9) [ (2tg, 9) dy

(”0 o p)zm

x,, u,, v, désignant des constantes arbitraires. Pour les expressions de
y etde z, on trouverait des formules analogues, et si I’on veut démon-
trer que les surfaces dont il s’agit ici sont algébriques, il suffit de faire
voir que les intégrales écrites ci-dessus sont des fonctions rationnelles
de « et de ¢. Or, si 'on observe que le numérateur de la fonction
écrite sous le premier signe d’intégration est, par rapport 4 u, un poly-
nome de degré 2m — 2 au plus, on voit que cette fonction peut étre
mise sous la forme

Voot Vi(th — ¢) 4= Vy(tt — 0)2 ...~ Voo (1t — 0)2n—2
(It-—— u)zm

ou bien
VO -+ Vi —+ -+ VZm-—z R
([t-—' ‘,)*un (“__ ‘,)an——l e (u__‘,)z

Ann. de I’ fic. Normale, 3° Série. Tome X1, — Mars 1896. 14
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Vo, Vi, Vs, ... désignant des polynomes entiers par rapport i ¢. Son
intégrale est donc bien une fonction rationnelle de w et de ¢, et I'on
répéterait un raisonnement analogue pour démontrer que la deuxitme
intégrale jouit de la méme propriété.



