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SUR LES

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES REELLES,

Par M. EmiLe BOREL.

Je me propose d’étendre aux fonctions de deux variables réelles un
théoreme que j’ai démontré dans ma These, au sujet des fonctions
d’une seule variable réelle; j’ai indiqué cette extension dans une Note
présentée a '’Académie des Sciences, le 2 décembre 1895. Dans des
Mémoires ultérieurs, je développerai quelques applications de ce théo-
reme, dont certaines ont été indiquées dans la Note précédente et
dans une seconde Note, présentée le 16 décembre 1895.

Désignons par f(z, y) une fonction des deux variables réelles x et y,
admettant des dérivées partielles de tous les ordres a I'intérieur et sur
le périmetre du carré défini par les inégalités

(n) — 1Tz, —1ZyZ

Nous nous proposons de trouver pour cette fonction un développe-
ment en série tel, que ’on obtienne toutes les dérivées partielles de la
fonction par la dérivation terme a terme de la série. La méthode, qui
nous conduira & ce résultat, ne differe pas essentiellement de celle que
jaiemployée, dans ma These, pour résoudre le méme probleme, dans
le cas des fonctions d’une seule variable; mais il sera nécessaire d’en
reprendre complitement I’exposition, afin de préciser davantage I'ordre
de grandeur des coefficients des séries et d’obtenir ainsi certaines
inégalités, qui étaient inutiles dans le cas d’une seule variable, et qui
deviennent, au contraire, indispensables pour I'extension & deux va-
riables.
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Nous allons chercher d’abord & déterminer une série

(2) oz, y) = o (y)e,

T

convergente ainsi que toutes ses dérivées partielles pour toutes les
valeurs de « et y appartenant au domaine considéré [défini pav les
inégalités (1)], et telle que la différence

Sz, ) —olr, y),

ainsi que chacune de ses dérivées par rapportiv 2, se réduise i laméme
fonction de y pour & = -+ 1 et pour @ = — 1 (). Les fonctions 5,(y)
et leurs dérivées satisferont, de plus, & des inégalités tros impor-
tantes.

Posons

(3) gl ) = i, ) bl )

nous devons avoir, par hypothese, quel que soit Pordre de dérviva-
tion e, ‘
DL f(x, y) —~awle, y) o= DE S, ) — o(e, )] o

Ces ¢quations seront évidemment vérifices si les dérivées partielles
p:u' rapport a = des fonctions ¢, (=, y) et 4, (=, y) se réduisent pour
sz =14 des fonctions de y, aisées 4 calculer de proche en proche et
d’ailleurs déterminées en partie sculement; nous pouvons donc les
remplacer d'une infinité de manieres par les deux systemes

l)é[{v}[)l(;, V’)l"vv'l /'CLAH( ¥

, D? [W(d,))] P SR,
dans lesqu‘;ls les fonctlo “’(y) £ (v) sont des combinaisons
linéaires deq dérivées paftielles par rapport & z de f(z, y) (pour
x=); ehacunc d’efles est, en vertu des hypotheses faites sur
S(z,y), finie, ainsi que chacune de ses dérivées lorsque y est compris

(1) La fonetion f(x, y), pouvant n'étre pas définic pour les valeurs de 2 el de y ne
satisfaisant pas aux inégalités (1), ses dérivées pour les points du périmetre du carré
peuvent w'étre définies que suivant los directions ron extéricures aun carré.
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entre — 1 et + 1. Nous considérerons un seul de nos deux systemes,
que nous éerirons

) DEG(s 1) s==Suly);

nous poserons

(s ) =G (y)+ b () s +du(y)st+. .,

et les équations (4) prendront la forme plus explicite

W)+ bly) 4+ ba(y) + G () == Lo,

‘ Gi(r)+ ade(y) - 3d(y) + =L

©) ¢ vady(r)+ a3 (y) -+ = i),
( a3 () - = L0,

Cestde la résolution de ce systeme (5) que nous allons tout d’abord
nous oceuper; nous le résoudrons dabord avec une certaine approxi-
mation ¢t obtiendrons ensuile une solution exacle. D'ailleurs, on verra
qu'il y a un grand arbitraire dans la méthode que nous emploicrons et
que, par suite, la solution obtenue sera loin d’étre unique; mais il
nous suftira qu’elle existe.

Soit /3#'(y) la dérivée dordre B par rapport d y de f,(y); lorsque
y varie entre — 1 el +1, la V.il(‘lll‘ absolue de /3 (y) est inférieure &
un nombre fixe MP; formons le Tableau i double entrée :

Mrun), M(loi’ M(Zal, ceo Mg”,
MO, MG, MG, L, MY
(TR T U VR ' R

P R S I R S S I

Ul vésulte de recherches de Paul du Bois-Reymond (voir notamment , {

Math. Annalen, t. XI) que on peut trouver une suite N v
[ VR VS VA N\ e
1 2 o a‘,"? :\

de mombres positifs indéfiniment croissants, tels que, B étant un
Ann. de I’ L. Normale, 3* $érie. Tome X1 — Mas 1896, 11
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nombre fixe quelconque, on ait

M‘,ﬁ’
(6) lim —%*— = o.
L= o ‘Au
Nous désignerons par
(7) Uy Uy = Uy ..

une série divergente i termes positifs décroissants, telle que la série

1y u,
U= Uy~ Uyt == b
P n

soit convergente; on peut, par exemple, pour fixer les idées, supposer
u,=1, u,L:;IZ-

Cela posé, prenons dans la série (7) un nombre de termes suffisant
pour avoir une somme supéricure ou égale & A5 comme nous pouvons
augmenter les A sans que la condition (6) cesse d’étre vérifice, nous
pourrons supposer que I'on a

I I E C T A T

Cela étant, définissons les fonctions y par les égalités

ya) ( ¥) =ty ./:’ijl ,
Ny
Dy ey Do)
/.l(.} ) == Uy Au »
-
Lo y) = ”ru‘[“"‘,{"ry),

nous aurons manifestement
2o (YY) Ayl y) = () == [o(y ).

Les fonctions y seront regardées par nous comme la premiere ap-
proximation des fonctions § de méme indice; en remplagant les § par
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les y, jusqu’a I'indice r, inclusivement, la seconde des équations du
systeme (5) deviendra

o

(ro+ 1) Wt (¥) -+ (ry+2) Do () 4. . .= (),
en posant

&) =J100) = [7200) +272(0) .o oy ()]
Nous désignerons par

7o) 7
1\l ’ le”: 9 1\ B]y

1

les limites supérieures respectives des valeurs absolues de
iy &y o 2By, .

lorsque y est compris entre — 1 et - 1; on a évidemment

Nfll"u< M‘l.’ﬂ) - g\qlo,'%i,
nous poserons
By A --2rA,,
et nous aurons

Ayant ainsi défini le nombre By, nous pourrons, en 'augmentant
s'il est nécessaire, prendre dans la série divergente (7) un certain
nombre de termes, @ la suite de ceux qui ont déja éié pris, tels que 'on
ait

Upppy =t Uppg =+ oo o=ty == By
et nous définirons les fonctions 7, d'indice compris entre r, et ry, par
les égalités

(ro- I) AR (y) I U ‘é’l(-.)__) ,
B,
( ro -t 2) gt 2 (Vy) T U g é:l(_l’_),
B,
R o ( /)
It s y) =g, Q”‘B?‘ )

de telle maniere que I'on a

1 (y)+292(y) -+t rige (V)= Sy
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En remplacant des ¢ par les 7 jusqu’a U'indice 7,, la troisicme des
équations (5) devient

ro(re ) b () A+ (i) (i 2) Y () o= ()5

en posant

£V = La(y) = [r-27:(y) +2.370) +. .+ (=0 r 7, ()]
Si nous désignons par N’ le module maximuwm de g,(y), on a
N(ﬂ(ﬂl < Mfﬂﬁ) - ,.l'Nllﬁy e ,-;-; M’oﬁ P

et en posant
Bo= Ay 22 B+ 252 Ay,

an a

N‘,,ﬁ' Ml)fi) I N(l(h i “: 5

B TA TR A
\ (XA (AN N
<% w(ar )

Nous aurons, en continuant de méme,
N¢3(1» e Mia,’i) oy N(z{i) 4+ ,,‘g N ll{i] e ‘s’ M tu,’i 1,

et nous poserons
By A+ 2% ry By 2473 By -+ 25138 Ay,

de sorte que I'on aura

N MMM Mw’]
N A R TG v
w;m ¢ MUER p MBS
(i) e
ou bien
Ntf M‘f” Mp M M
A —2 ).
];3 - A; < AQ Al l\")

D’une maniere générale, on pourra choisir les B, de sorte que I'on
ait

(8 (8 (f) MB) f
Ny - M 1 (M’J!—--‘l Mu{—a M
—_ 2l ,
. v Ags

T < -+ e
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et 'on en conclut aisément, d’apres (6), que, quel que soit le nombre
fixe B, on a
_ N
(8) lim h—“ =o.
U= Py

D’ailleurs les nombres r; étant définis par les relations

Up, o1 Up o=, == By,

on a, o étant compris entre r,_, et ry,
(9) (o — 1) (2= 1) () = 0 ST,
<

la fonction g;(y) étant définie par I'égalité
TPy 3
O J!

gi(y)=/Sily)— G=0i 7:(Y)s

de sorte que, d’apres (),
oy |
(10) ' ‘(‘;‘j/:‘t)“! 72(y) = [i(y)s

oo d
. . P . f
d’ailleurs N® désigne le maximum de la valeur absolue de g'# . On
% k) OS%
conclut de I’égalité (o) que 'on a

e
ty N2

LB NG . <.
,/'[“)(y)[(‘a(zx~—1)...(ac——[-+-|) B; (P <alr).

D’aprés la condition (8), on peut trouver un nombre Cg supérieur &

chacune des expressions
ol N(#)

(o —1). .. (—i41) B;

car lorsque « ct ¢ augmentent indéfiniment, $ étant fixe, cette expres-
sion tend vers zéro (). On en conclut que I'on a

Couy
S (el

(74

78y | <

(1y Comme on peut augmenter les B, on a pu toujours s’arranger pour que r; croisse
trés rapidement lorsque ¢ croil; par exemple, 7:>> ¢f; on a 74—y < <rz, ol 'on en con-

clut lim =
o a(q
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quel que soit y dans 'intervalle — 1, + 1. D’ailleurs, en désignant par
p un nombre fixe, les « inférieurs & r, sont en nombre limité; on en
conclut que 'on peut déterminer une constante Cg, telle que I'on ait,
quel que soit a,

s,
I'/,’aﬁ'(.}’) l = LBy

ur Uy

On en conclut que la série
/( S, J’) =X I (.‘V) sh

est, ainsi que chacune de ses dérivées partielles, par rapport 4 v et 5,
absolument et uniformément convergente sous les conditions

— 1y <, 3] =713
¥ est nécessairement réel; = pourrait étre imaginaire.

Nous poserons
bz 0) =703 5) + 003 ),

(2}

et nous allons chercher les dérivées partielles de 0 par rapport 4
pour s ==1; posons
0 y) =00(y)s
D005 y)]em==0,(y),
D2[0(z, y)]ser = Oz(}’)’

.....................

Nous avons, par hypothese,
Dz [P (50 ) Js=1== i (0)-
D’autre part, d’apres I'équation (10), on a

L =]

. z
D {02y ) == [ily) ~ E e f_j‘l')—! 7)),

G=r;+1

on en conclut

O oo

‘ !
Oi(y)=— Z (a‘%"?ﬁxa(')’).

&z
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Or, o étant supérieur & r;, nous avons

(8 Cpuy

l'/.:c ()) ] < EH—!

et, par suite,

|95 ()| < Cg 2%} <Cgu
ri-+1
Posons maintenant
oo oi
O(5,7) = WE"!)Q(Q”—”[
0

Il résulte des inégalités précédentes que cette fonction est une fone-
tion de = holomorphe dans tout le plan, ainsi que chacune de ses déri-
vées par rapport h y; d’ailleurs, ses dérivées par rapport & z, pour
z =1, sont précisément les fonetions 0;(y). Ordonnons cette fonction
sutvant les puissances de z

Oz, ) =n,(0) -0 (y) 5 -1,y )3 ...

Il est manifeste que la valeur absolue de 74 '(y) est inféricure au coef-
ficient de z* dans le développement, suivant les puissances de z, de la
fonction

w (‘
WY B 142 . | .
2 N (54 1) = Gguest,
0
e

) \ . . Cr.;
cest-i-dire h -

On en conclut que, en posant
ol

Yo () =7 (y) -+ 12( ),
on peut délerminer des constantes Dg, telles que 'on ait, quel que
soit o,
On a d’ailleurs
Y(s,0) == 7(3,5)+0(5,y) ::Z Yaly)s*
[}

ct les fonctions ¢, satisfont aux ¢quations (5), quisontainsi complete-
ment résolues.
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Nous avions posé
o(r, y) = (0% y) -+ b (2, y).
On cn conclut aisément que, si on a
w(, y) = Sy y)a,
il existe des constantes Hg, vérifiant les inégalités

,‘?;ﬁl(),) I < [[5,,

()

K

al

car des constantes analogues existent pour les fonctions 4, (z,y) et
L. (z,y) et la difficulté résultant de ce que les exposants de z ne sont
pas les mémes que les exposants de z se leve aisément grace & arbi-
traire de p.

Ces inégalités (11) sont pour nous fondamentales; rappelons que la
fonction @ (2, y) satisfait aux relations

DS, y) — Y@y ¥ ) = DE| [, y) — ’J(’w J ] e

Posons maintenant
S, y)— 9w, y)=w(r,y)

et ensuite
1

Lal(y) ;.:;:/ w (&, y)coster dr,
Lt |
1

Lo () = / w (., y)sinmowx dr,
"
le nombre entier o prenant toutes les valeurs depuis zéro jusqu’a
I'infini.

Désignons par o, la dérivée partielle de w(a,y) prise p fois par
rapport 4 x et B fois par rapport i y; si 'on remarque que ,5 se
réduit pour x =-+1 et x = —1 4 la méme fonction de y, on ohtient
aisément, en intégrant par parties p fois de suite,

ol P

1 .
7.’f’(y) SR / @y, y) (:057‘:(«.(: s {-’) dr.
Ly | ‘

Il résulte, d’autre part, des hypotheses et des calculs déja faits, que
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'on a
2

(e

mp.’i("",,,)’) I < I{ﬁp;

on en conclut
Kg,,

ol

>

(12) |80 | <

et de méme
Kg
a5 8 ip
(13) l(J'ac' '(.?’)l<‘;,:‘;"

Dailleurs, on a évidemment

w(a,y) = ko (y) -+ 2 (y)cosma 4 py(y)sinTe 4. ..
S+ Ay (y)cosmor - py(y)sinmare 4. ..,

et en réunissant  2.,(y ) vz, (¥), on peuat éerire
o=
v O . N
Slryy) == a,(y) - '} haly) cosmaa - py(y) sinmax -+ g (y) 2%,

P
o

-

les fonctions Ay, (hy, 9, satisfaisant aux inégalités (r1), (12), (13),
grace auxquelles on peut affirmer que la série est absolument et uni-
formément convergente, ainsi que chacune de ses dérivées partielles
par rapport iy, sous les conditions

— 1w, —1ZyZI.

Nous allons montrer maintenant que 'on peut développer chacune
des fonctions 2, () en une série de la forme

. 2 . . . \
(14) v (y) == Cgy ~}—2‘:¢( Ay cosfBy - Bug sinmBy -+ Cug yh),
1
les constantes A, B, C satisfaisant a4 la condition suivante : 4 chaque

couple de nombres entiers p, ¢ correspond un nombre m,, tel que 'on
ait, quels que soient a et f,

rq

(15)  [arfrAyg| < mp,, | ol BIByy < myy, |l 1 Cog | << mpy.

D’ailleurs, les fonctions %, et p, satisfaisant aux mémes inégalités que

Ann. de ULic. Normale. 3¢ Série. Tome X111, Mars 18¢6. 12
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les o,, la méme démonstration prouvera que I'on peut poser

w
s O . v oo
ha ()= (J'lo-l-z Ayg COSTP y - Byg sinmBy - Cog ¥,
1

Paly) = (}L;(.-i—Eﬂ Alg cosmBy -+ Byg sinnBy - Cag %,
1
les A/, B, ¢/, A7, B, C” satisfaisant aux mémes inégalités que les A,
B, C.

[l en résultera que la série double, obtenue en remplacant les o,
has U par leurs développements dans Uexpression de f(x, y), sera
absolument et uniformément convergente, ainsi que chacune de ses
dérivées partielles par rapport a x et y.

Tout revient & démontrer la possibilité des développements (14),
satisfaisant aux conditions (15), en se servant des inégalités (11), que
nous récrivons
l,lf{f./f.

(ll) Ial)a[j)(y)l<

ol
Nous poserons
9a(¥) = Paly*) A+ ¥ 7a(y*) + w0y );

et, supposant que o, () a des dérivées égales pour y=-+1et y=—1,
nous déterminerons les valeurs des dérivées des fonctions $,(z) ot
/2(%) pour 5 =1; nous aurons évidemment
Mg,
2RO
les constantes M sc déduisant par des relations simples des con-
stantes H.
Quelles que soient ces constantes M, nous pourrons (rouver une
suite
Ay Ay Ay L, AB;
de nombres croissants, tels que I'on ait, quel que soit le nombre
fixe p,

Mg, ,
lim The == 0.

B=w BB
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Ce point étant acquis, posons

B

Ya (1) = Jap

et
Dy (3) = tay+ Wy 5~ Qa3+ o+ aggsf+. .

nous devrons avoir

Ago = Agy~+  Ugy~+ gy ...7= fo,
- 9t 2 . —
gy Alyg—+  Slgy—t. .. == [up,

1.2+ 2.3 Ay~ . .= fuy,

Prenons la série divergente des w, dont il a été déja fait usage, et
St
U Uy Uy . == Ay

Nous prendrons, 3 ¢tant inférieur ou égal & ry,

./CU)
A== Uf " ;

Ay
nous poserons ensuite
G == fur— (g -+ 20y~ . .~ Potiy,,),
¢t nous aurons
I
| Go ‘ < P (M, + "oMOp) ;

nous prendrons

et nous procéderons de la méme maniere que plus haut (pages 83-84);
nous aurons, (5 étant compris entre Ty et Tys

- “g Sog
Lol =i "
BB E—1. (B—g+1) B,
(G
.lqa‘/_.lﬂ L M‘Qﬁ - L My 4 My-s,, e ME'_L’ - .
B, | A, T2\ A, Ags 7 A,

v My, . . :
Or 5% tend vers zéro lorsque g augmente indétiniment, quelle que soit

!
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la valeur fixe de »; on en conclut que I'on a

| gl Np
Aogl A
B, 724

N, étant une constante qui ne dépend que de p.

D’ailleurs r, est unc fonction croissante de ¢, qui ne dépena pas de =,
puisque les r, sont définis uniquement & 'aide des constantes Ag et de
la série u.

On en conclut que, sous la seule condition § >r, |, on a

q . .
al B ayg < ”ﬁﬁ(ﬁ — l)”é(ﬁ_‘(] s |)N”< Ryug<R,u,

R, étant une constante. D’ailleurs les valeurs de B, inféricures & r,,
sont en nombre limité (car r, ne dépend pas de a) et, pour chacune
d’clles, on a B
Uy << g —NI"'
24

et, par suite,
al 31 agg << 10y N, B1<< t, N, 1.

En prenant R, , égal au plus grand des nombres R, et «N,/7, on a
[P Blagg | < R, 4
Les constantes a,g ainsi calculées nous définissent des fonctions
N (z) = Bapsh;
nous poserons
Y (5) == Ny (5) + Ou(3);

et nous allons chercher les valeurs des dérivées successives de 0,(z)
pour z==1;0n a

w 3
.f){cP)(l) ::'.:Zi (—L‘“:EW 2T
p

D’autre part, ’apres la maniere dont on a calculé les @, on a
t'-::r'g

|
Z '(L—':l_—ﬁ—j-!- (tai:“.:fa{-}::' Lp;ﬁ’(l).

i=f}
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On en conclut

-] .'
08 (1) = — 2;- U—Lfma“"‘

reg1
Or, ¢ étant supérieur a rg, on a

b iF

1
Aoy << R/) U
et, par suite,

@»

Y R, g« Ryu
[l < 28 2 <
/'54-1

Donc si 'on développe, suivant les puissances de z, I'expression
“ o)
0u(3) =zﬁT<z—->ﬂ,
0

on verra, comme plus haut (page 87), que le coefficient byg de =P est

s Rpwie . .
inférieur & —225=, et par suite, quel que soit le nombre fixe ¢, on

ar(5]
pourra déterminer R,, de manitre qu’il soit inférieur A —2Z, puisque
rq al’ﬁ’l
les valeurs de 8 telles que B! <7 sont en nombre limité. Bn posant

Yo (5) = 05 (3) + Ou(3) = Dt (@up+ bag) 38,
0
les coefficients de §, (=) vérifieront des inégalités analogues; on pro-
cédera de méme pour les fonctions 7., et, en prenant

9a(y) — ®a(y) = Ya(y?) +r 22 (y?) '—:Zﬁcaﬁyﬁ,

les constantes C,g satisferont bien aux inégalités (15).
Les fonctions

]

wa(y) = 9u(y) — 2pt Cap y®

0

ont des dérivées égales pour y =41 et y=—1; je dis de plus
qu’elles satisfont a des inégalités analogues aux inégalités (11); cela
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est manifeste, car il en est ainsi des fonctions @,(y) et de plus des

fonctions py () = D¢ Capy?, grice aux inégalités que vérifient les Cyg.

1
On a done
l\'})
|'.>U'$'(}’)l ,,’

Des lors, si I’on pose
wu(y) =2 AugcosmBy + Bygsinnly,

on a, par exemple,

+1

A,g— Iy — @' (y) / / l\r//a
Agp= wy(y)cosnPyd) 5 ~(<)s7r y-— dy << B
-1

Notre démonstration est donce complete et nous pouvons affirmer
que toute fonction des deux variables x et y ayant des dérivées partielles
de tous les ordres sous les conditions

peul étre mise sous la_forme

AN . . B
:}_‘ 2‘ (Aug cOSTRY + BogsinmBy + Cug y®) %
« [
4+ (ALg cosTBy - Bug sinmh v -+ Cag ¥®) cosmea.r
j | I . 12
~+ (A cosmPy - Bog sinmfy -+ ChgyB) sinmar,

les constantes Ay, ..., Cug clant telles que Uon ail, pour toutes les
valeurs de p el de g,

| o B Aag | << 1y, e [ or 51 Cos | << 1

les nombres m,,, ne dépendant pas de o ne de 3.

Il semble que I'extension, par nos méthodes, de ce théoreme aux
fonctions de plus de deux variables réelles, ne présenterait d’autre
difficulté que des longueurs de rédactions il serait désirable, et nous
le souhaitons vivement, qu'un analyste plus habile que nous trouve
une démonstration rendant intuitives ces propositions si simples dans
leur énoncé.



