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EXTRAIT D’UN TRAVAIL

INTITULE

SUR LE MEMOIRE DE RIEMANN

RELATIF

AU NOMBRE DES NOMBRES PREMIERS INFERIEURS A UNG GRANDEUR DONNEE,

Par M. H. von MANGOLDT,

PROFESSEUR A L'ECOLE SUPERIEURE TECHNIQUE IVAIX—LA-CUAPELLE.

Présenté 4 I'Académie des Sciences de Berlin, par M. Scuwarz, le 14 juin 1894 (').

Traduit par M. L. Laugel.
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Dans la deuxieme édition de la collection des OEugres mathéma-
tigues de Riemann, il se trouve, dans Ies Notes qui font suite au Mé-
moire Sur le nombre des nombres premuers inférieurs a une grandeur
donnée, un passage d'une Lettre dont le brouillon fait partie des ma-
nuscrits de Riemann. Riemann y dit lui-méme que ses propositions :

oo . . | [ . .
« Entre o et T, il existe environ - log Sm 5 racines réelles de

%

» I'équation z(z) =03 »
et
r T 1
FUETS B ( g , ( 5 i
« La série 2‘ Ll + Li\x ) , lorsque ses termes sont

() Sitzungsberichte d. K. P. dcad. d. Wissen. 3. Berlin, pp. 883-896 ; 19 juillet 1891.
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» rangés suivan( les grandeurs croissantes de o, converge vers la

» méme valeur limite que

st bi dEl (s - )i
L el 07 g

swilog: dils T Ew)

Lo~ bi

» pour la grandeur b croissant sans limite, »

ont hesoin d’unc démonstration plus exacte el rigoureuse,

Dans le travail qui suit, nous ferons usage des resultats obtenus
par M. J. Hadamard, dans son Mémoive : Eiude sur les propricics des
Jonctions enticres, et en particulicr d'une fonction considcreée par Ric-
mann (*).

Nous montrerons, a Paide de cette étude, comment on peut démon-
trer complietement la deuxitme de ces propositions, et la premicree au
moins en tant que on peut affiemer que le nombre des vacines dont
les parties réelles sont comprises entre o et T est représenté par lexpres-
sion indiquée, aux grandeurs d’ordre inféricur pres.

I

On conclut aisément de chacune des deux représentations, données
par Riemann, de la fonction 5(¢) par des intégrales définies (que cette
fonction n"admet aucun zéro dont Ia partie réelle serait nulle. A con-
traive, ainsi qu’il résulte du travail déjieité de M. Hadamard, il v oa,
en eflet, des zéros dontles parties véclles sont différentes de zéro, et
cela en nombre infini.

Conformément & ce fait, soient alors

Gy  yy iy, ves

ces zéros, dontTa partic réelle est positive. Dans cette série, chacun de
ces zéros qui pourra se présenter d’une maniere multiple sera compte
autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicite, ot
Pordre dans lequel sont rangés ces zéros doit &tre pris de telle sorte
que les partics réelles des ternres ne décroissent jamais lorsque I'in-
dice eroit.

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4" séric, L IX, pp. 170015 184,
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Sous ces conditions, comme ’a démontré M. Hadamard, a lieu
I'équation

(1 ’c:m::'a(o)f](x— ;—)

V=

Concevons, dans le plan de la variable complexe ¢, un domaine B
ne s’étendant pas a Uinfini et sur le contour duquel ne se trouve
situ¢ aucun zéro de la fonction £(¢); on sait alors que le nombre
des zéros, compris & I'intéricur de ce domaine, est égal i ?;17:’ multi-
pli¢ par aceroissement qu’éprouve argument de la quantité com-
plexe £(¢), lorsque la variable ¢ déerit le contour de B dans le sens
positif.

Bien que cette proposition ne suftise pas & la détermination exacte
du nombre des zéros de la fonction £(¢), compris & Iintérieur d’un
domaine donné, il est pourtant possible d’obtenir quelques éclaireis-
sements, relatifs & la position de ces zéros, en faisant parcourir & la
rariable ¢ certains chemins convenablement choisis, et en étudiant les
changements qu’éprouve alors 'argument de la quantité £(z). Cest ce
que nous allons exposer comme il suit :

Désignons par «, b (a << b) deux constantes réelles quelconques, et
faisons déerive & la variable ¢ la ligne droite qui joint le point @ — i
au point b — 3i. Alors chacune des droites, qui joignent les zéros de la
fonction £(¢) au point mobile ¢, tourne dans le sens positif. Les ac-
croissements qu’éprouvent les arguments des facteurs linéaires de la
fonction £(¢) pour cette marche assignée au point z sont done tous
postlifs, ct, par conséquent, la somme de chaque nombre fini quel-
conque de ces aceroissements reste toujours plus petite que accrois-
sement qu'éprouve Pargument de la quantité 5(&) elle-méme pour ce
méme chemin.

Soient maintenant

@ Paccroissement considéré ci-dessus de Pargument de la quantité
E(1);

A le nombre des zéros de la fonction £(¢), dont les partics réelles ne
sont pas situées en dehors de Uintervalle @.. .5, chacun d’eux étant
compté pour son ordre de multiplicité;
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S la somme de tous les angles (concaves et positifs), sous lesquels on
verrait de ces zéros le chemin du point £, chacun de ces angles de-
vant encore étre compté autant de fois que Pindique Pordre de mul-
tiplicite du zéro correspondant.

On aura alors, en particulier,

(2) S Ty,
On obtient ensuite, par de simples considérations géométriques,

(3) Aare tang| ) (b )] 5,

ot le symbole arc tang désigne un arc compris entre o el j7; par con-

séquent, onaura, a fortiort,

(M) A arctang[ L (b — ay| <o,

yure le nbre o, sul déterminer yiimite supérieure a Paide
Pour le nombre ¢, on peut déterminer une limite supérieurea |
des considérations suivantes : on a, d’apres Riemann,

I 1
(5) ECL) =M(} -y ti) (= vl (e EC 4 th),

ot les signes Il et € ont méme signification que dans le Mémoire de
Riemann. Si'on pose ici

a7

Ll Tyl

ol 7 désigne une variable réelle, on oblient
P g 1. 1. o (ll;T/), s
o0y = Mird) (1 Lrd)y (12w LS )

SiPon entend maintenant par log= la valeur réelle du logarithme,
et par

logh(z—30), logllticd), log(r—+lzi), log(i+1i), logZis 4 =iy,

ces valeurs des logarithmes qui sont réelles pour © = o et varient alors
d’une maniere continue avee ©, on aura par suite

(6) log&(r — §i) == logll({zi) - log(r 4 3ri)+ log (14 70)

— (1=t i) logm -+ logf (o + i),

Pour transformer le premier terme du second membre de cette équa-
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tion, on peut faire usage des résultats obtenus par M. T.-J. Stieltjes
dans son Mémoire intitulé Sur le développement de logT'(a) (*).

En vertu de I’équation (20) de ce Mémoire, si ’on exclut les valeurs
réelles négatives du domaine de la variable complexe =, on a pour
toutes les autres valeurs de =

(7) logll(z) =logz -+ logT(s)= (5 -+41)logs — 5 -+ Llog(am) + J(5),

ou, pour tous les logarithmes qui entrent dans cette expression, on
doit prendre ces valeurs qui, en variant d’une maniere continue pour
des valeurs positives réelles de =z, deviennent également réelles, et ot
J(=) est un terme complémentaire dont M. Sticltjes a donné diffé-
rentes expressions, terme dont la valeur ahbsolue ne dépasse jamais
une limite également assignée par M. Stieltjes.

Sil'on impose maintenant & la variable 7 la condition

T >0,
et si dans (7) I'on pose

7,

i

-~
S

on obtiendra
logll(izi) = (3 + Lzd) [log(3z) +3mi]—47i-+Flog(em) + J(i7i),

ol log(37i) désigne la valeur réelle, et, en vertu de cette équation,
on tire de (6)

(8) logé(r—3i)=(3+47¢) [log(g7) +¢mi] +log(x-+37E)
+log(t +7i) —izi(1+logm) — Llog(3m)
+logt(2 + i) + J(§7d).

Concevons maintenant que, dans chacune des deux expressions
logt(r—3%7) et logl(2 + i)+ J(37%), on ait séparé les parties
réelles et les parties imaginaires et désignons alors par ¥(z) le coel-
ficient de 7 dans 'expression log&(z — §7) et par f(7) le coefficient
de ¢ dans I’expression log{(2 + i) + J(570)-

(V) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, Tome V, pages 425-444 ;
1889.
Ann.de I'Ec. Normale. 3¢ Série, Tome XIlf. — Fivrier 1896. 9
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On ohtient alors

(9) F(o) =o,
(10) F(—7)=—F(7);

et pour © > o, on tire de (8)

(11) F(r) =7 log(ir) -+ arctang(y ) -+ arc tangr
- LT logm) - /(5),

ot 'on doit encore entendre chaque fois par le symbole arc tang "are
compris entre o et {=. Ensuite, en ayant égard i Iinégalité

[Tog (2 --7i) |7 logt(2) = log(|m*)

et en vertu des formules (25) et (26) du Mémoire de M. Stieltjes, on
ohtient pour = >0

I

(12) ~log(47*) — 4= < /(5) < log (i ).

On peut donc, au moins approximativement, calculer la valeur de
la fonction F(¢) a Vaide de (11). Il en est aussi de méme de acerois-
sement g, défini précédemment, qu’éprouve argument de la quantité
(). Bn cffet, par suite des conventions faites ci-dessus pour la défi-
nition monotrope des logarithmes en question, on a

(13) o == F(b) — I (a).

ATaide de ces développements, nous obtenons, apries quelques cal-
culs auxiliaires, ces premieres conclusions relatives a la distribution
des zéros de la fontion §(¢) :

1° L'équation §(¢) == o n’admet ceriainement aucune racine dont lu
partie réelle prise en valeur absolue serait “12;

2° St l'on désigne par h et k deux nombres réels quelconques satisfai-
sant & la condition

tangr=1,55741 5k h— 4,
le nombre des termes contenus dans la suite des zéros

iy gy Oy
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et dont les parties réelles ne sont pas situées en dehors de Uintervalle
h—Fk, ..., h+k est inféricur a

klogh.

En s’appuyant sur la derniére proposition, on arrive ensuite, apres
un calcul assez long, aux résultats suivants :

3¢ Pour toutes les valeurs du nombre réel h, supérieures a 12, le nombre
de ces racines de I'équation E( 1) = o, dont les parties réelles sont posi-
twves et plus petites que h, sera représenté par [’ expression
h 13 h 5 o -
——log— — — + = ++n[o0,34(logh)*+ 1,34 (logh 1,33
sm 8o T o T - n[0,34(logh)*+1,34(logh) +1,33],
ow v designe un nombre compris entre — 1 et + 1, et ow, lorsqu’tl se pré-
sente des racines multiples, chacune d’elles doit étre complée pour autant
d’unités qu’en contient son ordre de multiplicité.
4° L'égquation £(t) == o admet au moins une racine dont la partie
réelle est comprise entre o et 53.

I1.

Dans ce qui suit, désignons par a, b, u des constantes réelles posi-
tives et par & une variable réelle qui peut prendre toutes les valeurs
positives; dans toutes les intégrales définies considérées 1’on prendra
pour chemin d’intégration la droite qui joint les limites, et pour toutes
les puissances et les logarithmes qui se présenteront, nous prendrons
les valeurs principales.

Lorsque les constantes réelles ¢, d, g, ¢ satisfont aux conditions

oZe<d, &20, vZo,

on peut établir facilement, & V'aide de l'intégration par parties, les
formules suivantes

(14)

fg—f—difi,fds <4+7r—e_‘,£ I
e 3 vz Tellgl+c
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ghi L.
(15) ’f £ —~ (s
hi §

'(:N.\' . .
La considération de 'intégrale / . s prisc le long du contour d"un

— (Y

< (h + )2

|‘7u

rectangle dont les sommets ont pour affixes les points
«—hi, «-hi, =0+ hi, — b hi,

nous donne ensuite, lorsque 'on fait eroitre & indéfiniment,

1 @t hi ons
S L (g e 1
2T L . §
ahi

On peut faire voir d’une manitre analogue que

-t
1 o c«»u‘»
e e ([
2T . .S’
€~ hi

De (16) et (17) on tire de suite les équations

3 e

(16) w i

3 ene

~am ha

(17)

a - hi
I s
18 ] TIL o, / o (IS' o
(:8) hwm ATE) S ’
I NN s
1 lin =y el 0
(r9) new AL /_‘/'i s ’

auxquelles on peut adjoindre cette troisieme ¢quation, facile & établir
directement,

| NIRRT |
(20) l im. / - s == ).
""" e )TL’l, a-=hi §

Ces formules nous permettent d’éviter 'emploi du théoreme de
Fourier, sur lequel s’appuic Riemann pour la détermination de fone-
tions arithmétiques.

Soient maintenant n une variable qui peut prendre toutes les va-
leurs entitres positives, et L(n) une fonction de 2 qui sera définie par
les trois équations suivantes

(e) L(1) =o,
() L(n)=o,
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lorsque n est composé de facteurs premiers dyferents, et
(7) L(n)=logp,
lorsque n =p*, p désignant un nombre premier et « un exposant
entier positif.

Soient ensuite
r un nombre quelconque réel,
2 une constante réelle plus grande que 1,
[x] le plus grand entier contenu dans .

Soit encore, au cas ou « n’est pas une puissance d’un nombre pre-
mier,

Az, 1 )"’"2 L(u’.’_)

ne=1

et, au contraire, au cas ol z est une puissance d’'un nombre premier,

L(n) 1 L(z).

n' 2 a”

A(z, r)=
n=1
et, finalement, soit @ une constante réelle positive qui satisfait a la
condition
a--r>i.
Alors a lieu, comme on peut le démontrer & I'aide des formules (16)
4 (20), 'équation

"""“Z’(s‘—l—r) s

(21) —1,'“3&5%7 Y TG+r) s 5 &= Az, ).
On obtient, d’autre part, en décomposant ; (( )) en éléments
simples,
! o’
Elstr) _ ! —Llogm

T C(s+r)  s4r—1

“2< 8t Tsx r+2n> 2(5‘ l—r‘——-;-;—;-)oc >

n==1
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d’on, par conséquent,

a~hi 5
(s+r—1%) o
22) 2 tr—d)

V_127“ i (s r—§)E4ay s

@A hi gy R J ot hi s

: ! I x

— j Slsar) oo 1. / L —;
ami) . G(s—+r1) s ami ), . S r—1)

' o
. u-+/u z i . - hi 5/, | Il. l | P
—glogm — —ds — - 2‘ plog o e
8 T AL A L T O = Y]
nel

ot — hi

Pour 4 augmentant sans limite, les quatre termes du second
membre de cette équation tendent tous vers des limites finies.

Pour le premier terme, la limite est des & pr('%(*nl déterminée par
(21). Pour le second, on obtient, au cas ol 7 n’est pas égal i 1,

‘ ] N o [ e A
(2;5) i~ 7 £, S — .
h=w2TE) o S($ b r—1) rei

et, lorsque r=1

WES TR
A 8 ot

(23 a) lim —, = ds=logx = lim .
h=e2TL i s% P 1 e |

Pour le troisitme et le quatrieme terme, on obtient enfin les for-
mules

' a--hi o
limi logm = “ds - Yogw
g oTi ; s g 105 T

fi=on i
et
| -~ hi - " [ 1 &
(24) lim ——, Z L og o e e |
hze 2T i no-~1 § = +)n $
= il ne
- zru""”‘
~10-3
an(r—42n)
n==1

ot C = 0,5772156649... désigne la constante d’Euler.
Dans cette derniere expression, lorsque » est égal & un nombre
entier négatif pair — 2m, on devra remplacer le terme

r~-omaTr-tm
am(r+2m)
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de la somme du second membre, terme qui prend alors la forme indé-
N .
terminée -, par sa valeur limite

I 2 map—rmm 1

lim —————— == — — logwx.
rm—am 2 (1 - 2m) 2m i

Aussi, chaque terme de la somme qui forme le premier membre de
I'équation (22) tend vers une valeur limite finie, qui, cela peut étre
démontré & 'aide des formules (14) et (18), est donnée par 'expres-
sion

P (R S

Jim —— ] = —ds
(§ +r—3)y+oj s

Sz 2T0E

a—hi

_ 2a(r—; = r-lf% (r—1%)cos(ayloga) — a,sin(a, logax) .
(r—§) oy (r—34)p+a

On peut démontrer que la somme de ces valeurs limites est identique
a la limite vers laquclle tend le second membre de I'équation (22).
Posant, en effet, pour abréger,

o
(r—3)-aj (r—3)+a

= W, (x, r) (v=1,2,3,...,=);

(25) ’(""‘_L)_.._ —rag (r—1) cos(ayloga) — o, sin(a, logz)

nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Lorsque les termes de la série infinie

ﬁ:Wv(m, r)

V=1

sont rangés suivant la succession des valeurs crotssantes de Utndice v,
cette série est convergente pour toutes les valeurs réelles de r et pour toutes
les valeurs réelles positives de x, et, lorsque > 1, sa somme est représen -
tée par Uexpression
—A(z, r) + 1= +logm — LG —I—Z I 2nmT
r—1 2n(1 +an)

n=1

ou, dans le cas ou un terme de cette expression revét, pour une valeur par-
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Y. . 7y L ) N ve L1 s O
ticulicre de r, la forme indéterminée ooon desra alors, au licw de ce

terme, prendre la valeur limite correspondante.

La démonstration de cette proposition repose sur les considérations
suivantes : soit T le nombre des nombres «, dont les parties réelles
sont <A, le nombre & dorénavant étant pris suffisamment grand pour
que H soit au moins égal & 1. Alors, en donnant & la somme

1
~
D Wl 1)
. Vet
la forme suivante
i . ca -t hi 1 ¢
N (o N0 a(s -1} a
2‘ V\/v(.’)", I') o] z o :/ ~(~‘ , - ’}-6{‘ 'q ol
o o, g 1) 3

” o hi 1
N ‘ o(s o] b
3 . / : ) ool
B [T I
otowhi ‘

dnd OTCL (8 4= 7)oy s
VA3 | ]
, fi
( ] /.u A hi o , ) N (s 1 )
P [R—— N 7 A | T, - .
2T y 24 Ve 142y g
2Tl S : l(/ 5 )Pt oy
avhi
u ? AR
~ 1 a 2
o . [ sosan " o . ol
24/ - LR A R R Y.
PE=S|
o4 hi 4
il 4 ! [
Y A I a %
_— Z [ e 1 e
amd ), s b o syt ’

on peut, en faisant usage des formules (14) & (16) ainsi que du
scecond théoreme de la Section I, démontrer que chacun des termes
dans le second membre, & la seule exception du premier, converge
vers zéro lorsque A croit sans limites, Mais, des équations (21) i (24),
on conclut pour ce premier terme

o
4 hi
lim S - f T _alskhr—h) at,
L TN MU oy Ve

Y om
3

Y /b anatetn
20n(r-4-an)

=

1 it
=— Az, 1)+ — Ylogm — 1 C 4
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Ces résultats démontrent le théortme énoncé et nous donnent éga-
lement, pour la fonction arithmétique A (z, ), expression analytique

£ “w
N - . o e it 1/
. b . N I 2na w
26 \ A, 1) s e 1 O T —— 1 U e 7 o).
(26) Az, r) - Hogr — 10+ Y s N W, (e, )
n==1 V=1

Sil'on pose r = §, on obtient
o sin (o, logx) ,

V\"-, (., ‘],_ )= 2

Oy

et alors, d’apres ce qui précede, on conclut en particulier le théortme
suivant :

La distribution des zéros o, de la fonction §(1) est telle que la série
wmnfinue

o
Z sin(a, loga:y
o2y ’
v 1
o Uon suppose que les termes sont ranges suivant la succession des va-
leurs crotssantes de Uindice v, sera convergente pour chagque valeur réelle
positive de s et, les termes élant ainst rangés lorsque x > 1, U équation
sueante a lieu

o Ed
5 sin (o log.e) ‘ - . N\ 1
(o 2 e LR D e VA, L) e =T (logm 4+ C) b ¥ e
A7) Ty 2 A7) A ‘/ «(logm =+ () dd [0 (G104 1)
R | no=l
1 [t 1 I
— = L log Vel Lare tang —=-

\/.1»' \/.'lf — ‘/.I?

La série infinie du premier membre est convergente, mais comme
elle représente une fonction discontinue de 'argument x, nécessaire-
ment la convergence n’est pas uniforme.

. L e e e ~ \ N ’ ’

La série infinie 2‘ W, (z, r) peut étre représentée comme la somme

V=

de deux séries partielles dont I'une

1

o ) e b 3
N R *cos(ay loga)
2( 1 - y) 2 I [Epa —
v 3 .

2sin(oy log.r)
ot |

?
vzl

Ann. de £ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XI1L. — Fevrier 18g6. 10
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pour toutes les valeurs positives de a, est absolument et uniformé-
ment convergente, tandis que I'autre

l o0
—rg N Sin (e loga)

cly

PV

vl

représente le produit de la série 4 convergence non uniforme

i sin (o logz)
Gy
Viaz
par une fonction continue de x.

Toutes les autres séries infinies & convergence non uniforme, qui se
présenteront  nous dans la suite de ce travail, ont méme propriété :
la partie & convergence non uniforme est toujours égale au produit
d’une fonction continue de x par la série particaliere

o

i (o logr)

P cy
ot
Pour r = o, puisque
N I .
z ;1::{:——64_5 == o ;(: e ; l()gTE e ]()P,' 2,
vl

on tire de (26) I'équation suivante

e

(28) Az, 0) =2 —log(am)—} lop;(: — ,15)

i
—

£
Z cos(ay loga) + 2o, 8in (o loga)
+ A ol
Y

Dy

-

\,

Posons, lorsque 2 n’est égal ni & un nombre premier ni 4 une puis-
sance d’un nombre premier,

,‘,
s
.l
e

I)if r

-

' [x] L) x i

. L) 1 ~ I 1Y 1

(e, 1) == — I — - i

flz,r) Z logn n” pr + 2 a7
n=1 1 1 1
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expression ol I'indice sommatoire p doit parcourir chaque fois la sue-
cession de valeurs des nombres premiers qui ne sont pas compris en
dehors des limites inférieures et supérieures des signes somme; au

contraire, lorsque x est un nombre premier ou une puissance d’un
nombre premier, on posera

/'(‘L" l’) = f(‘t +0, ,.) —}._ f(x - (), ,‘) .

2

On tire alors de (26), lorsque ’'on remplace 7 par p el que 'on integre
ensuite par rapport d g depuis r jusqu’a - s, apres quelques calculs
et réductions, I’équation suivante

. o P Z'(p)
¢ (e, 1) = RN e R 1 o 7/
(09) S, r) e T |
/ - ==a!
4 22 cos (ay loga) - P'l”_(:_— dp
> ) 1P2‘+' ol
KAE=0| - =
i sin(a, loga) /* Sy dp
— a2 ¥ a,sin(a, logwx ———dp.
' V08 " (P2t o
==l PR
2

Pour la transformation ultérieure de cette équation, on distinguera
trois cas :

Premier cas. — Soit

r>I.
On a, dans ce cas,
. . S B ( 1 \ay
(30) f(a, r)y=logt(r) "—/r Togy 7* T y e ‘) J

~ (7 prP
e 208 8 roe R ol
} "‘2 cos (e, log )‘/ v o

V=Rt r”

2
w
Y . | “ ax—f d
----- 2 s (oy Loga TS .
2 ewsin(nloga) [ S dp
vz I'-'ﬁ
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Deuxiéme cas. - Soil

A
On obtient alors
.Im:.t'(f“__,.)" B ; B y
31) (e, 1) = e it - 1
(30)  [(x, 1) / - { / Al
0 “log v

‘ 1 dy .
e B o = loe (r-—1 ;( ")
'/' ‘},zm 1 ),1 41 l();_,:.). hl ) ‘

@ 3
I

7 ’
Y pr p ~ . N
4+ ¥ cos(aylogr LT dy -0 Y gy sin(z, logr) i NG
F 2 Zm (o log )/ et 7 P 2, ] 1 10K P

. . 1
vl P vl o
2 ’

L'équation

Sy o Li(a) - E

par laguelle Riemann représente la fonction arithmélique qu'td désigne

par [(x), est contenue comme cas particulicr dans la dernicre for
mule (31).

ey ( Load " 1 oor
Li(\.r" ) FLi et )‘ l~/ i loga,

y 1 loge

Silon fait, en effet, dans (31), 7 o, on obtient

"'l”“"‘“u_ Lt Vet
(32) [, 0) / ——7 /7 werlu
=0 ¢ loga
% Ed ’
) I dy 5 o v
e e et Lo p 0 Y CO8 (2, log ) 2 el
. -1 ylogy Jopt e sl
" 9 - l

*

. ey
. 22 ay sin(zy log.e) / : lp.

~—.2' .i(

VRl S A
ezl 1r
2

Mais on constate que cette équation est identique & la formule de
Riemann citée, et, par conséquent, en déduisant I'équation (32) des
considérations précédentes, on arrive au résultat final des recherches
de Riemann par une voie un peu différente.

Troisieme cas. — Soit

roe— .

Désignant alors par —- 24 et par — 2(A +1) les deux nombres
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~1

7
entiers négatifs pairs entre lesquels se trouve comprise la valeur de 7.
de telle sorte que I'on ait
2 (k) < rl—al,
on obtient I’équation
Wloge )/1-—!)11____ (f -u ﬁ "”“"'(,'—(I'f-‘.!n)u___ >— U
(33) ./'(.I,‘, ) = / [ du _....} / R .,I},-‘_,_..f e

0 “

ne=1
J, logy y*- IHHI C(r—o)y(r—+4)...(r--2%)
o o (}_’L
(2 — 1)/ el >Z cos (2 logz)/ ds
“log . u _I-
< ~p
2‘ ay(sinay, log 1) ;2— ~~f‘;§/(/p.
vt _f
3

Si I'on parvenait & démontrer que les racines o, de I'équation
(1) == o sont toutes réelles, ou méme seulement que les parties ima-
ginaires de ces racines sont comprises entre des limites plus étroites
que — 37 et + 57, les développements précédents fourniraient une
série de lois asymptotiques relatives & la théorie des nombres.

On conclurait, par exemple, de (28) que I’on aurait

Alxr, o)

lim — =1,
Xz x

et, par conséquent, que la somme des logarithmes de tous les nombres
premiers de 1 4 o, pour de grandes valeurs de z, serait égale & x lui-
méme, a des grandeurs d’ordre inférieur pres.

Mais, provisoirement, il semble que ce serait trop se¢ hiter que
d’affirmer 'exactitude de conclusions de cette nature. Aussi, la dé-
monstration de ce théoreme particulier cité, que M. K. Cahen a donnée
dans une Note ('), Sur la somme des logarithmes des nombres premiers
qui ne dépassent pas x, et qui se trouve reproduite, dans ses traits

(1) Comptes rendus, pp. 85-88, t. CXVI; 1893.
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essentiels, au n°® 32 de son Mémoire ('), Sur la fonction {(s) de Rie-
mann et sur des fonctions analogues, n’est pas absolument satisfai-
sante.

Ce n’est qu’apres avoir terminé mon travail que j’ai eu connaissance,
par une remarque contenue dans le Livee de M. P. Bachmann, Zahlen-
theorie, zweiter Theil : Die analytische Zahlentheorie; Leipzig, 1894,
de 'Habilitationsschrift de M. Adolf Piltz, intitulé : Uber die Hiufig-
keit der Primsahlen in arithmetischen Progressionen und iber verwandte
Gesetze (Sur la fréquence des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques et des lois analogues). Dans ce Mémoire, aux pages 42
et 43, sont données (uelques indications, — sous Phypothese que les
affirmations de Riemann sur la distribution des zéros de la fonction £(¢)
sont essentiellement exactes — relatives & la démonstration de la con-
vergence de la série désignée par

EWV(.L', r).
rood

Les principes, sur lesquels repose la démonstration de la conver-
gence que j'ai exposée, sont déja énoncés dans ces indications, et les
développements de M. Piltz sont, en partie, identiques avec les miens,
au moins en tant que dans son travail Uexpression analytique de la
fonction arithmétique f(x,r) est obtenue, comme ici, & I'aide de
expression correspondante de la fonction A(z, r) et ensuite i 'aide
d"une intégration par rapport i r.

(1) Annales de |’ Ecole Normale supéricure, pp. 73-165, 3° sbrie, t. XI; 18g4.



