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I. N

Ce travail a pour objet 'application du développement de Taylor i
la solution du probleme de Plateau, généralisé pour une équation aux
dérivées partielles quelconque du second ordre.

M. Schwartz s’est occupé, dans plusieurs Mémoires, des surfaces
infiniment voisines d’une surface minima ('). Cet auteur considere
précisément la méme figure que celle qui est étudiée ici, c’est-a-dire
une bande superficielle limitée par deux courbes infiniment voisines,
de telle sorte que la région qui les relie soit doublement connexe.

(Y) Poir les Mémoires insérés dans les Ofiuores complétes de M. Schwweartz, Vol. |,
p- 128, 168, 224.
Ann. de I Ec. Normale. 3 Série. Tome XII1. ~— Jaxvier 18y6. 2



10 X. STOUFF.

Mais, pour lui, I'objet principal est I'étude de la variation du second
ordre quand on compare la partie de surface minima aux surfaces voi-
sines, soit en laissant invariable la limite de cette partie, soit en modi-
fiant cette limite arbitrairement. Les recherches exposées ici sont heau-
coup plus voisines de la théorie des caractéristiques des équations aux
dérivées partielles du second ordre telle qu’elle est donnée par M. Dar-
boux dans sa théorie des surfaces, et ont avec cette théorie de nom-
breux points de contact (*).

Les premiers paragraphes concernent les séries obtenues dont les
premiers termes surtout offrent de 'intérét et des interprétations géo-
métriques.

Une idée qui tenait de bien pres & la premitre était P'étude de la
génération de ces surfaces par des courbes dépendant d’un ou de plu-
sieurs parametres, J'ai particulicrement cherché un eritérium (*) per-
mettant de décider si une équation aux dérivées partielles admet des
surfaces pouvant étre engendrées par des courbes satisfaisant i deux
équations différentielles ordinaires données et combien d’infinités de
pareilles surfaces.

Je donne enfin une formule d’¢limination qui permet de résoudre le
probleme posé primitivement, en partant des formules obtenues par
l'intégration de I'équation aux dérivées partielles, lorsque cetle inté-
gralion est possible. Tel est le cas pour les équations aux dérivées par-
ticlles des surfaces développables et des surfaces minima.

II.

Soient @, y, z les trois coordonnées des points d’une surface S etz,,
la dérivée de = prise p fois par rapport & @ et ¢ fois par rapport 4 y;
solent aussi une courbe dépendant d’un paramétre A et définie par les

équations

(1) x=[f(35,2), y=g(0,2)

(1) Dammoux, Cours de Géoméiric de la Faculi¢ des Sciences. Troisitme Partie,
Livre VII, Chapitre V.

(2) Ce critérium se rattache d'ailleurs aux travaux bien connus de M. Bicklund sur les
équations aux dérivées partielles. Poir surtout Mathematische dnnalen.
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et une équation aux dérivées partielles du second ordre,
(2) F(‘l‘,\)‘, 3y 3105 S0ty S0y B11r Sga) = O.

On considere deux positions C, C’ de la courbe correspondant aux
valeurs A et A + AA du parametre, un point M sur la courbe C. Je
cherche & développer en séries, procédant suivant les puissances
croissantes de AX, les valeurs des dérivées partielles de = par rap-
port d et & y pour le point M, de fagon que S contienne C et C'. En
désignant par Az, AX, Az, Ay les variations correspondantes de z, 2,
@, y, en développant Az par rapport aux puissances de Az, Ay et &
leurs produits et en y substituant les valeurs de Az et de Ay dévelop-
pées par rapport aux puissances de Az et de AA, on obtient pour la
courbe C et pour la courbe €' respectivement les deux équations

\

= V=) @ 1d nem o N
. Z 1 . 2 d’z,, ALt AN oM Asm Z Jry Asn
- plgt\ =" di ) Lmd )3 ] dz al )’

pg=0 h=1 Lm=1 n=1
R == A m,reme R P sz SNt
I (~ ds . A)ﬂ ~ ()le-l"r Azm A/_l' S| ()u =3 ¥ Azn A)‘s
= 3 (e T MLy e AR (L )
plgl\ ™" dye h! &d (301" m!rl 03701 nls! ’
Prq=0 \ h=1 el My sl .

qui doivent étre vérifiées pour des valeurs arbitraires attribuées a Az
et A AN,
On en déduit les équations

dx dy
510;)‘5 +501D‘: =I,
; dx iy dy —0
<10 ();x ~01 0)\ -

dx\* dx 0 Jy\? Qx d*y
520(‘&;) +2511I ;)'_:}', ““502(5()%/) -+ 5105;; +501?)—;7 =0,
_dzdx  [dx dy Jx dy Loy dy o dx Py
09z o T (u_ or T or a*) ey On T oz n T ga g T
i g:x_ 2 _ Oz dy | (()_y o 0x Py dsy dr 0301 Oy __
‘*°<ox> TSy gy A \ox) R Ol F a7 el e Wl i

dzyg 0z dzgy dy

a0z T 05

(1) Dans ces deux équations le couple p = ¢ = o doit étre exclu.
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I3 \ 4 - M M Y3 \ N N .:[, y / :
et généralement, en égalant & zéro le multiplicateuy de Az"AN, on a
pour I'équation (3)

. y
di = M\ [ 9P\ % oM \% [ty B, (()”'{)')‘Hﬂ ( ()n,y ),,
L i I IR i LA e
\ "(ﬁh”( 05™ ) 0:"’:) R > dsh \ 5 z .
: N - —w— 'p,,, P ' - [ [_‘
7 e ) Voo By Bl B (g )R ()t g A (e B QB

fa .y
My~ Mgy o oo Mg 1y By Py = b S 0y
P == 0y Oy e Oy

7= Pt Bato . By

et pour I'équation (4)

({II;IJ p Mt \% £ Qi T\ % O\ [ Qi i ( Py \ By (()n,u y );1,
B dM <()3”‘a 07\’1) ( shgns) ‘):’m‘().'"'f.w,‘._..<,:'..)4",'11", ()/”:) .():"a())‘.”-) C Nl
) dad (Dla Vol oo BByl Bl Cmy Dyt (g D% (g Y% ()R (g ) (g ) g

X (ny DB (g 1)Be (B (s B (s B (s 1

p .
Mo, A Mgty o MOt 1y B m Bt By

)
b rio ¢ rasy -t T ok 8 Byl sy ,32 daca =8 P

POy gy

=BGt B

On devra admettre la valeur o pour 'indice £, en conyenant que la
dérivée d’ordre o est la fonction elle-méme.

On pourra grouper dans une méme classe celles de ces équations
qui proviennent de termes d’un méme degré total par rapport i Az ef
a AX. Le nombre des équations (7) ¢t (8) de la mime classe est am,
parce que I'équation (7), obtenue en égalant i zéro le multiplicateur
de Az™, est la méme que Péquation (8), obtenue en égalant i zéro
dans (4) le multiplicateur du méme terme, el parce quil n'y a pas
Q’équation (7) provenant de AW™. Je vais faire voir que Pon peut
trouver assez de conditions pour déterminer les quantités

~” I ..
~m0r o Yme1,1s vy Sl,mﬂy Moy

(9) 'dzm-q,o? dslll—?,j) e A3y, ey Az, dmetz,,
( i an AT g et

dont le nombre est 75—(1"-)-‘113
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Soit, en eflet,

nous aurons d’abord

. Jdy dir
1 D3z S8 Doy — -
(10) 1=y ? 01

Considérons la surface X, engendrée par la courbe mobile (1), et
désignons par ¢,, la dérivée partielle d’ordre p par rapport a @, et
d’ordre ¢ par rapport & y du = d'un point de cette surface. Soit
(r1) - L{.:,“’ ')'lf. }- (/':".'. i).fy,

dh Ot ¥ Ik

on tire des équations (6)

) é(g'): ) e A dy e ( o )
_ L3 i dz dz B oz
(192)  Sppe 0y - p: e G b oy ) Sy Con T
L’équation (2) devient alors
'.»,\",(.’)"f ) Il 2 0 )
7] [ L J3 Js ds Js
Ay Ya Sy Crgs Cypy Oy g 2 Cpyd D 2 e Iy s o3

on tirera de celle équation une on plusieurs valeurs pour U'inconnue ¢,
et finalement on aura

" l),}’ " oo

e &Ll

(13) Az 03 Asy _ d3
), n’ ) D

Supposons m > 23 si nous envisageons le faiscean de surfaces déter-
A\l

minées par la courbe fixe G et la courbe mobile €25 pour chacune de
ces surfaces = est une fonction de .z et de y, et par conséquent, pour le
faisceau, s doit étre considérée comme une fonetion de e, de y et de %,
Formons, a ce point de vue, les dérivées partielles d’ordre m 2 du
premier membre de I'équation (2) par rapport i a, y et A En les éga-

s ‘ . AN , . . . .
lant & zéro, nous obtiendrons ¢ ) ! équations qui, jointes aux
e \ - P " mn 4 3) f
¢quations (7) et (8) de la mi“me classe, font en tout = ( P2 Ceste

g
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a-dire précisément le nombre nécessaire pour déterminer les quan-
tités (g). 1l s’agit maintenant d’¢tudier de plus pres les équations qui
fournissent ces quantités. Le déterminant de leurs coefficients a une
forme générale facile a saisir. Qu’il nous suffise, afin d’éviter des lon-
gueurs, d’écrire ce déterminant pour m == 3. Nous posons

En

dx a dy / o o dy 4
—— ~~ == e —e (D
Jds ’ ds ’ oA ! Jh ’
JF Jl JF .
-o—'—" ’ -—)*_—- = B, e T {4.,
S99 054 03y
a? 3ath 3ab? 7 0 O O 0 0
a*a 2abo—-a*f 2abB -+ bra D & 2l b oo o
ao? Doa-+2aaf aB--200B OB aox af4-bo OB o« b
ob a2 3af® pr a2 20p Bt o«
A B G 3 0 0 0O 0 o
0 A B : ) O O TR?)
0 0 0 0 A B G o o
0 0 0 ) * 2ab oo o
0 0 0 0 ) O o o b

combinant les lignes, on décompose facilement ce déterminant

dans le produit suivant :

14

a

«® Sa*l 3alb? 04
. a? 2ab bH* , p , 48 “r p /)
b ataz aabe -t a0 oA aab e
ao (l@—i—/).’l /113 \ ., () ) = 2ab )
5 (
& A B C X
O A B «

En multipliant les deux derniers déterminants par le déterminant

5 o

7
—_b —a

on reconnait que ce produit peut étre remplacé par

(14)

a* oab b2 0

a b o
Dl o a b o a* 2ab 0
‘ o A B C o
A B C

o A B ¥
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En ajoutant les colonnes du second déterminant, multipliées respec-
tivement par 0%, — ab?*, a*b, — a*, onreconnait qu'il est divisible par
Ab* — Bab + Ba?; en appliquant un procédé analogue a ses dérivées
partielles par rapport & a et b, on reconnait qu’elles jouissent de la

méme propriété. Ce produit est, par suite, égal &

D*(AD*—DBab + Ba*)*;

d'une maniere générale, le déterminant des coefficients des quan-

tités () est

(91 n—~1j

P Y1 R € A VL Y A
(1) b ':d:m (4):. d3yy 5 0z F D34 4):) _

Les mineurs de ce déterminant pourraient se développer facilement

d’une maniere analogue; on voit donc que, si le produit

b JZE( AN N A
039 \ )5 Jag 05 d3 " Doy ()z) .

0,

7

on aura, pour tous les coefficients des séries, des quantités finies et

déterminées. Ainsi

(eggat 20y b = 009 0?) [(PP— BOath -+ (Bhm ACYD2| = (g P4 90190t - 04 1) (0 C2ath — BG b2

= (A b2 Bab - 1]/1,2);‘
2w dr 0y
w(gf %—:—3—’ %_f) [3CH(AD = Bab -+ Ca?) + (B2 — {AC)H
‘ D(ADE = Bab -+ Cat)?
of  oF oF JF : of of ) '
e G e e Ty e b Behd g 3 Qa2 D2) e (== oo B fmmrom Db 2
<d.r+¢}z“1[’+u:m ,0+03Mz“>(Ab Behd+ 3 Ca? )+ (\’)y ooy ot 3 t Ty 02

) (Bli—nCab?)

(Abr—Bah - Cat 2

i (Cyp 2~ 2 gg b == €19 D) (2 ACath = ABDE) < (egy 124 2 cqgath - ey 12 ) (2 a2 ACD2)
91== L,

(AD= B~ Ca? )t

oy P o ‘
m(% ‘7)_;-’ - d_i %_-{) (2B - ) (A b2 Bael -+ Gty -+ (= {AC) D2

D(AbE—~ Bab -+ Gat )

-

aFoF JF Jf . ( oF o i Ja
— e ——} by /L 77 7 3 DR (e Wy, JA SORioity. DRI PG 90t (eat
(_l).r+r): “’+«)sm 2"+c)am ”>('\b et bt) -+ r)y+t}: ot 021y 1 F/}mz”)‘{na braliath)

(Ab2—Bab + Cat )t
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(Cy0 @24 2.Coyab -+ €13 b2) (— AC a2+ A2D2) -+ (Cog - acyaab 4 ('9;{'(1‘1‘)_( B('u'-'r;- 2 ACab)

(Ab2— Bab - Ca2)?

<0i/ _‘f___ﬂf 0}/) [(aBa -+ Ab) (Ab2— Babh -- CGa®) - (B2~ .iA(l)(/”/:]

0z dz* 03 0
D(A b2 Bab 4 ( ‘(ﬂ)’

o 7 0 I 70 al [ 2/
(')F [)B (H‘ 520-*-—0-!—511)(A(J:’a——B(ﬂl)'-")-.i— (;}-{-’-r'»la:nmw(»—-sn e -3uz>“'”' c At

(74 U2y i

T 03¢

(AGi=Bab - Cat)?

Jr 0z

(AP—Bab + Ca? )t

;c(’gl’ Pt 3i) [3Aa(A b= Bal G+ (B (303

D(A b2~ Bab 4 Cat)*
( oF oF oF aF ar of afo

aF
+—310+) 2()+) o“)(! Aadh —~Bat )t ( } 'V‘“;j_’ i’ul'}‘;)':'”*,fllri"‘d: ‘-lu)( AR

(Ab*— Ba/; - Gty

Pour obtenir les équations (16), il suffit de combiner celles qui cor-
respondent aux multiplicateurs de As® et de As* Ak dans (3) avee les
dérivées de (2) par rapport & 2 et i y. On considérera ensuite celle qui
résulte du multiplicateur de AsAR* dans (3) avee les deux suivantes

o 3y dsyy Az sy 0t (/v(,l o? v
. S“ 7T Sl A M e
/ N
| aBn g A o e AV day o OF ds,
L dhr - s o day, dl. a PER/) "
lzy, dzy s, dvz, oz, .
i déter f-—ﬂ 220 Pour e, e affivn d'ne.
qui déterminent —t; —., - Pouravoir = 2% =t il suffiva d'as

socier & celle qui cormspond au multiplicateur de AA* dans (3) avec

o «:“, (l w,]
—— b 0,
e Ty T
I est facile de reconnaitre que, pour toutes les équations aux déri-
vées partielles du second ordre, Lndawres au sens de M. Darboux, la

quantité ¢ est déterminée par une équation du premier degré (1),

(1) Les équations aux dérivées particlles des surfaces développables et des surfaces
minima doivent étre considérées comme lindaires.

2

(egoa+ 2o ab + c19h?) (ABa2— 2 A2ab) - (¢yg >+ )('m(rl) -+ ((,,Iﬂ (B2 ACu? ABal -+ A%07 |

o Bl Gy



AAPPORTS ENTRE LA TIHEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. 17

Applications aurx surfaces développables. — 1’équation

Sgg Sga— 51y =2 0
donne
o — D2(cyncpp— (,, -
N R PR ()1 Jy 0; 2"
2| Cay Z)":) 20 - 0= 0= -+ ;'
~ 3 ~ N "', .

et, en désignant par o, p, les deux rayons de courbure principanx de
la surface T, décrite par la courbe mobile, R le rayon de courbure de la
section normale tangente 4 cette courbe, O Pangle de la surface déve-
loppable avec cette sml"aco p la distance des deux courbes Correspon-
dant aux valeurs A et X =+ A, on a

Rp )
20102

En désignant par «, B, v les cosinus directeurs de la génératrice de
la surface développable, ces quantités doivent satisfaire aux denx
équations

Sygot -t Sy B S0 = 5P =0
ou

Js P os

D*(cga ¢y f2) — )d()y (oc()y e 3 df,ﬁ) 0,

D2 (eunar =+ o) + 26 57 (2 9 — 97 o,

d’ol1, par I’¢limination de ¢
)z . P4
(cyo _+..5“ﬁ) e _.1.-((,“a i (,-0.“_,)»—0: =0,

¢’est-i-dire que la direction de la génératrice est conjuguée de Ia
direction de la tangente & la courbe mobile par rapport i la surface X.
Le rayon de courbure de la surface développable est nécessairement
le rayon de courbure de la section normale perpendiculaire i cette
génératrice.

Le point de I'aréte de rebroussement qui est sur cette génératrice
s’obtient par I'équation

3 (X — ) 4 5y (Y — y) —-<¢20(;f 4-0,,5%5) S o,

Ann. de I'Be. Normale. 3° Série. Tome X1 — Jaxvien 1896.
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Application aux surfaces minima. — 1’équation correspondante est

- ” ~ .l - -
(1422, ) Sop— 2510301 511~ (1 33,) 520 = 0,

g PPt P2)

20102

en adoptant les mémes notations que tout & heure : des formules
équivalentes a cette dernitre formule sont d'ailleurs bien connues.

En désignant par o I'angle que fait la courbe mobile avee 'une des
lignes de courbure de X et par « 'angle que fait une ligne asympto-
tique de S avec la méme ligne de courbure, on a

1 Lo I 1
— e (~ = ) COS2m
TN S S R —

1 Ly
el K 8 P2
1 Da

S

tanga o =

Si la surface X est une sphere, on a

T
20 :"’7(2/(-% l);— == 20).

Dans le cas ou

(18) ,0_!1(1’1)2_ ,f)_li QZ Q‘L: e ()F (()'I‘f 2; =0 (1)

054 \ 0% 03y 03 03 3y \ ()3) -
les dérivées secondes se calculent comme en général, mais il n'en esl
pas de méme des dérivées troisiemes. Ce cas se présente en particulicr
lorsque I'équation aux dérivées particlles donnée est celle des surfaces
développables, quand la courbe mobile devient tangente 4 Pune des
asymptotiques de X et quand P'équation aux dérivées partielles est
celle des surfaces minima lorsque la courbe mobile présente un éle-
ment de longueur nulle. Nous appellerons de pareils ¢léments ¢le-
menls caractéristiques.

(1) Lo premier membre de celte 6qualion a la méme valeur pour la surface X et pour
la surface cherchée. ’
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II.

Quand une pareille circonstance se présente, la surface passant par
les deux courbes infiniment voisines présente, en général, des singu-
larités. Lorsque les éléments caractéristiques sont isolés, la surface
ne cesse pas de subsister, mais elle est mal définie dans le voisinage
des éléments caractéristiques. Il peut aussi arriver que la courbe mo-
bile se déplace de manitre que tous les éléments soient caractéris-
tiques; tel est, pour le probleme des surfaces minima, le cas ol la
surface £ est engendrée par un systeme de ses lignes de longueur
nulle et pour le probleme des surfaces développables le cas ot £ est
engendrée par ses lignes asymptotiques.

Reportons-nous & I'équation

2 (21) e 0% 9y 2 ( ‘?,-'ft)’
“*\ Dz Y05 0z “\ 03,

Al \
l‘ &x, .}’, Ty Croy Copy Coo— —p5——1 Cqy i sy Qg e o

D T Dr

Si I'équation (18) a lieu, on voit' qu’clle présente une racine double
par rapport & ¢, pour le cas du moins ol I'équation aux dérivées par-
ticlles n’est pas linéaire. Les éléments caractéristiques isolés jouent,
par suite, le role suivant. Il existe plusicurs surfaces passant par les
deux courbes infiniment voisines, et c¢’est au passage a I'élément
caractéristique que ces surfaces se raccordent entre elles, & peu prés
comme les feuilles d’une surface de Riemann. _

Si 'équation aux dérivées partielles est lindaire, ¢ devient infini,
pourvu toutefois que la surface X elle-méme ne satisfasse pas i I'équa-
tion aux dérivées partielles a I'éléement caractéristique considéré :
alors ¢ se présente sous une forme indéterminée. Comme toute courbe
analytique présente, en général, des ¢léments caractéristiques, il y
aura évidemment un grand intérét & étudier les déplacements d’une
courbe tels que, pour tous les ¢léments caractéristiques, la surface X
satisfasse & I’équation aux dérivées particlles.

Considérons, par exemple, le cas des surfaces minima. Une courbe
algébrique quelconque, dont le plan se déplace parallelement i lui-
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méme, peut satisfaire & cette condition. Mais je renvoie & un Mémoire
ultérieur Pétude approfondie de ces questions.

HI.

Nous avons considéré une courbe mobile dépendant d"un seul para-
mbtre A; il est évident que les calculs analogues peuvent s’appliquer
4 une courbe mobile dépendant d’'un nombre quelconque de para-
matres. Mais il y a intérét & envisager le probleme & un autre point
de vue. La maniere la plus natarelle de représenter une famille de
courbes consiste & donner les équations differentielles dépouillées de
paramitres qui admettent pour intégrales les courbes de celte famille.
On peut done prendre pour objet d’¢ludier de nouveau le probleme
primitif en supposant qu’il ait été posé de cette facon. Mais on voit
aisément que des recherches nouvelles présenteraient peua d'intérét
et seraient presque identiques aux précédentes. Au conteaire, une
question dont la réponse est immédiate lorsque les équations de la
courbe mobile sont données sous la forme (1) devient assez ardue
quand on se trouve vis-d-vis d’équations différentielles. Quand la
courbe mobile engendre-t-elle une surface satisfaisant i la rela-
tion (2)?

Considérons dans une courbe a ety comme lonctions de z; dési-
gnons par 2™ et y" les dérivées d’ovdre nde e et de y par rapport i s.
Afin d’abréger le langage, je supposerai que Pon envisage avee 1équa-
tion (2) la famille quadruplement infinie de courbes C représentée par
les deux équations

(]9) ‘ P f(‘r’ Y 5 .L.l"yl)’
(

.1/” == r';r("".)" z, &', .7/ )

Les raisonnements s’appliqueraient d’ailleurs i des courbes satisfai-
sant a deux équations différenticlles quelconques. Pour exprimer que
la surface est engendrée par ces courbes, jobserve d'abord qu'il en
passe par un point donné d’une surlace quelconque un nombre déter-
miné, dépendant de la forme des équations (1g) et ayant avee la
surface un contact du sccond ordre. En effet, je développe pour la
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courbe Az et Ay en séries procédant suivant les puissances ascen-
dantes de =z, et pour la surface As en séries procédant suivant les
puissances croissantes de Az et de Ay; je substitue a la place de Ax,
Ay leurs valeurs, et j’exprime que, dans I'équation obtenue, les coefli-
cients de Az et de As* sont nuls.

Voici I'indication des calculs :

Av =o' Az + ) f(a, 5,5, 2,y ) As?

I g Ly 0/ ()f P/ YN
+6(0¢ +0), / i y,)Ac R

Ay =y As + L g(x,y, 5,2, )" ) As?

()" - .(2‘{ [ Q.’? ) M(){,’ ”()rr' .
<()I ’ *‘()‘yy t ()ﬂ‘;‘,‘-*lf()rsb" Ib()y)Au By

Az =50 A - 39, Ay . . .,

‘ & = S Y =1 00,
(20) C s S(X, ¥, 3, 2, Y) A By 'r( 2y ¥y 5,2,y )
( I~.,“,1 l-)..“L )/ ~p ~oz}’ 0.

Les ¢quations (20) déterminent 2” ¢t y/, avee ambiguité il est vrai,
en général lorsque 'on donne la surface et un point M sur cette sur-
face.

Supposons maintenant que la surface soit telle que les équations (20)
et Péquation suivante, obtenue en égalant & zéro le coelficient de As*,
soient compatibles pour tout point M de la surface

ooy - (9 ()f ()/' a . of
( * l) ~10 <()L "‘ -5 y " - "l f;)»l‘ “‘ 5 l)};/>
()' ) ) ()f () (7
~+- T4y (()'*; ! g 7)] y ()_‘_ ~I—f()l l)}’ )

= By’ S, v, 5,2, y")
2 [ " ol rorr "
3oyl g (e, y, 5,2, ") =y [la, y, 5,2, 5]
350y g (2, )y, 5@, y') A= 5502 4= 3 5y 'y’ 3 Sy’ Yt sy y"t oo,

Une des courbes C qui ont avec la surface au point M un contact du
second ordre aura un contact du troisieme ordre. 1l en résulte que la
surface admet une génération par les courbes C. En elfet, prenons sur
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la courbe dont le contact est du troisicme ordre un point M & une dis-
tance infiniment petite du premier ordre du point M. Le point M’, en
négligeant les infiniment petits du quatrivme ordre, peut étre consi-
déré comme appartenant i la surface. La courbe (0 présente encore au
point M’, avec la surface, un contact du sccond ordre. Elle coincide
done avee I'une des courbes qui présente avee la surface un contact
du second ordre en M’ et, par raison de continuité, avee celle dont fe
contact est du (roisieme ordre. Le méme raisonnement pouvant s’ap-
pliquer de proche en proche, on voit que la courbe est tout entiere sur
la surface.

En éliminant 2’ et y entre les équations (20) et (271), on obtiendra
donc une équation aux dérivées partielles du troisieme ordre

M Al » - - -~ e ~ - el - - ——
(22) (G (25 )5 55 5109 Sots S200 S11s Fouy Sar Surs Sray So3) =5 0,

qui est celle des surfaces engendrées par les courbes C.

S’il existe une surface satisfaisant a la fois & I'équation (o) et i
Péquation (22), les dévivées partielles de s par rapport i a et iy doi-
vent vérifier ces équations et celles qu’on en déduit par la différentia-
tion. Nous partagerons ces équations en groupes, d'apres leur ordre. Le
premier groupe se composera done de (2); le second des dérivies de
(2) et de Péquation (22); le troisiecme des trois dérivées secondes de (2)
et des deux dérivées premieres de (22); ele.s le ni™ des n dérivies
partielles d’ordre n — 1 de (2), et des n — 1 dérivées partielles d"ordre
n—=2de (22). L'ensemble des équations des 2 premiers groupes, dont le
k) (nkn)

2

nombre est »%, contient done + 2 quantilés, i savoir r,

¥, s et ses dérivées particlles jusqu'a Povdre n~+ 1. 11 est elair que e
nombre des équations croit plus rapidement que celui des quantités
qu’elles contiennent. Mais, pour que le probleme proposé soit possible,
il faut évidemment que 2 et y vestent arbitraives. Done, dis que 22
. o (A1) (-2 T ; .

surpasse ——«—2-9—( ~~~~~~~~ ), ¢est--dirve atteint la valeur quatre, certaines

des équations de I'ensemble des n premiers groupes doivent étre des
conséquences des autres ().

(1) Comparer une Note de Bianchi (Rendiconti dei Lincei, 1886); un article de Piani~
chetti dans les Rendiconti del Circoln matematico di Palermo.
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1° L’ensemble des quatre premiers groupes contient seize équa-
tions et dix-sept quantités. On exprimera que la seizicme est une con-
séquence des quinze premieres. [lyauraalors une surface ¢t une scule
satisfaisant aux équations (2) et (22) 4 la fois. En effet, si I'on passe
aux groupes suivants, on trouve que le nombre des équations indé-
pendantes croit précisément de la méme facon que le nombre des déri-
vées partielles de z; car le cinquieme groupe a neuf équations dont il
faut retrancher 2, comme dérivées partielles d’une équation iden-
tique; et il y a aussi sept nouvelles dérivées partielles de =, et ainsi de
suite.

2° On exprime que la quinzieme et la seizieme ¢quations sont des
conséquences identiques des quatorze autres. On voit alors, comme
dans le cas précédent, que les denx équations aux dérivies partielles
ont en commun une famille de surfaces dépendant d’un paramétre.

3¢ Si les trois dernieres sont des conséquences des aulres, la famille
des surfaces communes dépend de deux parametres, et ainsi de suite.

Nous appliquerons ces considérations a des surfaces tres connues.
Le réciproquant, appelé schwarsien par M. Sylvester, est

A3 A AN
a3 aw )
@ T\ & |
du du

il se transforme lorsque I'on y remplace « par @ + iy ¢t s para — iy
dans le premier membre de I'équation différenticlle des cercles

Y=y =3y y"=o.
En appliquant la méthode exposée plus haut, on trouve, pour I'¢qua-
tion aux dérivées partielles des surfaces engendrées par un cercle dont
le plan reste parallele au plan des 2z,

(23) Sy (11 57,) — 352,50 0.

Considérons, avec cette ¢quation, I'équation aux dérivées partielles
“des surfaces minima.
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On formera les groupes suivants :

(D Spo (1~ 33,) 2511 519501 - Toa (14 3 = 0,

- e - .2 o~ (- .7
Sgo (1 52,) — 235 Sy9Fg1 4 S12(1 - 57,) 1= 2340 (SwyToa -~ S74) Oy

13

(1D

R - .2 e (m e a2
21 (X 23)) — 23509810 S0r =+ Sou (11 35y) + 230 (Spe Son= T1,) 0,

s30 (14 3%)) — 332, 5597 03

Spo( 14 55,) — 2531 510801~ Saa (1 33 = 2559 (S15 Tor 1 Tz Sg0)

S - o - e (o .2
— 391( 2890501+ 6511 519) 4 A T10T00 F1p -+ 2309 (Fup Spn  87,) 0y

~ - . e el = “2 N i m m m e mm
Sy (1455 ,) — 2545 519 Sg1 b S (14 5F,) b 2 gy Byy Tog == 2 Tgq Fpg Foy
- - - - - - "y - - - -?
— 03519511519t 2503 Ty Sq0 -t 231y ((Tgp Sgy — S1,) 0,
- - i - - TR Lo m m
(11) Za (L-F 534) = 2513510801~ o4 (14 35,) =1 4 3aq 3g2 J0y

= 513 (2510502 0341 501) - 2805 (S11 Syt Sy Foy)

- 4
= 2509 (Syo By~ 37 4) 0,

- 22 /- - 9.3 .
S0(1+ 339) — 8530899 F19— 353, 0,
2
1

- - o ~ - N - - 2 w2 . - v
Sy (1 51y) - 2859 341 59— 6 59 T Sye— 355, 544 03

S50( X A= 33,) — 2541 510 Soy - Spa (1 -+ 330) b 350 (4 34y Sor b 22005 40)

i - PR S A2
'—531(4~2o~o1+8~'n~1o)+(’°zzvzovw“‘(’(~m> 10

Ve e o - R
A= 635 S0 Sog = 12 Tg1 S0 Fgo + 63035, 0,
. 2 - [~ N2 9 M
(1v) S50 (1457 4) — 25,0390 510~ 4 (530 )? 810~ 13 35 (840 )* = 0,
2 - - . .
By (1= 5F0) =+ 25,0511 519 = T35 520510

o n [ S
— B35S0 S0 1540520 %1y QTa1 %55 s

~ ~2 - t ., - e S N
Sy (1= 53)) 4= 4351511819 — 05y Tuo Syg -t 2 T4y 8198y O( 39y ) 24

P o~ . Dl N2
A B8y (Sp1)t 2 Sy Sy Spq o S(3p) P 50 o 00

En multipliant les quatre équations (1V), respectivement par
— (1+3},), 14355, 25,45, (1-5%), j'¢limine les dérivées cin-
quiemes, et-j'obtiens I"équation

(24) — 85408115} 801 — [ 511801 840 (1 s1y)
“+ 4531 [(Ba0 501+ 3545 44 (1 4 310) 254,33 5oy |
— 12899890 B9 (1 -+ 274) 4= 2830 (Z20 5gg— 3%,) (85%,—1)

4 18322 5,0( 390 89y — 23,) == 0,

Pélimine z,, entre I'équation (24) et la premiere des équations (111).



(26) o= a2 -+ o Y = Clogy 3 =1 Cygy X A= Wygy Y* 1= Uygy S gy Y3 4 gy 175 -1 a1 TR

(2

I~

/
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Vobtiens ainsi

(23) —85,053, 50 5n+ G500 [ 3520510 (1 55) — 310501 (1 -+ 33,)]
+ 4331 [(890 501 3511549) (1 53,) — 452057, 50t ]
4 2230 [(52050a — 53) (353, — 1) 4 12540 319 ( 511 Tor ~+ S02510) |
— 24531539510 (F20 501 -+ 3 511 510)

JR Fop =2 = (m o m? )
4= 485,53, 57+ 425, 510 ( 500502 i) =o.

La seconde et la troisieme des ¢quations (II1) sont inutiles, de
méme que dans le quatrivme groupe (rois équations qui n’ont pas
¢té écrites. Je porte dans I'équation (25) les valeurs de z,, et de =,
tirées des deux dernivres équations (1IT), etcelle de =y, tirce de (11),
et, aprés de nombreuses réductions, j'obticns une équation iden-
tique.

x, y etles dérivies particlles ¢, contenues dans les quatre groupes
d’équations, font en tout vingt-deux quantités; ces quatre groupes
présentent en tout seize ¢quations, dont une est la conséquence des
autres. Donc les deux ¢quations aux dérivées partielles ont en com-
mun une famille de surfaces dépendant de cing parametres, exces du
nombre vingt-deux, sur le nombre seize des ¢quations, diminué 'une
unité, & cause de la seule relation identique, et augmenté d'une unité
parce qu'une surface est une multiplicité doublement infinie. Bt, en
effet, les surfaces cerclées de Riemann, dont les plans de seetions
circulaires sont paralleles au plan des s, dépendent de cing pava-
metres,

IV.

Si I'on sait intégrer Péquation (2), on en tirera une valeur de s
contenant deux fonctions arbitraires. Pour déterminer ces deux fone-
tions, de telle sorte que la surface passe par deux courbes données, on

est conduit 4 la recherche du probleme suivant :

Etant donndes deux cquations avec deux ou trois variables, el repre-
sentées en égalant & zéro des séries dont on admet la convergence

) 0==bx -+ borg )y~ Dog1 5 = bygy @ -+ by, Y bygy st by s
Ann. de U'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X1, — Janving 1846,

}

Digyes

4

Fbygy e

K
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trouver la condition pour qi'elles represenient la méme relation entre x,
Y, 5.

o

En considérant @, y, z comme des quantités infiniment petites du
premier ordre, il faut évidemment que les cocfficients de @, de v et
de = soient proportionnels.

D’aprés cette remarque, apres avoir retranché de la seconde équa-
tion la premitre, multipliée par un facteur convenable, on pourra la
réduire 3 commencer par des termes du second degré. Bornons-nous,
pour le moment, & deux variables. Nous aurons donc les deux équa-
tions

(28) 0= Ay @ ~+ Ay Y b Qg B4 Ay ZY = gy Y 4= gyt 1oL L,

(29) 0 == by 224 by + Dog y* - bygt® -, ...

Le nombre des conditions cherchées est infini; elles peuvent évi-
demment s’obtenir en exprimant que la scconde série, ordonnée par
rapport aux puissances croissantes de 2 et de y, est divisible par la
premiere. On voit ainsi que ces conditions sont toutes linéaires par
rapport aux &; mais on les obtient ainsi sous des formes non symé-
triques et beaucoup trop compliquées.

Les premiers membres de ces ¢quations sont des foncetions lindaires
et homogenes des b, et aussi des fonctions homogenes des @, mais non
linéaires. Convenons d’appeler poids d’un monome par rapport aux
premicrs ou aux seconds indices, la somme des premicrs ou des
seconds indices dont sont aflectées les lettres qu'tl renferme, multi-
pliées respectivement par les exposants de ces lettres. Le poids des
monomes qui constituent le premier membre d'une de ces équations
est constant, soit par rapport aux premiers, soit par rapport aux
seconds indices. Une de ces équations peut, par suite, se mettre sous
la forme

Y .,
(30) ‘-‘7‘-/:,1‘;‘,4..1',,[)/L/c @iy j, Aigjy - Cypyjyy = O
A‘/’lil“'l’p

Le nombre des facteurs a est fixe et égal 2 n, et 'on a

b~ Zi=n, k- 2 ) = n.
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Le nombre ~ prend les valeurs 2, 3, 4, .... On peut employer plu-
sieurs procédés pour calculer les coefficients :

1° Méthode des coeffictents indéterminéds. — L’équation (30) doit étre
vérifiée lorsque la série (29) est égale au produit de la série (28) par
2"y*. Alors b= @y, j—s- En éerivant que (30) devient alors une iden-
tité, on obtient un certain nombre de relations entre les A qui permet-
tent de former I’équation.

2° Si le second membre de (29) est divisible par le second membre
de (28), on a, en désignant par

(31) Clo® ~F Coy ¥ = Cog X = Cppay = o yE -

le quotient de (29) par (28), et en désignant par A, (=, y), B,(x, y),
C,(2, y) respectivement I'ensemble des termes de degré n dans (28),
(29) et (31), I'identité

(32) Bu(@, ¥)— Ay(2,5) Coei (2, %)
""A:z("”y)’) C/z~z(‘1"7 .,.V) T e ™ Au»»i(""7,’)’) “1('/('1 .)’) = O

Les conditions cherchées résultent de 'élimination des coelfi-
cients ¢. Nous considérerons les valeurs que prennent les polynomes
A, B, G, et leurs dérivées particlles, quand on y remplace respecti-
vement x et y par a,, ¢t par — a,,, ¢t nous aurons pour ces valeurs
spéciales

(33) By— AyCpoy— AsgCrog—r .. — Ay Gy = 0.

En différentiant (32) par rapport & « et a y, il vient, en changcant
enn—1,

()Ig,,._l ()Al ~ l)‘:,,,.g ()A:! " ()‘:,,. 5
—— e e (g~ A T B, e Ay
(34) Jx Jx dx dx o
B I PN Ve S L RS .
()y ()‘)/ A py e % 1 ()y ().}/ dppey 77T g ()}’_ - = 0.

En remplacant = et y par les valeurs spéciales, A, s’annule; on a
d’ailleurs 'identité
I ()/\1 f)AQ ()l\( ()Ayl\
A‘z:‘:' - Mt s i siis | ammna .,..._'_.- e — 9
2\ dy Jdx dx  dy
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et Pon obtient ainsi, pour les valeurs

X.

1 dA, OB,y 1 0A, ()B,L

(35)  Bus “l')“}‘f Tor T w 0e Ty
A f)_l.\“f ..
()y ()I,

STOUFY.

spéciales, I'équation

e Ay Uy

() Ay ()(‘,,
Yoe dy

J..-

ot les polynomes C,_,, C,_, sont éliminés; on aura de méme

| ()B,,.d . fo \ 1)(‘{{ 4 ,
Tox Dz 7 U A o 0
IB,-.  JA 0C,
()jy ) L (‘Il % R Al dl}/ - P
(36) PBacy 0 Oy Py
{ ot Yo Tor Ay dut T
PBuoy  OA Gy OA 0, ) 00,
dwdy — da dy dy Tde T U dway o
PBuy 0N 0y Py
L dy dy Ty % o

Ln donnant & 2 et y les valeurs spéciales, et en utilisant les identités

P (()A, dNy  0A, 0,

M Edy de T da dy
WOb L (L OO O [ 0 (0 o)
: 3 dxdy = dx ())’) 4))f Py + Uy) l day
A f),}" _|_5 " Q;L\," . (l)\ (]'\ . %A, ()"., ZETANOEW
e TR dat ()/) ()y ()L()}’ Cde Ay ) A }

il vient

(3) By 1 JA, ()B,L, 1 ()\z QI},! a1 r)l!!,_.g (}Aa 1 ¢)ﬂ,, " r)\
’ "Taldy 0z T adr oy T3 dx dy T3 7dy oe
L J* ‘A, JA, B,
i[4S+ (5) ] 7
—afAa, LA A ‘Zﬁ?.z) By
N dzoy T 0w dy) dxdy
() Ag (}Ag\ 27 g B,L-
+ (852 () | 5
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Les équations (33), (35) et (37) donnent pour n = 2, 3, 4 les trois
premieres conditions

(38) a?,boa— a0 by + al, byy=o,

3 2 2 3
(39)  alyboy— ajo @b+ ayad, by — af by
2
= 030 (2@10 @0 Ay — aty@yy)

2 2 2 —
+ by (ag, @ag— ajy ayy) - bog (@f gy — 2@ty ayy) == 0,

(4o) alybo,— alyag b+ ajyas, by — agal by al by,
+dad,ayy boyy— 3ad g @y byy— St @y ag by
— @}y Qs bya—+ 20100} Ay byy— S Aro g iy by,
— aly s by 2at, ag oy by -+ G al ag by
— 30l Aog by yaty iy bon-t- @ty byy
— @ty @y Qg bys — Wy oy Aoy gy Doy~ QT oy yy Dy
2@ Ay Uy Oyy—t @ty ad Dys— Sk Wty by
— al, Ay by — Fag, Ayo @y by — @i, ay by - Yai ad, by,
@y gy Dy — @1y @G A1y gy — o Wgr gy gy by

2 2 2 2 ——
Gy @a gy Dag A= 2.aF g gy gy byg -} @G, byy=0 (7).

3° La série de Lagrange, de laquelle on déduit immédiatement la
série de Burman, permettant de développer une fonction suivant les
puissances d’une autre fonction, a été généralisée par Laplace aux
fonctions de deux variables (%). Cette dernitre série permet de trouver
les conditions pour qu’une équation

(41) F(e,y)=0
entraine une autre équation
(42) G(x,y)=o.

Si'on pose, en effet,
x=x,-+ho(x,y),

Y = Yot py(a, ),

(1) Cos équalions ont été calculées par I'une et par lautre des deux méthodes précd-
dentes.
(2) Poir le Calcul différenticl de Bertrand, p. 399.
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la série de Laplace donne le moyen de développer une fonction donnée
de @ ot de y suivant les puissances croissantes de A et de p. et leurs
produits. Pour développer cette fonction par rapport aux puissances
de deux autres fonctions m(x,y) et 7. (x,y), il sulfit de prendre

& . R
¢le )= sy by et

Pour notre objet, il suffira de prendre pourla fonction = la variable
elle-méme, pour la fonction  la fonction ¥'(x, y), et pour la fonetion
donnée de « et de y la fonction G. G doit étre nul quand F Uest aussi;
par suite, les coefficients des pmss.nru es de 2 dans le développement
devront tous étre nuls. On obtient ainsi les conditions cherchées.

Revenons maintenant au cas de trois variables. On pourra, en pro-
cédant comme tout & 'heure, faire disparaitre les termes du premier
degré de I'équation (27).

On peut alors raisonner de la manitre suivante. Les équations (26)
et (27) représentent chacune une surface en regardant a, y, z comme
les coordonnées d’un point. Il faut que ces deux surfaces aient une
multiplicité doublement infinic commune. Done, si on les coupe par
un plan

121

/) a e I/')’,

il faut que les deux courbes d’intersection obtenues aient une courbe
commune.

Pour exprimer cela, apres avoir substitué = dans (26) et (27),
nous appliquerom les conditions trouvées pour deux variables, qln
devront avoir lieu quels que soicnt p et ¢; équation (38) donne ainsi
trois équations distinctes

2 2 el
@ty Dogo= tyog oo byyo -+ ag o Dyog== 0,
9 I
(43) ayyobony— tyry oy byyy - al, 1 Dygy = 0,

y 2 ey
Ay bagy~— ooy Aspo Uy gy 4+ Aiva bygy == 03

a I'équation (39) correspondent, pour le cas de trois variables, quatre
equatlons distinctes; & I'équation (40), cinq équations distinctes, et
ainsi de suite.
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V.

Proposons, comme premiere application de ces formules, de trouver
Ja surface minima qui passe par les deux positions voisines de la
courbe (1), en partant des formules usuelles

X g - ‘v/.(l — ) F(w)du A+ ./I.(l — u?) Fy () duy,
e =z Lo oy
(44) =L :'/(l = 0?) F(wydu — :'/ (- ) F(wy) duy,

3= /'11 F(u)du - /'ul Ty (wy) duy.

Les fonctions & et #, devront étre considérées comme dépendant
de AA. D’apres la théorie des surfaces minima, les quantités w et «,
définissent la direction de la normale & la surface. Nous devrons sup-
poser que les intégrales sont prises & partir de certaines valeurs fixes
de u et de u,. Le point correspondant de la surface minima ne sera,
pour une valeur quelconque de AR, en géndéral, ni sur U'une ni sur
l'autre des deux positions de la courbe. Les quantités Z, 7, sont des
fonctions de A seulement. Si Pon désigne par w -+ Aw, w, -+ Aw, les
valeurs des deux parametres w et «, qui correspondent i un point de
la surface minima, les équations (471) permetiront de développer .,
¥, = par rapport aux puissances croissantes de Aw, Au,, AA et leurs pro-
duits.

Considérons la courbe C; on développera, d’apres les équations (1),
Ax ¢t Ay par rapport aux puissances de Az en laissant A fixe, et 'on y
substituera les valeurs de Az, Ay, As déduites des séries précédentes.
On obtiendrait ainsi deux équations & trois variables Au, Au,, AL, et
I"'on devra exprimer que 'une d’elles est une conséquence de Pautre.

Venons & la courbe €7 : on devra donner dans les équations (1), au
parametre A, la valeur A+ AA et développer Az et Ay, par rapport i
Az et AA, et enfin substituer les valeurs de Az, Ay, Az tirées de (41).
Les deux équations finalement obtenues devront exprimer la méme
relation entre Aw, Au, et Ah.

Il est clair que les deux équations relatives a la courbe G peuvent se
déduire des deux équations relatives & (7 en supprimant dans ces der-
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nieres les termes provenant de ce qu'une variation a ¢té attribuée i 2
dans (1).

Je me borne donc & écrire une des équations relatives a la courbe (7,
celle qui est fournic par la premitre des équations (1); I'équation ana-
logue fournie par la seconde de ces deux ¢quations s’en déduit aisé-
ment

- «-|‘ —— 2 .fw :F — 2 o )v -
() o= [0 0w [ RO, 07

({,:: ok ()1 A
T\@ T o5 @ T o )

4 PE s P

| l'j’(x — ) —ou¥ Qe u

ot WA e w3y B ]
B 1 IR AR AN!

PR ER *‘
)
- {)_'1 wiy Tr"l Au Alll
1 0 OF dor OF ()’1 ol
e SUNROUSEPOHURIRRY 7 Bl diign , 0
( 2 Jh ds o ()" “ }u )/) Au &)
|- ? () ¥ o.r ()7 L)t PNTAR
- (..,_..,,._ ! o b P Fo :"’ N 720 ' . y
S Y05 0 ! )z b, SR EW)) bur, A7
+ ['1 die _1dpdE !'1"’-"( ANt dhe dE o dtet
nodrt w3 dlE o Ja? ‘/,/'l.) Dzon drn o |
N l‘,T;”(l 7S Py (JNTS. SR N LB 7
~ - e e e
IR Pz l’ 1 J 0% ur i ,
()u " B FUH "

12 03 6
- Q“A:{:‘( 7 W, ¥y 4 :F _ PPx uf :F’ A
gt o T ge T "}

. [j}’(l—-— i) = huF —aF e “F] -+ 27
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dz
5 (I'—ue)a—)\“’“ult—d—t" Iﬁ uggi_{__d_j)
4) + A —s o \“or T
()2 2’("&3’ ud +—F dg
I EE 2 dh
Pz ui? de Nlr uF +73 Par u )
T 0% o Ak Jz0h  » PEY)Y Aur A1
oF oF
R il S i ,
G DG TP 1w, 08y %)
+ 4 2 03 ()7\ )
0%z ()'f9 w Fy + 5y df
—omE\“ o T W i
Pz WS d Pz uF T e u“TJ Y
T 03 "o dh 050A 2 Jz% JA Aut Al
it L 0F, Oz oF
[ G e A — G e )’X
o ot
e uulT’F, lA = gy T3, I Aw A, A

Tr—u? 0% 1 Qx " ek
4 A2 2 ds  JA?

Otz [ud d®C 9F dt 1 Pa dt
T 0s? <_é“ an T on (/7> 3 oz " T< [)>
Corx oF Pz o dC 0*x u.’F
TUgEan s @ T s ] A Ak
+ [1 — u? 027, 1 dz  O* %,

L O3 305 “one

_@ 11.13", (_7115+ 0%, de 1 ()3_._'1;' ,f((lc 2
Jz* 2 d)? YOk di) T 5 os 75)

Rx 0F, Pz = ¢ 0t . !, )
“O5an oh 95 ah T a T D5 i s ]A” Al

- ‘_1_ df'&_ 1 dx rl‘g I ()2:17 dg d*¢
6. diF 6 05 di* T 9 03 dh di?

L N U B
6 Jz* \ dh 2 03 0h di?

L Ow df 1 dw (dEN P .,
2 050X 0k 2 Jdz*IA\dh) 6 In A

Ann.de U’ fe. Normale. 3¢ Série. Tome X111, Jaxvizn 1896. 5
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Nous avons déja vu que, dans les deax équations relatives i la
courbe C ot dans les deux équations relatives itla courbe Grespective-
ment, les termes du premier degré doivent étre proportionnels. On en
déduit les équations

) ox . dur (l[i‘ ().r;' ol% f)"’

46) e ?u—)“: . Pt 2ty dr dzodh o _
( (14 u?)—au o i(t--ut) —ou oy (/.” Sy ’/E e
Jz ! “Tos ds db Jr

En combinant ces rapports, on obtient les ¢quations

O Oy

(47) = wily - —():‘:(u -+ 1) ~i~(.(~)i:}: (et = 1y)=z0,
de Ly

(8 (o) G = g (=)o
5 di %

(49) (l—-uui):ﬁ e :ji(n petty ) z([;\!(u ) O

Les deux premitres expriment que, pour AA == o, le plan tangent i
la surface minima et le plan tangent i la surface X sont les mémes; la
troisieme, que la tangente & la courbe déerite par le point (5, 1, 1)
lorsque AA varie, est située dans ce plan tangent.

Dapres laregle générale, il faut maintenant, entre Uéquation (45)
et équation analogue relative a Paxe des y, ¢liminer les termes du
premier degré; nous avons ainsi

w(r — uuy). «’ 0t Lty WEL
%mww”’.};‘ - — U 5 — ) (-t ty ) e }).—if (10 - "’), -,
‘l).l»' dy wd i
e _})73‘ (10t wyy =1 - P (10— 1y . ‘Au’
wy (1= wuy) . [0 0 T
R bttty F e s g () i (10 1) !'1."
0 dy mF Ay
bE (16 <4ty )~ i P (1t ~- u,)”‘ B, w--.‘Au,
"241-
ll B (et - llx)-—wl«»-» (tt = u,) wiy 3%, Au Au,
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oF Jdx ay 1 0%
(u(r—uu,)d) —[ a5 (te+ 1) —¢ gz (u-——u,)‘ oy
C 02 2 1 Lde
— %-};:(u—{—ul)—i %—_)7, (u-—ul) u,v%;
— ﬂ()()‘) w(u ) — 0-)—(;’ (00— )| ¥ %A// Al
- : ()’1___ ) (e + 1) — ¢ %-‘_: (0 —uy) ul%‘/—
- 02 . 0%y T - 0%
—_ (())z () —-1¢ (()_}; (10— uy) ”M';ﬁ,
e ()() 77 (e - 1y) — d(g'“;/ (e — uy) l w, ‘Au, LY
12E d* .
—+—§ -])- (“2 (10~ 1)) — 4 TA':?("“N;)
1 [dwe dy 1 d*g
- L(_)Z_- (0 4+ w))—1( —)—;_- (e — u,) i
WL N 2
__:1; %—};(u “uy) — Z) (e — 1, )’1 (:5l;>
T )2 2 - -~
- ~-(—)_—'-{.~(u+ w) — (0 — 1) ()’
03 0JA ()A | dA
1 [ o*r )
__;lm;(u - 1)) — & (;)—7)‘_ (e — ty) %AV—}-

On peut simplifier & 'aide de I'équation (47), et 'on a

) 0=— ’_;'T_;i’_‘_‘ F A+ 3, Au?)
— i) lh%-g- (e —41,)—¢ (()7?—: (0 — u,)] <u:ﬁ Auw - w0, Fy Auy :ﬁ A'/.)Z
n l (;)l())\ (w4 1) — ()(2—57 (1 — u,)] <u:5? At 4w, ¥y Auty -1 :_jf A'l.) AJL
. 3 ,) .:n‘ (1t~ 1)) —i (;/;7;1 (et = t0)) — (1~ tey) ’fﬁl
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Introduisons les abréviations suivantes :

f— u® e 1= U} dr
. v ) -

e e [ e T .
[ 9 s

Sy,
2 Js

Pz . 0y
.4(-)--:;((( e (61) —— ] .h,A.‘,Lti (l(» ULy ) ”’

Jz
Pz Py o
."().m(u-l-u,) —_— ) )7\(11 e tty) = K,
*x . Oty
-Jﬁ(uq—ut)—-—z )}L’ (10 = 1y) =

1*n ag
a,)\%(u =ty ) - (a’f o (1 e ""‘)}0} SRV

H, K, L sont les coefficients de I'équation des lignes asymptotiques de
la surface . Appliquons & la courbe G les ¢quations (43). L'une de ces
¢quations revientd vemplacer, dans les termes du second degrd de (51),
Au, Awy, AA par les quantités proportionnelles suivantes

A Ay Ad sz py i p1t0,
ce qui donne

f— 2
(52) pF 4 g, 4 ez ) 5' SUNECTI,
|

Les deux autres équations s’obtiennent en remplacant Aw, Aw,, A% pav

les quantités proportionnelles

. A ([c ()1' flc . o
Aw:Awg: A) A il R L

AT ‘
A Sl R CEIY

et, aprés avoir éliminé Z et utilisé U'équation (49), on a

1)1 dn Ay dE

11y J,(x ‘‘‘‘‘‘ 7 ‘uu,),‘?.ﬂ

P y.ff — p”f% (peweg— gt (u u,),ﬂ,

On reconnait que 'une des équations, provenant de la considération
de la courbe ', rentre dans celles que nous venons de trouver. Les



RAPPORTS ENTRE LA THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. 37

deux autres correspondent aux deux dernidres, relatives & la courbe G,
en retranchant les ¢quations correspondantes, membre & membre, on
élimine Z, et 'on a

(54) (““1—1)3(1+uu,)<()))\>+’f{[[u2<0)\>+ ku[lﬁ)ﬁ-,_jllﬂ]g

z O O .
—-|—2i(u—u,)<g§g—§—g%,§%> [(1 4wty )n\»-k- T(llu?-j—%—l([/u)J

+?pngUuq—ﬂ)Olu5j4«k ) -0,

et une équation analogue, obtenue en changeant wen «,, Fen ,, p.

en w,. Je forme une combinaison de ces équations homogtnes par rap-
3 dag, ot dz dn _ dy d¢
d) """ 03 d) J3 JA
formée ainsi et les équations (52) et (53). Apris un caleul, quin’offre
pas d’autres difficultés que sa longueur, on obtient, en introduisant
les coefficients B, F, G de I'élément lincaire de la surface X, ¢t en

posant
()'”(uu ) (()1 Ji _dy ()';>
on

()., or 1).. ol

17
(u —ly)- li

port & » et j'¢limine F(u), #,(u,) entre 'équation

(55)  2ic?H(KE — FII)
+ 20[K(KE — FH) - H(LE — I1G)] — /K (LE — [1G) == o.

Cette équation se décompose en deux autres

2i0(KE —FH) + LE — HG =o,
ol — (K =o.

La premiere de ces équations offre une relation évidente avee les
lignes de courbure de la surface Z, ct la seconde avee les lignes asym-
ptotiques.

La considération d’exemples particuliers, tels que celui d’un cercle
dont le plan reste perpendiculaire & une droite fixe, et dont Ie centre
décrit cette droite, fait voir que la seconde équation est la véritable
solution. Interprétée géométriquement, clle montre que le point

& 7, £), ot la normale a une direction déterminée, se déplace
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lorsque AX varie suivant une direction conjuguée de la langente & la
courbe C.

VI.

Les formules d’élimination du § IV peavent aussi étre appliquées i
un probleme du méme genre que le précédent (1).

Par un point donné P passent deux courbes G et (7. On propose de
déterminer une surface satisfaisant & une équation aux dérivées par-
tielles, également donnée, passant par ces deux courbes, Nous ne trai-
terons que le cas ol I'équation aux dérivées particlles donnée est celle
des surfaces minimas; nous supposerons que les deux courbes Cet € se
coupent & angle droit et sont contenues respectivement dans les plans
menés par les tangentes & ces courbes, perpendiculairement au plan
déterminé par ces deux tangentes.

La courbe C peut étre représentée par deux équations

Yo, s fla).

Nous désignerons par s la dérivée d’ordre n de f(a), de sorte que
I'on a

-l wlll P
2

Kp 3
(56) y==o0, St W N S T L
o n

La courbe C’ peuat étre représentée par les équations
£ 0, 3o um(y).

Soit L™ la dérivee d'ordre n de g(y),

(57) Yo s g
. It Ay §) T e [ S, VL SN B N
’ e i ot

’l l‘ 3 v y g 3 /| M M H
Dapres les formules de M. Weierstrass pour les surfaces minima,

‘ (1) Comparer BiAxcur, 10 Metodo di Riemann esteso alla integrazione... ( Rendiconti
della dccademia dei Lincei, 1895 )5 un Mémoire de M. Picard, Sur les approximations suc-
cessives (Journal de Resal, 180), ¢t surtoul une Note du méme auteur dans lo Hulletin
de la Socicté mathématique de France, 1894. Lo présent Mémoire a 66 déposé 4 la ré-
daction des Annales de U'Ficole Normale en juin 18g7.
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en partant des valeurs initiales zéro attribuées a wet a u,, on a

o= D PEF e () () FO00)
2 n!
I u'lll f A n—1) ( o) ) Tf(fzm:;)
+§2;'[r’1 —(n—2)(n—1)Fr 2],
y= L G0t (0 a) (n— 1) F00]
ST g nl ' ’
L ut . P
— L B 0 1 (e 2) (0 — ) FE,

;=¥ _wrdtes ¥ e ey
(n—2)ln (re—2)'n

On porte, dans les équations (56), les valeurs de z, de y et de 5. On
obtient ainsi deux équations en « et en u,, dont Pune devra étre une
conséquence de I'autre. La seconde des équations (56) devient

k1 5", at . jl 5”';’ 5! " . S
ol (v — 5 — G ow I (S S FE ) e u? S — oo e T 5
< 8 g Tt L\ 2 y T 3 4% 8

:,//I .. ;// o s’// . 5” \
-~y T P ]
iy | Iy - “"‘1"’) — iy (l 333 - g FF 12)
\ S

- (k) ’F " 'f 7 =1 T
-+ ll!' ol :“'—'l‘ (*) — T‘_"‘zr e :‘":JT :F”“" Qr. - ;‘_ ’72
[ 384 32 24 ( ¥) 392

" (k) M, 1 R =
G Y S T NN (NP Y
5 P T ST n’m_]

5 7 P S 7 P/ L,
— 2y i (2’,2 -4 1{2 e g2 :F’ _+ »Tl:Fl
Y\ 64 P37 T 3, LETH 1

IO NN 3" L, LA .
— wu ["Trﬂ G FFTy 7(7‘/{ — 9,-71)31

) :';rll g, S r}f’ . =" 7’ 1? ; o .
IS N [ R o 2 (. (A SR, 1 ) I
b wt T 35717 o (F—2F)) 3237, R

En appliquant aux équations (56) les formules (38), (39), (40),
on obtient, aprés un calcul facile et qui d’ailleurs présente de grandes
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simplifications,

21 1
I -+ 1 " i ! ¥, o
- —— F ol R 37,
F 5, a3
g5 5 5

., . '

’ b ~ (2

T Sl 35 30 - 8 T TH kA
g i ks i ,y*,‘?‘, AF3

Le systeme des équations (57) donne également

1 i ) U
o T i el — e {
7 © L ,w O
fu :T'" : ,‘{3’3 e | y )
— _rT — :‘__% e L:‘,_ 43 -1 8<“"a""» e ‘F ‘n) - :!u.
g At J JeF, A
On voit que, pour que le probleme soit possible, il faut que 8" — ¢,

et §, ne sont alors completement déterminés que par les dériviées qua-

triemes. On a
’ 1 ,.(m | :/'.)

,’F‘F 6

La grande ¢légance des formules précédentes montre qu’il n'était
pas sans intérét de chercher les dérvivées les plus simples de 3 et de 7,
quoique la loi générale en soit assez difficile & découvrir.

On parvient aussi & des formules curicuses, en cherchant la surface
minima qui passe par deux cercles, tangents au plan des 2y ; symé-
triques par rapport au plan des xsz, dont les tangentes font avee 'axe
des @ l'angle 0, et les axes avee Uaxe des s 'angle 2. Nous suppose-
rons leur rayon égal & l'unité. A cause de la symétrie, l.n fonetion F(u)
devient une fonction réelle de w; et 'on trouve

f == Fy == - 2 c0890 T 6 eosalisinglcosy

sing cos30sintg
™~

“Les points de vue, exposés dans ce Mémoire, peuvent probablement
contribuer & la résolution d’un grand nombre de problemes connus,
maisi ils peavent aussi étre Iorigine de questions nouvelles, et per-
tre d’introduire de nouvelles définitions géométriques, sur les-

les je me propose de revenir dans un travail plus développé.




