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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

S U R L E S R A P P O R T S

ENTKE LA

THÉORIE DES ÉQUATIONS A U X DÉRIVÉES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE

THÉORIE DES SURFACES,

PAH M. X. STOUFF, ^
/-^

MAITRE DE CONFKRE'NCES A LA, FACULTE DES SCHÎNŒS DE MONTPELLIER. / î > " ; . ' l '

I.

\-,. 1.

\.

Ce travail a pour objel l 'application du. développement de Taylor à
la solution du problème de Plateau, généralisé pour une équation a u x
dérivées partielles quelconque du second ordre.

M. Schwartz s'est occupé, dans plusieurs Mémoires, des s'urtaces
inf in iment voisines d 'une surface m.inim.a (1) . Cet au teur considère
précisément la même f igure que celle qui est étudiée ici, c'est-à-dire
une bande superficielle l imitée par deux courbes i n f i n i m e n t voisines,
de telle sorte que la, région qui les relie soit doublement connexe.

(r) Voir les Mémoires insérés dans les OEuwos complètes de M. Schwartz, Vol. ,1,
p. i'28, ï68, 224.
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l'O X. STOUFF.

Mais, pour lu i , l'objet principal est l 'étude de la var ia t ion du second
ordre quand on compare la partie de surface min ima aux surfaces voi-
sines, soit en laissant invariable la l imite de cette partie, soit en modi -
fiant cette l imite arbitrairement. Les recherches exposées ici sont beau-
coup plus voisines de la théorie des caractéristiques des équat ions aux
dérivées partielles du second ordre telle qu'elle est donnée par M. Dar-
houx dans sa théorie des surfaces, et ont avec cette théorie de nom-
breux po in t s de contact (1).

Les premiers paragraphes concernent les séries obtenues dont les
premiers termes sur tou t offrent de l ' intérêt et des in terpré ta t ions géo-
métriques.

Une idée qui tenait de bien près à, la première éta i t l 'étude do la
génération de ces surfaces par des courbes d é p e n d a n t d 'un ou de plu-
sieurs paramètres. J'ai par t icul ièrement cherché un c r i t é r ium ( 2) per-
me t t an t de décider si, une équat ion aux dérivées pa r t i e l l e s adme t des
surfaces pouvant être engendrées par des courbes sat isfa isant à deux
équations différentielles ordinaires données et combien d ' inf ini iés de
pareilles surfaces.

Je donne enfin une formule d 'é l imina t ion qui permet de résoudre le
problème posé pr imit ivement , en partant des formules obtenues par
l'intégration de l 'équation aux dérivées partielles, lorsque celle inté-
gration est possible. Tel est le cas pour les équations aux dérivées par-
tielles des surfaces développables et des surfaces minima..

I f .

Soient,^, y, z les trois coordonnées des points d'une surface S et s ^ ,
la dérivée de z priser fois par rapport à x et q fois par rapport à ?î
soient aussi une courbe dépendant d'un paramètre^ et définie par les
équations
(!) ^=/(^), ^^^

( 1) DARBOUX, Cours de G&omôtne âe la Faculté des Sciences, Troisième Partie
Livre VU, Chapitre V. / y

(^Ce critériam se rattache d'ailleurs aux travaux bien connus do M. Baekiund sur lw
équations aux dérivées partielles, roir surtout Mcahematische Âiuialen.
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et une équation aux dérivées partielles du second ordre^

^) r ( '-^îj '» -^ ^ÏQI "^Olî ^20? ^ 1 1 ' » ^02^ : 0.

On considère deux positions G, C/ de la courbe correspondant aux
valeurs 'X et À+A 'X du paramètre, un point M sur la courbe G. Je
cherche à développer en séries, procédant suivant les puissances
croissantes de A^, les valeurs des dérivées partielles de z par rap-
port à x et à y pour le point M, de façon que S contienne G et G'. En
désignant par A^, AX, A^, Ay les variations correspondantes de z, 7^
;y, y, en développant A^ par rapport aux puissances de Aa-, Ay et à
leurs produits et en y substituant les valeurs de Lx et de Ay dévelop-
pées par rapport aux puissances de As et de A^, on obt ient pour la
courbe G et pour la courbe G' respectivement les deux équations

» / ff -= M \ / où \ // / /; = r< \ <f

î /^ „ v d^l ̂  \i v '̂•z> A^ \ ( V ^H ̂ n \
JYn\ \zl)('^ Zà cW1 h\ ] \ ̂  Jz^ ml ] \ ̂  à^ 7J / 5

/ , , / /=0 \ k^l / \ w = l / \ «=1 / .

,., /•/ — ao / h --. oo \ / //ï. /'::'-"' ûo \ I' / " • •'''-7- w

— Y ! ^ V^^V V àm^^ ^1^'} ( V -^•r î̂ ^
~ À pliTT \ ^//+ Â»à ~dÏ'^ "hT ]\ ^ à^W ' m\ rV ] \ Zd àz'1'(^ n\ .vî"

/;,<-/= 0 \ A = l / \ /», /• = 1 / \ //, ,v .= 1

qui doivent être vérifiées pour des valeurs arbitraires attribuées à A^
et à AÂ.

On en dédui t les équations

, /^\2

^)
àx àx

' " " a s ^

. (^\
^Jh)

àx
+2^^

(àx
+al1^.

()d;
-1-^n^

^y /dy\2
^+,^^^

dj ùx ày\
àh ai à z )

àr (ày\
à7'^^\àTJ +

CÎS^Q àx
"̂ r as

à.r
310 'as +

d,a-
^"'^^

. ày ,''(11^'- '
- .̂̂  .
-Ol^-O,

^2,r
"""(^s2' + "'01

. .̂r (îy ,
-sî Os ri/, + "'

(Y-x
510 "^+5t"

^01 dy
^ as ~~

yŷ
=0,

rP.̂
1 0 ôzàï 4"'(>l

^^y ^10
rfi1 ^À
0,

r}2/*/ .. /.^j}.' '
< -̂ ^So,

^7. '̂' Tr < '̂
(A

(1) Dans ces deux équations le couple p = q === o doit être exclu.
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et généralement, en égalant à xéro le m u l t i p l i c a t e u r (le A^AA 7 , on a
pour l'équation (3)

^fpr/ /^t^V' f^^Y3 /^.r'y^ /^r\P. A^.r\^ /'^:y ̂
, V__<;^^ ^^^ ^^^ ^l./j^'J. ^ ^^^^^^

Wiai+ /n^--!-. "•+ ïïik^k+ ^iPi-h/^Pr'^- • •+ ^.{^i •::;:; /»

/? == ^1 -1- 0(2 •4- - . . -411" a/,,
, 1 1 . 1 1 1 ^^p^f-P^'h..,"1-!1-1^/,

et pour l'équation (4)

^.• ' • "^r^Pi /^^^ryXP. / {)'<i^iy ,^^%.y /'<^1^YY^^^ /^^^^•A^XaA/ ̂ ^•^rv ^?, / ^^^y \^ / J^ / 1 1 » ^^r ^
(8) V-^LÀ^^ .̂̂ ^ V^^ ^\ù^È^]
} L / ^ { h î a, S a, !. . . a/. ! 6, ! 6J.. a i / ^ » 1 / , 1 ^ 1 1 . . ^ 1 . ' 1 1 - 1 " . ^ ^ • Y 1 ^ 1 . 1 ,A! aii ̂ !.. .a/,î ̂  ! (3j.. :(37î'(^7i7^Ï^^^^^^^

X(^ I )P. (^1)^ . . . (^ ! )^ (^ ! )P, (^ ! )? . . , . (^ ! )^

> Wi a^ + m.^ +... + m./,(X/,+ //,i pi -4-- /^pa •4 1 - . . * -i- / / / (5 / ' 1 /,
À4"-r iai+ /•sa^t-"1. ,.-h/7, ^+^1 (3i4-^ Pa •+•.,. -h^ p/^y,

p == ai -i- ûîâ ••h. . . 4" os/,,

î=^-{-Pr"h.,.4^/-

On devra admettre la valeur o pour l'indice À, en convenant que h
dérivée d'ordre o est la fonction, etie-méme.

On pourra grouper dans une même classe celles de ces équalionh
qui proviennent de termes d'un même degré total par rapport à As e(
à AÀ. Le nombre des équations (7) et (8) de la. rr^ classe (^l 2^,
parce que Inéquation (7), obtenue en égalant à zéro le miilliplîateiir
de A^, est la même que l'équation (8), obtenue en égalant. St zéro
dans (4) le multiplicateur du même terme, et parce qu'il n'y a pan
d'équation (7) provenant de A^. Je vais faire voir que Von peut
trouver assez de conditions pour déterminer les quantités

I ! 3m9? ^"• Î>1> • • - ^ ^.^h1 ^m
1 ( 9 ) j^ ̂  .,, ̂ , ,, .^^^^^^^^ ^.^^^ ' ̂ r- - -Tir- — '^T B^^^^
dont le nombre est ̂ t̂il.



RAPPORTS ENTRE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. l3

Soit, en effet,
n ^ (./•,.»')D -= -^ ̂  ,

nous aurons (Fabord.
/ \ r», à y m à^'
( 1 0 ) 1).=.̂ , 1>^.-^.

(considérons la surface 2, engendrée par la courbe mobile ( i ) , et
désignons par c^ la dérivée part iel le (Tordre •p par rappori a a,', et,
d'ordre y par rapport à y du .s d 'un po in t de cette surface* Soit

(") c

on tire des équations (G)

r/^K, rÀr </^i ^^
"^À"' ^À lr""1"1'" ""r/r ^"'

. . /^yv ..^r r;v' . / ^ i 1.,^yY ..^r ^v pM/'v^^ -TT u^ -— ;-" ^. .,-.."IrE1) u i '^^ ^1•(^11••/ 1-, "i, '•/1-' / »/*» </W{ i ^ ) ^^::z:-: cao— .---.-.-.--.....,_-.-.,.-..-,» ^ ;r:1:: Cd-1!-1 .,-.--, ,.3^1.1-.; C,^ï-11--1-^ -H-CU-.^ .-...,.̂ .̂̂ .........- ..s^1.-.1.^^- - l l l• l l l l l l l l l l l' l l^p•:- l-

I./équation ( ^ ) devient alors

[ (./^rV ,.^" ^r ../^/'V, , , . , , , '4^,,) , <u'^^ ^1(1^111)
1 <^ ̂  1^ ' Î ( > 1 ^ lï r l•^ ' l• l l : l l l•• l " J I I I • 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 ) . 1 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 ? ^ i r1 1 !1 -1 1 1 1 : 1 " " 1 1 • 1 | 1 ) . 1 1 1 • ' 1 1 1 1 1 1 1 r''^- ^•-•^yr1'1'"

oïl tirera de cette équa t ion une ou plusieurs valeiirH pour l ' i n c o n n u e ^ 1 ,
et f inale ineni on aura

^.c^ ^^
/.v-, 1 ^K, ()S cis,^ 1 1 ^-3( ^ ^r 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 : - 1 -1""'-1:].)1'11111'1""-" ••1,/^111- - i l : l l l l ; 1 1 - ' '"•ir'

Supposons m> ,2; si nous envisageons le (aisceau de surfaces déter-
minées par la. courbe f ixe C et la courbe mobile (T, pour chacune de
ce» surfaces z est une fonction de x et dej, et par conséqsieni, pour le
faisceau,^ doit être considérée cornuu* une (onction de ̂  de y et de* A.
Formons, à ce point de vue, les dérivéea partielles d'ordre m— ^ au
premier membre de l'équation (2) par rapport a. .x-,y ci A. Kn leg éga-
lant à %éro, nous obtkmdroris //^^ équations ((ni, jointeB aux

équations (7) et (8) de la m'̂  classe, font en tout ̂ i.̂ .4! ^^t-
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à-dire précisément le nombre nécessaire pour déterminer les quan"
tités (9). 11 s'agit maintenant cTétudier de plus près les équations q u i
fournissent ces quantités. Le déterminant de leurs coefficients a une
forme générale facile à saisir. Qu'il nous suffise, afin d'éviter des lon-
gueurs, d'écrire ce déterminant pour m = 3» Nous posons

or .-" = b,ôz
ày
<A ::̂

<)'k

::B,

^

àVà'¥
à'-s 20

:A, ^
()z^ ^oSi

ïa^b 3û h1 b'^ o o < 1 » o < >
a2 c< 2 ab a -i- a2 (3 '2 a^ (3 -4- À2 a ^â (3 û^ % ^// / '̂ o r»
a a2 62 a -+• 2 a oc(3 a (32 4- '2 b a(3 (̂  (32 a a (T ? -+" ^ a ^ (Ï ^ À
a3 3 a2? 3a(32 p3 a2 ^(5 ^ a (3
A I,î (.î o o o o <> a
o A, B (,3 o o o o o
o o o o A U • CI o o
o ' o o o a^ % ah- /^ n <,>

En combinant les lignes, on décompose facilement ce détermirîârî tce deieï

a3 3a^ 3^^» ^»
a2 ̂  a ̂ ^ ̂  4- (^ fi ^^ -l- s a^ j3 ^ p
A !î C r>
o A lî C

dans le produit suivant :

2 c^b h9

a b
a (3

ace a (3 -j- ^ ̂  ^ p
A 'lï C

En multipliant les deux derniers déterminants par le déterîtoinant

p a
- b — a

on reconnaît que ce produit peut être remplacé par

(i/i)
a b o

I)13 o .a b
A 1 B C

a2 aa6 y o
o a^ a, a 6 62

A ! B C ' a
o / A B C1
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En ajoutant les colonnes du second déterminant, mul t ip l iées respec-
tivement par 63, — ab\ a^b, — a\ on reconnaît qu'il est divis ible par
A/r- Bd?4-Ba2; en appliquant un procédé analogue à ses dérivées
partielles par rapport à a et 6, on reconnaît qu'elles jouissent de la
même propriété. Ce produi t est, par suite, égal à

:I)3(A^-:Bû^+Brt2)^

d'une manière générale, le déterminant des coefficients des quan-
tités (9) est

r iF ̂  /^rV <)F ^ (h< ()¥ /()^~r~(„) i^^^^^^^.^^^

Les mineurs de ce déterminant pourraient se développer fac i l ement
d'une manière analogue; on voi t donc que, si le p r o d u i t

-i f ()¥ fàyV ()V ()y (h' <)¥ /(),!-Y
|)^^ ̂ ^ ..... ̂  ̂  ^ + .^ ̂ J y: o,

on aura , pour tous les coefficients des séries, des quanti tés f inies et
déterminées. Ainsi

( ^ (^2j- %/l>2lj^+ c^bî} \^'ffiwwtal) + (Bt2"" ̂ V^l ~ (^l^+ ̂ W^ •••^(ft} W1^ — ̂ ^ )^ 5^- . , . . . . . . . . - . - .^ . . . ,»._, ,^.^. .^ .^,^^^

^ ̂  ̂  - ̂  ̂  [3(^(A^~ lî^ + C^) + (B2- /î AC)^]
ĵ ^ ,̂̂ .̂̂ ^

(S^2"'^-^-^^4-^^^8^^!^--1-^--^-)'»^
221^

(A^-B^//-l-<(^<2'/<i

(c^tort2-!- îc"âi ab + fia /•'â) ('̂  AC^ — AB //•î) + (c<^ ̂ -'r '^Cnfth 4- ^0;» Ifi ) (^fft— M\ b'1}_ _ , , . . , . , . . , ^ . » . . , . ^ . . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

a6/^ ̂  - ̂  ̂ ') |(2.B^4"C^(A^-B^4-C^; • h f B — ïAC)^^]
+ ^ ^ ^ . . ^ ^ . ^ . ^

^F dF ()F ()F \ . . , , , . . „ /(}F ()F ^F aF ^,. ,,, „ ,.
(.<^^^^ ^À î̂ TÏIÏ̂  '" " '> 1"""—-——^
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- fao a^ a Cai ̂  +_M.^l(ZL^a A2 ̂ ) J^^24' ̂ n<^ "h r<l;^)^- î^^1-1!111" ^ACr/^:)3,^,-J—————————————————————— ..̂ ^̂ .̂ .̂̂ ^

,e (ô! ̂  - ̂  ̂  [Wa + A^) (A^- IW/ + W) + (B^ ,,A(; )^^|'^^^^^sd^/^^______ •
~ D(A ifi- ^-^^^^^^

(S^-^" '̂")'"-"^^- ('5?+;ïs- £'"- «l;'")"'"" A"""1,
"' (A^- i -B^^+C^) 2

^ (<?^^+ î<'2i^^ •+- c i 2 & 2 ) (A.Brt2- îA 2 ^^) •+• (cn^-h yi/?i2a^ 4- r>()^r) |('B2— AC)^~- Aî^^ 4- A*^ |
^" ~ 1 : : ^ ^ ^ , ^ ^ ^

^/^ ̂ ^ ^^[3Art (A^-B^+C^)+(B^4A(; )^ |
\ 03 ^S2 (?3 C'32 /

_ ^ ^ ^ . ^ ^ . . . ^ . ^ ^

/^F ^ à¥ à¥ \, , ^ . , , /<)F JF 6'F ^ \.,^/.. ,. ^ ,. .. + s + s + 3 faA^"^ -B^')-!- —••-h-, Soi+Y—Sii"-!1-1,11'- ^«a )( i A W — ^ Iî/r^ ^ i 1 1 1 î , < / \ î\(),r (te ' rJ.3io fÀSoi / i l i \(,ff os û'i^ û':,^ /„ , _ . „ _ . ^ ^ . . . . . . ^ . ^ ^ ^ „ . . ,

Pour obtenir les équations (.16), i l sufïit de combiner celles q u i cor-
respondeni aux multiplicateurs de As8 et de A^A). daris (3) avec len
dérivées de (à) par rapport à oc et à y. On considérera ensuite celle q u i
résulte du multiplicateur de AsAP dans (3) avec les deux muyantes

! ( ^^+.a^^+^^4..-^^ ^^,-1.:<,
1 dh cÛ (Û dk ô^ dh d^

1 A^0 + ti ^H 4. f ̂  4- .'/F. ̂ i() 1 /)F ^"1 - ^ . oi ^ ^ f ÎJ ^ ' ^ ^ r " 1 1 1 ^
qui déterminent ̂  ̂ , ̂ . Pour avoir ̂  ̂ î. i l sufïira d 'aH"
socier à celle qui correspond au, mul t ip l i ca teu r de A/^ dans (3) avec

/72 - .H -, . 1 :

'"" ^K) ; (•r •*•'( ltl
1 -^^^-^^^ 1 , ^ , !

l\ est facile de reconnaître que, pour toutes les équations aux déri"
! vées partielles, du second ordre, linéaires^ au^ens de M, Darboiix, la
quantité c est déterminée par une équation du premier degré ( { \

(1) Les équations aux dérivées, partielles'.des surfaces développahles ci des surfaces
minima doivent être considérées comrnô linéaires.
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Applications aux surfaces dèveloppahles. — L'équation

donne
W{c^c^— c ^ , )

àx \ ,-"-—^^^^^^^^^^^ /. , 2 -F (àx'^ àjR ôy ( à y2 ^ / ^ -+- ̂ i ,̂  — + ̂  ^
| \ (/ <-' / (j --f (/ ^i \ f/ "s* ,

et, en désignant par p , , pa l^s deux rayons de c o u r b u r e ) ) r i n c i p a ( i x d<î
la surface S, décrite par la courbe rnobile, R le rayon de courbure de la
section normale tangente à celte courbe, 0 l 'angle de la surface déve-
loppable avec celte surface, p la d is tance des d e u x courbes correspon-
dant a u x valeurs À et X -4- ^X, on a

o=^...
^pipa

En désignant par a, [3, y les cosinus directeurs de la généralrice de
la surface développable, ces quantités doivent sat is fa i re aux deux
équations

^20 a "4- ,Si i p "-:: o, s^ a -h z^n (3 =^ o
OU

y^a + c^ (3) ~ 2 £ ̂  fa .̂ .̂  - ? ̂ ) -: o,
f/,^ \^ f/«>» v*.. y

D^c,,a + c<,,(3) + aôÇ (a^ - (3^') -=-o,
(/-.» \ (7.3 ( j Z j

d'où, par l'élimination de c,

( Cao a -+- CH (3 ) -^ 4- ( Ci i a •+- Co^ p ) '-T7 = o,
</A» 0 3

c'est-a-dire que la direction de la génératrice est con juguée de la
direct ion de la tangente à la courbe mobi le par rapport à la su r f ace ï.
Le rayon de courbure de la surface développable est nécessa i rement
le rayon de courbure de la section normale p e r p e n d i c u l a i r e à cette
génératrice.

Le p o i n t de l'arête de rebroussernent qu i est sur celte génératr ice
s'obtient par l 'équation

^o(X - ̂ ) + ̂  (Y -j) - (^o ̂  .+ ̂  ̂ ) - o.

Ân/i. de VÉc. Normale. 3* Série* Tome XIÏL — JANVIER 1896, 3
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Application aux surfaces mimrna. — I. /équalion cor respondan le est,

( i -4- s 51 ) ^ o s — ^ z i o ^01^11 •+" ( t 4- ^ ? y ) î 2 o • '"": " o,

0.,^ 7^Pi:t,Pî
'2 pipa

en adoptant les mêmes notat ions que tout à rbeure : des formules
équivalentes à cette dernière formule 8oot d'ailleurs bien connues -

En désignant par oo l'angle que (a i t la courbe mobi le avec l 'une des
l ignes de courbure de 2 et par a l 'angle que fait une ligne asymplu-
t ique de S avec la même l igne de courbure, on a

î I ' / Ï 1 \.,,„. — ........ .^ ..̂  ..,,;̂  .„..„„..,. COS2^:'»
Pi Pâ v Pi Pa /tan g- 2 OL = •l—.—J2.....—^^^^^^^^ .

( -1-- 4- — \ sin^)
\Pl Pî /

Si la surface S est une sphère, on a

9.cy. t.::: (a k •+" î ) ~ — 2 c»),

Dans le cas où

/ , o ^ ^^ /^r\2 ^P <)y àx àV fàx'^^) 5-i;̂  -j^ ^ j , + ̂  ̂ .̂  .:. o ( ^ ) ,

les dérivées secondes se ca lcu len t comme en général , mais il n'en est
pas de même des dérivées troisièmes. Ce cas se présente en pa r t i cu l i e r
lorsque l 'équation aux dérivées par t ie l les donnée est celle des ^urfaœs
développables1, quand la courbe mobile dev ien t tangente à l 'une des
asymptotiques de S et quand Inéqua t ion aux dérivées par l ie l ieg est
celle des surfaces m i n î m a lorsque la courbe mobi le présente un élé-
ment de longueur nulle. Nous appellerons de pareils é léments .̂
menis caractéristique!!,

(1) Lo premier membre de celle, équation a la mémo. valeur pour la ! surface S efc pour
la surface cherchée.



RAPPORTS ENTRE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. KJ

II.

Quand une pareille circonstance se présente, la surface passant par
les deux courbes inf in iment voisines présente, en général, des singu-
larités. Lorsque les éléments caractéristiques sont Isolés, la surface
ne cesse pas de subsister, mais elle est mal définie clans le voisinage
des éléments caractéristiques. Il peut aussi arriver que la courbe mo-
bile se déplace de manière que tous les éléments soient caractéris-
t iques; tel es t /pour le problème des surfaces minirna, le cas où la
surface S est engendrée par un système de ses lignes de longueur
n u l l e et pour le problème des surfaces développables le cas où S est
engendrée par ses lignes asyrnptot iques.

Reportons-nous à l ' équat ion

[ ,./àrY ,,.̂  à y ,./Ar\n
2 C(—— } 9. 6 -,- —— -2 ô ——

^ ,.. „ > \àz / ^ àz (}2 ^ \û^ jy x, y, .-3, CIQ, c'oi» c^u— ——."p—-*—? c-'^i-i"- • — - - ^ ^ — < » c'y^"-"- "•~..•..,^11•••"••••-.-" j :::-;:: o»

Si l ' équat ion (r8) a lieu, on vo i t ' qu /c l l e présente une rac ine double
par rapport à c, pour le cas du moins où l ' équat ion aux dérivées par-
t ie l les n'est pas l inéaire. Les éléments caractérist iques isolés jouen t ,
par suite, le rôle su ivant . 11. existe p lus ieurs surfaces passant par les
deux courbes in f in iment voisines, et c'est au passage à l 'é lément
caractéristique que ces surfaces se raccordent entre elles, à peu près
comme les feuilles d'une surface de R iemann»

Si l 'équation aux dérivées partielles est l inéa i re , c devient i n f i n i ,
pourvu toutefo is que la surface S elle-même ne satisfasse pas à Féqua-
l ion aux dérivées partielles à l 'élément caractérist ique considéré :
alors ose présente sous une forme indé te rminée . Comme toute courbe
analy t ique présente, en général , des é léments caractérist iques, i l y
aura évidemment un grand intérêt à étudier les déplacen' ients d 'une
courbe tels que, pour tous les éléments caractéristiques, la sur face Ï
satisfasse à l 'équation aux dérivées partielles.

Considérons, par exemple, le cas des surfaces minirna.. Une courbe
algébrique quelconque, dont le plan se déplace paral lèlement à l u i -
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même, peut satisfaire à cette c o n d i t i o n . Mais je r envo ie à un Mémoire
ultérieur l 'étude approfondie de ces q u e s t i o n s .

111.

Nous1 avons considéré1 une courbe mobile dépendan t d ' un seul para-
mètre ^À; il est évident queues calculs analogues peuvent s 'appl iquer
à une courbe mobile1 dépendant d'un nombre quelconque de para-
mètres. Mais il y a intérêt à envisager le problème1 à un autre po in t
de vue. La manière la plus naturel le de représenter une f a m i l l e de
courbes consiste à donner les équations d i f le ren t ie l les dépouillées de
paramètres qu i admettent pour intégrales les courbes de cette f a m i l l e .
On peut donc prendre pour objet d 'é tudier de nouveau le problème
p r i m i t i f en supposant qu ' i l a i t été posé de celte f a ç o n . Mais on voit
a isément que des recherches nouvel les p résen te ra ien t peu d'intérêt,
et seraient presque iden t iques aux précédentes. Au cont ra i re , une
question don t la réponse est immédia te lorsque les équat ions de la
courbe mobile sont données sous la (orme ( i) dev ien t asse^ ardue
quand on se trouve vis-à-vis d ' équa t ions d i f f é r e n t i e l l e s , Quand hi
courbe mobile engendre " t -e l l e une surface s a t i s f a i s an t à la rela-
t ion (2)?

Considérons dans une courbe x e t j comme Ibnc i ious de z-, dési-
gnons par ̂  etj^ les dérivées d 'ordre n de x et de y par rapport à s.
Afin d'abréger le langage, je supposerai q u e l 'on envisage avec l 'équa-
tion (2) la f a m i l l e q u a d r u p l e m e n t i n f i n i e de courbes1 C représentée par
les deux équat ions

09)
•^=/(^j^^y).
^ ^ ^ { j ^ y . z ^ x ' . y 1 " ) .

Les raisonnements s ' app l iquera ien t d 'a i l leurs à des courbes sa t i s fa i"
sant à deux équations di l lerent iel les quelconques. Pour expr imer 'que
la surface est engendrée par ces courbes, j'observe d^bord qu ' i l eîi
passe p a r , u n p o i n t donné d ' une surface1 quelconque un nombre déter-
miné, dépendant de la forme des, équations (19) et ayant ' avec la
surface-un contact du second ordre- En1 effet, je développe pour la
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courbe Aa? et Ay en séries procédant suivant les puissances ascen-
dantes de z , et pour la surface A^ en séries procédant su ivant les
puissances croissantes de Ax et de Ay; je subst i tue à la place de A.r,
A/leurs valeurs, et j 'exprime que, dans l ' équat ion obtenue , les coefÏi-
cients de A^ et de As2 sont nuls .

Voici l ' indicat ion des calculs :

A.y:=^ Az 4^/Cr,y,^.z/,y)A;î2

i / àf , àf , àf , àf ôf \ , ,
4- 7; •-» x' -4- -L y' 4- — +/ y- 4- y —— A^ 4-. . .,6 \<)x ôf" ô^ " ôx1 " ùy' )

Ay =y As 4- \ ̂ (^,y, z, x ' , y 1 ) A.32

^ 1 ( à ^ r'^ r̂ y^ t (}^ t /- r^ r . ̂  ̂  A^ ^~p" ,,, l ""̂ —' nA.' T 1 . 1 " y T"" —„•""•• —i-" i •".,.-,-, -^-.. .,^-..-,.^ i ̂ ^ .- .̂- , , . ^
6 \^.z* ^y* à^ ' û^ ày )

A^ = .^10 A.r ""h" ^01 Ay -h-, . * ,

/ ^10^' 4" ^oi y '—" 1 •r:l" ̂

(^°) i ^o/î^^^.s^^y) •4^oi ̂ (.:'r,y,^.^y)
( 4- „3a^).•r /24" a^nA^j^.l-.^oaJ'2"1'''-1-1'- ̂

Los équa t ions (20) dé te rminent A"' e ty 'y avec amb igu ï t é i l est v ra i ,
en général lorsque l'on donne la surface et un point M sur cette sur-
face.

Supposons ma in t enan t que la surface soil telle que les équa t ions (20)
et l ' équat ion suivante , obtenue en éga lan t à zéro le coeff ic ient de A^,
soient compatibles pour tout poin t M de la surface

'àf , ôf , àf , àf ôf\.-L^+ ^ y'4. ^ 4.. y î7 4.. ̂  -L )
^)x à y " ôz ' f)^' ô ôy' )

. . ( ô ^ „./ , à^ ^ . ^ . r^ , ^^ \+ -0, ̂  .z + ̂  y + ̂  4- /^ +. g ̂

^?>z^x' /(.r, y, s^r^j')
+ 3^i[^ér(-^y. ^. ̂ '.y) ̂ ^/(.t-,^ .s, ^ ' , y 1 )\
4- 3^y^(,^y, ̂ , ̂ /, y^ 4- ^3o^ / ; t4" 3 ̂ .r^j^h S.^^T^y^»..}1"" ^o^r^ ^'o.

Une des courbes C qui on t avec la, surface au poin t M un con tac t du
second ordre aura .un contact du , t ro i s ième ordre. Il en résul te que la
surface admet une génération par les courbes C. En eiïet, prenons sur
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la courbe dont le contact est du troisième ordre un po in tM ' à une dis-
tance inf in iment pet i te du premier ordre du point M» Le po in t M\ en
négligeant les inf in iment petits du quat r ième ordre, peut être consi-
déré comme appar tenant à la surface . La courbe C présente encore w
point M', avec la .surface, un contact du second ordre, E l l e coïncide
donc avec l 'une des courbes qu i présente avec la sur face un contac t
du second ordre en M' et, par raison de con t inu i t é , avec cel le dont le
contact est du troisième ordre. Le même ra i sonuemen î p o u v a n t s'ap-
pliquer de proche en proche, on voit que la courbe est tout ent ière sur
la surface.

En é l i m i n a n t x ' et y entre les équat ions (20) et (21), on ob t i endra
donc une équat ion aux dérivées part iel les du troisième ordre

(^!'<) fx (,Z*, J'", ^, ^lo, 5yi, 3 20, .îîj i, ^çj, «?.»}((, ^j, S ig y ^on) ̂  0,

qui est celle des sur faces engendrées par les courbes CL
S'il existe u n e surface sa t i s f a i san t à la f o i s à l ' équa t ion (2) e( k

l 'équation (22), les dérivées p a r t i e l l e s de s par rapport a «r et a y doi-
vent vérifier ces équations et celles qu^on en dédui l par In d i f îe ren lu i"
lioï'L Nous partagerons ces équa t ions en groupes, d'après l eur ordre, le
premier groupe se composera donc de ( îs) ; le second des dérivées de
(2) et de l ' équat ion (22); le t ro is ième des trois dérivées secondes de (3.)
et des deux dérivées premières de (22); etc.; le /i"'^ des n dérivées
partielles d'ordre n — r de (2), et des n — i dérivées par t ie l les d'ordre
n—2 de (22). L^ensemble des équat ions des n premiers groupes, dont le
nombre est^2 , cont ien t donc {1^^^^^^ 4-. 2 quant i tés , à savoir a\
y, s et ses dérivées par t ie l les jusqu'à l'ordre n -h T . Il est clair que le
nombre1 des équations croit p lus rap idement que celui des quan t î t éâ
qu'elles cont iennent . Mais, pour que le problème proposé soit possible,
il faut év idemment que x et y restent arbitraires» Donc, dès que n*
surpasse -^-^)^^^^ valeur quatre, cwtmn^
des, équations de ' l ' ensemble des n premiers groupea doivent être de^
conséquences des autres ( ^ ). ! ^ , ! !

( 1 ) Comparer 'une Note do Blanchi {Rendicûnti dei tAncûl^ r886)1.; un artiele de IPiam-
'cheiti dans les Rend'f-conti dcl Circo'o rnatematico cil Paicmw.
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i° L 'ensemble des quatre premiers groupes cont ien t seize équa-
tions et dix-sept quant i tés . On exprimera que la seizième est u n e con-
séquence des q u i n z e premières. Il y au ra alors une surface et une seule
sat is fa isant aux équa t ions (2) et (^2) à la fois. En effet, si l 'on passe
aux groupes suivants , on trouve que le nombre des équat ions indé-
pendantes croît précisément de la même façon que le nombre des dér i -
vées par t ie l les de z ; car le c i n q u i è m e groupe a neuf é q u a t i o n s dont i l
f a u t retrancher 2, comme dérivées par t ie l les d 'une équat ion iden-
t ique; et il y a aussi sept nouvelles dérivées par t ie l les de z^ et a i n s i de
suite.

2° On exprime que la q u i n z i è m e et la se iz ième é q u a t i o n s sont des
conséquences iden t iques des quatorze autres . On voi t alors, comme
dans le cas précédent , que les deux équa t ions aux dérivées par t i e l l es
ont en commun une f a m i l l e de surfaces dépendant d 'un paramètre.

3° Si les trois dernières sont des conséquences des autres , la f a m i l l e
des surfaces communes dépend de deux paramètres, et a ins i de su i te .

Nous appliquerons ces considérations à des surfaces très connues.
Le réc ip roquan t , appelé scfwarzien par M. Sylvester, est

d^z / d ^ \ 2
du3 3 ( ^i \-^ -..,. ̂ i ^ i ^

du \ 'du /

i l se transforme lorsque l'on y remplace // par x + iy et s par,r — /y
dans le premier membre de l 'équat ion différentiel le des cercles

^(î^y^-Syy^o.

En a p p l i q u a n t la méthode exposée pi us hau t , on t rouve, pourTéqua-
t ion aux dérivées pa r t i e l l e s des surfaces engendrées par un cercle dont .
le plan reste para l lè le au p lan des xz,

W ! ^o( i -+ '^o)-3^o^o^0.

'Considérons, avec cette équat ion, Inéquation aux dérivées par t ie l les
' des surfaces min ima.
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On formera les groupes su ivan ts :

(I)

(II)

(III:

^so^ i) — ^ii ^10^01 -""l- ^or^ -i^1 ^D ^:" °»

i ) — '-3l ^ai ^10 •^01 41"" •s; 12 ( I "1""1^ •^ i o ) >'^"" ^ ^10 ( s
S 3 o ( î '

^ (ï. 4- S^) — 2 ̂ iâ ^10 ^01 4- ^o's ( 1 "î""" ^ i u ) ""+" <BÎ ^oi ( ^ao ^nî """"""" î î i )

^3o ( î+5^ )—3sJy5 io :=o ;

s^(i+ ^ î i ) — ^3t^^);:;(n"+•• 5;^(ï4"" z ] ^ ) 4'» aSsy^n^- t 141-1 ^»^îi

— •^31 ( ̂ '^âo ^01 ~t"'1 •"^^l l ̂ iv.) ** "̂ ' ï ^iî ^au '^10 i"""^"" ^ ^•2<"i1 (,^ao ^o'i " "" ' 1 1^ î ï )

^31 ( 14- ̂  ï ) — 2 ̂ aa -^lo ^01 "+" ^i % (![ "+" s] o) """^ 2 ^âo '^tta ^u î "•""'1 i<s ^s î 5 i » ^oî
— ^ ̂ i a ̂ i î •5 lo ""1""" 2 ^o» ^ao1 51 oi"""^"" % 51 r( ^ay ^o's ""1"1"1111 s ï î .̂

^ -îââ ( l + -s ̂  î ) — 2 -3! s;s! o -îoi "+" "^o^ ( •î •"l"î">'' 5 î (» ) """+" 4 ^a l ̂ 0% ^i» l
—— -^12 ( 2 51() SÎQ<^ •+• U GH Syî ) -lli-'l" 1^ S y g ( .Si l 31^ "4"" 5g(-( 5^| )

-"h ^ ^ ( ( ^ ( î î a y ^ Q g •••—— 5^ ) ::11': 0,

•^^ o ( I ""l"'" ^ î o ) — A11 "^30 ^âo ^ï o "w' <î ^ a o ""1"':": r)tlff, ^ ^ ^ t? ^ft .
" 4^30""'îi') ^ ï o — ô ^a o '

' v '^âl ^\ ^31 ( I + z Ï o ) "+"" '̂  ^30 ^11 ^10 " ""si •u â( t1^ ï o "l""l"il"i ^ ̂ io ^ 1 1 "'"^^ n î

350(1, +^2i) — 2 ̂ ^ 5oi 4- ^nO 4" 5^,) 4" .54(j(4 Sa Sçi 4- 'Â^oaSii .û)
— s 31 ( 4 ̂  2 0 ^01 + 8 511 Z î o ) -+" 6 ̂  g g ̂ o 51 (, —•-" (.) ( .5 g i ) § 5 î Q

4" w ^;^o ̂ 20 5 oig ''"** ï 2 5^j 5jn ^^ç 4""" v •5 :(;% 3 ̂

(IV)
f. ( ^ \î w » 'î ^ / ^ 'ta...... ^^o( l4"^îo) 4 V ^îtO / -^30 ""'" j *•' "̂ ;H) i. ^îlO / •111-"""1"1 1<Ï»

^41 (l 0 ) "̂ " ^ -^4 Ô "^11 :î 10 """""" 4- ^ï î ^80 '3; 1 0

-—" 4 5;jo ^gj ^10 "~" f ^ - S ^ o .S^y ^ j ) • 1 1 1 ' 1 1 " 1 " 1 - C) S^^ 5 g,y .

^^^(^ 4~ -^10 ) 4- q-^31 ^ïi^io—G528 i ; : ;sî(»'sïo4••' ^ ^ao ^ns^ io " 1 - - 1 ' ^( ^%î Ï ^ ^ î »

'""î1" ^1 ^îîo ( ̂ ï l ) — ï2 ^^.1 '^au ^ï l '"""""" ^ ( ̂ ao î ^ ^î 's 1:1:1:1:: < > *

En mul t ip l iant les quatre équations ( I V ) » respectiverneril p»
, ( i 4~^ f J , 14-^^, û5<o , s^^ (^4-^^) , j ' é l i m i n e les dérivéeH c î î i "

quièmes, 'et'j'obtiens l 'équation

(a^ 1 ) — S^o^n^îô^o1 !— 4^u^oî^o(ï "4- ^?y)

+ 4^31 [(^0^01 -}- S^l l^îO1) (ï •+" ̂ o ) -+•" ^^Sf t^ ï l ^Oî ]

— ï a^^o^ioCi 4- ^ îo ) 4- 253o(.Sâo^%— ..5?,) ( 3 ^ î ç — ï )

4- rë ̂ J ̂ lo ( ̂ M ̂ M — ^11) == ô^

J'élimine z^ entre l'équation (24) et la premiferecbâ équations (III) .
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J'obtiens ainsi

(25) —8j4o^o^oi^u-4-- ^^oE^ao^loO 4- ̂ i) —^i i -So i ( ï 4- ^L)]
+ 4 ^31 [(^20 ^01 + ̂ 11 ^lO ) ( I -4- ̂  ,) ) — 4 %) :^y ^m ]

•4- 2 ^30 [ (^20^02—— ^î l ) ( ^ Ï O — — I ) •4- I2 ^20 ^lo(^U ^«1 + ̂ o^lt»).]

— Si.} .32i S^Q Z^Q ( ̂ 20 5oi "+- i.) .Su 5io )

-4- q0 ^12^20 ̂ l 0 '"̂ " • '1*^ ^ ^ Î O ^l» (-^^O "^S ~"" ls î 1 ) "''̂  < > '

La seconde et la troisième des équations (HI) soni inutiles, de
même que dans le quatrième groupe trois équations qui n'oril: pas
été écrites. Je porte dans l'équation (23) les valeurs de ^o et de .^jp
tirées des deux dernières équations (III), et celle de 5;^, tirée do (II),
eî', <^près de nombreuses réductions, j'obtiens une équation iden-
tique.

x, y et les dérivées partielles y, contenues dans les quatre ^roupns
d'équations, font en tout vingt-deux quanlilés; ces quatre groupes
présentent en tout seize équations, dont une est la conséquence des
autres. Donc les deux équations aux dérivées partielles ont, en com-
mun une famille de surfaces dépendant de cinq paramel.res, excès du
nombre vingt-deux, sur le nombre seize des équations, diminué d'une
unité, à cause de la seule relation identique, d augmenté d'une unité
parce qu'une surface est une multiplicité doublement infinie, lîl, en
efÏet, les surfaces cerclées de Riemann, dont les plans de sections
circulaires sont parallèles au plan des zx, dépendent de cinq para-
mètres.

IV.

Si Fon sait intégrer l'équation (2), on en tirera une valeur de z
contenant deux fonctions arbitraires. Pour déterminer ces deux fonc-
tions, de telle sorte que la surface passe par deux courbes données, on
est conduit à la recherche du problème suivant, :

Etant données deux équations aw deux ou (rois mrlahlf^, el rapré-
ventées en égalant à zéro de^ séries dont on admet la converwnw

(^6) o =; aw^ + a^y 4" ^001 ^ +• û^^M- a^^^ a^^ 4-1 ^011 y^ •4- a^^r^ •+. a^^ry 4-.

(^7) 1 o =: h^x + b^y + b^s •4" b^x^^' h^ j2 4- b,^^ b^ys -1^ h^;rz •^ h^^y -)-.,...
Ann. da i'Éc. Normale. 3" Serk, Ton'uî XUI. —' JAN'VH.JÎ IH(/). 4
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trouver la condition pour quelle!! représentent la 'me/ne relation entre ,:r,
y^ ^-

En considérant x, y, z comme des quan t i t é s i n f m i n u î n i polies du
premier ordre, il f a u t évidemment que les coefficients do a;, de y cl
de z soient proport ionnels .

D'après cette remarque, après avoir retranché de la seconde éq m)-
tion la première, mul t ip l iée par un fac teur convenable, on pourra la
réduire à commencer par des termes du second degré. Bornons"nous,
pour le moment, à deux variables. Nous aurons donc les deux équa-
tions

( 28 ) o -= a^ x 4- ^01 y -+- a^ ̂  4- a^xy 4- ci^ j8 4" a^ ̂  .4-...,
( 39) o = ^2o.,^t2-+" ^i i xy 4" ^o2,y2 "•+' b^^ 4".. » .

Le nombre des condit ions cherchées est i n f i n i ; e l les peuvent évi-
demment s'obtenir en exprimant que la seconde série, ordonnée par
rapport aux puissances croissantes de x et de jy est divis ible p a r l a
première. On voit ainsi que ces condit ions sont toutes l inéa i res par
rapport aux b; mais1 on les obt ien t ainsi sous des formes non symé-
triques et beaucoup trop compliquées,

Les premiers membres de ces équat ions sont des fonc t i ons l inéaires
et homogènes des b, et aussi des fonc t ions homogènes des a, mais non
linéaires. Convenons d'appeler poids d'un monôme par rapport aux
premiers ou aux seconds indices, la somme des premiers ou des
seconds indices dont" sont affectées les lettres qu ' i l renferme, mul t i -
pliées respectivement par les exposants de ces lettres. Le poids deg
monômes qui cons t i tuent le premier membre d 'une de ces équations
est 'constant , soit par rapport aux premiers, soit par rapport aux
secondsindices. Une de ces équations peut, par suite, ge mettre sous
la forme

( 30 ) ^hi^.. dy bh/e €1,, /, 0^, . . . O/ ^ :;::::•: 0,
^hh"-^

Le nombre des facteurs a est fixe et égal à n, et l'on a . ! 1 1 '! ' ! !

h 4- SI = r^ k 4•M• SJ =s 'n.
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Le nombre n prend les valeurs 2, 3, 4» • • " • On peut employer plu-
sieurs procédés pour calculer les coefficients :

i° Méthode des coefficients indéterminés. — L'équation (3o) doit être
vérifiée lorsque la série (29) est égale au produit de la série (28) par
.ry. Alors b^^a^r^s- E" écrivant que (3o) devient alors une iden-
tité, on obtient un certain nombre de relations entre les 'X qui permet-
tent de former l 'équation.

2° Si le second membre de (29) est divisible par le second membre
de (28), on a, en désignant par

( 3 i ) Cio.y -+- Coi.r + ^o.r2-^ Cn.ry 4- ^oaj2"!-- . . .»

le quo t i en t de (29) par (28), et en désignant par A,/,(;r, j), .î^(^ y),
C,,(^,y) respectivement l'ensemble des termes de degré n dans (28),
(29) et (3i), l ' identité

(82) B,,(^j)-Ai(^y)C^.ï(.r,y)
— As 01,7) C/^a (.r, y ) —. . . — A/^i (./•:•, y) Ci (.'r, j) •:::•• o.

Les conditions cherchées résultent de l ' é l imina t ion des coeffi-
cients c. Nous considérerons les valeurs que prennent les polynômes
A^, B^, C^ et leurs dérivées partielles, quand on. y remplace respecti-
vement x et y par a^ et par — a^, et nous aurons pour ces valeurs
spéciales

( 33) B/, — AgC/^s— A;jC,^3 - — . . . — A/^i Ci =:" o.

En différentiant (32) par rapport à x et à y 9 il vient, en changeant n
en n — i,

(34)

<}.B^ ()Ai ., . ^C//,-..2 ^Aa ., . ^C/<...;î _ .
———_———— .—— _——V-il/j i—, <>—— A.1 ,———— —"" "";,"'' V ^ ^ — ' { • " / ^ . y " " ' " " , • " " 1 " . - .-.-.,.,. Oy

ÔX ()X " ÛX ()X ÛX

ÔRn à Ai p . ^C/,,^ <)A^/., ^ i <^--»
»»^.»... ««,—, ^«._—„ V^»ï.>».t> " ,/»] " " - ^ — — — ~ •—«— «»,1—— |ĵ ,.,,.,.̂  •-•••"-• /T^'^ ' " " - ,-—-—•" »•—•"" ,, , ^ .„.„.„.,,,, (J,

dy ^/ ^ " 1 <)y <)y à y

En remplaçant x ^ t y par les valeurs spéciales, A,, s 'annule; on a
d'ailleurs l ' identi té

_ i /^Ai ^As ^Ai ^A%'\2= s \<)y zî """ 'î " '^y
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et, l'on obt ient a insi , pour les valeurs spéciales, l ' équat ion

(V,\ n ^ ï ̂  ^B//^ ï ùi^ (m^ i /.(o,) B,+ ^ ̂  ̂ .̂ ̂  ^ ^. ,..̂ ,,, _ ̂ ^^

^ . <Ma ô(\n^ ^Ag r}(';,,,,.;j- , , ...̂  ...,̂ ... ,..(,„ ^^ ̂  .,,,..,̂ .̂,.. ,,̂ , ^ ^ ^ , . _

oii les polynômes C^, C^^ sont é l iminés ; on aura de même

^r
^B,,^ ^A.i ^C/,
"(J.̂ " '""""" ''î 'J7 """'5j

^3//^â _ ^A, f)(^, _
/^1 (̂  r J.-i" r) )''

/^'B//,....., _ ()\, <){\,,.,
\ '̂ Tl"" ' 'W '~Jy''

^.l ^'i:^ ._ 4 ^ .̂.̂
^ ^.^1 1 1 '1 """"" f 1 ^^•^y
, ^ l̂̂  _4 1 i ^^g ' « * 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1 <>•

.En donnant à ̂ c t j les valeurs spéciales, et en u t i l i s an t les idcmiilés

\ .,..,„...„. r / '^Ai <)\., ()AI <)A^,,,,,, ^ ,̂,.̂ .̂.. ,.̂ »,., ̂ ^ .̂ .̂

^ „, i l / ' . ^^Ai, ^A. <M,\ ^A ^•M21!^;'.J'A^^
L ^j3^/ '" 3 ( V ï àx<)y ^ 1ÎJ ^ ) y ) ~'^

A. ̂  ~ 1 ( [A. ̂ Al ..ï,..., ̂ M2') ^A. /, ^^A, <;A, <A,\ ,;A, /1 " ̂  '"'3 i L " ̂  E l ^'J J ̂  ~ (A2 ̂ 11^ l l i - 1 1 1 ^ J7 • ^ i -•'^-^-^t

vient

(3;) B,,+ ^ ̂  ̂ =1 ^ 1 ̂  ̂ ^-i . ï àB^., dA, i ̂ B,̂  /;A,
a ^ ^ a <;,r Oy ^^^.^—g-..^ .̂,

• l'A^^+f^îYI^0''".6 L ^ \ à y ) | "(teï""
l l A U J ^-1- /T 1 | A a —r"1-.,-

- a (^A ^Aî. -4- <)AÎ rfAt^ f-B"-î
\ <).s i)y <).» ôy ) ()'x~S'y

+fA^-^-fdAîY^^B"^\ à^ \()x ) J ày*
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Les équations (33), (33) et (37) donnent pour n == 2, 3, 4 1^ trois
premières conditions

(38) a^os— ^10^01 ^11 + ^li b^-=:o,

(3()) a-^bo^— ^ 0 ^ 0 1 ^ 1 2 + ^ 1 0 ^ 1 ^21-- ^ 1 ^ 3 0

—+- b^ ( 2 ^10 ̂ oi ^02—- a\ 0 ^ 1 1 )

—h ^nC^L^so—^îo^â ) •+• ^o2 ( ^ î o^n— a ^10^01 ^so) == O.

(4o) ^ îo^o^ -— ^îo^oi^ ia^ a^a^b^— ^lo^Si^:}!^ ^ î i ^o
—4- • iû î ^o a l l ^03—— 3 a îo^01^20^03 ? - i • û r ?0 a 0 l^ l l ^ lâ

— a^a^b^~h ^ct^a^a^b^— {a^ci^ a^ b^

—- a\Q 020 ̂ i •4- a a?^ aoi aoa b^ + j-ag i ̂ n b^

—3a^a^ aoâ ^30 + i- ̂ Ïo ^î i ^02 4- ^î o ̂ iâ ^02
— ^ îo ^oi^âi ^os>.— ^10 ̂ oi ^20 ^11 ^02 •4" ^ î o ^ o â ^ â o ^ o â
+ 3 010^^ i ^80 ^oa "•(- ^ ÎO ̂ ^) ^02 —— •i ̂ î o ^02 ̂ tl ^ 1 1

—a^a^b^—^a^a^ a^ b^'— a^a^bti 4-i-^i^i b^

4-" 0^ i Ct.^ ^20 —— ^19 ̂ î 1 a\ 2 ^â0 ""- ^10 ^01 al 1 ̂ 0^ ^SîO

-h a^aaoaoa^âo-i- 20^ <%oi ao^o-^- a? (, a^ ^^,"rr: o ( l).

3° La série de Lagrange, de laquelle on déduit i m m é d i a t e m e n t la
série de Bunnan, permettant de développer une fonct ion su ivan t les
puissances d 'une autre fonc t ion , a été généralisée par Laplace aux
fonctions de deux variables (2). Cette dernière série permet de trouver
les conditions pour qu\me équation

(4Q , F(^j)=o

entraîne une autre équation

(4^) G(.^y)=o.

Si l'on pose, en effet,
,^=.^+?i 9(.y,j),
y=::yo-h^^(.y,y),

(1) Ces équations ont été ealcaléeB par runo ol par l'autre des deux méthodes précé-
dentes.

( 2 ) Totr le Calcul différentiel de Bertrand, p. 899»
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la série de Laplace donne le moyen de développer une fonct ion donnée?
de x et dey suivant les puissances croissantes de À et de a et leurs
produits. Pour développer cette fonct ion par rapport aux puissances
de deux autres fonctions ^(^\j) et ^(^y)» ^ "w^it de prendre

-t^-^Ï +(-;'•) ;p:y'y

Pour notre objet, il suffira de prendre pour la fonction TS la var iable x
elle-même, pour la fonction ^ la fonction T ( ^ , y ) , et pour la fonc t ion i
donnée de oo et de y la fonct ion G. G doi t être nu l quand F Fesl aussi ;
par suite, les coefficients des puissances de x dans le développement
devront tous être nuls. On obtient ainsi les conditions cherchées

Revenons maintenant au cas de trois variables. On pourra, en pro-
cédant comme tout à Plieure, faire disparaî t re les termes du premier
degré de l 'équation (27).

On peut alors raisonner de la manière suivante. Les équa t ions (^,(,5)
et (27) représentent chacune ime surface en regardant .r,j, z wmnw
les coordonnées .d'un point. Il faut que ces deux surfaces aient une
multiplicité doublement infinie commune. Donc, si on les coupe par
un plan

s :::-::.• p ^ ^ q y ,

il faut que les deux courbes d ' intersection obtenues a i en t une courbe
commune.

Pour exprimer cela, après avoir subs t i tué z dans (26; et ('^7),
nous appliquerons les conditions trouvées pour deux variablen, qui

'devront avoir lieu quels que soient^ et y; l 'équat ion (38) demie 'wm
trois équations distinctes

(43)
^ l o o ^oao"-" ^ U H t ^ o j o ^ H ( » 4 - ^Ji ̂ 6^:== Qy
a 0 1 0 ^(W ""••"- ̂  1 0 a^ \ ^01 î •+ ̂  o t ^(W» '=:- ̂

a o o l ^âoo1— ^oo i ̂  î (H) &î (H 4- 'al Q ̂  A^ ::::; cy î

à l 'équation (39) correspondent, pour le cas de trois variables, quatre
équations distinctes; à l'équation1 (4o), cinq équations distinctes, et
ainsi de suite.
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V.

Proposons, comme première appl icat ion de ces formules, de trouver
la surface minima qui passe par les deux positions voisines de la
courbe (i), en partant des formules usuelles

' x::=:.^ •+- •Î, j \ } ~ (^) J(//.) du + -} f(î — u\ ) S^u, ) du,,

(4.4) r := -n "h ̂ f(i -+- u ï ) ^ u ) du - ̂ /"(i .4- u.\ ) ̂  {u, ) du,,

•= Ç -h / ̂  ^ ( u ) du 4- / 'u i î ( u i ) A/1.

Les fonctions rf et J\ devront être considérées comme dépendant
de AÎL D'après la théorie des surfaces m i n i m a , les quan t i t é s u et u^
définissent la d i rect ion de la normale à la surface» Nous devrons sup-
poser que les intégrales sont prises à partir de certaines valeurs fixes
de u et de u^ Le point correspondant de la, surface m i n i m a ne sera,
pour une valeur que lconque de AÀ, en général, ni sur l ' u r i e ni sur
l'autre des deux posi t ions de la courbe. Les q u a n t i t é s Ï;, T], t sont des
fonctions de \ seulement . Si l'on dés igne par u -h Au, 'u^+âu^ les
valeurs des deux paramètres u et u^ qui correspondent à un poin t de
la surface min ima, les équat ions (4 ' r ) permet t ront de déve loppera ,
j, s par rapport aux puissances croissantes de A^, Aa< , A7i et leurs pro-
duits .

Considérons la courbe C; on développera, d'après les équat ions (n),
Lx e tAy par rapport aux puissances de A,s en laissant "X fixe, et l'on y
substi tuera les valeurs de Aa?, Ay, as déduites des séries précédentes.
On obt iendra i t a insi deux équations à trois variables au, àu^, AÀ, et
l'on devra expr imer que l ' une d'elles est une conséquence de l 'autre .

Venons à la courbe (Y : on devra donner dans les équa t ions C i ) , au
paramètre À, la valeur A4-AX et développer A^- et Ay, par rapport à
âz et AÀ, et enfin subst i tuer les valeurs de A-r, Ay, As tirées de (4 l ) .
Les doux équations finalement obtenues devront exprimer la même
relation entre au, A^ et AÀ.

Il est clair que les deux équat ions relatives à la courbe C peuvent se
déduire des deux équat ions relatives à (7 en suppr imant dans ces der"
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nières les termes provenant de ce qu 'une var ia t ion a été a l t r ihuée a A
dans (i).

Je me borne donc à écrire une des équations relatives à la courbe (;\
celle qui, est fournie par la première des équat ions ( r ) ; l 'équat ion ana-
logue fournie par la seconde de ces deux équat ions s'en d é d u i t aisé-
ment

r ^ ( i .̂ / / % ) ^r r^ (i « ^a ) ^r'1 ,/ , ; )) o= | _..̂ ——^ « //,j „ A« 4" -^^^^^^ — / /p^i -,^. | A / / ïF-KI—//') ^n r^(ï« ̂ ) „,
|—T—~^ )1^JA/ /411;~^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

• /(f^ <).r r/Ç ^.r'N .,,4- ̂  _ ,̂  ̂  _ ^^AA

r J/( I -̂ , / /2 ) ,__ y; ̂  ̂ ? ^2 ̂  ^3 ̂ â ^ .̂ ^ ̂  ,.),., ̂  'j ^

|̂  4 ^•;;3'"î ^ ^5 a

^(i_-^î) — ^/ / i^ i ^^.r //^f^ (),r it^\ ..4-Jj1"-.,,,.̂ ^̂ ^t - l \ ' " 1 ! / " " • t ' - l '/ • ' 1 ^ ̂ '\ »"<• ' ^ l ^ î T 1 1 ' " J A ^141" ——•••-1^^^^^^^^^ - ̂ î -7r ^ •^ -1-11-'"1111— 1 ^<
// // 1 rî'r'Ï , A// A/ /1—^ fn/^^i A / / A / / i

/i,..,. ^a jj j^. ̂  ^3^, ̂  ^ ^.^. ,
+ ̂ -^ ^ ̂  /, ̂  ,̂ ̂  ̂  ,̂ .̂  ^^ ....̂  ^1 ̂ ,̂ J A^ ̂ ,

/ i--/^ ^fi .̂r ̂  ^ <^.r ̂  ^ï,,. \
+ (-^- ̂  ̂  n, ̂  ̂  .̂  .,,, ̂  ̂  ̂  ̂  :^ ̂ ^ A., ^Â

fi ̂  J ^y ^? ^ ^W<V ^".r //; î ^ " ^ r 1 1 1^ ^^ .„„„„. ^ ,,̂ .̂ ̂  .,, ^ ,̂ ̂ ^^ „,,. ̂ ^^ ̂  _ ^ ̂  ^^

^ [ r ( î ~" ^^ """" •/I ^;r/1"11"" t^ ()<r ^•TI<-IIIÎII•1•• ^^ /

|, t'.î >" " " 1 " " 1 ' 1 ' 1 " " " 1 1 1 1 1 ' 1 ' " 1 ' " •1""""'" ^^" • • • - 1 1 1 1 1 • • - 1 - " 1 • 1 1 : • 1 1 • • ^ 1 - • 1 • - 1 • " • " • 1 • 1 • • 1 • • 1 - "

à^r ^ ny 4- ;f1 ^*\r1 / / t s j î l 5 1 1 î
^-//•>--T"-"••1:^T'

/' <y,t: • //.ri-.T ^^.r w2 / / , j«^ \
- ' -(-^^^-T----^» —â—)A,,^//.

-J-^^^:t..^
\ "s" a (/s'1 '-s /

-i- fSilr̂ 'lI-rA"1':̂ ^^ _ ̂  ̂  + " '̂iL la - • •—• — .ĵ  -^

.̂ï ^ «,rf,-l-^ ^.T M^ft-j^«^. ———^——— „ ̂  ...̂ ,..îJ A^•.y ^ «i^-i-yi à'v «fJ •
^«^.——^——_^,...^,..î A^f
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dS' dS[ dS' dS
{l~~~u ^^^"dt î àx (^———^——— - î ^ V1. . . | {l~~~u )^"^2^ i àx ( à^ âP

(40) 4 '—————4—————""Î^V'^I h^( su i t e ]

^2^/ —^ ^r-i-^ ̂
^ J^ V " ̂  + ——a—— û0a <a.À/

r}3^ ^2^2 ̂  _6^ //^+.f .̂r ^2
,̂ —^. ̂  ^ ̂  . ^ _ ̂ .^ ^^. ^

àf, àS[, ^^ AJ
^^^r"-3^ r ^ / ^ ^^— — — ^ _ ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ . ^^(i - ̂

i | _____ ___ "" ^ _________ '̂ . ,L—». ( //«.̂  . ————————.—— -. ... —- „ ^-^ , ^

A^ A/.

9^X ( ,̂, Ki^+rf, rfÇ\,̂- ^/-, ̂  + -—^— ̂
(>».•» M \f\ dî, Ô1 £C M,,t,-t-,'f, ^>,y M^

"i •t —"— '""pr '~r̂ "n "————— —" ^—-^ ——— A/ / î 3/.
<;»5••• 2 (/À ()3^ a ^Ï^--^~J"«1

-:̂ i ^*.r j f)f
as1 uul ~àT. ~ "à^ " l t l " 1 31

? (^.v ^àS, 0*0; ^ W
\~ ~à^ uul ~àT. ~ "à^ " l t l " 1 31

(^.V ^^, 0*0; . <)J'
Ut/.l-T .,..0!'

-^-^.Ê-^-^:]^^".^

r1'"^2 ys ï ()x ()ïs^ ̂ ,̂  ^ ^ _. ^ ̂ ,,^^
6)2 ̂  / //, ̂  ^2 Ç .̂f cÏ^ \ i ^3 ̂  . / d^ \li^ ̂  ̂  ̂  ̂  u^ ^^ ^ ̂  ̂  ,, .J ̂ jj

à^x àS â^v ^dÇ ffl^ u.t"\u ̂ ^ ^ ̂  ̂ ^ ̂ ^ ̂  _ ̂ ^ ,̂  ( ̂  ̂

^ ÏLZL^l à^ _ T àx. ^^1
L 4 dp 2 ^^ ^1 JÀr

(yx (11^, d^ ^ ^\ i y^ ^ fdçy^ ̂ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  _ ^ .̂  ,̂  ̂  ̂ ^
<?^ î .̂r ^ ^/Ç rf^.y r/,^' . ,^ „, ̂ ^ ̂  ̂  ̂ ^ ̂ ,^ ̂  .,. ̂ ^ .j^ ^ ̂

ÏL €^ T ôx d^ î (y<x d^ dï^j^ ̂  .,_ ^ .̂. ^^ _ ^ ̂ . ̂  ̂ ,

•r ()3^ /^ÏY_ î ^^^ ^Ç^ ^,^,^i ^ ̂ .̂  ̂

^ •ï ^<y ^-. î ô^ f^Y î ^^1 A-- ^ ̂ ^ ̂  ^ ̂ ^^ ̂ ^ _ ^ ̂ ,j ^^. ^^

^^/n. <f6' l'Éc. Normale. 3^ Série. Tome XI1L JA-NVIRB 1896- 5
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Nous avons déjà vu que, dans les deux équa t ions re la t ives h la
courbe C et dans les deux équa t ions relatives à la courbe ( I respective-
ment, les termes du premier degré doivent être proport ionnels . On en
dédui t les équations

ï — ir — 2 ii •ô^'

(46)
Ï-" U i — — 2 U i .

^r (i'c, ^' ^
"(Th " 1 ' 1 1 1 ' 1 " : '<h '(fh

à yi{i+ i^) — 2u-^ ./ .. ÙY 1 1 ' 1 1 dfï i.h' //;
!^ l +^ )"a^^ rû " • 1 1 - 1 - 1 J^Û

ôy
<}/."

En combinant ces rapports, on obt ient les équat ions

(47)

(48)

( 4 9 )

àx .ûvuu^ — j^ ( u + ̂  ) 411' i ^ ( u - u ^ ) :•:.: o,

/ , ̂ ' ,<}r, ,(u^(.^)^ ^t.^.(u^ / / O ^ . o »

^ ^ .̂( i — ^ ^ i ) ̂ ^^( , .4 , , ,^)+,^(^^

Les deux premières exp r imen t que, p o u r A À ̂  o, le plan tan^e î i t îi
la surface min ima et le plan tangent à la su r face S sont les mêmeg; la
troisième, que la tangente à la courbe décri te par le point (^ y^ Ç)
lorsque AX varie, est située dans ce p lan tancent.

D'après la règle générale, il f a u t ma in tenan t , entre l ' équa t ion f;^)
et l 'équation analogue rela t ive à l 'axe des y, é l i m i n e r les termeîuhi
premier degré; nous avons ainsi

4.

U(î — U U ] ) ^ '

r^' , . .à y
"L^ (^+^1) -^^ (^-^)

^1^^

r^.J' , f}y~\^ («-t..«,)-<^ («-«,)

r^.-p, , .d'y/ ;
- j ,̂ (M -1- Ui) ~ ( ̂  (« - Mi)

'(^.f . ( ) • ' • • y ,^^, (^4. / / . ) . . - -<-^(«. . . - / / , )

' l ) 1 , / ' , /)'' y
^î("-t- / / , )-(^- ( / / - « , )

^ //»•:?*

^

^ : F '1 4 1"^1 / A t.̂̂ ...... ...„,..„„.„.„. 4^1t
//f,^

";î,;::.:î.j.,

ua^^ À^Â// i
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( / ,àî F ̂  . , . à y . .1 à.i+^(i._^,)^ _^ ^ (^^)^ ^ (^^)J à̂S
JI

( u 4- ^i ) — i j-^ ( u -- //i ) // J ̂

. ^h-
' 6b

/ ̂
^^r ^L ^

r à ï x f \ ' QÏY ( \" - \ ^ A-i^ ̂ ^^ ( „ + ̂  ) ̂  , ̂  ( ,,̂  ̂  )^ ,̂ j A// AÀ

4- -, / ^ ( l — ^^/i) ^
^À

^.y / . . àv , '\ û^\^ { u ^ u ^ — c ^ ( u ^ u , ) \ u ^ j ^

. ()\y
û^̂  ( u -h u^ ) - • i ^ (^— ( f î ) \ { f i ^ \ -^

0).

^ <K
[ ùl

" Ô2 T f'P Y > )

^ï3ï.("+"•)~'()sdî.("-"') "'!i' A"•A '•

-S ;[Si ("-".>-• Ê2 ("-".']

-îfë"'-^-^ ("-.']^

-ï:S<—.'-^ (-".'] 01:
' ^,1- . ^r , ~\ <K
^u+l^-tàT<n^''-lll)\7fk

<^^
i î'^.r rf2-)- "l^l^î-("+«.)-'• ^ (M -«^) I ! A?.2-+-....

On peut simplifier à l'aide de l 'équation (47), et l'on a

) 0=- ^^-(S'A^-^A^)

^- ( K + Ki ) — <• ̂  ( « — «, ) ^ 3? A« -i- lit ̂ i A«i -t- rtç A/, '
i_ r^2x

~>. ^Js

[ y.x

d'C. ,.

i ) — i -^-ĵ  ( " --- «i ) ( M^ Au -+- «i ,'F'i A«i •i- '-ï A/") A/•àT^ («+"0-<-^("-«,)

i 'dl'E. ^•/•j r/2? l
^ ^ ( « + «> ) - i ^ ( « - «,)-(.- ««, ) ̂  [

ï ""'^îs.^ y^^y "" j_ ^ .̂̂  (,, 4. «, ) ,„ <• ..^ («„«.) j A-/,' .4-., ..
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Introduisons les abréviations suivantes :
ï — u^ A,y i — if2 (),r
——— ^ { t , . .„.». :=^ ..-..._.. , * ..̂  // ,-..^ ,,:;: p

2 <75 1 2 .̂.S *

<)2.^/ , . (Pr / , ,,^ ( ̂  + (^ ) .̂. ^ ^ ( ̂  »„ ̂  ),,:,;:: g ï,

r)2,^ , , . à^y , , „.^^(^^)»^^(^«^)^K,

r)^, ! , . rPy / , ..̂ (a -4-^)-, ^ ( a - ^ , ) = L ,

^L , .^TÎ , ,rfS; ^^(^^)^,^^(,^^,)^,^

H, K, L sont les coefficients de l 'équation des lignes asymplolHjiu^ dr
la surface 2. Appliquons à la courbe C les équat ior ï8(43)* l/urie d<1 ^^
équations revient à remplacer, dans les ((innés du second dr^ré de (51 ),
A^, A^^ AÀ par les quantités proport ionnel les su ivan tes

A^ ; A^i ; AX ;:';":ï p^ ; —•1 [ï ; o,
ce qui donne
(5.) 1 p^-^^ + liiir̂ li?.,̂  ,,,„ ̂

Les deux autres équatio-ns s'obtiennent eu remplaçant A^, A^, AA (^n*
les quant i tés proportionnelles

A.̂ ,,:̂ g- :̂,,:-.-,,,

A,,:A,,,:A,...,,;|-^:;j:_,,,,,

et, après avoir éliminé X et utilisé l'équation (4<)), on a

àx (h\ i}y f'K
(53) ^?_.5 '̂....., f'>'ï ^À ...... llp.p.i(t—////i)J^i

ai < [ ̂ î^1 •~ i1* ̂  41- H ̂ - "' - ̂  " ) ( " - "• )•wi 1L* , ..«1 j

On reconnaît que l'une des équation^ provenant de la eongidéralkni
de la courbe C, ïentre dans'celles que nous 'vemma de trouver. Leg
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deux autres correspondent aux deux dernières, relatives à la courbe C,
en retranchant les équations correspondantes, membre à membre, on
élimine Z, et l'on a

(54) (^-I)|(I+^J(^)V^[II^(^)2+2K^^+L^]

, fax à'n à Y à'i\ F/ N à.v ^f^ ^ à'r , ,/ \+^(.-«,)^^-^^[(.+^,)^.+^H^-^+K/.<^

d'C " f à-K ^
•+• 2 a — rf ( u u i — r ) 11 u -- + K [J-

Cti\, \. C/A /

et une équation analogue, obtenue en changeant u en u^ .fen ^ i , (x
en (x^ . Je forme une combinaison de ces équat ions homogènes par rap-
port à ̂  et ̂  ̂  - ̂  ^J, et f é l imine ̂ ), ^(^) entre l 'équation
formée ainsi, et les équations (5î?) et (53). Après un calcul, qui n 'offro
pas d'autres difficultés que sa longueur, on obtient, en i n t r o d u i s a n t ;
les coefficients E, F, G de l 'élément linéaire de la surface S, et en
posant

<)x . f o x àrï ày f)'E,\
^(UU,-l)^ ^~ ̂  ^J

cr =,
(^^

(55) ^•c^2H(KE-Fïï)
4- 2cr[K(KE - FtÏ) •4" tÏ(LE - II(ï1)] - /K(LE - HG) - CL

Cette équation se décompose en deux autres

2 ia{KE - FIï) -h LE - HG == o,
o.n-^K==o.

La première de ces équations offre une rclaiion évidente avec les
lignes de courbure de la surface 2, et la seconde avec les lignes asym-
ptotiques.

La considération d/exemples par t icul iers , tels que celui d ^ u n cercle
dont le plan reste perpendiculaire à une droite fixe, et dont le centre
décrit cette droite, f a i t voir que la seconde équat ion est, la vér i table
solution. Interprétée géométr iquement , elle montre que le po in t
(^, Y], Ç), où la normale a une direction déterminée, se déplace
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lorsque AÀ varie suivant une d i rec t ion conjuguée de la tangente à la
courbe C.

VI.

Les formules d ' é l imiu î i l i on du § I V peuven t aussi être a p p l i q u é e s h
un problème du mémo genre que. le précédent . ( 1 ) .

Par un point donné P passent deux courbes G et (Y. On propose d < *
déterminer une surface satisfaisant à une équa t ion a u x dérivées par-
tielles, également donnée, passant par ces deux courber Nous ne t ra i -
terons que le cas où, l 'équation aux dérivées partielles donnée est cel le
des surfaces min ima ; nous supposerons que les deux courbes Cet (7 si*
coupent à angle droit et sont contenues respect ivement dans les p lans
menés par les tangentes à ces courbes, perpendicula i rement au p l a n
déterminé par ces deux tangentes.

La courbe G peut être représentée par deux é q u a t i o n s

y^o, z::-::f(^1).

Nous désignerons par s^ la dérivée d'ordre n de» f(^), de sorle q u i *
l'on a

^fi »w ^ ( / a î
( ̂ 6 ) y := o, ^ = 1- ̂  4- "L- ̂  4,.. . , ,.4.,, IL:, ̂ n ,,,, ,

^ ^ ! ! ni

La courbe (7 peut être représentée par les équat ions

-y^o, 5 ::::::: ^ ( r ) .

Soit ̂ w la dérivée d'ordre n de ^fr),
yw yw ^ ^ i t ]

(^7 ) , 'V •= 0, ^ ;••= 1> y8 4- ^r y" -4 1 1 " 1 . . . -}- ''—— r» -h . . .'.>, • o '•• /^ j - 1 1

D^près les formules de M. Weierstrass-pour les surfaces m i n i m a ,

( 1 ) Comparer BtÀNau, 2/ Metodo di ÏUeîmnn Wcîw alla mtcgmumftî.^ ( nn-îdinwft
délia Âccadcrruadei Uncd, i8<)5); un Mômoire de M. Picard, Sur les npppwmntwm w^
ce.mw (fournal de ./îe^ 1^0), ôt surlOtU mQ Noio du même mUour <i»ns î^ ^^/^
de la Société mathém^lqw de Fmnce, t%^ Lô présent Mômoire à été déposé à î« f^
wtiQîiÛQS À wale^ de l'École Normale m ̂ m 1^. :' . 1 1
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en partant des valeurs init iales zéro a t t r ibuées à u et à ^ i , on a

.v= ^ V ̂  [.f(^-i) ̂  ( n — i> ) ( ̂  .-. i )J(^-3)j

-^2 ̂  ̂ /"1 ) -( n ~2 ) ( n - ' ) ̂ ""^?

y = ^ y un- [^(^-i) + ( /^ — a ) (/î — i );f(^3)]
.5! .̂ ••n™ /t. *

- \ 2 ̂  [J^"1 ) + ( //- ̂ 3 ) ( n •"I ^ ̂ "^7

~ 'V -.///t ̂ ""iL Y „ ̂ 'ï^^1""12^
" "~"jL ̂ •-̂ :"̂  ^^ ̂ -^~^y^.

On porte, dans les équations (56), les valeurs de oc, dey et de ;s. On
obtient ainsi deux équat ions en u et en ^,, d o n t l 'une devra être une
conséquence de l'autre. La seconde des équat ions (."56) devien t

(T -// \ -// , /if ^// \ /'TÎ7 „/// ,V
o-. .. ^ - ̂ ^ - ̂  ̂ ^ ̂  ̂  „ ̂  .„, ,̂  .... „,,....... ̂  ̂ ^

(-W , ^// \ / »flf ^ff \,̂ y^ y^) - ̂  ̂  -,- ̂  ̂ ^
/1' ^{ ^i \

,,;î { ^ \ ^ qfa ^ q? ^'^VT ~^i—g^i

[•^ ^(4.) ,//' ^// „// ""ï

+ H4 ^ - 584 §w - k ̂ '- ̂  ̂ 'f- ̂  - ̂  ̂

[ -^(4} ^11 ^ 1 1 "•'(- ,3«. ̂  p^ y^ ̂  (F-^)^

( ' -(4) ^.in • „///• ^ii \
- "2 «? ^- ̂ ^ + ̂  ̂ /^ + ̂  ̂ ^ + ̂  -T'^)

r ^ . r45 „/// ^// -ï

- " "? [^ '̂  + T6 w' -t- ̂ (^ - 2 •1?t )^ |
r'y/ ^•''45 r»w »// ^//

'^^ï-iN^^'i.^^-î^^ï"
En appliquant aux équations (56) les formules (38), (Se)), (4o),

on obtient, après un calcul facile et qui d 'ail leurs présente de grandes
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simplifications,
ï . î ^ .// y , ^ .„, ./.^ + ̂  ,..„.. . , ^ -s- ̂  •..;,- " . .

r^if ^ " "ra f 'a / » ï \
:L .+. il ..... 3 t.... . . ^ î - _. H \ -.. < } -(^'^ • ^î p ""' ^î ' "u18"^ ' ^V l l l l" l l l l l l" i" l l l l l l" ' '1

Le système des équations (5y) donne égalemoiEil

l.,.± -. ^ 1 ^ ^ ...̂  y^
S ' ^ " ' ? 1 Ja"""^ - 1 1 1 1 - 1 ^ .

^î^iI+i^+^S.,,,,,..,,^ V .̂. m.
^ ^î ^ <-?f 1 \^J, I T ^/ 1 1 ' 1 1 " 1 " 1 1 1 1 1 " ^ *

On voit que, pour que le problème soit possible, i l unit <JIH* .ŝ s; .—^\
S et ̂  ne sont alors complètement déterminé» que par lea dérivées ((119-
trièmes. On à

r 5W.4,.- Ç^)
^^ :̂  ••-•-y^^-,"1-- -

La grande élégance dos formula précédentes montre qu ' i l n 'éUMl
pas sans intérêt de chercher les dérivées les plus simples de* ;fat di» .^,
quoique la loi générale en soit assez di f f ic i le à découvrir*

On parvient aussi à des formules cur icunf ig , en ehereinint la mir^w
mmima qui passe par deux cercles, lan^ents au phn den ^ y ; By mé-
triques par rapport au plan de?, xs, dont les tangenteg font w^V^
des x l'angle 0, et les axes avec l 'axe des s l 'angle ^ NOUH ^ppos^
rons leur rayon égal à l ^ u n i t é . A cause de la syméirie, (a fonc t ion ̂ ( n )
devient une fonction réelle de u; et l'on trouve <!:1 "

^ = ̂  = -» lE0^.^^, ^̂ ......, .?/ ,.„„„.„. ^ '^^^ a ̂  SÏH 4 ^ cas Q)
^^ " ~'"1 rl; î "1'1"" '"1"""11' 'l"l"ll'lll'''ll"ICOH'3'l&lhli^lsll91;l'lll'':ll'':'lllll"l''ll '.

'tes points de vue, exposés dans ce Mémoire, peiivc»rît proJ^l^rmmi
con^bueràla résolution d-un grand nombre do proj1)!^1^^ conrn^

llma^ pellveiït aussi êire ^origirH:î ^ questions nouvelle^ et per.
m^e d introduire de nouvelles défînitions géométrique/gur le^
qn^les je me propose dû revenir dans un travail plus développé.

/.",^/ K../y, -^
i^ %̂.


