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SUR DES

FONCTIONS D'UN POINT ANALYTIQUE
A MULTIPLICATEURS EXPONENTIGLS

ovu

A PERIODES RATIONNELLES,

Psr M. E. LACOUR,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES $PECGIALES AU LYGEE SAINT-LOUIS.

INTRODUCTION.

Alatin d’un Mémoive Sur les fonctions doublement périodiques de iroi-
sieme espece (V), M. Appell étudie des fonctions d’un point analytique
analogues aux fonctions doublement périodiques de troisieme espéce.
Ces nouvelles fonctions se comportent comme les puissances de la
fonction ©[w?(2,y)], que I'on obtient en prenant une fonction 4 p
variables et en y remplacant les variables par les intégrales abéliennes
normales de premibre espéce correspondant a une courbe algébrique
de genre p. Silon considere la surface de Riemann rendue simple-
ment connexe Ry, les fonctions introduites par M. Appell admettent
le long de chacune des p coupures b un multiplicateur de la forme

e muli) (., 3‘)’ o v b

m désignant un nombre entier et «(x, y) lintégrale normale de ‘
premitre espece correspondant & la coupure traversée. ' nY

(V) dundles de U'Ecole Normale, 3° séric, . I; mai 1884.
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Dans la premiere Partie de ce travail, j’étudie des fonctions dont la
définition comprend la précédente comme cas particulier, en suppo-
sant qu'ad chacune des 2 p coupures correspond un multiplicateur
exponentiel et que 'exposant, au lieu de contenir une seule intégrale
de premitre espece, est une fonction linéaire des p intégrales de pre-
miere espece.

Les coefficients de ces fonctions linéaires ne peuvent étre pris
arbitrairement; si I'on a ramené & I'unité les multiplicateurs corres-
pondant aux coupures &, ce qui est toujours possible, on trouve comme
condition nécessaire que, dans chacune des p fonctions linéaires res-
tantes, I'un des coclficients doit étre un nombre entier. Ce sont ces
nombres entiers qui interviennent quand on cherche I'exces du nombre
des zéros sur le nombre des poles, en supposant que la fonction n’ad-
met sur la surface R, d’autres points singuliers que des poles.

En appliquant la méthode dont Riemann s’est servi pour obtenir la
relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes de premiere
esptce, on peut voir comment la fonction étudiée se comporte vis-i-vis
des intégrales abéliennes attachées & la méme surface. On obtient ainsi
des propositions qui relient les uns aux autres les théorémes d’Abel
sur les zéros et les infinis des fonctions algébriques, les théoremes
correspondants donnés par M. Appell pour les fonctions & multiplica-
teurs et, d’autre part, le théortme de Riemann sur les zéros d’une
fonction @ [« (x,y) — G;], dans laquelle figurent p constantes arbi-
traires G;.

Dans la seconde Partie, j'¢étudie des fonctions qui comprennent,
comme cas particulier, les dérivées logarithmiques des fonctions pré-
cédentes; 'une de ces fonctions recoit, lorsque le point représentant
la variable traverse une des coupures @ ou 4, un accroissement qui
dépend du point ol la coupure est traversée et qui est donné par une
fonction rationnelle du point analytique correspondant. Ces fonctions
se rattachent & des fonctions déja étudiées et & des recherches impor-
tantes. On voit bien que, si 'on sait former (') une fonction uniforme

(1) Ce probleme est un cas trés particulicr d’une question sur des équalions fonction-
nelles, traitée par M. Picard, Sur une Classe de Transcendantes nouselles ( dcta mathe-
matica, mars 18941), par la méthodoe des approximations successives.
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satisfaisant aux conditions
F(s+ o )=F(5), F(s+a)=F(5)+q(5)

w et o, ¢tant des constantes et ¢ (z) une fonction doublement pério-
dique aux périodes w et o,, il suffira de remplacer dans F(z) la va-
riable par une intégrale elliptique aux périodes w et w,, pour avoir
une des fonctions que nous voulons étudier. Or cette question se
-améne & un probleme posé par M. Picard (Comptes rendus, 1878),
généralisé par M. Appell [Sur une classe de fonctions analogues aux
Jonctions eulériennes (Mathematische Annalen, t. X1X; 1881)] ct, dans
les deux cas, on rencontre les fonctions O de Heine formées avee la
moiti¢ des facteurs qui constituent les fonctions © de méme que la
fonction I'() est formée avee la moitié des facteurs qui constituent la
fonction E?T:ETF' Le probleme posé par M. Picard a été étudié A nouveau
par M. Craig ( American Journal of Mathematics, Vol. XVI, n° 3, 4
Class of Uniform Transcendental Functions).

On montre d’abord qu’on peut supposer nulles les périodes relatives
aux coupures a. En supposant que la fonction n’admet d’autres points
singuliers que des poles, on trouve, entre ces poles et les résidus,
p relations qui, dans certains cas particuliers, peuvent se réduire
des identités.

On obtient ensuite une relation qui donne 'expression de la fonc-
tion quand on connait les poles avee les résidus correspondants et les
périodes.

Dans cetle expression se présentent des intégrales définies con-
tenant la variable sous le signe somme et admettant comme ligne de
discontinuité une des coupures b. Pour vérifier que I'accroissement
de la fonction, quand la variable traverse une des coupures, est bien
¢gal i la période donnée, on est conduit & appliquer une méthode
indiquée par M. Hermite [ Sur quelgues points de la théorie des fonctions
(Journal far die reine und angewandte Mathematik, t. XCI, p. 625 1831)].
Le méme résultat peut étre rattaché aux intégrales de Cauchy, mais il
ya intérot i ’établir par une méthode élémentaire et indépendante.

On peut, apres cette vérification, répondre a la question suivante :
Existe-t-il une fonction ayant les propriétés énoncées, quand on se
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donne & 'avance les fonctions rationnelles d’un point analytique qui
doivent servir de périodes, les poles et les résidus correspondants,
pourvu toutefois que les p relations entre les poles et les résidus soient
vérifices par les données? La formule qui donne la solution de cette
question se réduit, dans le cas ot les périodes deviennent nulles, a la
formule de Riemann-Roch donnant la décomposition d’une fonction
algébrique en éléments simples. On peut encore composer avee des
intégrales abéliennes et des fonctions rationnelles une fonction répon-
dant & la question; mais la premitre solution a I'avantage de mettre
en évidence les poles de la fonction et les parties principales corres-
pondantes.

Dans une troisicme Partie je vérifie que les fonctions qui viennent
d’étre étudiées en dernier lieu satisfont & une ¢quation dilférentielle
linéaire avec second membre dont les coellicients sont des fonctions
ationnelles d’un point analytique; je me suis guidé dans cette der-
nicre Partie sur la méthode suivie par M. Appell i la fin de sa Note
Sur les équations différenticlles linéaires intégrables a Uaide de la fonce-
tion 7 (2, y) (Annales de I’ Ecole Normale, 3¢ sérvie, t. Vi 1888).

PREMIERE PARTIE.

I. Soient
S(s,8)=o0
une ¢quation algébrique, T la surface de Riemann correspondante,
T cette surface rendue simplement connexe au moyen des coupures

Ayy  Ayy vy Ay,
[’l’ 1)27 AR [)py
Cyy Cay sy Cps

nous désignerons par «(z) U'intégrale normale de premiere espice
admettant la période 2=/ — 1 sur la coupure a;.
Soit, d’autre part, F(z) une fonction de = réguliere en tout point
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de cette surface, sauf en un nombre limité de points quelle admet
comme poles. On supposc de plus que la fonction F(s) admet le long
des coupures @, b, des multiplicateurs variables définis par les éga-
lités suivantes, ot A désigne un point du bord positif d'une coupure
et p le point situé en face de A sur le bord négatif de la méme cou-
pure :

; le long de a;, F(2)=TF(p) M+ AL )+ AT W g A

(1

. ( ) (2} (a Ry
t le long de b, F())=F(p) ebirbi/ vt pr+ 1 a2 p) i uviig)

pour £ =1,2,...,p.
Le long de chacune des coupuresc,, ..., ¢, le multiplicateur est
supposé constant et égal & 'unité.

2. En considérant les points de croisement de deux coupures, on
reconnait aisément que les cocfficients AY’ et BY ne peuvent pas étre
pris arbitrairement.

Considérons d’abord le point de croisement des coupures a;, b, et
soient o, B, v, 8 les quatre sommets qui se (rouvent en ce point (on
amarqué d’un trait plus gros sur la fig. 1 le bord positif de chacune

des coupures et on a désigné par a le sommet qui se trouve a la fois
sur le bord négatif de chacune des deux coupures). Pour aller de «
en y on peul, ou bien aller de « en B puis de § en 7y, ou bien aller
de @ en ¢ puis de ¢ en y. On doit trouver le méme résultat dans les
deux cas, puisque la fonction F(z) est uniforme; cette remarque
conduit & considérer I’égalité, évidente par elle-méme

F(g)  F(y) _F@)  F()
F(a) ™ F(B) = Fa) * F(9)
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I1 nous sera commode ici de poser

Ar(z) =AM+ AP uM(5) 4. ..+ AP P (3),
Bi(5) =B+ B uV(5) ...+ B uP)(z).

Alors I'égalité précédente devient (si 'on néglige d’écrire U'indice £)
eB (%) oA IB) — gA () gB(3))

ou bien
eMBI—A(e) — eB(B)—B(a),

Dans le premier membre, I'exposant est 'accroissement que recoit
A(5) quand on traverse la coupure b; dans le second, c’est 'accrois-
sement de B(z) quand on traverse la coupure a. On déduit de la, en
désignant par n; un nombre entier ct par b, le module de périodicité
de u(z) le long de la coupure &, '

APby4+ AR by o = AL b =B x amy/—1 + an,m\/—1,

ou encore
(2) A(/L.Ul)ik‘{“ A&f’b?k“}‘...-ﬁ/\%')l)/,/f

amy/—1

— B = ny,

pour k=1, 2, ..., p.
Il reste & examiner le point de croisement d’une coupure @, avec

une coupure ¢;. On doit avoir entre les valeurs de Ja fonction F(5) aux
trois points ¢, n, 0 les trois relations

T () =F (&) eAl®),
F(0) =T (e)erl®),
F(0)=F(n).

Ces relations sont compatibles; mais on voit que si, comme nous
I’avons supposé, les coefficients qui figurent dans I’exposant du multi-
plicateur sur la coupure a, restent les mémes de part et d’autre de la
coupure ¢ ot si le multiplicateur relatif & ¢; est constant, ce dernier
multiplicateur est nécessairement égal i 1.

En résumé, les conditions données pour les multiplicateurs par la
considération des points de croisement se réduisent aux p condi-
tions (2). Celles-ci prennent une forme trés simple quand les mulli-
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plicateurs relatifs aux coupures @, sont tous égaux i l'unité; elles
deviennent
BY% == un nombre entier (h=1,2,...,p).

3. Lxcés du nombre des =éros sur le nombre des infinis. — La fonction

reste holomorphe dans une aire T” obtenue en enlevant dans I'aire T
un cercle infiniment petit autour de chacun des points qui sont zéros
ou infinis de F; U'intégrale

[avoge

prise le long du contour de cette aire est done nulle.

Le chemin d’intégration se compose du contour de la surface 1" et
des contours des petits cercles, et le sens est choisi de facon qu’un
mobile marchant dans ce sens ait constamment & sa gauche I'aire T".

On peut changer le sens d’intégration sur chacun des petits cercles,
a condition de changer en méme temps le signe de I'intégrale partielle
correspondante.

D’apres cela, si 'on désigne par

Ciy Cay  oous Cy

les points qui sont zéros ou infinis de F, on a la relation

le,l,ogl?-f d LogF — dLogF—f d LogF = o,
T (en (es) (eg)

en supposant maintenant que le mobile définissant le sens d’intégra-
tion sur le contour de l'aire T” ou de chacun des petits cercles ¢; ait
constamment & sa gauche l'aire limitée par ce contour. On sait que
I"on a

f dLoglF = p;x<2m\y/—1,
(i)

en désignant par p; I'ordre de la fonction au point ¢; de sorte que, en
définitive
1
g = g = P dLogF.
Pt [ Vg zm/——xﬁ g

dnn. de UFe. Normale. 3¢ Série. Tome XIIL

s 2
»
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Le premier membre de cette égalité fait connaitre I'exces du nombre
des zéros sur le nombre des infinis : il reste & calculer I'intégrale

1= /d Logk.
Jop

Le contour de la surface T’ est formé par I'ensemble des bords des
coupures a;, b;, ¢ et Uintégrale I peut étre considérée comme une
somme de termes dont chacun correspond & 'un des bords d’une cou-
pure; nous associerons les termes qui correspondent aux bords opposés
d’une méme coupure.

Prenons d’abord une coupure @, (fig. 1), et soit (a;) la somme des
termes donnés par les bords opposés de cette coupure. (On a indiqué
par des fleches, sur la figure, le sens dans lequel chacun des deux
bords doit étre parcouru.) Les deux bords sont parcourus en sens con-
traive, mais, pour obtenir des réductions, on changele sens sur le bord
positif et 'on corrige en changeant le signe de Uintégrale partielle
correspondante; il vient ainsi

(etg) == — / d Log F (L) -+ / dLog¥F(p),
"y ey
le point A se mouvant dans le sens défini pour le mouvement du pointg.
On peut maintenant réunir en une scule les deux intégrales du second
membre en écrivant

(e = —-—/ [dLogF (%) —dLogF(p)l,
Sy

et supposer que les points A et g restent constamment en face 'un de
'autre sur les bords opposés de la coupure a,; mais, dans cette hypo-
these, on a constamment

dLogF(h)=dLogF(p)+dAi(p);

d’autre part, le point p se meut sur la coupure @, depuis le point f
jusqu’au point «. On a donc

() == [ dhu(p),
4

[+
ou encore
((1/,) o AL(B) —— A/,;(G().
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Mais, pour passer de « 4 3, il faut traverser Ia coupure b, en passant
du bord négatif au bord positif; 'intégrale «?(z) s'aceroit de by et,

par suite,
(ar) = A0+ AP by = AP by

On voit de méme, en désignant par (bs) lasomme des deux intégrales
partielles correspondant aux bords opposés de la coupure &, :

(by) == — /'(/n,,.(p),

by

el, comme sur la coupure 4, le point p se meut de o & ¢,
(bp) == / ABi(p)=—[Bi(9)— Br(a)].
-3
Pour passer de e o, il faut traverser la coupure «; en allant du bord
négatif au bord positif; intégrale « (=) s’accroit de 2my/— 1; pour
chacune des autres intégrales de premitre espece aceroissement est
infiniment petit; on a done

(b) = — B oy 1.

I’ensemble des deux coupures @, ¢t b, donne donce dans I'intégrale I
['expression A
(ap) 4 (bp) =2nmy/—1,

en posant ) "
A'/..I'/?I/{—I—' AkZ)bzﬁv"{‘ B A/{I b/)/.'

amy— 1

¢t 'on reconnait dans la valeur de 2, le nombre entier quis’est présenté
quand on a considéré le point de croisement des coupures a; et by.

Il resterait i considérer une coupure ¢z, mais le long de cette cou-
pure on a

— B‘/f‘) e

dlogl(d)==dlogF(p),

et 'on voit aisément que les deux termes de I'intégrale I donnés par la
coupure ¢ se détruisent.
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En définitive, on a
II
[d logl :E [(ar) + (0s)]

W/

k=1

ou, en remplacant chacun des deux membres par les valeurs qui vien-
nent d’étre calculées,

Pt Pt o Py == Ny Ry 0y,

Ainsi, pour la fonction ¥, ['exces du nombre des zéros sur le nombre
des infinis est égal a la somme des p nombres entiers
4 (1) (2) (m N
Z Ao+ AP by .+ AP D, 3
2amy—1 '

k=1 "
Comme application, considérons la fonction
F=0[u?(s)— G;]

(voir Brior, Fonctions abéliennes, p.122); tous les coefficients A sont

nuls; on a, quel que soit £,
B = —1,

et I'on sait que cette fonction n’a pas d’infinis.
On voit alors que /e nombre des zéros de la fonction O|u'(z) — G;|
est égal a p.

4. On peut toujours ramener & 'unité les multiplicateurs corres-
pondant aux coupures a;. Remarquons d’abord, en supposant p =3
pour simplifier Uécriture, que U'exponenticlle

o Qity, 10, 1ty)
cQ Pl i) |

ol Q(u,, u,, uy) représente une forme quadratique et ot ’on remplace
les variables par les intégrales abéliennes normales de premiere espece,
st 'une des fonctions F que nous étudions. Il résulte, en effet, de
y . A
I’égalité

1 0®

. —_ 20 — —_—
Q(m+ 27r\/-<~~ 1, g, Us) — Q (teyy Uy, Uy) == 5%—‘ am\/- -1+ s %ff (27’:\/—~ 1)2
: .2 2
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que, pour I'exponenticlle considérée, le multiplicateur relatif a la
coupure a, est, & un facteur constant prées,

et les multiplicateurs relatifs aux autres coupures ont une forme ana-
logue. Mais les coefficients des fonctions linéaires qui figurent en
exposant ne sont pas indépendants les uns des autres. Pour les cou-
pures a,, a., a,, ces fonctions linéaires sont, & des constantes pres,

J0Q — J0O - JQ —_—
o \/—-—-I, -&;:;27[ —= 1, ;)Z:—;.!T[\/'——l,

duy

et I'on voit que le déterminant des coefficients des variables u,, w,, «,
dans ces trois fonctions linéaires est un déterminant symétrique.

Cette remarque nous conduit & distinguer deux cas suivant que,
pour la fonction I considérée, le déterminant

A(jl) A(12) 1\(13)

A(zl) A/.22) A(za)

AYY AR AR
est symélrique ou non.

Dans le premier cas, on pourra toujours, en multipliant la fonc-
tion F par une exponenticlle ayant en exposant une forme quadratique
des trois intégrales normales de premiere espece, réduire & des con-
stantes les multiplicateurs relatifs aux coupures az; puis, 4 Daide
d’une fonction & multiplicateurs constants, sans zéros ni infinis, on ra-
menera i 'unité les trois multiplicateurs considérés de la fonction F.

Dans le cas oli le déterminant correspondant aux coupures a; n’est
pas symétrique, on est conduit & introduire des exponentielles dont
’exposant n’est plus une fonction rationnelle des intégrales de pre-
miere espece. Il est commode, dans ce cas, de considérer la dérivée
logarithmique ®(z) de la fonction F(z).

La fonction ®(z) admet, le long des coupures @, des périodes va-
riables définies par les égalités suivantes, ol I'on a désigné par g,(z)
la dérivée de I'intégrale ul”(s), dérivée qui est une fonction rationnelle
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du point analytique (=, ),

le long de a,.. ... D) — Pp)=A" o (p) -+ AP a,(p) + AP 2,(p),
le long de ase.... @) —®(p) =AY 0, (p) + AP 0s(p) - AP ¢y (p),
lelongde ag..... @®R)—Q(p)=AV" o, (p) A% 0s(p) -+ AV 04(p).

Le long des coupures b, b,, by, la fonction @ (5) admet des périodes
qui se définissent de méme, 4 'aide de fonctions linéaires de ¢, (=),
9, (%), 2:(2)-

Il est facile de ramener la fonction ® (=) 4 une autre fonction admet-
tant le long des coupures b,, b,, b, des périodes de la forme indiquée,
mais telle que les périodes correspondant aux coupures a,, a,, a,
soient toutes nulles; il suffit de poser

(1

@, (s) =D (s *;{;7 (AL 91 (2) + AP 92(3) - A 03 (3)]
(2)

— Lo (.3- AL () - AL g (3) -+ AP 2 (5)]
pos

(3)
— L3 (R0, (3) - AR 94 () + AP 9 (3)]3

le long de la coupure a, par exemple, on a

D) —D(p) =AM o (p) + AP ar(p) + AP ay(p),
W) —ulp) -,
2T 1 o

et Pon vérifie bien que
D, (h) — D, (p)=o.

Il en est de méme pour chacune des coupures a,, a,, et, d’autre part,
les périodes de @, (=) relatives aux coupures b,, b,,. b, se définissent
encorce a P'aide de fonctions linéaires de ¢,(s), 2,(z), 2,(=), comme les
périodes correspondantes de ® ().

Cela posé, si nous considérons la fonction

F (5)=TF(3) &1 P:21-P(zi1dz

F,(s) est encore dans la classe de fonctions que nous étudions, mais
les multiplicateurs le long des coupures @, sont tous ramenés & ['unité.
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Comme vérification, voyons ce que donne le calcul précédent dans
le cas déja considéré ou le déterminant des AY est symétrique. Pre-
nons, par exemple, le coefficient de A'¥’ dans I'intégrale

JT®(3) — @ (s)] d;

en tenant compte de la condition A" == A, nous trouvons, pour ce
coefficient, 'expression

>

— /(uﬁ“duf‘“—l— w® duMy = —- — [(l(u”’u”").
?,7'[\/~~~I. 9,7:\,/——[”
Nous supposerons Loujours qu'un méme point analylique (z,,s,) sert
de limite inférieure & toutes les intégrales abéliennes. Prenons ce
point z,s, comme limite inféricure de I'intégrale précédente; le coeffi-
cient de A est simplement

1
R ARNTACIN
amy—1
in répétant plusieurs fois un raisonnement analogue, on trouve que
exponentielle auxiliaire est ici
— ——«-l—-,_-:_ ‘10 (20, 1e2)) 1el))

em /<1 2
4 v ’

olt Q désigne la forme quadratique dont le discriminant est le déter-
minant symétrique des quantités A,

5. Revenant au cas général, nous voyons que, pour ramener i
I'unité les multiplicateurs relatifs aux coupures «;, on est conduit &
introduire des exponenticlles de la forme

A /
am /=1
e V=i

AT
16 (3) drelk)

0

La fonction définie par U'intégrale qui figure ¢n exposant a déja été
employée par Neumann pour la détermination des constantes du théo-
reme de Riemann sur les zéros d’une fonction O[u(z) — G, (voir
Neumann, Abelschen Integrale, p. 364). Nous allons nous arréter un
instant sur cette fonction et vérifier directement qu’elle est le loga-
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rithme d’une fonction répondanta la définition que nous avons donnée
des fonctions F. Soit donc

U,~/,~(:.)::/ uD(3)du® (5);
e,
cette fonction est uniforme sur la surface de Riemann rendue simple-
ment connexe T'; en effet, le coefficient différentiel est le produit de

deux facteurs
duk(3)

T
ds

wl(3)

qui sont tous les deux uniformes sur T’; le premier de ces facteurs n’a
pas d’infinis, le second facteur en a, mais tous ses résidus sont nuls;
done, tous les résidus du coefficient différentiel sont nuls et la fonc-
tion Uy (z) est uniforme sur T'.

Le long de la coupure a;, on a

WO (W) = ul(p) +omy—1,
du® (h) == dul® (p);

par suite, on a successivement
AU (1) — AU (p) = 2w/ — 1 dut® (p),
Ui (1) — Ui (p) == 21— 1 u%(p) -+ const.,

Le long d’une coupure a; (A =£17), on a

dU”,()) — dUM(P) 20,

Ui (L) =~ Uiz(p) == const.

Le long de la coupure ¢, on a

[ZU,'/;()\) — dU/L(p) =0,

et, par suite,
Uin(2) — Uu(p) = const.

La valeur de cette constante peut s’obtenir en supposant qu’un
mobile aille d’un point p (fig. 2) choisi sur le bord négatif de la cou-
pure ¢, au point A correspondant, en suivant le contour de la sur-
face T" dans le sens indiqué par les fleches sur la fig. 2 : on raisonne
comme Pon fait quand on veut établir la relation entre les périodes
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de deux intégrales de premiere espece (voir, par exemple, AppELL et
Goursar, Théorie des fonctions algébrigues, p. 140).

La relation entre les périodes des intégrales u et u™® intervient
elle-méme quand on veut vérifier qu’on aurait trouvé la méme valeur
pour la constante cherchée, si le mobile, pour aller de g en A, avait
marché dans le sens contraire et suivi les bords des coupures laissées
de coté dans le premier trajet. On trouve ainsi que la fonction Uy ad-
met le long de la coupure ¢, une période qui n’est pas nulle.

Fig. 2.

Il résulte nécessairement de Ia que la période relative a la cou-
pure @, ne peut garder la méme valeur quand on passe d’un coté i
Pautre de la coupurec, ou de la coupure ¢4,,. D’abord ce résultat n’est
pas en contradiction avec les calculs précédents puisque, lorsqu’on
a effectué une intégration le long de la coupure a,, on a supposé que
les deux points A et p pouvaient se mouvoir en restant en face I'un de
autre sur les bords opposés de cette coupure; or, 'un des deux points
estarrété quand on rencontre I'une des coupures ¢, ou ¢, . Mais on peut
réduire & un point la portion du contour de T comprise sur a, entre b,
eley,y (fig. 3), et aussi la portion comprise sur @, entre b, et ¢, en
faisant partir les coupures ¢,, ¢,, ..., ¢, des points de croisement des
coupures a avec les coupures b, comme le fait M. Appell dans son Mé-
moire Sur les fonctions & multiplicateurs, et la complication provenant
d’une période dilférente de zéro sur les coupures ¢ se trouve évitée,

Ann. de U'Ee. Normale. 3° Série, Tome XII. 8.3
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ou du moins ne se présente plus qu’en un nombre limité de sommets
situés aux points de croisement des coupures.

Fig. 3.

Il reste & considérer une coupure b,; le long de cetlle coupure,

on a
Wi (2) == uD(p) -+ by

dut™ (A) = du'® (p),
et, par suite,
AU (X)) — dU(p) = bipda® (p),
U (2) — Uu(p) = bipu®(p) + const.

<n résumé, la fonction

Ui (s) = ] i (5)y du®)(5)

admet les périodes suivantes :

lelongde a;. o vvvnnnn. Ui (1) — Up(p) = 2my/— 1 ¥ (p) - const.,
le tong de a, (hz2i). .. Up(2) — Uy (p) = const.,

lelongde byovennnn Ui (2) — Up(p) == bypu!™ (p) ~+ consl.,
lelongdecpeneennnnn Uie(2) =- Uge(p) = const.

L’intégralcj w(z) du® nous fournit done un exemple du loga-

rithme d’une fonction F.

5 bis. Des remarques précédentes, il résulte qu’en multipliant une
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fonction F donnée par des facteurs de la forme e%® = /@4« puis
par des fonctions & multiplicateurs constants, on peutramener i I'unité
les multiplicateurs relatifs aux coupures ;. A la vérité, on a introduit
un multiplicateur constant sur chacune des coupures c,. Mais cela ne
complique aucun des calculs qui suivent, si les coupures ¢, partent
des points de croisement des coupures @ avec les coupures b.

Nous ne considérerons plus maintenant que les fonctions F, dont
les périodes sont définies par les égalités

g le long de «. . ... (1) =F(p),

(3) Jlelong de ¢pnn.n. I'(2)=TF(p),
ll ] o J . / F ) I F ‘nk-l—B(;)IL“)(P)vi-..A-llzl;ll(’rl’z)
elong de by ... F(1)==T(p)e “,

pour k==1,2,..., p.

6. 11 existe, entre les zéros ot les infinis d’une fonction F dont les
multiplicateurs sont donnés, des relations qui peuvent étre considérées
comme une généralisation du théoreme d’Abel sur les zéros et les in-
finis d’une fonction algébrique. Ce sont ces relations que nous vou-
lons obtenir.

Nous commencerons par caleuler Uintégrale

s / UdLogF,
Jp

prise le long du contour de lasurface de Riemann, rendue simplement
connexe T dans le sens indiqué par les fleches sur la fig. 2, F étant
P'unc des fonctions considérées et U une intégrale abélienne attachée
4 la méme surface de Riemann : nous désignerons par ., et wy les
modules de périodicité de U le long des coupures a; et ;. L'inté-
grale I peut étre considérée comme une somme de termes dont chacun
correspond i I'un des bords d’une coupure; nous associerons les
termes qui correspondent aux bords opposés d’une méme coupure.

Considérons d’abord une coupure ax et désignons par (a;) la somme
des deux termes qui correspondent aux bords opposés de cette cou-
pure. En raisonnant comme au n°® 3, nous obtenons

(ay) = — / [U(2)d LogF (%) — U(p) d LogF (p)],

g
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en supposant que le point p se meut dans le sens indiqué par une
flache sur la fig. 1 et que le point A est assujetti a rester en face du
point p. Or, le long de la coupure @, on a constamment

dLogF (1) =dLogF (p);
il en résulte
(ax)=— [ [U() = U(p)] dLogF(p),
puis
(ar) = — J\gkfcll,og(p),

et, comme le long de @; le point p se déplace de § & « (voir fig. 1),

(ap)=— cj\o/c[LO"I“(GC) — LogF(P)],

F(B)
ap) = foj Log
( ) g I,( )

Mais, pour passer de e a 3, il faut passer du bord négatif au bord
positif de la coupure &;; on a donc
1) W

@ . [B;—i— B,‘)u(l) oc)+l; u(’)(a)r (o) ‘

(’

v&

et il en résulte, pour (&), 'expression
(@) = Moz [ B~ B au(ax) - B2 D (at) 4. . . 4 B wP) (@) ] 4 Mg amymy/— 1,

dans laquelle « est 'affixe d’'un sommet situé¢ au point de croisement
des coupures a; et by, celui qui se trouve sur le bord négatif de cha-
cune des deux coupures, et m, désigne un nombre entier positif ou
négatif.

Prenons maintenant la coupure by, et désignons par (b,) la somme
des deux termes correspondant aux bords opposés de cette coupure;
(by) est donné pav 1’égalité

(bk>=~f[U<1>dLogF<x>-U(p)clLoglf(p)],
by

le mouvementdu point p ayant lieu dans le sens indiqué par une fleche
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sur la fig. 1, et le point A étant assujetti & rester constamment en face
du point p. Le long de la coupure b, on a

U()\) = U(P) -+~ '1“,)/”
dLogl(}) =dLogF(p) -+ B dut) (p) + B du® (p) +. ..+ B du? (p);

en remplacant U(A) et dLogF(A) par ces valeurs dans 'expression
de (by), on trouve, aprés une réduction évidente et un changement
de signe dans les deux membres,

._(z;k):wk“f U(p)du(”+B‘,}’/U(p)du,(2)+...+B‘,f'fU(p)(luUn
by 123 by

+4$‘.>,t,fcllyogl*‘(p)+W->/.-[]‘;'/J)

by

/ du (p) 4+ B [ du® () ... B [ du<»>(p)].

by by by

Les intégrales multipliées par b, se calculent aisément. Sur la cou-
pure b, le point p se déplace du point « au point ; d’apres cela

=

/ dLogF(p) == LogF(3) — LogF(a) = Log ':(O ),
bi F(a)

*.

Mais, pour passer dupointe au point ¢, il faut traverser la coupure ay,
de sorte que

F(o)__ JE() —
o)~ I ct Log Fla) = 2Ty —1,

n; désignant un nombre entier positif ou négatif : on a donc

/ dLog F(p) =2 nxmy/=1.

by

On trouve de méme

fcluf”) (p)=o sihzk
by

et

du'®) (p)y=2m\—1.

123

En remplacant par leurs valeurs dans I'expression de (&) les inté-
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grales qui viennent d’étre calculées, il vient

-—(b,l.):B‘,h.“fU(p)du‘” —l—B‘,f’f U(p)du®+ ... —+—B}!”fﬂ(p)(lu"’>
by by

bi

+ 0 (2 nmy/ =1 +BPamy=1).

Il reste & considérer une coupure ¢;; mais, le long de cette coupure,
si le point X reste constamment en face du point p, on a

U()=U(p),
dLogF(2) =dLog¥(p),

et 'on en conclut aisément que les bords opposés de la coupure ¢,
donnent, dans I'intégrale I, deux termes qui se détruisent.
En définitive, on obtient

/UdhogF =¥ op [Br-t- B () 4= B we® (o) ... -+ B wlP)(2)]
T!

~—E [’B‘,}’f{](p) du™ + B',}’/.U(p)(lum+ et li}!”/‘U(p)clu’l’)]

+oamy/=1 E L oge— (nge -+ BEY ],

toutes les sommes ¢tant prises de £= 14 £ = p, ct les lettres my, ny,
B désignant des nombres entiers positifs ou négatifs.

7. Dans le cas ot I'on prend pour U une intégrale normale de
premiere espece, u'?(z), on doit faire

J\o;::m\/~1, oje =2 0, sik A0,

"U‘.)k = [)i/c-

La formule générale devient alors, en négligeant les multiples des
périodes des intégrales de premitre espece,

fu“)dLogFE amy/ = 1[B; - BYY w®) (o) + BB u (@) . . . BY ) ()]

14
— Z[B‘,}’fu(”(p)du“)—1~B‘/f’/u“)(p)du“l—&‘...—% B‘,{”/u”)(p)du(/’/]y
k=1
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le point o étant P'un des sommets situés au point de croisement des
coupures a; b, celui qui est sur le bord négatif de chacune de ces deux
coupures.

Nous allons maintenant obtenir une autre expression de U'intégrale

[——fu“)( ) d Log F(s) = fum( )!;i(%)d;,

en considérant une aire & lmtmeur de laquelle chacune des fonc-

tions u?(z) et ]_,,.(,_) reste holomorphe et telle qu’une partie du con-

F(z) ) )
tour de cette aire sera donnée par le contour de la surface simplement

connexe T

La fonctlon w?(z) reste holomorphe & 'intéricur de la surface T'.
D’un autre coté, par hypothese, la fonction F (z) est réguliere en tout
point de la surface T’, sauf en un nombre limité de points qu’elle admet
comme poles : la dérivée logarith miquo de F (=) n’admet alors d’autres
points singuliers que des pole qui sontles zéros et les infinis de F(z)-
Désignons ces poles de —'T(k)) pary,, N, .- ., Ng, ¢t SUPpoOSONS qu’aucun

de ces points n’est infiniment rapproché du contour de la surface T’
On peut décrire autour de ces points comme centre des cereles suffi-
samment petits pour qu’ils n”’empittent pas les uns sur les autres et pour
que chacun d’eux soit tout entier compris a I'intérieur de T’. Soient

(OPRE I O
ces petits cercles : enlevons la portion de la surface T’ située a I'inté-
ricur de chacun d’ecux; il rostera unc aire T” 4 Pintérieur de laquelle

) et par suite leur produit restent holo-

les deux fonctions ¢ (= )

morphes. T” est une aire a contour multiple et son contour est formé
par le contour de 1" et les circonférences des petits cercles ©,, 0,, ...,
©, (fig. 4). On a donc, en appliquant le théoreme de Cauchy

k=g
f t(l)( )CZLO”'I‘ )_zf u(”( [ZLOgF(;):O,
k=1 A

le contour de chacune des aires T’, ©,, V,, ..., 0, étant supposé
décrit dans le sens positif, ¢’est-d-dire dans le sens défini par un mo-
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bile qui aurait constamment & sa gauche I'aire limitée par le contour.
(On remarque que l'intégrale donnée par le contour de ©, doit étre
changée de signe, si I'on change le sens de U'intégration le long du

contour de ©,.) La premiere intégrale est précisément I'intégrale I que
nous venons d’évaluer; les autres se calculent aisément. A U'intérieur
du petit cercle v, il y a un seul point singulier & considérer, le
point v;; le résidu correspondant de la dmvcc log anlhmlquo de F(z)
est le nombre entier positif ou négatif, wy, qui exprime Pordre de la
fonction F(=) en ce point. On en conclut que

fu(”(z) dlogF (3) = amy/— 1t s etD ().

by

L’application du théoreme de Cauchy donne donc, pour intégrale I,
la nouvelle expression suivante

I=omy/— 1} Zppu (nr) |
ou, en séparant les zéros B,, B,, ... et les infinis «,, a,, ...
l::21r’\/:~132u”)({3/)—~Eu”)(a,-);.

Egalons maintenant les deux expressions de I'intégrale I; en négli-
geant les multiples des périodes, il vient
Zu®(By) — 2 ()

= B+ B ulV) (o) + B® w® () 4. . .-+ BP ' (ar)
k=p

BN [B“’ / W () duV + B f

?7’\/-——1 U b

ik by,

pouri=r1, 2, ...,p.

wlD(p) du® ...+ B%”/u”’ (p)dut®

J
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Dans le cas particulier ol les multiplicateurs le long des coupures
by sont constants et se réduisent par conséquent a €™, %, ..., e%, le
nombre des zéros est égal au nombre des infinis; si 'on désigne ce
nombre par ¢, la formule précédente devient

i=q

Z[umu@,) —utM(a)]=By,  h=1,2,..,p,

j=1

et 'on retrouve, & un changement de notations pres, les formules don-
nées par M. Appell [ Mémoire sur les fonctions & multiplicateurs, p. 13,
formule (3)]. Ces dernieres formules étaient déja une généralisation du
théoreme d’Abel; les formules (5) en donnent ’extension avec fonc-
tion F.
8. Appliquons les formules précédentes i la fonction
F=0[u"(z)— G;].

(Voir Brior, Fonctions abéliennes.)
Dans ce cas particulier, on a

]3[:-—— })”—%— G“

de plus le Tableau des coefficients autres que B,, B,, ..., B, est

— 1, O, ... o,
0o, —I, ..., 0O,
.y veey sy .
O, O, ..., —I,

Tableau symétrique dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux de la
diagonale principale qui sont tous égauxa —1.
Les formules (5) deviennent ici

W (B1) + wh (By) .- u? (Bp) — G =Cy,

en posant
) k=p
1
Cy= by— u<f>(a)+~—=quU>(p)du<m
27':\/——1,(___1 o

Ann. de I’Ee, Normale. 3° Série. Tome XII. S.4
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(o désigne laffixe d’'un sommet situé au point de croisement des cou-
pures a; et b;).
Pour faire la comparaison avec les formules données par Neumann
[Abelschen Integrale, p. 364, formule (30)|, savoir
k=p

: ,
Ke=ws(Bs) — é boe—+ 2 [Z)G/c+ 7?‘77:*—_? wa(2) ([W/L‘J ,
k=1 by

on doit remplacer

«®(z)y, by Gy o G (notation de Briot)

par ‘
2w (3), by, 2G;y 20 (notation de Neumann),

et remarquer que
fwa()\)([wka:: mfw(,(p) dw ..
b br
9. Le théoreme de Riemann sur les zéros d’une fonction
O[u(3) — G
consiste en ce que, dans les égalités
WD (By) 4+ ul (o) . ..+ wld () — Gy O,

les quantités C; sont ind¢épendantes des valeurs attribuées aux con-
stantes G,. Nous allons étendre ce théoreme aux fonctions F. Nous
nous nous appuierons sur la remarque suivante : Les quantités G,
peuvent étre introduites en se donnant les multiplicateurs de la fonc-
tion O« (z) — G;], puisque, le multiplicateur de cette fonction le
long de la coupure b, étant

e—1h(z) +G;——b,~k’

si 'on désigne la partie constante de ’exposant par B;, on a

]}1:: Gt —— ])[,’.

Si nous remplagons G; par B; — b;; dans les égalités qui expriment
le théoreme de Riemann, elles deviennent

ul®(By) + uh(By) +. ..+ ud(B,) — B,= C},
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les quantités C; étant indépendantes des valeurs attribuées a B,,
B,,..., B,

Ceci nous conduit & écrire les p relations (5) (en supposant, pour

que 'analogie se voie mieux, que la fonction F admet p zéros et n’a
aucun infini)

wD(By) 4 D (By) 4. ..+ ud(B,)—B;
=B uM (o) 4+ B u®(a)+...4+ B u® (a)

k=p
1 N . . :
B Z B‘,}’f w(p)du) + B‘,f’fu(”(p) du® .. .+ B(,{”fu(‘)(p) du“')] ,
amy/—1
fooq b b by by

pour i=r1,2,...,p, et & remarquer que les seconds membres sont
indépendants des quantités B,, B, ..., B,.

Le résultat correspondant dans le cas général peut s’énoncer en
disant que si, pour une fonction¥, on connait, & une constanie pres, les
cxposants des mudtiplicateurs et si de plus on se donne les zéros et les
wnfinis de la fonction, les multiplicateurs sont complélement déterminés.
Nous verrons que ces données définissent & un facteur constant prées
la fonction F.

10. Le théoreme d’Abel faisant intervenir les intégrales abéliennes
de troisieme espece s’étend de la méme maniere aux fonctions F.
Soit IL, , (=) I'intégrale normale de troisieme espece devenant
infinie :
dans le voisinage du point z comme  log(s — z),

dans le voisinage du point 5, comme — log(z — 5,);

nous supposerons que le point z, est celui qui correspond i la limite
inférieurc des intégrales de premicre espece.
Considérons I'intégrale

[ Mpn(2) 4 LogF (2),

T

prise le long du contour de T". On a immédiatement une premiere
valeur de cette intégrale, en se servant du calcul fait pour une inté-
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grale abélienne quelconque; il suffit, dans la formule (4), de faire
R = 0, W= u® () — ul® (z,) = ulk (x),

on obtient I’égalité

—‘_zfnzox(z)dLogF(z)
ZTC\/—"I 1

__-——-2 n,c u(’f)(x) P __Z [B fnz x P)du(1)+ _*_B(I’)fl]' T(P du(P)J’
amy/—1 &

en posant
ny=BF + ny=B%¥ + —~--::fclLowF(p

Nous aurons une autre expression de la méme intégrale en consi-
dérant une aire dans laquelle le coefficient différentiel reste holo-
morphe et telle qu'une partie du contour de cette aire est formée par
le contour de T".

Soient

Ny N2y ooy Ny
les points qui sont zéros ou infinis de F(z) : ces points sont des poles
pour la fonction —LorrF( ). Considérons unc bande tres étroite /,

comprenant tous ces points, puis une autre bande tres étroite m com-
prenant les points z,,2 qui sont des points critiques pour I'intégrale
IL,,.. Nous supposons qu’aucun des points considérés n’est infiniment
rapproché du contour de T’; des lors on peut choisir les bandes / et m
de facon qu’elles ne soient pas coupées par le contour de T’ et qu'elles
ne se rencontrent pas non plus.

Soit T I'aire obtenue en enlevant les portions de la surface T’ situées
& l'intérieur de 'une ou I'autre des bandes [ et m. T” est une aire &
plusieurs contours dans laquelle chacune des fonctions

d T (z
qum %LO&] ("')

reste holomorphe. En appliquant & cette aire le théoreme de Cauchy,
nous trouvons

IL;,2(5)d LogF () —fﬂz,,x(z)dLogF(z) —fn,odeogF(@ =o,
T L m
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chacune des intégrales étant prise dans le sens positif le long du con-
tour de I’aire correspondante.

Nous allons calculer Ies deux derniéres intégrales. Prenons d’abord
celle qui se rapporte & la bande /. On peut réduire cette bande a des
cercles infiniment petits ©,,©,, ...,0, entourant les points 1, 1., - --,
g et & des coupures formés de lignes infiniment rapprochées allant
de P'una lautre de ces petits cercles: on vérifiealors aisément que l’on a

f I, .d LogF — f IL.,.d LogF -+ f IL, .d LogF -+ f 1. .d LogF,
; o, o, o,

puis

1=

IL,,.d LogF = 2my/—1 w2 () ),
[ ] \/ Z i J

j=1

1; étant le nombre entier positif ou négatif qui indique 'ordre de la
fonction F(z) au point 1.

Pour évaluer I'intégrale relative & la bande m, nous commencerons
par intégrer par parties

/ IL.,.sd LogF(5) = [M, . (5) LogF ()], — f LogF (z) d1L, .,

afin de n’avoir plus sous le signe/ que des péles au lieu de points
critiques logarithmiques; comme, dans I’aire T”, chacune des fonctions
IL, . (z) et logF (=) est uniforme, 1'égalité précédente se réduit a

fﬂznx clLogF:::—f( LogF) dll,, 5.

On peut réduire la bande m & des cercles infiniment petits ¢, et ¢
entourant les points z, et 2 et & une coupure formée de deux lignes
infiniment voisines réunissant ces deux petits cercles. Le long de cette
coupure, l'intégrale de troisieme espece II, , admet comme période
amy/—1; quand on traverse la coupure, la dérivée de II, , garde la
méme valeur, LogF (s) garde aussi la méme valeur, et, par suite, les
bords opposés de la coupure donnent dans 'intégrale des termes qui
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se détruisent. Il reste

f(LogF)dH;ux:f(LogF)dI[zox—i—f(LogF)dl'Izum.

m

Les coefficients différentiels des deux dernieres intégrales admet-
tent comme poles dans les aires correspondantes les points z, et @

avec les résidus
— LogF(s), LogF(x).

On a donc
f[Lowr )]l o= 27\/=7 [LogF (2) — LogF (5,)],

et, comme le premier membre de cette égalité changé de signe donne
la valeur de fIIz”x(lLogF,
n

I(x)

l“(:'()

fﬂ.Jc )d LogF () = — am/=T x Log

~—

Remplagons par leurs valeurs les intégrales relatives aux bandes
let m, nous trouvons

1

27'“/—‘1 [

F(z)

I, () dlog ¥ (s _Z,J L, (1)) — Log & e
~0

Mais I'on a déja, par un calcul direct, obtenu une expression de
Pintégrale qui figure dans le premier membre; en la substituant dans
I’égalité précédente nous obtenons enfin la formule que nous voulions
trouver comme généralisation du théoreme d’Abel :

LOgP -Z') ZIJ'J Mz, 2 ()

) dak

k=p k=p
’ —'anu(’f [B‘” f L. (p) dutn+ B f I, 0 (p) du® ...+ f n.xdmm].
z7r\/—1

bk

11, Dans le cas particulier ol les multiplicateurs sont constants,
le nombre des zéros est égal au nombre des infinis; désignons les
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infinis par «,, &,, ..., «, les zéros par B,, B,, ..., B,. La formule pré-
cédente devient

i i=gq i=p
F(a:) ’ {
Log s = X (Meya(B) — Maya(e)] + 3, nfud (@),
i=1 iz=1

D’apres le théoreme sur I'échange du paramutre et de 1'argument,
on a, & une constante pres,

qux(lgi - qux(“i) = Hd[ﬁi(‘x)'

En tenant compte de cette égalité, la formule précédente devient

F(.‘I:) = (elly, ﬁi(ac)—d'l,x: 6:\(‘7:)+...-I-Ha’l B,(%) c)qIL“)(.Z‘)"").gH',z)(w)-l--..+)~I:1LI,')(.T)7

C désignant unc constante, A, A,, ..., A, des nombres entiers positifs
ou négatifs. On retrouve ainsi une formule de M. Appell [Memoire sur
les fonctions a multiplicateurs, p. 13, formule (13)] pour la décomposi-
tion en facteurs simples d’une fonction I dont on donne les multipli-
cateurs supposés constants, les zéros ct les infinis.

DEUXIEME PARTIE,

12. La dérivée logarithmique @ (z) de I'une des fonctions F(z)
qui viennent d’étre étudiées est une fonction uniforme sur la sur-
face T/ et admettant, le long des coupures axby, des périodes définies
par des égalités de la forme suivante :

Lelong de ap........ D(R)—D(p)= o),c(‘p),
Le long de bp..v... .. D) —D(p)=ds(p)

wx(z) et Y, () étant des fonctions composées linéairement avec les
dérivées des intégrales de premiere espece. Nous allons étudier le cas
plus général oti, dans les égalités qui définissent les périodes, les
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fonctions w,(z) et §; (=) sont des fonctions rationnelles quelconques
du point analytique (5, s).

Montrons d’abord qu’on peut toujours ramener le cas général au
cas ol les périodes relatives aux coupures a, sont toutes nulles; il
suffit de poser

D, (z)=P(5)— 2Tr\/I:T u™(z) wy(5)
— — I:—I u(ﬁ)(;,—)c,>2(z) —_—.— 271-\;::—1_ lt(P)(z)(,)(IJ).(;).

En effet, le long de la coupure a,,

I

N [u® () @y (R) — w(p) w1 (p)]

@, (2) — @u(p) = wi(p) — p

1

{[27‘&'\/:_; =) (p)] wy(p)— uM(p) o)i(p)f

=op(p)—

2T\ —1
== 0.,

La vérification se fait de méme pour les coupures a,, ..., @,. Le¢ long
de la coupure by la partie de I'accroissement ®, (A) — ®,(p) qui pro-

vient du terme

— W (5) WO (5)
amy/—1

est égale, puisque w@(A) = w@(p), &

B ?qr_lf_:}";[w”(p) + bi] 0 (p) — uh (p) @ (p)},
ou bien
___.._..b_"l“_...wi( )
amy/—1 el

de sorte que, le long de la coupure b,

P
@,(2) — @:(p) = ulp) — V’__bemwm-

2T\ —

k=1

La période de @, (=) le long de chacune des coupures &, reste donc
une fonction rationnelle du point analytique correspondant au point
ot la coupure est traversée par la variable.

D’apres cela, nous supposerons dans tout ce qui suit(du moins dans
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la deuxieme partie) les périodes définies par les égalités suivantes :

lelongdeag.............. D)) —D(p)=o,
Lelongde byon ool D) —D(n)==Lr(p),

N

les fonctions ¢, (s) étant des fonctions rationnelles du point analy-
tique (=,s).

Nous supposons de plus que la fonction ®(z) est réguliere en tout
pointde la surface T’, sauf en un nombre limité de points qu’elle admet
comme poles.

13. Soit ® (=) une fonction répondant & cette définition; proposons-
nous d’évaluer I'intégrale
- /’(D(:)zll,.l(:),
J
U désignant une intégrale abélienne attachée i la surface de Riemann T
et intégrale étant prise le long du contour de la surface simplement
connexe T". En répétant un raisonnement analogue 4 celui du n°® G,
on trouvera pour la somme des intégrales partielles données par les
bords opposés de la coupure @, expression

Cap) /|‘_<l>(_7{‘)rlU(7\)-~-»(b(p')dU(<p)J,
g
le point g s¢ déplacant dans le sens indiqué par une fleche sur la
JSig. 2 et le point A étant assujetti & rester constamment en face du
point .

Mais le long de a,
(%) =@(p),

dU(2) —=dU(p).

Done, on a déja
(ay) = o.

Evaluons maintenant la somme des deux termes de I donnés par les
bords opposés de la coupure b,.
On ad’abord
(b)=— [ [®(4)dUO) —~®(p) 4 V)],

by
Ann., de Ule. Normale. 3¢ Séric. Tome XIL 5.0
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Pintégration ayant lieu dans le sens indiqué sur la figure pour le
mouvement du point p, et le point A restant constamment en face du
point . En tenant compte de I'égalité

dU(N) =dU(p),
on met d’abord (b,) sous la forme
(br) = — [ [®() —®(p)]AU(p),
<Dy

puis, en introduisant la période relative a la coupure by,
()=~ [ dulp)d Up).
by

Des expressions obtenues pour («,) et (b,), on déduit I'égalité

[‘D(s)dU'(:)r::w /%(_(:ﬁ)dli /.L[J,(p)c{lJn—... ----- /.tp,,(p)(.lli.
b,

b My “bp

D’autre part, d’apres le théoreme de Cauchy étendu i la surface
simplement connexe T', I'intégrale

[ * "
A—rend . ®(z)d U s
amy —1 ~[1 ()abt=)

est égale i la somme des résidus de la fonction
O(z)U'(3).

Les seuls points singuliers de ce produit pour lesquels le résidu
puisse étre différent de zéro sont les poles de ®(z). Soient ¢; 'un des
poles dont nous supposons Uordre égal & I'unité et R, le résidu corres-
pondant de ®(z); pour le produit ®(z) U'(z), le résidu correspondant
au pole ¢; sera

R[ U’(Ci).

Alors, en écrivant que la somme des résidus multipliée par 27y — 1
est égale & la valeur que nous avons obtenue pour 'intégrale

f "®au,
;
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on trouve la relation

(7) ')'ﬂ\//:izlizU’(cf):— /¢1(P)dU~f¢z(P)dU—--~— 4p(p)dU.
b, by by
14. Tn remplacant dans cette égalité U successivement par chacune
des intégrales normales de premitre espece, et en désignant par u; (=)
la dérivée dew(z), on obtientles p relations suivantes entre les poles
et les résidus correspondants d’une fonction @ :

8) zﬂ\/':“[_ZR,j wp(ei)=— [ by(p)det®) — [¢2(p)(ltcfk)~...— / b, (o) duth,

<y 'y by

pour
k==1,2,...,p.

Dans le cas particulier ol la fonction ®(z) est une fonction ration-
nelle du point analytique (z,5), 4,(z), $,(=), ..., (=) sont identi-
quement nulles; les relations précédentes deviennent les relations
connues entre les poles et les résidus correspondants d’une fonction
algébrique.

Considérons encore le cas ol @ (=) est unc intégrale abélienne nor-
male de seconde espeee avee le pole simple 5 = ¢ et désignons par w,
le module de périodicité de cette intégrale le long de la coupure b, la
relation précédente devient

amy/ - tuj(e) - — ‘li!»,/ Autk)(p) ——.o— by /du“’) (p) —ecc— Wb, /a’u“‘)(p);

by by by

dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles, sauf celle qui

correspond & la coupure b, et qui est égale & 27/ — 1, de sorte que,
dans le cas actuel, les p égalilés deviennent les suivantes
Wby — wh () (k=1,2, ..., p).
Elles font donc connaitre les modules de périodicité de I'intégrale
normale de deuxitme esptce; ou, si l'on suppose connus ces modules
de périodicité, elles se réduisent a des identités.

15. Nous nous proposons maintenant d’obtenir 'expression d’une
fonction ® dont on donne les périodes, les poles et les résidus corres-
pondants.
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Considérons I'intégrale

/wudm4>

L2 l'
1L, .(3) désignant I'intégrale normale de troisicme espece dont la dé-
rivée devient infinie :

.. . I
Dans le voisinage du point x comme - )

n
2

La fonction, sous le signe somme

®(5) I, (s),

st uniforme sur la surface T'. Les sculs poles de cette fonetion, ad-
mettant un résidu différent de zéro, sont les points z,, 2 poles du
facteur II; ,.(z) et les poles de la fonction (=) ; soient

Cpy Cyy aeny Cp

les poles de @ (=) et
R, R, ..., B,

les résidus correspondants. Entourons chacun des points z,, 25 ¢,
Cyy -+ ., Cg 'un cerele infiniment petit. On sait que Uintégrale prise le
long du contour de T est égale & la somme des ml(-rrr‘il(,s prises le
lom:g des contours des petits cercles, si 'on integre, (l(mh le sens posi-
tif, le long du contour de chacune de ces aires. Nous pouvons éerire
cette errahtc de la facon suivante

/ D(z)dlp(5) = | O{s)dI., .-+ / @ (z)dll;,, - 2/' O (z)dll;,,.
e

o (zy) ()

Or, on a
[mum“)m, amy= 1 R0 L (1),

ferg)

o

[(@u(a)dss - amy= T @(a),

(x)

/ D () (5)da e~ 2y 1 B(3,).
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D’autre part, d’aprés le calcul fait pour une intégrale abélienne
quelconque (n° 13),
k=p

/(I)(d)dﬂ-, = } /'IKP/‘.(‘O;IdH:u_,.

<
_1{"‘

En remplacant, dans la relation fournie par le théortme de Cauchy,
les intégrales par les valeurs que nous venons de rappeler, nous ob-
tiendrons une formule donnant 'expression cherchée de @ ()

(q)(m) - P (5 &«21! AL, (¢
(9)2 : .

: /LIJI(P)(ZII%""W " i '; /q’/ ((J rlﬂvu . ——'—“ /HJ[’(J)(I]—[' ve

amy/ -1y, amy/ 1,

16. Dans le cas particulier d’une fonction algébrique, la formule
devient
O(z) Dz - X RTG(e

Pour retrouver la formule connue donnant Ja décomposition en élé-
ments simples d'une fonction algébrique, il suffit de remarquer que
F'on a:

L (5) A2, 5),
en désignant par Z(x, z) Pintégrale normale de scconde espece
qui devient infinie comme - :'_-_, quand la variable z se rapproche du
point z; on le vérifie en (l(,l"IVdﬂt par rapport & = deux membres de

Iégalité
[ ’”]%x-; / ClH%:’

o g
- “n

que fournit le théoreme sur I'échange du parametre et de 'argument
et en se rappelant que Uintégrale normalc de seconde espece changée
de signe est la dérivée par rapport au parametre de l'intégrale nor-
male de troisicme esptee. En tenant compte des résultats que nous
venons de rappeler, la formule donnant I'expression de @ (x) devient,
dans le cas d’une fonction algébrique,

O(z) —b(z,) =R Lz, ¢;) + RZ(z,¢,) +...+Byliz, cp),
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et il convient de rapprocher de cette formule les p relations

Ryw)(ey) + Rouf(es) +.. .+ Rpuj(cg) =0
(k=1,2, ..., p)

a I'aide desquelles on vérifie aisément ue I’accroissement de la fone-

tion () est nul, quand le point « {raverse une coupure b;.
L’examen de ce cas particulier nous conduira i écrire, dans le cas

général, la formule sous la forme suivante

() — D) =Y Ril(z, ;)

f b (p) Al e —- f a(p) My — ... — [ () al,,,
977:\/-—1 ’WV*' ’

b p

et & rapprocher de cette formule les p relations

\ ”TE\/“‘ by 2T \/

Vérifions encore cette formule dans le cas ot la fonclion @ (x) est
une intégrale de seconde espeee n’admettant que des poles simples,
ot dont les périodes, le long des coupures a;, sont toutes nulles. Dans
ce cas, Y;(=) seréduith une constante; intégrale

fkljlt(P dllﬂ'u’ - LI)/L/dH-'u'

conticnt en facteur accroissement que recoit I'intégrale normale

(), quand la variable traverse la coupure . Cet accroissement
vtant nul, l'intégrale correspondante disparait et @ (z) se réduit & une
somme d’ 1ntograles normales de seconde espece multipliées par des
constantes.

Ces constantes sont, d’ailleurs, arbitraires, puisque les relations
entre les poles d'une fonction @ et les résidus correspondants se ré-
duisent, dans le cas actuel, & des identités, quand on y remplace par
leur valeur connuc les périodes de l'intégrale normale de seconde
espece.
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17. Nous allons vérifier que 'expression donnée pour ®(x) par la
formule (10) admet bien les périodes de la fonction ® (x), pourvu qu’il
existe entre les poles et les résidus correspondants les relations (8),
et ceci nous donnera la solution du probleme : Consiruire une fonc-
tion O (=) uniforme sur la surface T et dont les périodes se définissent ¢
Uaide de fonctions données Y (z), assyjetties seulement @ la condition
d’étre des fonctions rationnelles du point analytique (=, s). Nous aurons
4 nous appuyer, pour cela, sur le lemme suivant :

s
Z(I‘)::/—:l —
c.o—-tL

prise sur un plan simple le long d’un arc de courbe G, et considérée comme
fonction de x, admet la ligne G comme coupure : en désignant par ' et o
les affixes de deux points situcs de part et d’autre de la courbe C sur une
normale @ cetie courbe et @ une méme distance infiniment petite du pied
de la normale, on a

Lenne. — Lintégrale

(N —71(p) =1k '27{\/::::>7i-.

Soient Oz, Oy les axes rectangulaires auxquels la courbe C est rap-
portée, s, 'affixe du pied de la normale, @ I'angle de O avec la tan-
gente au point z, (fig. 5), en prenant comme direction positive sur la
tangente la dirvection qui correspond au sens d’intégration et le sens
positif pour les angles étant le sens de rotation du systeme d’axes Oz,
Oy. Sur la normale, considérons comme direction positive la direction
définie par Pangle

0::6(—[—E7
2

et supposons le ‘point A pris sur la demi-droite, issue du point z,
qui correspond & P'angle 0, le point p sur la demi-droite de direction
- opposée, les deux points A et p étant 2 la méme distance 7 du pied de
la normale. On a

= 5y 4 reW=1,

p=5~ reo\/:f.

Il suffit évidemment de considérer un arc de courbe tres petit compre-
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nant le point z,; si =z est 'affixe d’un point de ce petit arc, on a
[ i

' ds
5o 5y <;E>l(s — ) ..,

en désignant par s 'arc de la courbe C compté a partir d’une origine
arbitraire dans le sens choisi pour sens d’intégration, par s, la valeur
) . s’ ds
de I'arc correspondant au point z,, el par (—) la valeur de -> au
: ds ] ds
méme point.

Remarquons que

"l st fo——
( — ) o eoSo-i- |/ -1 sine T e®V ol
ds |,

Alors, en posant s —s, == o et en négligeant les infiniment petits
d’ordre supérieur, nous trouvons

55 aer 1,
ds = ew-1dg,
puis
iz dz e g o ds
e h 5 gy o (ho-zy) get 0 e L o el i

et, comme 0 == % - 7:,
’ Cds do .
S—A . ,\/ )
on aurait de méme
’ ds do
On en conclut

L .
7.( )‘) = Z({J) :::/ (. f'“':" S ,___,_.__'{__7_”; _) dz,
S N \/‘ I A e V|

en désignant par o” et — o’ les valeurs de o qui correspondent aux
extrémités du petit arc considéré. En réduisant au méme dénomina-
teur sous le signe /, on trouve

Z(}) — Z(p):t:;;f),\/;-f/’“ r ds
oty

ot r?
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et, en intégrant,

S . " —
Z(2)—Z(p)=2y—1 (arc tangi—. — arc tang ]—>

o’ et o” sont des quantités positives tres petites que nous laissons fixes;
r est positif et tend vers zéro quand on suppose que les points A et p
se rapprochent indéfiniment de la courbe. On a done, dans cette hy-
pothese,

20 —2(p) =2y =i [T — (= T)]

et enfin
Z(\) —Z(p)=2my/—1.

Dans cette formule, on suppose qu’un sens positif sur la normale
est défini d’aprés la regle suivante : On mene la tangente & la courbe C
dans le sens d’intégration, et 1’on fait tourner la demi-droite ainsi
obtenue d’un angle égal & un droit dans le sens de rotation du systéme
des axes de coordonnées; le point A (fig. 5) est pris sur la direction

Fig. 5.

positive de la normale. Dans le cas d’une courbe fermée décrite dans
le sens positif pour passer du point p aupoint A (fig. 6), on pénetre
dans laire limitée par la courbe.

Si maintenant on considere 'intégrale

dsz
W (@)= [§(2) 7=
C

ol J (=) désigne une fonction rationnelle du point analytique (s, s),
Ann. de U’Ee, Normale. 3¢ Série. Tome XII. S.6
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on démontre aisément que
W(h) =¥ (p) =21V —14(p),

les positions des points A et p étant définies comme précédemment.
Dans le cas olt la courbe C est fermée, on a une vérification i I'aide

du théoreme de Cauchy qui donne comme valeur de 'intégrale précé-

dente, lorsque la courbe C est supposée décrite dans le sens positif,

amy/—1d(x) ou zéro,

suivant que le point 2 est intérieur ou extérieur & I'aire limitée par
la courbe. En effet, quand le point  passe de I'extérieur & I'intéricur
en restant trés voisin de la courbe, I'accroissement de 'intégrale est
bhien

amy/—1 ¢ (z).

Mais il est bon de faire remarquer que le résultat précédent a pu
étre établi directement, indépendamment des théoremes sur les inté-
grales de Cauchy.

18. Ce lemme démontré, revenons & la formule

(Il(.r)—-(I)(:O):Eli,-Z(x',ci)
I

I ) I ' '
e /N () /| Py SN (°) 7/ | O——— 7 (%) 7] | A
m\/—r//,l%(() i ,,,LMP) m/_wp% P)

Nous mettrons d’abord chacune des intégrales du second membre
sous une forme plus simple, en remarquant que, la fonction sous le

signe somme
$i(2) HQM(‘)

é¢tant une fonction rationnelle du point analytique (z, s), le seul chan-
gement qui se produit quand on remplace le point p par le point 2
(Jfig. 1) est un changement dans le sens d’intégration, de sorte que

~ [ Wp i, = GO,
b b
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Nous écrirons alors la formule

(l)(x)—fl)(zo)::Z RiZ(z,¢;)

(4 (2) dI () — 3 dll ' f' :
— - A —— 3 sox et — 3 dH:,o,.-.
= B+ i [t e [ 000

le sens dintégration sur chaque coupure étant le sens correspondant
au hord positif de la coupure (ce sens est indiqué par une fleche sur
la fig. ).

Cela fait, nous allons supposer que z traverse la coupure b,, calculer
PPaccroissement qui en résulte pour chacun des termes du second
membre et en déduire ce qu’on obtient ainsi pour la différence

(1) —D(p).

Considérons d’abord I'intégrale de seconde espece Z(z, ¢;); le
module de périodicité de cette intégrale correspondant & la coupure b,
st bgal b — i, (¢;), de sorte que I'accroissement de ZR,Z(x, ¢;) est

— 2R, uf (¢r).

Quant aux intégrales prises le long des coupures &, réservons la
premicre dont le chemin d’intégration est traversé par le point z;
I’aceroissement de chacune des autres s’obtient aisément en se rappe-
lant que, d’aprés le théoréme sur I'échange du paramétre et de I'ar-
gument,

I (2) — I, 0 (5) = u® ().

Alors, = se déplagant le long de la coupure b, par exemple, on a

dll;5(5) — dl; 5 (5) = dutt) (z),

de sorte que I'accroissement de I'intégrale /%(z) dIl, (=) est
by

I
——-'__——:./.%(z)du“)(z),
27‘[\/—-[ by
et 'on a de méme l'accroissement des intégrales correspondant aux
coupures by ..., by
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Nous avons réservé 'intégrale
f%(z)dﬂznx(z),
by

dont le chemin d’intégration est traversé par le point «, point critique
de I'intégrale II, ...

Prenons sur le bord positif de la coupure b, un arc trés petit &, con-
tenant le pied de lanormale surlaquelle se trouventles points X et p et
soit &) le reste du bord positif de la coupure 4,, nous avons a consi-
dérer la somme

[/4}1 (=) dn:oa'(z) -+ {”4‘1 (5) Al 2 (5)-

L’accroissement de l'intégrale correspondant a I'arc &) s’obtient
comme celui de I'intégrale correspondant 2 'une des coupures b,, .. .,
b,, puisque le chemin &] n’est pas traversé par le point . Cet accrois-
sement est

by (5) du(5);
o

il differe trés peu de
fl.[q(::)clu“)(z),
by

puisque ¢, () «, (s) reste fini sur I'arc &, qui forme le complément de
b, et que cet arc b est trés petit.
Il reste & trouver I'aceroissement de 'intégrale

f\pi (5)dl;, »(5).
I',I

Or, dans le voisinage du point z =2, on a

dILl;, . (3) 1 .
. .
= - -+ fonct. rég. de z;
dz g — g ’

au lieu de I'intégrale précédente, nous pouvons considérer

d-

<
9
e

Wi(x):jq)‘(z)

~
o
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’ 3. ’ 7
et, d’aprés le lemme que nous avons démontré, on a
W, (2) _Wi(P)zzﬁ\/:—l“‘Pl(P)’

On vérifie que le signe du second membre est bien choisi en se rap-
pelant que le sens d’intégration est celui qui correspond au bord
positif de la coupure b, (fig. 6).

Fig. 6.

J

En résumé, quand x traverse la coupure 4,, le second membre de
la formule (10) donne pour

Q) —2(p)
I'expression
O o 1 I t 1
Ry (¢i) + ——mz A) dut) 4 e :/ W) duV .. —-———:f' (X)) duth
B Rit o)+ s [ dut i [a(h) d = 0
-+ 4 (p)-

(On a mis A au licu de z dans chacune des intégrales pour rappeler
que le sens d’intégration est ici le sens correspondant au bord positif
de la coupure.) Cette expression se réduit bien a ¢, (p) si I'on tient
compte de 1'une des relations (8) qui doivent exister entre les poles

et les résidus correspondants.

19. Nous pouvons maintenant résoudre le probleme suivant :

Construire une fonction ® dont on se donne a Uavance les periodes,
les poles et les résidus correspondants.

Pour se définir les périodes sur les coupures b, on se donne p
fonctions rationnelles d’un point analytique (s,s). Désignons par
$4(5) la fonction qui correspond i la coupure ;. Soient
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les points qui doivent étre des poles (nous supposons d’abord que
ces poles doivent étre du premier ordre) et

R, Ry ..., B

les résidus correspondants. On suppose que les poles et les résidus
vérifient les p relations

— ¥ Reuj(er) + ——= fqh (M) dut® . .+ Lp (A) dut®) = o,

\/-— 1
pour £=1,2,...,p.
La fonction cherchée est donnée par la formule
i=g

O (z) —D(5,) :Z R.Z (z, ¢;)

=1

(4 (8) AL, 1 (5) e e / U, (5)dL,, 0 (5),
.an\/ by 2T \/—' !

I'intégration le long de chacune des coupures b, se faisant dans le

sens correspondant au bord positif de cette coupure.

Pour vérifier que la fonction ® () définie par cette formule répond
bien & la question, il n’y a qu’a reprendre les raisonnements qui ont
été faits dans le cas ou on admettait I'existence de la fonction @,
puisque la seule restriction imposée aux fonctions ¢, (z) d’une part,
et aux quantités

Ciy  C2  oevy  Cgy

R, Ry ..., Ry

d’autre part, était que les p relations (8) devaient étre vérifiées.

20. Si le point ¢;, aulieu d’étre un pole du premier ordre devait étre
un pole d’ordre ¢, on devrait remplacer dans la formule le terme
R, Z(x,c;) par la somme

RiZ(z, ¢;)+RiZ (z,¢;) +. ..+ REVZa-1 (2, ¢;).

I convient de remarquer que, si I'on veut remonter de la fonction
® () 4 une fonction F(x) admettant ®(x) comme dérivée logarith-
mique, on a deux cas trés différents suivant que 'ordre d’un pole ¢
est égal & 1 ou que cet ordre est supérieur & 1.
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Dans le premier cas, on a, dans le voisinage du pointc,
r
(I)(.Z') = .Z'_——C ~+ fonct. I‘ég. de Z 3

en intégrant puis en passant des logarithmes aux fonctions, on trouve

successivement
F(z)=(z —c)'P(x),

P(z) désignant une fonction de « régulitre dans le voisinage du
point x = ¢, de sorte que ¢ est, ou un péle, ou un point singulier
dans le voisinage duquel la fonction ne reste plus uniforme.

Dans le cas ol ¢ est un pole dont ordre de multiplicité est supé-
rieur & t, égal & 2 par exemple, on a
r + ’J
xz—c (xr—c)

PO(x)= 5 + fonct. rég. de .

On en déduit successivement

W
LogF(z)=rLog(z —¢) — 7’_—_—5 -+ fonct. rég. de =,

»

F(z)=(x—c)e *—¢P(z),
P () étant une fonction réguliere de . On voit que dans ce cas, si la
fonction F(a) reste uniforme dans le voisinage du point ¢, ce point
»st un point singulier essentiel.

21. On peut, & I'aide d’intégrales abéliennes et de fonctions ration-
nelles du point analytique (=, s), composer une fonction ® admettant
le long des coupures a; et &, des périodes rationnelles données. Sup-
posons d’abord que les périodes correspondant aux coupures
doivent étre toutes nulles el que I’on doive avoir

le long de la coupure by ........ QX)) — D (p) =r(p)

pour k=1,2....,p.
Considérons p intégrales normales de seconde espéce

Z(5,¢), Z(5,¢5), ..., ZL(z,¢cp).

Multiplions-les respectivement par des fonctions rationnelles de z
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pour le moment indéterminées
Qi(2), Qa(2), ..., Qp(4)
et ajoutons les produits ainsi obtenus. Soit @ (z) leur somme
O () =0Qu(5)Z (5, ¢,) + Qe (3)L (5, ¢2) +...+Qp(5)L(5, cp)-

On aura le long de la coupure b;, en posant (% u(z) = op(=)

—[®@ (M) —D(p)]=Q:(p) eilecr) + Qo (p) Pr(C2) +- ..+ Qpu(p) Prlcp)-

En écrivant que le second membre doit étre égal & — J,(p) et en
faisant succcessivement £ =1, 2, ..., p, on est conduit aux p relations

Qi(5) 91 (1) 4+ Q2(5) @1 (€2) +- - . + Qp(5) 91 (¢p) = — ¥4 (5),
Qi(%) @ (1) + Qa(5) @a(€2) -+ .. - Qp(5) 9a(cp) =— s (5),
Qi(3) @p(er) +Qa(3) pp(ey) .o 4 Qu(5)9p(cp) =— ¢p(3)-

Ces relations pourront étre résolues par rapport aux fonctions
Q.(z), Qa(5), ..., Qu(5). Sile déterminant

9s1(cy) 1(C2) ... 91(cp)
A(cic...cp) = p2(c1) @afca) ... @a(cy)
9p(er) op(ca) o 9p(cy)

est différent de zéro, ce qu’on peut toujours supposer, puisqu’on a
choisi arbitrairement ¢,, ¢, ..., ¢,

Si les périodes, le long des coupures a au lieu d’étre nulles,
doivent étre définies par les relations

lelongdeap......... QN —®(p) =wr(p)

on ramene la question au cas précédent en retranchant de @ la somme

am I":‘; [01(2) 4™ (5) + 02(3) w® (2) +. . .+ wp(5) € (3)]-

@, (=) étant une fonction particuliere, répondant aux conditions
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énoncées, I'expression générale des fonctions ® (z) est donnée par la
formule
@ (5) = ®,(z) + fonct. rat. de (z, s).

L’expression de la fonction @ (z) que nous avons déduite plus haut
de intégrale
f DAL,

a I'avantage de mettre en évidence les poles et les parties principales
correspondantes.

[ Y Vo ——

TROISIEME PARTIE.

22. Les fonctions @ uniformes sur toute la surface T” et dont les
périodes se définissent & I'aide de fonctions rationnelles d’un point
analytique se rattachent aux équations différentielles lin¢aires dont les
coefficients sont des fonctions rationnelles d’un point analytique.

Sapposons les périodes définies par les égalités

lelongde aj......... D(A)—D(p)=0i(p)
le long de by......... D(R)—B(p)=1r(p)

Si I’on détermine les coefficients d’une équation différentielle d’ordre
2p avec second membre par la condition que I'intégrale générale doit
étre

L P Y 2 all ZPSUTE SO Sy DI

iy evvs Np3 gy -0 hp désignant des constantes arbitraires, on vérific
que les coefficients sont uniformes sur la surface T’. Pour détailler les
calculs, nous nous bornerons au cas de p = 2.
Soit ’ .
R R Rl
Ann. de I’ fc. Normale. 3° Série. Tome XIL.

2
L“{‘-i’ : (l‘) -+ l"o ¢ = V.

wn
N
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Remarquons d’abord qu’en égalant Ie premier membre & zéro, on a
une équation différentielle dont I'intégrale générale doit étre

Aoy @y gy e e

Nous avons ainsi, pour déterminer P,, P,, P, P,, les équations li-

néaires
T R R G e n R g,
(i;:(‘)'l + Py {c[z’,::il + P (51030) P, % 4 PLo,== 0,
% + Py %1 + D %ﬁl -+ Py % —+ Pyl o,
[{l’;i’ -y % + Dy %}f- + P, if'["j_'—z 4Py, = o.

Ces équations peuvent étre résolues par rapport a Py, Py, Py, P, si

I'on n’a pas
dbo, d*o, dy,

s e ——— 0
ds*  dzt dz 7!
dbo, d*o, do,

3t dz? ds P2

(Zi“’ . dﬂ& _(.[‘t_[JI ( =0
ds*  dsr ds iz
Coy Py b
d=  dz* ds T

Mais ce cas d’exception ne se présente pas si les fonctions ¢,, ¢,
Jy, 4, sont linéairement indépendantes [voir un Mémoire de M. J.
Tanneny, Sur les intégrales des équations linéaires (Annales de I Ecole
Normale, 2¢ série, t. 1V, p. 121)[. Les quatre équations précédentes
donnent, pour P, P,, P,, P,, des expressions qui sont évidemment des
fonctions rationnelles du point analytique (z, s).

Il reste & déterminer V, mais V doit étre identique au résultat de la
substitution de ® dans le premier membre de I’équation différentielle,
¢’est-d-dire &

d-® d*d d*® dd

o P, s T P, e+ PJ—C—E -+ P, .

La fonction ainsi définic est uniforme sur la surface T’; en effet, quand
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on traverse la coupure «,, elle se reproduit augmentée de

dio, Ao die o
PEa s q’_-,'»l 4+, _{_E-Q -+ Py 7;‘1 +P.o,

et cetle expression est identiquement nulle, puisque ¢’est le premier
membre de Pune des équations qui ont servi a déterminer P,, P,,
Py, Py; il en est de méme pour chacune des autres coupures.

Done la fonction V est uniforme sur la surface T’, et I'on voit que
Uéquation différentielle du quatritme ordre avec second membre
admettant comme intégrale générale

© =%y Gyt Da gy Dy Gyt D0y

st telle que ses coefticients sont des foncetions rationnelles d'un point
analytique,

— T Ciam s -+



