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SUR LA DIFFÉRENTIATION
D'CNE CLASSE

DE

NOTE DE M. LEMCH.

M. Hermite nous a posé le problème d'obtenir la dérivée de la série
de lùnnmer et des séries trigonométriques ana logues , où la règle
ord ina i re c o n d u i t à des séries divergentes. Nous avons obtenu h solu-
tion dans le cas part icul ier de la, série de Krimmer, en pour su ivan t nos
recherches antér ieures sur les séries malms tén iennes qu i ont des rap-
ports intéressants avec la théorie de la (onc t ion gamma. Cette première
formule é tant obtenue, il étai t faci le d'en trouver la vraie origine et de
résoudre le problème sous des condit ions plus générales. Ce sont ces
résultats généraux qui font : l 'objet de cette Note, que nous ne,croyons
pas ut i le d'allonger par l ' indicat ion de la voie primitive qui se trouve
expliquée dans un Mémoire présenté à l 'Académie François-Joseph
(de Prague),

1. Soit donnée u n e série trigonométrique convergente
i»

(Q ^'^^S"^ ^'n^'TT;
V -: 1 1 '

je dis que la dérivée de sa somme fÇx) sera donnée par l'équation

/. .,, ..sm.'rTT ^, . . , .
W / ' ( X ) ——"—— =:. J^ (Cy — .̂n ) SU-,1 ( 2 y + 1 ) X TT,

V = 0
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où C(,==o, toutes les fois que le deuxième membre est une série uni -
forinément convergente.

Représentons, en effet, par^(^?)la somme de la série (2), mult ipl iée
p^n. «——, ^ étant supposé entre zéro et Fumté: on peut écrire1 Sîn.Z"7T 1 l ' ' ' 2. • 1 •

i , . ,. vi , . sin( ^v 4- i)^"7T
n^^^^--^-——^——•

v=o

in employant l ' identité dont Abel a tai t usage le premier
// n — i
^ a., (^ :::,= ̂  A^ ( /^v — ,̂,(,.,i ) -•1|- A / / /^/,
v ;= o v =- (»

OU

prenons
Avr= a,,--}1-- ^i ••-i" ... -h < ,̂

. s i l t (9 - ' y -h î).^î!:av==G.-c,.H, ,̂::::,.._^

et nous aurons

- g{x) =. lirn [ ^.^^i9' cos(a'u --h ;.>-),r7r -h c,,, , , ., D / . si»:» (•.î//, -h ij.rTT^ ̂ ^-) =. nm ^^..na cos(a-u -41- ^)^7r -h c,/,.,,..,; -.-..--.....̂ -̂
| v=o

Cela posé, soient x^ et ^i deux points (le l ' i n t e rva l l e , i n t é r i e u r a
(o, . . . ,i:), dans lequel, la série g ( ^ " ) est un i fo rmémen t convergente,
nous aurons évidemment

f" n '-]
/"* 1 1 1
/ ^(.z") rf.r'== lirn | '\ -^ (sinav.TiTr •-— si,n;^.:r()7T') 4--8Ï/,, ,

.7., :" // =•• î<i j -'"«" "y |
l,,..v=i J

où. nous avons posé, pour abréger,

-., r'^Tt sin (9,n 4- î ) . ^7T ,H -̂,,,,̂ ^ -,-._-^^^^^^^^

Or on trouve, en, intégrant par parties,
C,t.^ i |"111' COS ( ̂  /^ •4~ » ) ̂ 1 7; COS ( '̂  /^ •--h r ) ../'•<, 7T ""!B^ a /y. -1|•- i j s i u .r i TT s i n .r,, TT

7T C,/, .4, i F ' " 1 ("; 0 S ( a /Z -{"- î ) .V 7T (.'- 0 S ./' 7?"

a^ 4- ï J,.. , sin2.^: f'i'i" '
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la quanti té in f in iment petite ̂ ^ se trouve ici multipliée par deux
quant i tés qui restent finies pour n infini et l'on a par conséquent

lim R//n-o,
n == oo

ce qui fait voir que l'on a

^*'( i
j ^{x}dûc = V -v (smss^z'iTî: — sinay.roTr),

ou bien
r x ï

< ^{x)dx^.f(xi) -/(.^),
€/».„

et le théorème est démontré.
On voit de môme que la convergence de la série /(^') est une con-

séquence de la convergence u n i f o r m e de g ( x ) et de l/hypothese
lim ^ == o q u i , comme on sait, est nécessaire.

Mais on peut aller plus loin en considérant d'autres types de séries
trigonométriques, et l'on parvient à des résultats analogues que nous
nous contentons d ' indiquer , les démonstrations é tan t toutes semblables
au raisonnement qui précède. Ils subsistent dans les couples de fbr-
niules s imul tanées suivants :

(3)

/•/ \ V^ ^vl f{x) = J^ ̂  COS2^7T,

1 v = i

1I .,, , sin^Tr ^ , . /f/'^)^
^ v,=

f /' ( X ) ——^—— == ̂  ( Cy ~ <?v+i ) COS ( 2 V + X ) X 7T, CQ =: 0 ;

/,. . YI aô'v . . ./(^) = > ———, sin ( 2 v — J ) x TT,
^——a ^S V —— j.

(4 ;
. , < . sin^Tr ^ , . ./ ' ( .T) -.——..— =: J> ( ̂  — Cy+i ) sin 2 'y .z'Tr.

^//./&. f/<.' l'Êc. Normale. 3" Sérifâ. Toïne XII. — ^ovBMnitK 189.5. f^)
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as
"̂̂  0 /"*

^ x ) '"^ 2^ ï7 "̂i cos ( 2 v ~~ ! ) "r7r?

(5)
,,/.- , sin.'r'Tî vi ,j ( ..y ^ —_- ̂  J^ ( Cy — Cy+.i ) ces 2 y .r TT, c,,, .:.„•=; o.

A. ces résultats on peut ajouter les théorèmes un peu plus généraux
qui consistent dans les couples de formules

(6)

v^\ cf( x ) •=::: 7 -—'L...,..., sj n ̂  .y ̂  c ,̂ ,̂,... ^1)
•/ > / jHHà U + /< ! 11 /

// •Sï. (»

i
j ..,. „ Sin.TTT . , , ^ , . . /
! j ( x ) ———.. =::.— c,, s i jû ( 2 // —! ï ) .r 77 4" J?, ( ^v — Cy.)., ) s i l'i. .y TT ( 2 ̂  + ^ v 4- i ),

(^••««M yt

(-r) :̂:; ^ -..—/ -̂,,.,. cosa^7r(^ 4- ^ 1 'f^ "^ ̂  //^^ ^^^^Çu ^' " ) »
/î-,=0

„,, . s'in/yTr . •̂ ^
y (^) _„„_:..._ CoCOS(^^ — ï)^?!: 4- ,?. (Cv— Cv4.,,i) <.;OS.T7r(2^ 41" r^ 4" ï),

ce qu'on peut réunir dans un seul couple suivant
/ w

1 f(x} -2^^"•7t^!"+'t',
y/ ̂ , ()(8)

l ,._,
f /'(.'r)^11-1-'^ =:— C,,^-1"'"»-')-.^ V ( C v — <7,/.^.()e"l::••'•t'(2"+2'^+';.LV ---11 f,,^..^,.j

V =0

2. Les_ibrmules qui précèdent permettent d'évaluer, d'une manière
élémentaire, quelques séries connues, par exemple les su ivan tes :

"̂  si n ît n x n ^ cos a n x TT ! /^—^^^^^^^^^^^ ^ __^^ (o<^<i).
/ï ~ Ï n := I

Cariciles difïerences ^ — c^,, seront nulles sauf la première c,—c,
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qui a pour valeur respectivement — ^ et - r , d'où l 'on tire les équa-
t ions

f ' { x ) =- i, respectivement, f ' Ç . x ) =.- TTCOU-TC,

dont il, est aisé de conclure que les valeurs des deux'séries considérées
sont respectivement

/ ( . x ) ̂  ; — ^ et /(;r) •:= — loga sin^Tr.

Un exemple plus intéressant nous fou rn i t la série classique de
K u m mer

jogr(.r) + [ log '̂  + (^ - ̂ [log.Tr - ?( i)] .= ̂  l.̂ . sin.^.^,
// = i

pour laquelle on obtient le résultat

',,1.1<^ sin^Ti 4- ̂  coa^TTH-" [logaTr-T^i^jsin^Tr •:...= V lo^-.^— sin(2/^-1)^71,
i ^^ >JL' j A <A»d /^ —)•"-• i

/ï .:.= I

q u i a été le po in t de départ de nos recherches.
Le théorème qu'expriment les équations (8) permet d'évaluer direc-

tement la série connue
•ay

^— ^ ï X7ï i ( n -t"- // )

^ l"l'i~' 2^ ~'̂ :;'̂  •
n ;:=s "- oo

Décomposons-la en les deux. suivantes :
(» SO

.̂̂  ^Ix'Ki^n^n} ^_^ ^-ïx^i{i--n-^-n)
<r() = 2^ ̂ -^r^9 yi ̂  ~ 2d ̂ •'r̂ r,,"-?

/i? ss: {» /j' ~: 0

qui sont en effet de la forme (8); les différences c\ — c^ étant nulles,
on aura

^.^^^^e^Wi,
dO! 71 : '

^^îî^+e^1--2^^.
dx TT 9

et, par conséquent,
^ -: ̂  4, ̂  ̂  o •^te *'""" <;to dx "w 7
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de sorte que la somme y ne dépend de x pourvu que l'on a i t
o <^ oc <^ i.

Si l'on veut employer Inéquation

(aj V L:1)".-....,̂ ,
^u^ u + /i s m UT:

//=.:— ao

on aura la valeur de y en prenante === ̂  ce qui, donne

(9)
„ ^ni(i^-n) TC"^' 9.71:1

Ma ff .4- /// """""" sil'K/TT ""'" î — ^::ll"aMW;

ou il faut, bien entendu, supposer o <^ x <^ î.
Mais, sans connaître l 'équation (a), on obt ien t d i rec tement la

quanti té
w^ /̂a.-Ï 7C ;'(//,--(••//)

Vf ( U ) :- J^ ^ -^_ .̂- , 0 < ,•,,• < ; ,

.„...., os

dont on sait qu'elle ne dépend pas de x. A, cet effet, employons l ' ident i té

î _ -ï T 1 .1

cib """'" a -l- b ci a •-[•'•' b b

en y posant a ^ u + m, ^ == ^ + /z; après avoir m u l t i p l i é par
^Utw^y^^,^ faigo^g i^ gomme pour m = o, ± T , d: 2, ..., ± M';
^ == o, ±: î , ±: 2, . . , , ± N. II. vient de la sorte

M .N M ?,
^ ^X7tt(a-^//t.) y^ ^2y7t/(t/-("^) ^^ ^â7ï^'(.r.--y)frt.4..//;) ,̂,̂  ^ây7C<(«.+^-i-///,4-//)

•̂d a-\-fn M v + /i '"1^ -̂««^ u ^ i n ' " " " ÀHà a"'"'4- l'''^7'-.FI'llllml":^l'i/^
"•-M -N m^-.M ^s -N

N M
•yi ^2'rc/;'( l "+-y-"- »t?3 ( t^'i-//. ) ^^ ^ï.'.y'Kt9 ( if- +•• (•'-^//^-"^/•^ )

A«i ç.? -^ n Àaà a "4.- t^ 4- m. 4- //-
/? ̂  •-- N /M :̂-- •>•- M

Supposons o<.r-<î, o < < y < < i et passons à la lim ite pour M == x-,
N =: co; en supposant de plus x >y, la quantité î +.y — <r ainsi que
^ — 7 sera entre zéro et l 'unité, et l 'équation deviendra

y ( a ) q? ( ç ) = y ( /// ) y ( u -(- ^ ) 4- e^^'1 y ( ̂  ) y ( a +. ^ ).
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Cela étant, la fonction
00

^(u^e-^^Çu)^: Y in̂
Âsà u -+- n

est réelle en même temps que la variable u, et j ou i t de la propriété
^ ( u ) ̂  ( v ) -:= ip ( u +• v ) [ ̂  ( u ) 6?"'7"' -i- ^ ( c ) e-vnl ] ;

en prenant u et p réelles, la partie imaginaire dans l'expression entre
crochets devra s'évanouir, de sorte qu'on a l 'équation

^ ( u ) sin ̂  7r — ^ ( P ) sin ^TT =- o,

et par conséquent
^ ( /.// ) si n u rc =.r; const. ;

en passant à la l imite pour u == o la constante se trouve égale à ir et
l 'équat ion (a) est démontrée.

3. Proposons-nous maintenant d'évaluer la série
w

s ~. V ...̂ ĵ:.̂ ).,.,,.,̂ ^^^^^:̂-i r(^ + /À + ,1) '"
// ;:;:: " • • 1 so

En la décomposant comme la série précédente, on est coudait à deux
séries de la forme (8) :

^ F ( /// 4- n ) ̂ ^^
"o=1:: Z( -y'Ç^'n) ^'^r^~-5

n = o

_ _ ̂  r( ^— ^ — i) ^"2•%^ll^^'l/^)
k 1 "'"""" ̂  ̂ id p^^^^^^Y^ "~y"_ ^-^ ^" 5

n = 0

dont les dérivées satisfont aux équations

//^ v. î n T TT 'P (" /^ ^ v^ e ̂ ï tl^î fl •+ l i x > K /
aoo fein.,^7r ;̂,,_ AJ,.."l2^(2^•-"ï)^^ _ > -L______,
^'dx ~^~ ' Y ( a ) ' ^ u-^-n

n = t)

rl^ <y în yrr T ' ( fl — r'I ^ e"'^2^2"'"1"2^4"15^^'"aï»i bin^TT: _ î. t a_îj (2M-i)a;Tc^_ y r_______ -
^dx —^ ^ " 1 ( ^ — 1 ) ^ ^ — /z — 2

/?-.;(»
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en observant que les deux premiers termes ont pour somme la quantité
r T ' ( u ) r ( ^ — i ) 1 . ^«-I.UT»-
- ——— •+- p^———-{e^1-1^1^- —————,L l { { / ) T { u - i ) ] u~î

on aura l 'équation
/<r/So û?SA sin;z'7T _ ^ ^(2K+2ff,-)-i^7t/:
\cZ;y (̂ :r/ 7: """ ^ - ^—^,

/( ;:•: ••"1 so

d'où, en employant l 'équation (()),

. rfS Tr^^' TTr^^^'
da^ s m ^TT s il sa TT

11 s'ensuit que la dif férence de deux séries S, dont les arguments u
sont égaux, s'exprime sous forme f in ie

( 10)

aï

^ -,.,,..:,..:,,̂ ,.L...,l,......,....,...l. •, . . - . , ( ^2J-"Tt/'( ll-\-ll ) „. „„„ /..^.^.^'îtft «.-( • - / / } »

^ ,r(//,-i-/^ 4-i) lrf ' /

^ ;:; ..-•• ao

7T<?/m/ | , SinA'oT!: . ,
::::: .̂  ,_.....„.....„ iQff.,.....̂ ..,,,,,.,..,,,...., ,l.. ̂ (,y ,„-,„ j.)

S l î l ^ T T D ^ I t A ^ T T • 0 / )

ou il f au t que o < oc <^ i , o <; ,ry << i.
Si l'on fait par exemple x^ == i — x, il vient

Ui,

^ T ' i u + n ) . / u\ -n:2 /i \
(H1 > ^^ __^^^^^^ SIH 37T ^/^ 4" /^^ --- - := ——<-,.^..-. i — y ,

^d 1 ( //, ,...).„. //, ..)„ 1 ) \^ ^ J y^ ^ ̂  ^ ̂  j

Posons ma in tenan t , dans l ' équa t ion (10), x^ = x -4- ^, la quan t i l é ^
é tant posit ive et moindre que u n ; mui t i pl ions par e"""2^1 dx et inté-
grons depuis zéro à ï -^ puis posons x^=x + y ~- :r, m u l l i p l i o n s
par la même quan t i t é e^^dw et intégrons depuis ï — ^ à r . En
ajoutant les deux résultats i l v i en t

^l^[,.-(,^o\^^.,^^^^ V' ^(..^+//), ̂ ^. ,^r^-^1

T i u

TTC

I - ( ï «,. y\^UTii_ ^^( (- ï)u7ti-\ _ y ,.Ali±«̂ ^ ,„, ^.în'K(\ 1 "i'1'1" ô!!1"J ^à V ( u + u ^ î ) ' { ' ' ] a/^/

^iTrr^^^ / " * . sinTT^'^-^) . . / ' ' ' "" ( r 1 l^ y log ̂ ^ J ^^^A.4^7T^ e-^dx^i^^^ e-^dx^
' fl >1 ' '' <1" o t/i.».i, ]

la, sommation s'étendant aux valeurs n ==1 ± 1, ± 2, ± 3, .,..
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En effectuant les deux dernières intégrations, on obtient la formule

(, „ e^) ^L-. + ,——(, ̂  e-^) y --...-î̂ -t̂ l- tô!l!!î/ l ( u - \ - l ) v ; j«d r(^-4-/ i+i) ^n-Ki

^^nti r 1 sjii ̂ (p ̂  ^•) ^,^ Tr^-^'
Z-L"; -.-..——. 1 jo^ ~——..,̂ -..,......,..,_..,.,.,.,..' e-2"^^ ̂ .r -+• —— -4- --_—_ f ï — ^«p7t/'

si n M TT ,4 b si ri 71 ̂  ^ u l 2 z.̂  sin u. ̂

ft'znvni_ »
en convenant de remplacer la quanti té ———r-, pour n = o, par sa
vraie valeur.

Dans cette équation, mul t ip l ions les deux membres par e~-tlL.l et
d i f fé ren t ions par rapport à v ; il vient

.....,.„.. pw ̂ ^ + l.:::!:̂  Y .J^^^^^^^^^^^^^^^ .̂.̂
1,' ( ( ( ) 2 -Kl Âsà ? ( // -h //' + J ) "'

— (SU

^pfl^l. ( ^'••••^fl'îîl ___ y / -*1 "\

-:: ..,.,,,,— .̂.̂  ^-a//p7c/ __,.,,.,,,.._^^^^^ loffsirï (."n" -h ^ y Jogsin TT-Z' e""2"7^^4"^ ̂ .r
sin ^?T \ 2 TU J^ 0 ' y

/ -r \ w ^--H'n.l
+^-2^TT/( „,„,.„ _,„ (,^^)^ „„„„,___f^^'Ki^

\ ̂  (( / 2 S] ÏJI ^/, TT

En m u l t i p l i a n t par e1''^^1\ ce résul tat devient

r^)^/1 s î r n / 7 r v ^/^+/^L^^(.4-^r(^) "' 1 71: ^ r^-h ^ +-i) ''/•^ ;.=;:— »?
^^Hitl f silU/TT /^1 \

:= .•.•.,.—....-—... — ,l—-—. lo^sinpTT + ̂ e^^^ y iogsin^Tr^-^^^^^ )
snu/TT \ 71 b ,̂ 0 /

^ ^MTC/ ( ...L ,_ (, TC i\ - ~.^— -
\ 2^ / 2S1ÏK/.T!:

Cette équation nous donnera l'expression définitive de la somme S
lorsqu'on aura la valeur de l'intégrale

r 1
j logsin^TT^2^^^.

Jo
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J'emploie à cet eflet le développement

COS^Â'^TT, . , v eoslogsin^TT ---•.-— log2 — > -—•

' ̂ \
^%, W donne
LJ. m. W

<r- '̂ sin MÎT M cr-"^' sin /,/, TT vi i
logsin^Tîe-2""1"^ ̂ ï =— loga 1 ^(Â-2-;/,2)

On a évidemment

y ._..,.L
AA:(^- ̂

. JL V
•2 M2 J^ F—"ï + /•'ÏM""1"1 A-,

i "'r(i4^/) r t r -a)a'M2 ^nY'^:^--^- Y("I ',„:'/, y 1 ^^(I)

et par conséquent

^ lo^ sin A'Tr fi-2"^' ̂
Jo

rr "7r( si ri u 71 [ . ï,̂  ( ï -i- /,/ ) T ( ( "-- /./, ) „. . "-:^ ̂ .^^,^ a loga + ..,.,.~.-.,........./. + , ,....,. -.-,--...-./ „-..,. •)A< i .
2M7T | D 1 ( l+ //.} .1(1 --" //} ' /

En substituant dans la formule que nous venons de considérer,
v ien t d'abord

silnnr y Ĵ ±j!i.L ew,u.,.n)\ïiun vi
•T-JLr ( a + ̂  -M )

_,,.,̂ .,̂ ,,,,._,.,,_;̂ .;̂ ,̂,,,,,̂ _,,.,̂
or la quantité

?(«) i ;r(r+/Q 1:
r^1)' ""a 1^^•-^+ ̂

étant égale à ^ y^ on aura, en employant l'équation
2 Ï(U)'

T'di) T'(^u)
rïi)' ~ rTr-1'11^"1 ' -TTCOl^TT,



SUa LA DIFFÉRENTLVTION D ' U N E CLASSE DE SÉRIES TRIGONOMÉTRÏQÏÎES. 36l

rexpression

— e^1 î coU/TT 4- Jo^a s inp-TT -- P(r ) + ("̂ 1 — ——T——?
L 2 J a s m ^ T T

qui se réduit à la su ivan te

— e11^1^ cot^Tî: 4- log2 sinp'n:— r^i)^- ^71-6] 4- ^e"^1,

et notre résultat devient

( y J^i^^^^^^^^^^^^^ r(^ , - t - / ,+ i ; /
( i 4 ) -/ n^-^ •

j ^^n^t r / ^ \ - t
^ ^^. ̂ ^ j _ r / ( r ) + TT cot^Ti -h lo^a sin ̂  + TT^C - ̂  ;

celte (ormule, qui a lieu pour les valeurs de 9 contenues entre o et i ,
remplace ent ièrement l 'équation (10) qui, nous a servi à l 'établir. Le
ra i sonnemen t assez long qui précède serait superflu, si l'on connaissa i t
l 'équation (i4) dans le cas de 9 = ̂  c'est-à-dire

^a) 2 (- •)" i-^^) — su^ ̂  ̂ (I) --10^ -t-7r cou^-// ^—»

'Ànn. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XII. — DÉCEMBRE 1895. 40


