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SUR LA DIFFERENTIATION

D'UNE CLASSE

DE SERIES TRIGONOMETRIQUES.

Note ve M. LERCH.

e

M. Hermite nous a posé le probleme "obtenir la dévivée de la série
de Kummer et des séries trigonométriques analogues, ot la regle
ordinaire conduit & des séries divergentes. Nous avons obtenu la solu-
tion dans le cas particulier de la série de Kummer, en poursuivant nos
recherches antérieares sur les sérics malmsténiennes qui ont des rap-
ports intéressants avee la théorie de la fonction gamma. Cette premivre
formule ¢tant obtenue, il Gtait facile d’en trouver la veaie origine et de
résoudre Ie probleme sous des conditions plus générales. Ce sont ces
résultats généraus qui font Pobjet de cette Note, que nous ne croyons
pas utile d’allonger par I'indication de la voie primitive qui se trouve
expliquée dans un Mémoire présenté a I'Académie Frangois-Joseph
(de Prague).

1. Soit donnée une série trigonométrique convergente

o
N
(1) Jla) = 2 —j sinevar;

Vol
je dis que la dérivée de sa somme /(@) sera donnée par 'équation

= Z(cv—-c.,+,)sil1(zv 4 1),

=1

sinem
T

(2) S (@)
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oll ¢, = 0, toutes les fois que le deuxieme membre est une série uni-
formément convergente.
Représentons, en effet, par g(x)la somme de la série (2), multipliée

har » & ¢étant supposé entre zéro et I'unité; on peut écrire
I ;

sinew

sin(2v - 1)rmw

n
1 . ~
— o(x)=lim Z Oy Cyggq ) e o
,n.h( ) n==w ( ’ VH) ST
V=0

En employant I'identité dont Abel a fait usage le premier

n n-—1
~ -
z((v by == ZA‘/(l"/ — byiq) = A0y,
VE={} VE-=11}
ou
Ayoz g~y ooy,
prenons
sin(2v 1)
by == Cy == €y by el L
v v Vb1 ) Sinar Y
el nous aurons
0= . ( -
1 . ~ sin(an - 1)rm
— o) = lim 2‘(: 42 COS(2V ~b= 2) LT 1= Cpppoy v s -
T;’*’( ) i \ax ( ) el sina
Y 2 ()

Cela posé, soient x, et , deux points de Pintervalle, intéricur i
(0, ..., 1), dans lequel la série g(a) est uniformément convergente,
nous aurons évidemment

e

“oon
o ‘ . N ¢y, o .
g () de =1lim : -;(sm 2va T — sinava,m) -+ R, |,
" n “
X'
Yoz

oll nous avons posé, pour abréger,

e .

_ ‘msin(2n 4-1)om

R, == Cyos A L e
sin.rm

Or on trouve, en intégrant par parties,

I Crpy cos(on 1)y COS(an —+ 1),
T an - sinz, m sin, T

(A

Wl
TCha "cos(on 1) LTCOS 0T ,
an 1) sin*axm
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| antité infini ¢ s Cuan . . 3ey .
a quantite infiniment petite —==" se trouve ici multipliée par deux
quantités qui restent finies pour » infini et 'on a par conséquent

limR, = o,

n=m®m

ce qui fait voir que I'on a

]

1y
S Cy . .
/ g(.l')d.r::;z—;{(Slﬂﬁv‘l‘lﬁ——-Sl[l?,‘J.Z“,’it),

e v=1

ou hien

o

/‘ l;,f(a?)a’.xr;:/(.7{:1) — J(xy),

X'y

et le théoreme est démontré.

On voit de méme que la convergence de la série f(x) est une con-
séquence de la convergence uniforme de g(x) et de P'hypothese
. C, . . ) .

lim ;’ == 0 (ui, comme on sait, est nécessaire.

Ve

Mais on peut aller plus loin en considérant d’autres types de séries
trigonométriques, et 'on parvient i des résultats analogues que nous
nous contentons d’indiquer, les démonstrations étant toutes semblables
au raisonnement qui précede. Ils subsistent dans les couples de for-
mules simultanées suivants :

3

e
Slx) = Z -;f COS2V X T,

(3) /
sinzm _

—
/f’(.;‘(:) - __':Z((;v——cv,,.”COS(i?.V—l—l):L‘ﬂ', Co=0}

\ Vo)

@
g 26 . _
J(x ,-nz-g‘;——_—_——’sm(zv 1z,
/, V=1
(h) . .
S (x) i]_@;“?j}[ = Z (ey— Cy4y) SiN2V 2T
VYVl

FSN
a1
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f(x) e \ —— coq(zv — 1),

| e OV
. Vet
(5) -
L osinaT i
./l('7> e = D (cy==cCyqy)COSRVET, Cy== 0.
Vo

A ces résultats on peutajouter les théorémes un peu plus généraux
qui consistent dans les couples de formules

' o

Y C, .
x) = e sinaxm(u - n),
Jeo) = X simaantu )

o)

(6)
sina . N .
FACAE — T cosin(2w — 1)z -~ 2‘((:.,-- Cyq)Sinem( o -+ 2y 4-1),

V=g
o
N ¢,
f(a) = 2‘ — e cosaaxm(w-t-n
J(xz) e . )
n =0

%

J'(x) i e 0y 008( 2 — 1) BT 2 (Cy = Cyiq) COSZT( 200 = 2V == 1),

Vo=

ce qu’on peut réunir dans un seul couple suivant

! w

x) = — ~”' cl Qi e 4—/1)
(@) = T
n::x()

) sm 2T eppre | e
'/ v A S (.0(,! LTi(20 1) 4 2 (Hl ,;Lcm(mu 2941,

M)

2. Les formules qui précedent permettent d’évaluer, d’une maniere
¢léementaire, quelques séries connues, par exemple les suivantes :

o« d

O Sino N COS

(0o<<x<1).

n=l )

Carici les différences ¢, — ¢,,, seront nulles saufla premiere ¢, — ¢,
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. _ . I \ .
qui a pour valeur respectivement — ~et —1, d’ol lon tire les équa-
tions

Sy =—1, respectlivement, J'(z)=—mcoten,

dont il est aisé de conclure que les valeurs des deux séries considérées
sont respectivement

. I g . .
Slx) = Sk et S(x) = log2sinznm.

Un exemple plus intéressant nous fournit la série classique de
Kummer

T I sinem [ ~logn
logl(x) - log - ps + <1 oo 7)[[0;;’27’: e (1)) == z —2-Zsinanem,
2 o : nT

n=1
pour laquelle on obtient le résultat
iz) . T . ; = n
coelsinen - cos@ -t [logan T (1) ]sine *Z By sin2 “
() ; [log (1] b lohn o sin (2n--1)am,
nezl

qui a éLé le point de départ de nos recherches.
Le théoreme qu’expriment les équations (8) permet d’évaluer divec-
tement la série connue

c‘zwm’(n )

. 2
J o U~ n

Décomposons-la en les deux suivantes :

o “%
~ e:'.mti(u 1) ~ oAl - un)
/s e e T e e e e e
o 2‘ -+ n T [ — i -+ n

ne==0n n =0

qui sont en effet de la forme (8); les différences ¢, — ¢,.., étant nulles,
on aura

________ [ e('lu—l)x‘n:l’
dy, sinxm

o e = {1 21:).::71:;',
dx T

et, par conséquent,
dy _dyy , dn
de ™ dx dx
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de sorte que la somme y ne dépend de « pourvu que l'on ait
ol x<I.
SiI’on veut employer I'équation

%

() >

NZZem B

on aura la valeur de y en prenanta =, ce qui donne

N (;.. AT () TL-()ILTI:I o TT't'

) ¥  eme——— T R Pypme T
‘)) ] = n sm uT | —- gTReme

]
ot il faut, bien entendu, supposer o << 2 <1.
Mais, sans connaitre I'équation («), on obtient directement la
quantité

~ c‘.'.)mi(u )
glu) = 37 S o<a<i,

—tt

o -t=n

dont on sait qu’elle ne dépend pas de . A cet effet, employons Uidentité

o 1 i I 1
ab T a--b a a0 b

en y posant @ == w - m, b =y - n; apres avoir multipli¢ par
eyl ymiesn - faisons la somme pour m==o0, %=1, 42, ..., &= M;
n==0, =21, =2, ..., 2= N. Il vient de la sorte

N M N
y Yt TCE( te-4-211) (,zym'(v |-n) ~ (,271.1'(1' -y iiad-m) Aﬁ e).yrz(zu Y-
- 1 z g-n U m e 14 A~ - 1
~~\l N m oz M n - N

B il S eaaiaacy
it - n S e /1 s L
noee N m e '\l
Supposons o < x <1, 0 <y <1 ¢t passons a la limite pour M ==,
N ==; en supposant de plus z > y, la quantité 1 + » — 2 ainsi que
a - y sera entre zéro et Uunité, et 'équation deviendra

(u)g(v)=q(u)g(u-+9)+e ¥ g(v)p(u-+yv).
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Ot
~d

Cela étant, la fonction

(=1
uw -+ n

()= e g(u) ==

estréelle en méme temps que la variable u, et jouit de la propriété
G(u)d(o)= q;(u + o) [d(u)er™ 4 y\!,((;)e—vrci];

en prenant u et ¢ réelles, la partie imaginaire dans I'expression entre
crochets devra s’évanouir, de sorte qu’on a I’équation
d(uw)sinum—¢(¢)sinvr = o,
et par conséquent
b (u)sinum == consl.;
en passant & la limite pour « = o la constante se trouve égale 4 = et
I'équation () est démontrée.

3. Proposons-nous maintenant d’évaluer la série

24
8 !
\ 1 (” - ") - (,2x1ti(u 1—/1)_

S = l(u—i—n—l«l)

s
En la décomposant comme la série précédente, on est conduit & deux
séries de la forme (8) :

I‘/( " - I?) e?x’n:l(u—f—n)
3
Zl(a “+n) w-+n
n==(
w
~ I‘/(u — ] — I) e—2zﬂ[(1»—u+n)
; s
dd (0 —~n— 1) 1—Uu—+n
Nz

o P

dont les dérivées satisfont aux équations

6‘(2”" 241 ) XL
-3

dsn Sln TTC — I (“) el2u—1)2mt —_
dr m T T (w) Z

n=0

w
! e (22 10+ 21 ) X TCL
(lsx Slp %“E s e r (,_,” - ) ;(21&—-1)&:7‘:1 E N ;

dz T(ew—T1) w—1n—2

n-z0
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en observant que les deux premiers termes ont pour somme la quantité

. , e (2u—1)xmi
[\.— r (U) r (lt I)] e(ﬂu—-l)ﬁ?ﬂ‘:-— ¢

1’(1/)+I‘(u——1) Tu—1

on aura I'équation

£
<clSo 9 ds, )sm zm 2 el Lami
....... - ke - ,

dx dx T u-+n

N

d’ot, en employant I'équation (g),

dS 12' exm‘ ﬂ(,rmi

dz = siner siner

Il s’ensuit que la différence de deux séries S, dont les arguments «
sont égaux, s’exprime sous forme finic

1 l’(l/ -+ n)

(10 QRETE( A n) o RE (Ut n)
) l’ WAt 1) )
me™ L sina
o log faTt = LTy )
sin l(TE 5“1 ' TC )

ol il faut que o <z <1y 0 <y <

Sil'on fait par exemple @, = 1 — 2, il vient

). " ind I \
mem SINATN (L == NI o ) i e - —
) . 2 sinum

Posons maintenant, dans I'équation (10), @, == @ + ¢, la quantité ¢
étant positive et moindre que un; multiplions par ¢ *“™ dg et inté-
grons depuis zéro & 1 — ¢; puis posons x, ==z -+ ¢ — 1, multiplions
par la méme quantité e *“™dz cf intégrons depuis 1 —¢ d 1. En
ajoutant les deux résultats il vient

v
V(u) (1 (1= p)eRoumi _ pgle-tiumi] z (n--n) (g sy |-
Tu+1) : l U1 A1) wnmi
' 21 Y W1
et smr: v - o . .
o __:‘_‘___‘ l(-’é (_._~ z) e METL ol g e e ruami oy 4 ”r( g 1) o 2uami {!f!
smmr} ) |7 sinmz Jo Jio

la sommation s’étendant aux valeurs n = == 1, == 2, == 3, .
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En effectuant les deux dernitres intégrations, on obtient la formule

{ / ’ 2n 0T
(I e..uvﬂl) r (u.)w e-uv‘m([ — e "nm) 2 T ([6 —+ ") et —1
Al N o
M-+ I’(u+n—l—1) 2RTL
2)
menmi ! sinm(e -+ z) Ol Te T .
‘ e ;l[l-l.l—ﬁ' l()b ! ‘%- N e L7 R B -+ (1 — T
sinum inrax w 2usinum

anvrel I

.‘IHTC—L'_’ pour n = o, par sa

4
en convenant de remplacer la quantité
vraie valeur.

e-.ﬁll(lﬂl
Dans cette équation, multiplions les deux membres par ——— et

différentions par rapport & ¢; il vient

N4 e P RUT U
l (’h[l ,w-.luu'm e ]4_ ..(:,, - . r (” —+ H) ¢ 2T
RN AT 2‘1(1/-& n—1)
T enm I L LU, | . ! . i -
et | RO e JO@SIN YT - 1 logsinmax e-2umito+) d g
sinam \ 2T Jo
—UTCL
-+ cﬂ,.g,,(nm' ('_ _ ("71.'l. . W(‘ B (,~211;:7rl
2L SN U

En multipliant par e*@™ = ce résultat devient

]

all ™
. I (’,’) yUTCL . q'_{] "75 N ,,.L_(,lf.:t_f_{z_gwm(m-n)

" T(u) T T(w-+n-+r1)

N -0

enm sinu . .
=T _ Sinar logsinem -+ ue'”” logsinzm e—24a™ dg
sinum i
+ e’””( L mi)— T
2u 2sinum’

Cette équation nous donnera I'expression définitive de la somme S
lorsqu’on aura la valeur de 'intégrale

w1
/ logsiname—2"*™ dz.
0
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Vemploic & cet effet le développement

] =~ cosakam
logsinzw = — loga — ) ~_.mi~_..
u1 donne
H P
: e vmsinum wetMSinum [
logsiname=20e™ d =— log2 + 2 .
E ; & & um s k(kt— u*)
\ /”/ Fext
N

On a évidemment

»

/_\

1 - 1 2
fi—u " kh+u /r)

(14 u) l"’(l — )
T+u) T )

)
i

N

B iali
i i

Fﬂhj

~—2F’(1)l

et par conséquent

logsiname~2u™ (.

(13) (7
emumi sm um
T e ')lngz

20T

. PR .
r‘(L] (1) e .1‘([ ,.,I“ - 3["(1) .
Potu)  Pi—ua) ‘

En substituant dans la formule que nous venons de considérer, il
vient d’abord

/
sinum V(a+n)  oriiwrn
1‘ ¢

(4~ n-r1)
J T w) (k) 10 () [ ™
= et et — Jogsinen —loga — - = —_— 4 I e e PP | e
‘ [l(u) 6 2 l(i+w) 2 l'(1—u) =)+ v T asin ur’

or la quantité
D(e) o D(ika) o
l‘(u) o [(l+[() % -

()

7 1] - A : 1 . ....... ) 76 “ 1
étant égale & - [(a)® Onaura, en employant I'équation

1’(11) D —u)
(u) - l(r‘~ u) i

= T COLUT,
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'expression

—
2 281nuT

|7 . . T
— eu [;-:- cotum + logasinen — TV (1) + vm] S
qui se réduit & la suivante
17514 H a2 . T .
— et [mecotum + logasinew — IV (1) + o]+ — e,

et notre résultat devient

¥ e +n) omiusm
I'(e+n-+1)
n -—a

ﬁczzni \ . . 1\
I e e — (1) +mcoturm +logasinyn + i ¢ — S

(14)

cette formule, qui a lieu pour les valeurs de ¢ contenues entre o et r,
remplace entierement 'équation (10) qui nous a servi & Iétablir. Le
aisonnement assez long qui précede serait superflu, sil’on connaissait
'équation (r4) dans le cas de ¢ = §, ¢’est-a-dire

I (e - n) T .
I oot e et [ (1) 4= lOg 2 4= T COL LT .
(et~ 10 -4-1) smunL (1) log2 -~ ]

QOEE L
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