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SUR LES

SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES,

Par M. LELIEUVRE,

PROFESSEUR AU LYCEE DE ROUEN.

INTRODUCTION.

1. Soit une famille de lignes unicursales G, dépendant d’un para-
metre u; les coordonnées d’un point de cette ligne sont des fonctions
rationnelles d’un parameétre ¢, choisi de telle sorte qu’a un point de
I'une de ces lignes correspond en général une valeur et une seule de
ce parametre; des que les coordonnées sont ainsi exprimées ration-
nellement en fonction de ¢, nous convenons de dire que les lignes G
ou u = const. sont dipisces homographiquement par les lignes ¢ = const.
tracées sur la surface S engendrée par elles quand u varie.

Nous nous sommes proposé la détermination de certaines familles
de lignes tracées sur la surface S et définies par une équation diffé-
rentielle du premier ordre entre u et ¢, de la forme

(D) Agt/m - Ajt'm=tq .4 A= o,

gé; et Ay, Ay, ..., A, étant des polynomes en-

tiers en ¢, 4 coefficients fonctions de u. D’ailleurs, la transformation
homographique générale effectuée sur¢ -

¢ désignant la dérivée

_ oct,+@_
ool 4By

ramene le degré des polynomes A successifs & augmenter de deux
unités quand l'indice de A augmente d’une unité. Nous étudierons les
Ann,de ' Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XII. — Fivnizr 1895, 8
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conjuguces des géné atrices G, leurs trajectoires orthogonales, ou en-
core les lignes minima, asymptotiques, ou de courbure de la surface S :
I’équation (I) estalors du premicr ou du second degré par rapporta s
Le probleme proposé se ramene & Uintégration de (I). On sait que
cette intégration est facilitée : 1° par la présence de facleurs communs
aux coefficients A; 2° par 'existence de racines multiples, par rapport
a ¢, du discriminant de (1), considérée comme équation entiére par
rapport 4 ¢'; 3° par celle de solutions singulieres de cette équation.

2. Notamment, ily a lieu de considérer le cas ot Uintégrale générale
de 'équation (I) n’a que des points criiques fixzes. On sait qu'il est
d’abord nécessaire pour cela que A, divise tous les autres cocfti-
cients A, de sorte que I'on peut alors ramener I’équation & la forme
que nous appellerons rnormale, dans laquelle A, est indépendant de ¢,
A, au plus du second degré, et généralement, quel que soit p, A, du
degré 2p au plus, par rapport & ¢. Nous devrons done d’abord re-
chercher les conditions & remplir par les génératrices G pour que
toutes les racines de A, appartiennent aux cocfficients suivants. Si
I'équation (I) est du premier degré en ¢, ¢’est alors une équation de
Riceati, facile & intégrer des qu’on en connait une solution particu-
litre. Si 'équation (I) est du second degré en ¢/, d’autres conditions
sont nécessaires; les points critiques sont fixes : 1° quand le diseri-
minant est un carré parfait; Uéquation se¢ décompose en deux équa-
tions de Riceati; 2° quand il a une racine double, et les deux autres
solutions singulieres; 3° quand il a quatre racines solutions singulivres.

Dans ces deux derniers cas, comme le discriminant a toujours au
moins trois racines distinctes, on peut, par une transformation homo-
graphique effectuée sur la variable ¢ et déterminée algéhriquement,
les ramener & étre constantes, égales par exemple & o, et 1. Alors
I'équation résolue devient, T étant la nouvelle variable,

T'== T2+ BT + 7 = dyT(T—1)(T— &) (e fonction de w).

Dans le cas ou les quatre racines du discriminant sont des solutions
singulieres distinctes, les trois premibres o, oo ¢t 1 doivent done an-
nuler «T*+ BT + vy, qui est, par cons¢quent, identiquement nul;
d’otu il suit que la quatrieme solution singuliére T == a est constante,
et par conséquent les variables se séparent.
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Dans l'autre cas, @ doit étre égal a 'une des trois autres racines :
on peut supposer @ = 1; aT* + BT + v admet les deux autres qui sont
solutions singulieres; done il se réduit a BT et I’équation résolue

devient
T'=BT = 3(T —1)yT.

La transformation T = 0% la rameéne & deux équations de Riccati
qui ne different que par le signe de 0.

3. On a signalé depuis longtemps des exemples dans lesquels la
détermination de familles de lignes énumérées ci-dessus se ramene i
intégrer I'équation de Riccati. Citons parmi les plus connus celui de la
seconde famille d’asymptotiques d’une surface réglée, des trajectoires
orthogonales d’'un systeme de cercles, des conjuguées d’une série de
coniques ayant deux enveloppes, cte.

Dans la premiére Partie de ce travail, nous indiquons d’abord com-
ment les plus simples et les plus connus de ces résultats pouvaient
étre prévus presque sans calculs et nous appliquons ces considérations
préliminaires a 'étude des lignes de courbure des surfaces réglées et
cerclées.

Dans la seconde Partie, en supposant que ’équation (I) définisse
une des familles de lignes énumérées ci-dessus, nous exposons une
méthode générale de recherche des conditions d’existence, sur la sur-
face S, d’un lieu ¢ = ¢(u), tel que 9(u) soit racine commune des
coefficients de I’¢quation (I), ou racine multiple de son discriminant,
ou solution singuliere. Nous commencons par montrer Uesprit de la
méthode sur 'exemple simple des trajectoires orthogonales d’un sys-
teme de lignes planes, puis nous appliquons la méthode générale a
I’équation des conjuguées des génératrices G et a celle des asympto-
tiques de la surface S qu’clles engendrent.

La troisieme Partie est consacrée a I'application des résultats précé-
dents i la recherche des familles de lignes unicursales planes et de
cubiques gauches divisées homographiquement par leur conjuguées,
et a Pétude des lignes asymptotiques de la surface S correspondante.
Dans le cas ol les lignes G sont planes, la transformation de Laplace
nous permet de rapporter immédiatement la surface S aux lignes G et
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a leurs conjuguées, et son application répétée donne des solutions du
méme probleme, dans le cas ol la génératrice G est gauche.

Notations employées. — Nous déterminerons un point de la généra-
trice G soit par les coordonnées cartésiennes rectangulaires z, y, s,
soit par des coordonnées homogtnes x,, x,, xy, @, définies par la for-
mule générale

pay== @it + b 4L (i==1,2, 3, 4).

Un plan tangent & S sera déterminé soit par ses coordonnées ordi-
naires /, m, n, soit par des coordonnées homogenes ¢;(i=1,2,3,4) (")

Les dérivations par rapport & u seront généralement indiquées par
la notation & accents.

Le déterminant
ay [11 P ll

ay, by ... U

a, b, ... |1,

sera représenté par | a, b, ¢, ..., {|.

PREMIERE PARTIE.

I.
GENERALITES.

§ 1. — Interprétation géométrique de la forme normale de I'équation (I).

1. Supposons que la génératrice G n’ait pas de points de rebroussement
(sauf peut-étre pour certaines valeurs particulieres de u); par consé-

(1) Nous supposerons p fonction de u)scul, et les ¢ exprimés (4 un factour pros, fone-
. . ox dx
tion de u seul) par les déterminants |7c—0—t- 5 \, formés avee les coordonnées ponctuclles
homogénes x prises trois & trois.
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’o . dl‘i 5 < .
quent, les quatre dérivées partielles == ne s’annulent pas ala fois pour

une méme valeur de z, quel que soit . Supposons aussi que la généra-
trice G n’ait pas d’enveloppe, ¢’est-a-dire que les quatre coordonnées o,
du plan tangent & S n’aient pas non plus de racine commune, quel que
soit u. Considérons la famille E de lignes tracées sur S et définie par
I'équation
Agdt™ + A dtm1du +.. .+ A,,dum=o,

dans laquelle je suppose les polynomes A premiers entre eux. Le lieu
géométrique des points de S en chacun desquels du = o le long d’une
des lignes E qui y passent est donc défini par A, = o. Par conséquent,
il faut et il suffit, pour que 1’équation soit normale, que ce lieu se
compose de génératrices G, u = const.

Mais en un pareil point (supposé ramené & distance finie) dont les
coordonnées cartésiennes sont z, y, 5, les projections du déplacement
sur une ligne qui y passe sont

ox ox Jdy dy dz 03
a—ddlt+mdt’ '(')“szllt—i— —()Zdl’ —d——ddu—i— szl,
qui se réduisent, pour du = o, a
Jdx ()“V 03
—(}-Z dt, *(j'zdt, Z)Zdt’

expressions non illusoires puisque, par hypothese, Gn’a pas de rebrous-
sement. Donc le déplacement est tangent a G.

Réciproquement, il ne peut en étre ainsi que si du = o, car, par
hypothese, les trois rapports %:%% % :%}2’, g% gf' ne sont pas
égaux au point considéré, le plan tangent & S y étant bien déterminé.
On a donc le théoreme suivant :

TutoriME. — Sila génératrice G n’a ni rebroussement, ni enveloppe,
U faut et il suffit, pour que I’équation de la famille B soit normale, que
le liew des points de contact d’une génératrice G avec une ligne E soit
formé de lignes G, u = const.

2. Le raisonnement fait pour établir ce théoreme devient insuffisant
si G a un rebroussement ou une ligne enveloppe. Et, en effet, il peut
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arriver alors que, I'équation de la famille E étant normale, il y ait
cependant un licu de points de contact d’'une ligne Ii avec une généra-
trice G qui ne soit pas formé de lignes & = const. Par exemple, consi-
dérons la famille plane de paraboles définies par les coordonnées

x=ua + 2R¢, y=DR (1 %),
R étant constant et @ fonction de «. On a
doe = a'du + 2 Rdt, dy = 2R ¢ dt.

La droite y =R est une enveloppe de ces coniques, == 0. Sup-
posons que la famille E soit définie par I'équation

dt = (at+ Bt +7y) du.
On aura donc sur toute ligne E, le long de ¢ = o,

die = (d' - 2R y) du,
dy =o.

Done, si @' + 2Ry est %0, on peut affirmer que Uenveloppe ¢ == o
est un lieu de points de contact d'une génératrice et d’une ligne K,
et cependant I'équation différentielle de la famille E est normale.

Nous allons maintenant appliquer le théoreme précédent a quelques
exemples simples.

§ 2. — Applications.

1° Les génératrices rectilignes G d’une surface gauche S n’ont ni
rebroussement ni enveloppe. Considérons la famille & de leurs trajec-
toires orthogonales; si une génératrice G est tangente en un point 2
sa trajectoire orthogonale, elle est isotrope en ce point, et, par suite,
en tous ses points; donc le lieu des points de contact d’une généra-
trice G et d’'unc ligne E est formé des génératrices isotropes de la
surface. Par conséquent, I'équation différentielle de la famille B doit
étre unc équation de Riccati. On voit de méme que I'équation diffé-
rentielle des lignes minima de S doit étre normale. Soit encore la
seconde série de lignes asympiotiques de S. Si Vune d’elles est tan-
gente & une droite G en un point, cette droite G est une droite para-
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bolique de la surface S, et le contact entre elle et 'asymptotique a
lieu en tous ses points; donc I’équation différentielle de la seconde
série d’asymptotiques est une équation de Riceati. Soitenfin la famille
des lignes de courbure; si 'une d’elles est tangente & une généra-
trice G en un point, comme les tangentes de courbure en ce point
sont conjuguées a la fois par rapport aux directions asymptotiques et
minima, c’est que G est minima, ou bien est une droite parabolique
de la surface, et le contact entre elle et une ligne de courbure subsiste
en tous ses points. Donc I'équation différentielle des lignes de cour-
bure de S doit étre normale.

2° Soit unc surface engendrée par une ligne plane mobile G sans
enveloppe ni rebroussement; considérons les conjugudes B de . Si, en
un point M, G est tangente & sa conjuguée, comme par hypothtse il y a
en ce point une tangente & G et un plan tangent & la surface S qu’elle
engendre, parfaitement déterminés, deux cas peuvent se présenter :
1° le plan de G n’est pas le plan tangent & S au point M; alors il est
sécant & S, et comme la tangente & G doit ¢étre asymptotique, le rayon
de courbure de G est infini, M est un point d’inflexion de G; récipro-
quement, si en un point d’inflexion de G, le plan de cette ligne n’est
pas tangent a S, G et sa conjuguée y seront tangentes, @ moins que les
dewr asymplotes de Uindicatrice de S ne soient confondues, auquel cas
la direction conjuguée de G est indéterminées; pour que cela ait lieu
tout le long de Ia ligne décrite par Uinflexion, il faut et il suffit, comme
on sait, que la tangente d’inflexion engendre une développable tout le
long de ce lieu qui est une ligne parabolique de S; 2° le plan de G
est le plan tangent; alors M est situé sur la caractéristique de ce
plan; réciproquement, en tout point d’intersection de G avec cette
caractéristique, le plan de G est le plan tangent, bien déterminé par
hypothese, & la surface S, et, par conséquent, la tangente & G est néces-
sairement asymptotique, de sorte que la conjuguée de G lui est tan-
gente en ce point. Donc les points de contact de G avec une conjuguée
ne peuvent étre que ses points d’inflexion, ou ses points d’intersection
avec la caractéristique de son plan. On peut donc énoncer le théoreme
sutvant :

Pour qu’une ligne plane unicursale G soit divisée homographiquement
par ses conjuguées, il est nécessaire qu’elle ait le nombre maximum d’en-
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veloppes et, de plus, que ses tangentes d ‘inflezcion décrivent des develop-
pables.

Une discussion ultérieure permettra de reconnaitre sices conditions
sont suffisantes. Mais, dos & présent, remarquons que les trois coeffi-
cients A, B, C de I’équation des asymptotiques de la surface engendrée S
s'annulent évidemment tous les trois & la fois pour toute racine com-
mune aux quatre coordonnées du plan tangent; ces cocfficicnts, une
fois I'équation rendue entiere en ¢, sont, en elfet, exprimés ainsi

A:Evigdf%i, B:Zvi%, C:Zm%«(ﬁf (£==1,2,3,4).

Par conséquent, tout facteur ¢ — ¢(u), tel que ¢ = ¢(«) soit une
enveloppe (réductible 2 un point) des génératrices G, s’il est simple
dans A, disparaitra certainement de 'équation différentielle, de facon
que A nc le contiendra plus. Cette remarque et ce qui précede
entrainent le théortme suivant :

St une conique mobile a deuz: enveloppes fiaces distinctes, elle est dipisce
homographiquement par ses conjuguées, et U dquation des lignes asympto-
tiques de la surface qu’elle engendre est normale (*).

Si la conique mobile n’a aucune enveloppe, dans I'équation diffé-
rentielle des asymptotiques, A, sera du second degré et s’annulera aux
points de rencontre de G avec la caractéristique de son plan.

Sila conique a une seule enveloppe, on pourra supprimer dans les
trois coefficients le facteur correspondant, et A, restera génédralement
ensuite du premier degré. Si cependant la conique est tracée dans le
plan osculateur & 'enveloppe, le carré du facteur disparait aux trois
termes et I'équation devient normale. Ce point sera établi dans la
seconde Partie.

§ 3. — Des facteurs communs aux coefficients de I'équation (I).

Une fois la famille E de lignes que I'on veut déterminer, définie
géométriquement, on forme son équation différentielle (1) par un pro-

(1) Poir BLuTEL, Annales de I Ecole Normale, mai-juin 18go.
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cédé quelconque et on la ramene & étre entiere en ¢. L’exemple préce-
dent nous montre la nécessité de rechercher alors dans quel cas les
coefficients de cette équation ont un facteur commun. Voici, i ce sujet,
quelques remarques simples :

1° Nous avons déja observé que, si les coordonnées ¢ du plan tan-
gent ont un facteur commun, il existe dans 'équation des asympio-
tiques écrites sous la forme

2 . 2 9, 2,
dt2z vy %f' —+ adt duZ iy -(;)7%'2 —+ dlt22 "‘A(i)ll:'; =0 (i=1,2,3,4).

A cefacteur correspond une enveloppe ou un lieu de points de rebrous-
sement des génératrices G. Ce n’est d'ailleurs pas le seul cas ol
I’équation différenticlle possede ainsi un diviseur entier en ¢, comme
on le verra dans la seconde Partie de ce travail.

2° Sil'on écrit I'équation des lignes de courbure ainsi

dx(mdn —ndm)+dy(ndl—{ldn)+ dz(ldm — mdl)=o,

on apercoitimmédiatement qu’an facteur ¢ —¢,, communal/, m, n coor-
données du plan tangent, figurera au carré aw moins dans le premier
membre. Ainsi une ligne enveloppe ou un lieu de rebroussement des
lignes G permet d’abaisser de dewux unités awmoinsle degré des cocfti-
cients de I'équation des lignes de courbure.

Quand la géncratrice G r’a ni rebroussement, ni enveloppe, on peut
trouver factlement la condition nécessaire pour que [équation des
lignes de courbure soit dipisible par t — t,; il y a, par hypothese, un
plan tangent bien déterminé 4 S en chaque point de ¢ =¢,; il faut et
il suffit qu’en chacun de ces points, les directions minima soient con-
fondues avec les directions asymptotiques. Si les directions minima
sont distinctes, U'indicatrice sera circulaire : il faut et il suffit que
t=t, soit une ligne d’ombilics. Si les directions minima sont confon-
dues, ¢ = ¢, sera une ligne parabolique asymptotique et minima; i) est
nécessaire et suffisant pour cela qu’elle soit une ligne de courbure
double, ¢’est-d-dire que {2 + m* + n* contienne le facteur (¢ —¢,)*. En
elfet, employons les notations habituelles, dans le cas ou 'on rapporte
la surface aux lignes @ = const., y = const. Le long de la ligne con-

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X1I. — FEvaien 1895. 9
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sidérée, on doit avoir

vept _py it

" $ 13
et
L~ P gte=o0,
d’olt
o/ S L/ U
(1) r s ¢

Or posons
1 pr =K (e, y)s

nous aurons
oF or

o T S - e
;=P RA ay

Py w8 A=l

Donc les conditions indiquées équivalent a

oK ’).I(:

h ]
F=o, o O 0

dy
alafois. I faut et il suffit pour cela que £ == £, soit vacine double de 1,
de sorte que, Ie long de ¢=(,, le discriminant de Péquation des
lignes minima a une racine double.

Ces considérations s’appliquent aussitot, comme on le voit, aux sur-
faces cerclées.

3° Si une génératrice quelconque G a un point eyelique ¢ == 1,, et
qu’on écrive ainsi U'équation des lignes minima de S

P=2X(x,de;— x;de,)?=0 (6==1,2,3)(x,=0 plan de @),

son premier membre admet le diviseur (¢ — ¢,)*. En effet, nous pou-
vons d’abord supposer que, par une transformation homographique
préalable de ¢, on a ramené ¢, & étre nul. On aura alors

xp=m a6 X (E==1,2,3);

Ly == lX;,
avec la condition

Sal = o,
d’out
ayday— 2 doy == — a; X, dt + ¢(X, dot;— or; day) 4 (2 M.

Par conséquent, le polynome P contient le facteur ¢*.
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Quand la génératrice G est conique, on voit immédiatement que,
dans le développement de P, A, est du quatrieme degré. Donc, si G a
deux points cycliques, ’équation devient normale. D’olt ce théoreme
connu :

Un cercle variable est divise homographiquement par ses trajectoires
orthogonales, et U'équation des lignes minima de la surface qu'il en-
gendre est normale.

§ &. — Des solutions singuliéres de I'équation I.

Une pareille solution doit annuler le discriminant de I'équation (I)
et vérifier cette équation. Prenons comme exemple le cas des lignes:
de courbure en supposant que G r’ait ni rebroussement, ni enveloppe. 11
v a en chaque point de G un plan tangent a S hien déterminé ; si en ce
point, ¢ =1¢, annule le discriminant de I’équation différenticelle, les
deux directions principales de S sont confondues; elles sont done mi-
nima, et une direction asymptotique doit étre confondue avec elles;
done la surface possédera une ligne asymptotique minima. Réciproque-
ment, supposons qu’il existe une pareille ligne; si elle est droite,
c¢’est une droite isotrope, la normale & S en chacun de ses points est
dans le plan isotrope correspondant; done cette droite est une ligne
de courbure satisfaisant & 'équation différentielle et annulant son dis-
criminant; si asymptotique minima est courbe, son plan osculateur
en chaque point, qui est le plan tangent & la surface, est isotrope.
Donc, le long de cette ligne, on a (notations usuelles) 1 +p* + ¢*=o:
par conséquent, cectte ligne satisfait & ’équation des lignes de cour-
bure; soit y une pareille ligne. Ainsi, quand G satisfait aux conditions
supposées, une solution singuliere de I'équation des lignes de cour-
bure est, soit une droite isotrope, soit une ligne v minima.

Remarque. — Le discriminant, égalé a zéro, représente le lieu des
points ott une direction asymptotique est minima; done, pour qu’il
ait une racine double, il faut et il suffit que le cdne des directions

asymplotiques le long d’une génératrice G soit zangent au cercle de
linfini.
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Appliquons maintenant les considérations qui précedent aux sur-
faces réglées et cerclées.

I1.
LIGNES DE COURBURE DES SURFACES REGLEES.

§ 1. — Représentation de la surface. Equation des lignes de courbure.

I. Nous représentons ainsi les coordonnées d’un point de la surface
r=f-oat, y=mn-+f{ s=C -yl (& 0,8, e, B,y fonclions de «),

Les seules surfaces réglées réelles i génératrices imaginaires étant
des quadriques, nous supposerons les génératrices réelles; nous pour-
rons alors prendre

2

2ot ot e (:Oz“‘-‘/zf::i 1,

et choisir pour variable « 'arc de la ligne sphérique (a, 8, v), de sorte

(u'on aura aussi
o't = e 2—}- ag ~.~+ “ B:.t:l.
du du du

Rapportons la direction de la tangente a la directrice D, £ = o, au
tritdre tricectangle T formé par les directions o, B, y, o/, 8,y et la
direction perpendiculaire o, f,, v, déterminée par

u=py =%, Bi=yel—ay, =l fol.

Les équations connues donnent, en appelant p, ¢, r les rotations du
triedre
d=qoy—rao, d'=ro-—po, of=pa-—qou, ...,

de sorte que 1'on a
g=0, r=—1, p=--lada'a’| (délerminantde e, B,y et deleurs dérivées),
d’oli, en désignant par H le déterminant | aer o |,

o= Hey, o) =~ o'
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Nous poserons donc

&
du

E=ha+pa'4va, 0=+ pf 4B,  I=dy vy,

et le plan tangent sera dirigé par les quantités
l=—(p+t)oy+ve, me=—(p 4 L)+ v, P=—(p+L)y+vy.

Quand A = o, D est orthogonale aux génératrices; si . =o, D est
la ligne de striction (plan central tangent le long de D); entin,
si v = o, la surface est développable.

cartons ce dernier cas, mais supposons g = o. La surface S est
completement déterminée par les trois fonctions de u, A, v et H. Elle
est & plan directeur quand H == o. Enfin on voit facilement que v est,
au signe pres, le parametre de distribution. L'dguation des lignes mi-
nima est

(1) A= 0 di du (13 - v+ 1) du? = o.

Elle est bien normale et admet la solution particuliere ¢ = s qui est
racine double de son discriminant. Son intégrale générale n’a ses
points critiques fixes que si les deux autres racines ¢ = == v du diseri-
minant sont solutions singulitres. D’ou

P 0, P 0O,

qui caractérisent les surfaces a paramétre de distribution constant, et
dans lesquelles la ligne de siriction est orthogonale aux genératrices.
Les lignes minima s’obtiennent aussitot par quadratures.
Les lignes de courbures particulieres v sont données sur toute sur-
face réglée par
G- vizzo ou (=== vi;

elles sont minima dans le cas ci-dessus.

2. L’équation des asymptotiques s’obtient immédiatement par la for-

mule
Xdl.dx = o,

qui, développée, donne

(2) 2wt — (B 4yt -+ Hv— W) du=o0=2vdl— P du.



=0 M. LELIEUVRE.

C’est bien une équation de Riccati, qui admet la solution 7 ==
dans le seul cas des surfaces a plan directeur.

[équation des lignes de courbure se déduit de (1) et (2) par la
rigle connue; elle est normale et s’écrit sous la forme suivantle

(3) vt —Pdudl —[AP +v ()24 v+ 2] du? =0,
Son discriminant est
A =P fu[AP -+ v(R2 -k v )] = P2 v Q.

Il a la racine double ¢ = o pour les surfaces & plan directeur.

§ 2. — Etude des lignes de courbure.

Recherchons les surfaces réglées pour lesquelles intégrale géné-
rale de (3) a ses points critiques fixes. Nous aurons i distinguer deux
cas !

19 LA SURPACE N'EST PAS A PLAN DIRECTEUR. -~ Les directions asympto-
tiques le long de chaque génératrice sont paralleles aux génératrices
du cone directeur de hyperboloide osculateur le long de cette droite.
Les surfaces cherchées sont donc celles ol cet hyperboloide est de ré-
polution (A a deux racines doubles), ou bien celles ot cet hyperboloide
est simplement tangent aw cercle de », les deux autres racines de A
étant solutions singulicres : ces surfaces sont évidemment amaginaires ;
ou enfin celles ol les quatre racines de A sont solutions singuliteres, de
sorte que lasurface a quatre directions rectilignes isotropes (quadriques )
ou deuz pareilles directrices, et les deux lignes y minima.

L. On trouve facilementles conditions d’apres lesquelles A est carré
parfait en I’écrivant ainsi

A=(P 4+ 2vK)2— fvKP — (v:K? - {v (),

K étant une fonction de « & déterminer de fagon que A se réduise au
premier carré. On trouve ainsi la condition K == o, de sorte que les
surfaces cherchées sont celles ot A se réduit & P2, Q étant identique a

zéro, ce qui donne
v =0, MM 4-v=o.
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/
Le parametre de distribution doit donc étre constant et la ligne de stric-
tion une ligne de courbure (*). L'équation des lignes de courbure se

décompose en
dt =o, vdt — H(A 4+ v+ 2) du =o.

La premiere série renferme laligne destriction et les deux lignes v:
de sorte qu’on n’a pas d’intégrales de la deuxieme série.

Le cone directeur de la surface est arbitraire, il détermine la surface,
a l'aide des formules

-[Yl—, F=Ma—Hea)=-—2a"= %, R

A=
’otr la ligne de striction par quadratures.

Le cone directeur est de révolution quand H est constant, alors &
[’est aussi; on reconnait immédiatement que la surface S est ure qua-
drique de révolution.

Il n’existe pas d’autres surfaces de cette catégorie dont les généra-
trices appartiennent & un complexe lindaire, et, par suite, il n’existe pas
de telles surfaces du troisiéme et du quatrieme degré. Bn effet, soit Oz
axe du complexe. On devrait avoir

pe—on=ay,
a étant une constante. Deux dérivations successives donnent alors

BE ol =(a— )7,
v

Pre—a'n=(2v—a)y +[Ij +(fl—V)H]“/u

d’otr par élimination de £, 0, la condition cherchée qui détermine le

cone directeur
70\?
v y»l—ﬁ “+a—v=o0,

‘/1ZZH<-—~/i v::“),
= Hy H’(»yi\/vj“)

(1) M. P. Serret a signalé ces surfaces (Z%héorie des lignes é double courbure), p. 158;
1860.

d’otr

par suite
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Mais v, = — Hy’, donc ou H, ou v, est constant; dans les deux cas,
le cone directeur est de révolution.

2. Soient maintenant les surfaces pour lesquelles les deux lignes y
sont des asymptotiques minima; nous avons vu qu’on avait alors

vi=o, 2 =o.

On voit aussitot que les deux autres racines de A ne peuvent ¢tre &
la fois solutions singulieres.

3. Ilnereste plus que le cas ot la surface S admet quatre directrices
isotropes; elle est donc une quadrique. En définissantainsi celte surface

1 - A , 1 L b
XL = Qe = -ty e )

A= ‘ b= Lo

I"équation des asymptotiques est
dhdp == o,
celle des lignes minima
Adi® - aB dhdp - Cdpt==o0,
avee
A=a(pr—1)2+ 02 (P )2+ G pl = F (p), Com= 00 (2.),

celle des lignes de courbure sera

Sdpt— Adii=o

e ?
(qui se ramene aussitot & I'équation d’Kuler.

29 LA SURFACE REGLEE EST A PLAN DIRECTEUR, H = 0. — Les directions
asymptotiques le long d’une génératrice sont paralleles d un plan, et le
discriminant n’est carré parfait que si ce plan est isotrope. La seule
surface réelle correspondante est le paraboloide de révolution. Si les
deux racines de A correspondent i deux directrices rectilignes iso-
tropes, on a le paraboloide quelconque. Knfin, si les deux lignes v sont

Ti=1T,

t=o0, 7n'=o, §l=v,

ce qui caractérise 'Aélicoide & plan directeur.
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w

1.
LIGNES DE COURBURE DES SURFACES CERCLEES.

§ 1. — Représentation de la surface. Equation des lignes de courbure.

1. Soituncercleréel O entrainé avec un triedre Oayz, Oz étant axe
du cercle. Soient R le rayon, &, 7, {, Psq, 1, fonctions de «, les transla-
tions et rolations du triedre O, O, un point du cercle déterminé par
Pangle o de O avee O0,. Les projections, sur les arétes, du déplace-
ment de O, sont :

Sur Q... .. (2 R'cosg — rRsing) du -+ Rcosg dy,
SurOy....... (n -+ R'sing - rReoso) du — R sing dy,
SurOs....... [{+R(psing —qcoso)]du == Pda.

Soient Oy 5, lademi-normale en O, & la surface S engendrée, z, élant
sur Oz, 0,3, la demi-tangente au cercle dans le sens positil de g,
0,y, une demi-perpendiculaire & 2, 0,3, complétant un trivdre O, de

1Y pery 1V 3y 1
méme sens de rotation que O; déterminons O, z, par 'angle Vde 0,0
avee 0,3, en prenant pour sens positif celui de la rotation positive
autour de O, 2,. Posons Oz, = [, les cosinus directeurs de O, =, seront

. o . — .
proportionnels i cosg, sing, 4> ot 'on devra avoir
>

- . L
Ecosg 4 nsing 4+ R — — =0,

R

ol

L Ecosymsing RO M Ly

12 P P °
Cherchons les rotations ¢t translations du triedre O,. Soient ¢, @, =, %,
t, v ces quantités dans les déplacements o = const., g, @, 7, A,
Uis vy dans les déplacements « = const.

Les cosinus directeurs du triedre O, par rapport & Ozyz sont :

Pour Oy, ... —-8ing, c08y, 0,
Pour Oy yq..ooon0. ~sinV cosg, —sinV sing, —cosV,
Pour O,5,......... —cosVcose, —cosVsino, sin'V,

Ann. de I’ Ee, Normale, 3° Sérvie. Tome XII — Mags 1895. X¢]
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1° Quand wreste constant, O, se déplace sur le cercle. On a la (rans-
lation Rdg le long de O,#,, accompagnée de la rotation g autour

av .
de Os et D——a’ga autour de O, «,. Donc
]
7

A%

7\[21{, 1 =0, V=0, PIT—N"‘" “““

— w o= — cosV, 7,==sin V.
dy

2° Quand ¢ reste constant, le mouvement de rotation de O, résulte
. . oV
de la rotation p, ¢, r de O et de la rotation Ju du autour de O, x,. Quant

A la translation, ses composantes sont les projections sur les axes O,
du déplacement de ce point, exprimé plus haut; d’olt

= - COSY ) Sin ¢
PG T eosy —psing,
w == —sinV(pcosy -+ g sing)—rcosV,
T==— cos V(p cosy - g sing) - rsinV,
ho==—Esing - cose - rR= N, p==-—MsinV -~ PecosV, v o,
ct 'on a 'identité
PR N = — 2
Jdy

On sait maintenant former I'équation des lignes de courbure. Cette
équation est

(p+ e ) (7 9")+ (® + @ ¢ ) p=o0.
Ses coefficients ont les valeurs suivantes :

. )V . . A 'V
o= R (7)—:’ Loy b phy - o == N i())—- =R {()_}/- g,
7 7
. O[OV LN ME P 9V
'P+Hmw”(mr*n)“'“n“‘ua

Revenons i la variable

== tangg; et posons
A== 1) = anl - R (1 4= %),
B=g( -+ )+ Rlopt — g (1 —(2)],
C=r RO 2) = 02t -0 (1 — 1%),
=B _ A% bk <“ 0A OB
ol

L(A2 - B angV — A
Ju T ;j-[‘)’l-C(/\ -+ B2), tangV e
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Nous obtiendrons facilement I’équation suivante des lignes de cour-

bure,
Do+ (CD + F)a+ CF —D(A2+B2)=o
ou

(¢) (C—+a)(Da+F)—D(A*+ B2)=o,
o désignant la quantité 2R¢'. Le coefficient D est généralement du second
degre.
2. L'équation des lignes minima est
(A +2 0"+ p2=o,
qui devient, par les transformations précédentes,
(m) (CH+a)+ A+ DBr=o.

Elle est bien normale, ot I’équation de Riccati des trajectoires orthogo-
nales est
C+a=o.

Les lignes de courbure particulieres v sont déterminées par I'équation
3 ( I I
A Br=o.

Lintégrale de Iéquation (m) a ses points critiques fixes : 1° quand
A? -+ B* est carré parfait; 2° quand ce polynome a une racine double
et que les deux autres lignesy sont minima; 3° quand les quatre lignes
¥ sont minima.

On vérifie aisément que les lignes v satisfont & I'équation (¢), car
on reconnait que le long de ces lignes on a toujours

Do - F = o.

Les points du cercle qui appartiennent aux lignes v sont ceux ott le
plan tangent & la surface engendrée passe par I'un des foyers de la
3 )
géneratrice.

§ 2. — Cas ou I'équation (¢) est normale.

1. D’apres ce que nousavonsvu (I, §3), les cas possibles de ce genre
sont les suivants : 1° le cercle géndrateur a une enveloppe ; 2° A*+B* est
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un carré parfait, les lignes v soni confondues dewr a dewx ('); 30 la sur-
face cerclée admet deux lignes d’ombilics. Analytiquement, la condition
est que le polynome D divise F. Le premier eas est celui oit A el B ont
un facteur commun, correspondant & Penveloppe, le Tong de Taquelle
tangV doit apparaitre comme indéterminée. Dans le second cas, les
polynomes A + BZ, A — Bi sont des carrés parfaits; d'ailleurs A ot B
ne peuvent avoir en méme temps un facteur linéaive commun, cav ils
en auraient un second et la surface deviendrait une enveloppe de
spheres : nous écartons cette hypothese. Ces deux premiers cas sont
'())'(\( — A (())I(j :ils sont évidem-
ment réalisables géométriquement; nous montrerons la possibilité du
troisicme et dernier cas.

les seuls ol D divise & 1a fois A2~ B* et B

¥

2. Supposons 'équation normale et posons F - DG, G ¢lant un
polynome entier du second degré. L'équation (¢) devient

(€= ) (G- a) -~ (A* 1- B2) 2 o,
Son diseriminant A est
A= (0 GO - f (A1 B2).

L’intégrale de I'équation (¢) aura ses points critiques fixes
1° Si A est carré parfait, soit A ==P2 Alors I"équation (¢) donne

Le long des lignes v, A* - B* =0, G~z =03 donc ces lignes
seront des solulions particulieres de I'équation de Riceati, dans
laquelle le numérateur se réduit & — 2G pour A* 4= B? = o.

2 Sideux des racines de A sont égales, et les deux autres solutions
singulitres, nous savons que ces solutions ne peuvent correspondre
qu’a une ligne ¥ minima, ou & une directrice isotrope rectiligne, ou
peut-étre @ enveloppe, quand il y en a une, car nos raisonnements
ne s'appliquent pas le long d’une telle ligne. Une ligne v est d’ailleurs

(1) Surfaces a focale isotrope de M, Demarlres. Thise, 1885, Gauthier-Villars.
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solution singuliere si elle est minima, ¢’est-a-dire vérifie a la fois les
équations
C+C€:O, A2+ B2=o.

Unedirectrice rectiligne isotrope annule A et satisfait & 'équation
g q

C—+G

%

o —+ == 0.

3° Enfin, aux quatre racines de A peuvent correspondre quatre so-
lutions singulieres.

§ 3. — D'une classe particuliére de surfaces répondant & la question.

Toutes les surfaces délermindes par la conduion que le polynome CD — F
sott tdentique a O répondent a la question ; car, d’apres cette identité,
D divise I, et, d’autre part, A se réduit & 4(A* + B*); maisles lignes
A* 4 B* == o vérifient 'équation G + a = o, et dans le cas qui nous
occupe G = C; done toute racine simple de A sera solution singuliere
puisqu’elle vérifiera 'équation G+ a =o; par suite, sclon que
A* + B* aura quatre racines simples ou une racine double et deux
autres distinctes, ou deux racines égales deux 4 deux, on aura un des
cas d’intégration que nous venons de signaler.

La signification géométrique de I'identité CD — F = o0 est la sui-
vante : cette identité est la condition nécessaire et suffisante pour que
équation (¢) devienne

(C - a)? — (A* 4+ B?) =o,
qui caractérise les surfaces dont les lignes de courbure sont conju-

guées par rapportau cercle et i ses trajectoires orthogonales, C+a=o0.
Donc on a le théoréme suivant :

Les lignes de courbure des surfaces cerclées telles que ces lignes soent
également inclindes en chaque point sur le cercle générateur s’obliennent
par Uintégration d'équations de Riccati ou par quadratures.

La détermination générale de ces surfaces parait difficile; 'iden-
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tite CD —F =0 donne cinq équations de condition différenticlles
entre les cinq fonctions arbitraires dont dépend la surface (').

Nous allons former les trois catégories de surfaces pour lesquelles
Péquation (c) est normale et donner, pour chacune d’elles, quelques
exemples d’intégration relatifs notamment aux surfaces particulivres
que nous venons d’indiquer, et qui peuvent appartenira 'une des trois
catégories.

§ 4. — Surfaces ® dont la génératrice a une enveloppe.

Supposons cette enveloppe correspondant & ¢ =72. A ¢t B doivent
avoir une racine infinie commune, d’ou les conditions & =R,
{= —Ryg. La surface dépend encore de p, ¢, r, n et R. Les compo-
santes du déplacement du point de contact du cercle avee 'enveloppe
sont

E—NR'=o, n—ri, ¢+ Ry =o.

Si'on a v =rR, Uenveloppe est un point, la surface est inverse
d’une surface réglée, et nous pouvons laisser ce cas de coté @ nous
prendrons alors pour variable « I'are de 'enveloppe, et nous poserouns,
par conséquent,

== rR 15

la surface dépend alors de quatre fonctions arbitraires p, ¢, r, R. On a
A=2(E+nt), B=2R(pt—q), C=—0—alt-+o0—1, D=—aR(yn-pk)

(nous écartons les enveloppes de spheres D = o). On voit que les coel-
ficients de (¢) admettent, comme on 'avait prévu, la racine double
commune ¢ = .

Voyons si enyeloppe peut étre solution singuliére : le discriminant
A n’admet la racine £ == que s’il en est ainsi du polynome CD — F;
mais alors il I’admet comme racine double et nous n’avons plus 4 nous
préoccuper de savoir si elle peut étre néanmoins solution singulitre.

(1) M. Demartres (Thise, 1885 ; Gauthier-Villars) indique la détermination des surfaces
cerclées dont les lignes de courbure ont, sur chaque génératrice circulaire, une ineli-
naison constante, mais différente de 45°. Sa méthode n’est pas applicable & ce cas particu-
lier, sauf pour les anallagmatiques & focale isotrope.
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Ainsi, par une condition unique, 'enveloppe correspond & une racine
double du discriminant.

1. Pour exprimer que A est carré parfait, il suffira de déterminer
une fonction 2/ de z seul, telle que I'on ait identiquement

A= (CD—F 4 afp,
d’ou I'identité nécessairve et sulfisante
DA%+ B2) — f(CD —F) + f* =o.

L’équation (¢) donne alors

oL L—:«E; o = —— <C -+ ]i)>

Les lignes v vérifient la seconde de ces équations; ce sont ici les
deux lignes A* -+ B* = o (deux des quatre lignes du cas général sont
confondues avec I'enveloppe).

2. Le discriminant de I'équation (m) des lignes minima a, dans ce
cas, la racine double t = : donc le seul cas ol U'intégrale de (m) ait
ses points critiques fixes est alors celui ot les deux lignes () sont
minima, ¢l vérvifient les deux équations A* +B* =o, C+ a=o0;
elles sont aussi, dans ce cas, solutions singulieres de (¢), et annulent,
par conséquent, son discriminant, d’ou I'identité

CD — F = (A% B?) (H fonction de « scul),

nécessaire et suffisante pour que les lignes v sotent solutions singulicres
de(m)etde(c). Il en résulte
A== (A4 B [HE (A B2) -+~ 4D2],

et A a une racine double lorsqu’il en est ainsi du crochet; en se hornant
aux résultats réels, il faut pour cela que H = o, et nous retrougons ainst
les surfaces de cetle catégoric a lignes de courbure également inclinées
sur la génératrice.

3. Voici deux exemples simples du cas olt A est carré parfait et de
celui ot lIes lignes de courbure sont également inclinées sur le cercle.
Avant de les traiter, remarquons que les surfaces de cette catégorie
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n’ont jamais leur focale isotrope, car les composantes du déplacement
d’un foyer = = (R du cercle générateur sont
R+ iqR, n—ipR, — R+ iR'= (R + g R);
par conséquent, les déplacements des deux foyers ne seraientisotropes

que si v = p = o, et la surface serait enveloppe de sphtres.
L’expression développée de CD — F est

+agR¥(pt—qg)—oR[(pt —q)(n' ¢ +E)—(p't ¢ )(nt+5)]].

CD—F=2R {(p'g—i—f/'n)[/f-’(fz-n 1) G EL (2 —1)]

Premier exemple. — Cherchons les surfaces pour lesquelles A est
carré parfait, et telles que le cercle géndéraleur soit dans le plar osculatear
de Uenyeloppe, d’olt p = o. EBn développant I'identité indiquee

D2(A2 - B2) — f(CD — F)— /2= 0,

on trouve les résultats suivants, dans lesquels A désigne une fonetion
arbitraire de «,

A2 v R . Sy R
SO

!
NG e Vo e o] T ..\ ——
OB =T e 1w v=he S

|
d’ott une solution dépendant d’ une fonction arbitraire, et dont les lignes
de courbure sont déterminées par deux équations de Riceali.

bl

Deuxiéme exemple. — Dans cet exemple, CD — F est identique
4 0, ce qui donne lieu, pour cette catégorie de surfaces, i trois ¢qua-
tions entre les quatre fonctions p, ¢, R, 1. Supposons en particulier que
le dvamétre QO x du cercle, normal ¢l ‘enveloppe, déerive une developpable.
On trouve alors, une fois écartées les enveloppes de spheres, les con-
ditions

q=o, 2n =1, apt -+ Rp'=o, apf— R(pt —Epy-—o

(etl’ona déja & =R’), d’oli 'on déduit

E==o0, = a(const.), pR*=b(const.).

Donc on prendra

R= alt, P == ]«é, f Al _._L.

o
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D’ailleurs, le point A de OX qui décrit 'enveloppe G de cet axe est
justement le point du cercle diamétralement opposé au contact avec
I’enveloppe, car la projection du déplacement de ce point d’abscisse R
sur Oy est  + rR, qui est ici nulle; arc de G peuat d’ailleurs élre
pris égal & 2R, car sa dérivée est & -+ R’=2R’. On déduit donc de Ji
le théoreme suivant :

Sout une ligne T' dont le rayon de courbure est proportionnel a 'arc, le
rayon de torsion au carré de ['arc, et un cercle mobile orthogonal a G,
de diamétre égal a I arc et tangent a une développante de G. Les lignes
de courbure de la surface qu'il engendre sont également inclinées sur lui,
el se determinent par Uintégration ' équations de Riccali.

4. 8i I'on cherche les surfaces du premicr exemple ci-dessus pour

lesquelles 'enveloppe est une droite (r = o), celles que on trouve sont
comprises dans une classe générale qui doit étre signalée : 1e cercle génd-
rateur est tangent & une droite en un point mobile déterminé par sa
distance « a une origine fixe, le rayon R du cercle et 'angle o de son
plan avec un plan fixe étant donnés par les formules

.
> J
w==clangKm R o= —-v»-—.g—»;v-— .
© ’ COs K m

a, 3, K sont trois constantes (dont une d’homothétie); d’ot

A=2(E+10), B=02({=0D,

r P eons
=—Rqg = Ko (const.),

ce qui conduith prendre ¢ + £ = ¢ & la place de ¢, comme variable. Les
lignes ¢ = const. correspondent lacondition géométrique V = const.
On trouve alors facilement

2
CHa==aRp/— p2— {I'@i 41, Do - F == 48 (R 4 ¢*-1-82);
74

done, comme { est constant, les variables se séparent immédiatement dans

les équations des trajectoires orthogonales du cercle générateur, des lignes

mirima de la surface engendrée et de ses lignes de courbure; les points

critiques des intégrales de ces deux dernitres équations ne sont
Ann. de U’ fic. Normele. 3° Séric. Tome XII. — Mars 185 11
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d’ailleurs pas fixes, en général; ils peuvent le devenir si les con-
stantes «, §, K vérifient une condition convenable. Si l’on choisit pour K
un nombre commensurable, ces surfaces sont algebriques.

5. Il reste d donner un exemple d’une surface ® pour laquelle les quatre
racines de A sont solutions singulicres de I'équation (c). Cette quadruple
condition peut déterminer analytiquement la surface. Le cercle géné-
rateur doit alors s’appuyer sur quatre directrices isotropes, dont deux
au moins sont rectilignes, les deux autres pouvant étre, soit les
lignes v, soit deux autres droites. Or, ces quatre directrices déter-
minent une congruence de cercles qui s’appuient sur elles; en gencral,
les seuls ensembles de cercles & un parametre de cette congruence,
admettant une enveloppe, sont formés de cercles passant par un point
fixe d’une des directrices, et les surfaces correspondantes sontinverses
de surfaces réglées. Cependant, le second exemple ci-dessus montre
qu’'il n’en est pas toujours ainsi, car le cerele générateur s’y appuie
sur les deux lignes vy en restant tangen( & leurs plans osculateurs : done
il appartient & une congruence dans laquelle les points focaux sar
chaque cercle sont confondus deux & deux; et cependant nous obtenons
une infinité de ces cercles enveloppés par une ligne proprement dite.
Voici comment on peut expliquer ce fait : soient

o(x,y, 5, a,b)=o, Ylx,y,3,a,b)=0

les équations d’un cercle dépendant de deux parametres arbitrairves a
ct .
Ses foyers sont sur la surface X :

do U Jd Jdo

da 0b ~ da o6 °
(qu’on peut supposer toujours étre une quadrique, en laissant de coté
les deux foyers & I'infini); supposons que les points d’intersection de
L avec le cercle correspondant soient bien déterminés (sauf peut-étre
pour certains cercles déterminés en nombre fini) et qu’ils décriventune
ligne

z=f (a), y=/(a), s=f3 (a),

a ayant été convenablement choisi au préalable. Si areste fixe, b variant
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seul, deux cercles voisins se rencontrent, de sorte que 350 55 sont
identiquement annulés par x =/, (a), y =/, (@), z = f; (a), quels
que soient a et b.
Par suite, I’équation différentielle

00 do . U U
%d(t+573£lb*o ou d_ada —i—(jzdb =o,
ui détermine les systemes enveloppés, se réduit i da = o, car 99, 9y
q - ppes, ¢ ’ da’ da

ne s’annulent pas a la fois le long de la ligne focale considérée, puis-
que, alors, tous les cercles de la congruence seraient tangents & cette
ligne. Mais supposons, au contraire, qu’il cxiste un systeme simple-
ment infini de cercles de la congruence, tels que chacun d’eux soit
tout entier sur la surface X correspondante, de sorte qu’il suftit pour
cela d’une seule condition entre @ et b,

I (a, b) = o;
on en tire
b="F,(a),

et en remplacant x,y, =z, b par /,, /., [5, ¥, dans 'équation dg = o, on
obtient une équation ordinaire qui détermine le point (@) du cercle
ou ce cercle rencontrera le cercle infiniment voisin; ece point déerira
I'enveloppe du systeme F (a, b) = o. Cest cette circonstance qui doit
se présenter dans I'exemple signalé. Or, une fois choisies les direc-
trices de la congruence, on pourra la reconnaitre par des opérations
purement algébrigues. I’ ou, par exemple, le théoreme suivant :

On pourra toujours oblenir, par des opérations purement algebriques,
les surfaces O dont le cercle générateur s’ appuic sur quatre droiles iso-
tropes; leurs lignes de courbure s’ obtiennent par quadratures.

D’ailleurs I'étude, faite & ce point de vue, de la congruence des
cercles qui s’appuient sur quatre droites isotropes parait compliquée.
Remarquons sculement que, si deux des directrices se rencontrent, les
cercles de la congruence qui ne passent pas en leur point commun ap-
partiennent chacun 3 une sphere tangente au plan de ces droites en leur
intersection; par suite, ils ne peuvent s’associer de facon & donner des
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cercles enveloppés par une ligne proprement dite. En général, le plan
des cercles enveloppe une surface de troisieme classe contenant les
quatre directrices; si ces droites sont sur une méme quadrique, I'en-
veloppe se décompose en cette quadrique et son centre; si I'on consi-
dere un des cercles dont le plan passe par ce centre, on peut, sous
une seule condition, le faire passer aussi au centre ct 'on a ainsi un
nouvel exemple du fait signalé plus haut. Mais la surface © correspon-
dante est évidemment une inverse de quadrique.

§ 5. — Surfaces a focale isotrope.

1. Ces surfaces forment la seconde classe de celles pour lesquelles
I’équation (c) est normale.

Elles nous sont apparues comme celles ol les lignes y sont confon-
dues deux & deux (les enveloppes de sphere élant écartées). Il est
facile d’en conclure que Ies focales (qui peuvent former une seule ligne
analytique, ou non) doivent étre isotropes et réciproquement; consi-
dérons, en effet, deux cercles générateurs infiniment voisins, G et ¢,
et deux cones isotropes voisins qui les contiennent et ont pour som-
mets deux foyers voisins F et I. Les plans tangents isotropes a la sar-
face engendrée, le long de C, sont les plans tangents communs aux
deux cones F, I et aux cones conjugués F,, F,, c¢’est-d-dire les plans
tangents menés au cercle de infini par les tangentes aux focales licux
de I et I, par ces points FetF,. Or, dans le cas actuel, les deux plans
tangents issus d’un méme foyer doivent se confondre; donce la tangente
a la focale doit étre isotrope ct réciproquement. Done ces surfaces
sont engendrées ainsi : le cercle générateur est & Uintersection de deux
cones isotropes dont les sommets décrivent deux lignes isotropes arbi-
traires L et Ly ; par conséquent, elles dépendent de trois fonctions ar-
bitraires, comme le montre d’ailleurs M. Demartres dans le Mémoire
déja cité. [I1 est & remarquer que les surfaces © de laclasse précédente
sont les seules qui dépendent encore de quatre arbitraires, I’équation
(¢) étant normale. |

Formons I'équation (¢) dans le cas actuel, en posant

A -+ Bi==P2 A—Bi==Qs,
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P et Q étant deux polynomes linéaires en ¢, qui, égalés & o, détermi-
nent les deux lignes doubles y. L’ équation (m) est

(C+a)2+P2Q*=o0;

elle se décompose immédiatement en deux équations de Riccati. On
trouve, d’autre part,

| 00 op o 00 9P
2D — (P——- Q—JZ>PQ, I«M[w-n@ o} >+cm]po

et, par conséquent, F et D ont bien le facteur commun PQ. Donc on
peut poser F = DG, G étant entier en ¢, et ’équation (¢) devient

(C+a)(G+a)—P2Q=o.

On a d’ailleurs
A= (C— G)2+4 P2Qs,

d’olt cette conséquence que, si une des racines vy annule le discrimi-
nant, elle y est racine double. Par conséquent, nous n’avons pas i
rechercher dans quel cas les lignes y deviennentsolutions singulieres,
et nous sommes ainsi conduits & étudier les surfaces telles que A soit
carré parfait, sous la condition G — G = 2p PQ, p étant fonction de u
seul.

2. Prouvons que, quand As’annule ainsi sur une ligne-y, elle est droite,
et réciproquement. En effet, comme nous 'avons vu, si A s’annule sur
Y, ilen est de méme de C~+ a et réciproquement, c’est-i-dire que vy
satisfait & la condition d’étre orthogonale au cercle générateur; mais,
en tout point de vy, le plan tangent est isotrope : donc la direction or-
thogonale au cercle générateur dans ce plan 'est aussi; par suite, il
faut et il suffit ici que y soit isotrope; or, si la focale correspondante
est courbe, v est tracée sur la développable isotrope dont cette focale
est 'aréte, donc y ne peut étre isotrope; ainsi, il faut que la focale soit
droite, et cette condition est suffisante, car le plan isotrope correspon-
dant & cette droite est tangent i tous les cercles générateurs, ety se
confond avec la focale, en coupant orthogonalement ces cercles. Donc
les surfaces ci-dessus ont pour focales deuzx droutes isotropes et réciproque-
ment; si les deux focales se coupent, la surface est une inverse de
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cylindre, cas écarté ; si elles ne se coupent pas, il existe une sphere
unique les contenant, ct tout cercle générateur, ayant ses foyers sur
cette sphere, lui est orthogonal. Donc les surfaces sontanallagmatiques;
ce sont évidemment toutes les anallagmatiques & focale isotrope.
D’ou le théoréme suivant :

Les lignes de courbure des surfaces anallagmatiques & focale isotrope
se déterminent par Uintégration de deux équations de Riccati (*).

En posant G = C — 2pPQ, I'équation (¢) devient

(C ~= oz)‘l—~').p[’(;)(C - l)';zQE::: 0,

Co=(pEVeir+1)PQ.

On a done deux intégrales particulicres P = o, Q == o de chacune
des équations de Riccati; la forme de ce résultat montre facilement ce
théoreme, d0 & M. Demartres, que les lignes de courbure de chaque
série ontune inclinaison constante surle cercle générateur, tout le long
de ce cercle; dans le cas particulier de p = o, cette inclinaison est de
A5e.

d’olt

3. Il faut remarquer que, d'une manitre générale, s¢ une génératrice
rationnelle d’une surface s’appuie sur une droite isotrope t = o en restant
tangente au plan isotrope correspondant, le discriminant de I’ équation
des lignes de courbure admet | = o comme racine multiple. On le recon-
nait aisément en mettant les coordonnées d’un point de la génératrice
et les parametres directeurs du plan tangent en ce point sous la forme

z=xy+ae(u)+tX, y=y,+po(u)+tY, z=zy-+7y¢e(u)-+(Z
l—=oa +tL, m=0 - (M, n=1y -+ (N,

Zo, ¥o» 5 Ctant des constantes, «, [, v aussi, avee la condition
«?+ B2+ y*=o. Sil’on forme alors I'¢quation

di(mds —ndy)+dm(ndx —ldz)+dn(ndy — ndz)=o,

on reconnaitra facilement ’exactitude du fait énoncé.

(*) DemARTRES, Comptes rendus, 1888, 1°° semesire.



SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. 87

4. Revenons aux surfaces i focale isotrope; A peut étre carré par-
fait autrement, lorsqu’on a
C—G+2/PQ=R%,, C—G—2iPQ=5,

R et 8 étant deux fonctions linéaires de ¢, imaginaires conjuguées si
la surface est réelle; on en déduit

4iPQ = R2— 8= (R — 8) (R -+ 8),

R + S étantréel et du premier degré par rapport i ¢, ainsi que P, Q.
Cette identité ne fournit pas de surfaces réelles.

5. Il reste encore & examiner si, pour les surfaces considérées, 1’é-
quation (c¢) peut avoir des solutions singulitres correspondant a des
droites isotropes. Remarquons que, en se donnant le lieu isotrope des
foyers, on achéve de déterminer géométriquement la surface par une
directrice isotrope, car on a immédiatement les foyers du cercle géné-
rateur passant par un point choisi sur cette droite. Le cas de quatre
directrices isotropes ne doit se présenter qu’exceptionnellement,
puisqu’il introduit quatre conditions nouvelles. D’ailleurs, on peut
déterminer les foyers, fonctions de deux paramotres @ ct b, des cercles -
de la congruence s’appuyant sur les quatre directrices; si on exprime
que chacun d’eux déerit un licu isotrope, on aura entre @ et b deux
conditions différentielles, el I'on pourra toujours reconnaitre algc-
briquement si elles sont compatibles.

§ 6. — Surfaces a deux lignes ombilicales.

1. Lelongd’une ligne ombilicale, le centre de courbure unique de la
surface qui doit se trouver sur 'axe du cercle décrira une ligne tan-
gente & la normale i la surface. Il suffit donc, pour obtenir les sur-
faces en question, d’exprimer qu’il existe deux normales possédant la
propriété précédente; choisissons Oz de facon que leurs pieds sur le
cercle correspondent aux amplitudes o et — o (w différent de o et de
m); soient @ et b les z des centres de courbure correspondants. On

devra donc avoir

E+ga on—pa_Lwa o Edgb  n—pb L0
Rcoso  Rsine — —a Reosw — —Rsine ~ —b
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d’ou, en égalant & A les premiers rapports, & p. les seconds,

E-==2R cosw — aq = R cose — by,

{=—a —dia = b'— pb.

De plus, il reste & exprimer que les droites de directions (Rcosw,
Rsinw, —a), (Rcosw, —Rsinw, — ) sont normales a la surface
engendrée par le cercle mobile, ce qui donne facilement, en vertu des
¢quations précédentes, les conditions

MR- @) - aa' - RR'= o,
p(RY - 02) - b - RR' = o.

Posons @ = R tange, b = R tangf; nous tirons de la

_ R’ 1. - R 17 2
A== T lange, R Ti - B tang 53
on en déduit
C Ralzn "16/’

done
o= p' ou o — [3 == const.;

cette constante ne peut d’ailleurs étre nulle, car il s’ensuivrait @ == 0,
A = p. et, par suite, d’apres les équations ci-dessus, o = o ou =t; elle
ne peut davantage étre égale a w. Par conséquent, nous ohtenons les
valeurs suivantes des rotations et translations

_ (h=p)cosm (-t p)sing

Al G — Al
7 tanga — tang tang o — tang’
tange — Aang S . AMangp - ptange
==Reosw &w—f—«ﬁm———:—’:ﬁ » on=— Rsinp " L [‘ f',:- y (R,
tang e — ltangf lange — lang3

A et . ayant les valeurs ci-dessus, d’ot on déduit
R’ . . .
Llangp — ptango = —l—{(tunga —tangfB), p—i=d (tange — tangf).
Les surfaces cherchées sont ainsi déterminées & I'aide de quatre

fonctions de « : «, R, r ¢t o; Pune d’elles pouvant étre prise comme
variable, la solution dépend bien de trois fonctions arbitraires. Un
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caleul direct donne les expressions suivantes de A et B
A =H(Mtangp — Ntanga), B=A(M-—N)

en posant

- 2R

()
cos? ;— (tang o — tangP)

. '\ ?
M=1 <z—tang-2—) =A(t—p)?

- () 2 o » W
N=p <t+tang;> =p(t+p) (P: tzmg;)-
On en déduit

D =aH?2up (lange — tangf) (2 — p?),

P = RH? (62— p?) [(p2' — Ap') (62— p2) — 42pp’ ] (tango — langB)
— RI%o’ (tango — tang B )2 hp (£2—p2)?,

et 'on reconnait ainsi la présence du facteur commun ¢* — p2, dont la
disparition rend ’équation (¢) normale. BEn posant F=DG, on a
done

G =R [ — dp) — dp (o — 1) (82— p2) — 4 dpp't
' 2 MNP ’

et I'équation (¢) prend la forme
(C+3)(G~+0)— (A2+ B?)=o,

g désignant 2R¢'.

2. Son discriminant est A= (C—G)*+4(A*+DB*). Donc les quatre
lignes v, qui annulent A*+ B*, ne seront solutions singulieres, s¢
C — G r’est pas nul, que si A*~+ B* devient carré parfait, ce qui nous
ramene aux surfaces de la classe précédente; si, au contraire, C — G
est identiquement nul, nous avons un cas nouyeau dans lequel les quatre
lignes v sont solutions singulicres : ¢’est celut des surfaces de celle caté-
gorie dont les lignes de courbure sont également inclindes sur le cercle
générateur. On a, comme on I'a vu,

C=rR(1+ &) — 2kt +n(1—*).
Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X11. — Mars 18g5. 12
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Les trois conditions d’identification de C — G & o sont done

Ry’
o

rR+n=—Rp*T,  rR—n=RT, =E&=—R'cosm,

ph = dpf = (e —2)

La dernieére con-
2 hpp

en désignant par T la quantité

.. R . . ™ ’ ’
dition est vérifiée identiquement par w = == =; car, développée, clle
devient

Ro'
2 = R coso.
SN

. . ) \ Y3 o
Il suffira d’ailleurs d’examiner I'hypothtse w =+ ~ou p=1. 51 ®

2

est variable, 'équation précédente donne immédiatement
R tangeo = m (consl.).

Soit d’abord ¢ =1, il s’ensuit r =0, 7= —RT, et cette dernicre
équation, développée, donne

PN —— A = (A — )
2 A

Alang B -+ . lang o
tang e — tangp

c’est-3-dire une relation différenticlle du second ordre entre R et «
qui, simplifiée, devient

Mooop Lsin(e—-f3)
e =0+ ) Sin(_a.»—ﬁ‘).

Le plan du cercle générateur des surfaces correspondantes est,

d’ailleurs, parallele & une droite fixe, car on a ¢ = o. En particulier, si
A=, «+B=m,ona les surfaces déterminées par

R’

— e DR, o ey . o
Rtanga’ =09 I o, = O=T =6, (czconst.);

P =

elles sont engendrées par un cercle de centre fize tournant autour d’un de
ses diametres, de fagon que U'angle de rotation soit proportionnel au
logarithme du rayon. L’équation des lignes de courbure est

P =16R"2cot?c [(£*+1)* tang?a -+ 4] = R2 L2,

On les a immédiatement par une quadrature.



SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. gr

Considérons maintenant Pautre hypothese

Rtangw = m;

elle exprime qu’il y a sur Oz un point de puissance constante parrap-
port au cercle, quand ce cercle varie. On voit facilement que ce point
est alors fixe. En effet, ses coordonnées sont

R

i P =35=0;
COSm Y ’

donc les projections de son déplacement sont

! N
;___F( R > SO )

COS 0 COSm cosm’

mais
t=— Icosmn, 2 = — RT (1 + p?), arR=RT (1 —p?), {=— DR

Ces égalités, jointes & la valeur de ¢, trouvée antérieurement, et i la
condition R tangw = m, entrainent la nullité des trois projections du
déplacement. Done, les surfaces que nous considérons sont anallagma-
tiques. La condition 2v = — RT(1 + g*) les détermine; ¢’est une rela-
tion différenticlle du second ordre entre « et w. On obtient une solu-
tion particuliere en cherchant les surfaces telles que le plan du cercle
sout paralléle aune drotte fixe paralléle a Oz ; on doit avoir ¢ = o =r.
Il faut et il sulfit pour cela que A =, d’'ot T = o= v; par consé-
quent, o ct § doivent étre supplémentaires (et par suite constants).
Les surfaces sont alors ainsi déterminées :

mm' cosm o' cota

ey ) 7= 0, (IO, P — ————y =0, I'==0, Rlange — m;
sino 8 v ! COS 0 7 ’ ’ ° ’

-
]

par conséquent, le plan du cercle tourne autour d’une droite, le centre
décrit cette droite, et s w est sa distance & un point fixe de la droite,
Pangle de rotation ) du plan du cercle et le rayon R sont donnés par les
formules

. - s 4]
m==— usine R = mcotey ==— ucosn, 0 =cotaLtang | v — —)-
? 4 9

On formerait aisément ’équation des lignes de courbure, qui se
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ramene aux quadratures des que 'on a inlégré 'équation des trajec-
toires orthogonales, réduite ici d R¢’+ R'coswz = o5 cette intégration
est immédiate.

Ainsi, nous terminons par un dernicr exemple du cas, qui n’a pas
encore éLé rencontré, ou les quatre lignes y sont solutions singulieres,
a la fois, des ¢quations (m) et (¢). Les surfaces a lignes ombilicales
pourraient naturellement fournir aussi des exemples des autres cas.

e e 6 3 i e

DEUXIEME PARTIE.

GENERALITES.

Dans cette seconde Partie, nous nous proposons de montrer com-
ment on peut étudier le role d'une ligne ¢ = ¢, tracée sur la surface S
licu des génératrices rationnelles G, par rapport & I'équation différen-
tielle du premier ordre d’une famille de lignes définies géométrique-
ment sur la surface. Observons d’abord que, par une transformation
homographique préalable effectuée sur ¢, on peat réduire ¢4 4 o, ce
(ue nous supposerons toujours.

§ 1. — Développement des coordonnées d'un point de la génératrice
rationnelle.

Les coordonnées absolues d’un point de G sont des fonctions ration-
nelles de ¢. On peut toujours les éerire ainsi :

‘ &= By - '/"/n Xl e ,/l [meen Y‘ ot ./'2 [k /,,,/l“
(1 ) I I m Xl -+ &y [mern Y1 -+ ;1,’24”” n—wu,/‘“
3= S+ /, [ X1 -4 /'l [mn Yl 4 /,24:/1 (-II—HI’Z“
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sous les conditions suivantes : @y, yo, 240 /s 8 P fis 00 Iy Soy Gos P
sont des fonctions de u seul; si la génératrice est gauche, le détermi-
nant | f g &|est = o; n et n sont des entiers positifs au moins égaux
a1, mun entier 3 o, mais positif ou négatif suivant que la ligne t =o
st 2 distance finic ou a l'infini, et, dans ce dernier cas, m —+ n,
m+n—+nr sont supposés Zo; enfin X,, Y,, Z,, fonctions de ¢ et
de u, ontpour £ = o une valeur finie, # o. Le développement en série
suivant les puissances entieres de ¢ des trois coordonnées x, y, = per-
mettrait, par exemple, d’arriver & ces expressions; d’ailleurs, elles
sont évidemment possibles d’une infinité de manieres, car on peut,
sans en modifier la forme, remplacer f;, g,, &, par des combinaisons
linéaires et homogenes & coefficients fonctions de u, d’elles-mémes et
des fonctions /, g, A de la colonne verticale qui les précede, et de
méme f,, g, h, par des combinaisons linéaires et homogenes d’elles-
mémes et des coclficients des deux colonnes précédentes. La significa-
tion géométrique des coefficients rend ce fait évident : Supposons
d’abord la ligne ¢ = o & distance finic; x,, y,, z, sont les coordonnées
du point décrivant la ligne ¢ = o de la surface; /; g, £ dirigent la tan-
gente & la génératrice G en ce point, /i g, &, une droite quelconque du
plan osculateur, [/, g, £, une droite quelconque hors de ce plan
(I/ & k|5 0). Les exposants ont aussi une signification géométrique,
ot indiquent le nombre de points communs confondus avee ¢ = o de G,
entre cette ligne, un plan sécant quelconque, un plan tangent ct le
plan osculateur; nous appellerons m lordre de singularité du point
t=osur G:des que m est >1, 1l y a rebroussement en ce point;
n sera [’ordre tangentiel en ce point : si n>1, il y a inflexion; enfin
n' sera Lordre d’osculation : si n’>1, le plan osculateur est station-
naire. Supposons maintenant m négatif = — 7', ¢=o0 élant alors a
Uinfini sur la surface; on peut prendre pour coordonnées homogenes
du point

ry = g " - fX A S 0Y A SR, ATy Xy=..., &2, = t",
et alors trois cas sont & distinguer : 1° m' < n le point considéré sur G
est & Pinfini dans la direction f, g, &, qui est celle de 'asymptote

passant par (2, ¥, 50)s fi» &1» i dirige une droite du plan oscula-
teur & linfini, /,, g., %, une droite quelconque hors de ce plan;
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2°n +n'>m > n, lepoint de G est encore a I'infini dans la direction
/v g, h, mais Pasymptote est enticrement & 'infini, et seul le plan
osculateur est encore a distance finie et déterminée par les directions
Sy g by fis gy R (24, ¥, 50) est un point quelconque de ce plan, &
distance finie; 3° m’ est >n + n’, le point de G est & I'infini dans la
direction f, g, A, mais la tangente et le plan osculateur sonti Iinfini;
/s &> hy détermine un second point & Uinfini de lasymptote, (i, y,, =)
est un point quelconque de 'espace. On déterminerait facilement,
dans chacun de ces trois cas, les ordres de singularité, tangentiel et
(’osculation du point.

Ce mode de représentation convient naturellement au cas parti-
culier de G planc; il suffit de supposer »" infini, ou de supprimer la
derniere colonne verticale dans les expressions indiquées; alors si G
n’est pas droite, les deux directions f, g, &, /', g,. /o, sont distinctes.

De plus, il est réalisable dans tous les cas, que le point ¢ == o soit
réel ou imaginaire, par exemple, en déterminant d’abord les coeffi-
cients fonctions de « d’apres lear signification géomatrique, d’ott Pon
déduira facilement ensuite, par identification, les exposants m, n, n'.

§ 2. — Principe de la méthode.

(est, au fond, celui qui a déja été appliqué aux surfaces réglées et
cerclées (). Nous rapportons la génératrice G i un triedre trirectangle T
lié a elle et qui ne dépend que de u.Soient (x,, y,, z,) les coordonnées
de l'origine O de ce triedre par rapport aux axes coordonnés fixes
Omys, o, By ¥y %y Bis Yis %ar Bur ve les paramitres directeurs des
arétes OX, OY, OZ de ce triedre, L, M, N, P, Q, R ses composantes
de translation et de rotation (projetées sur lui-méme). Toutes ces
quantités sont des fonctions de w seul; les coordonnées X, Y, Z d’un
point M de la génératrice G par rapport & ce triedre dépendent de w et
de ¢, et les coordonnées x, y, 5 de ce point par rapport aux axes fixes
Oxyz sont exprimées ainsi :

x=axyaX 4+ o, Y 4 o7, ye=...,

{

L

(1) These, Chap. II, I'* Partic.
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Les composantes suivant les arétes de T d’un déplacement de M
sont ]
e+ (L 5+ QL—RY)ds, ...,

Par conséquent, sil’on considere une famille de lignes (racées surla
surface S, dont I'équation traduise une propriété de ce déplacement,
on pourra exprimer les coefficients de cette équation d’une part avec
L, M, N, P, Q, R, et leurs dérivées, d’autre part, avee X, Y, Z, etleurs
dérivées partielles, et 'on étudiera la composition de ces coefficients
par rapport au facteur ¢, ¢ = o étant la ligne considérée sur la sur-
face.

Le succts du procédé tient au choix du triedre T 1ié & la génératrice
mobile.

Pour faire ce choix, revenons aux expressions fondamentales (1) des
coordonnées.

Stla direction fgh n’est pas wotrope, non plus que le plan des direc-
tions fgh, /1 g, hy, toutle long de laligne ¢ = o, nous pourrons prendre
OX de T parallele & /, g, &, OY perpendiculaire 2 OX dans le plan P
LSg by fis g by ]y OZ complétant le triedree s et nous supposerons les
développements préparés de facon que Pon ait

= a, g=0p, =", Si=oay, g1= 1B, hy=y3

de plus nous prendrons pour origine O de T le point (x,y,z,) des
développements (1); et cela peutse faire, que ¢ = o sout a distance finie
ow a Uinfini. En particulier, si ¢ =o0 est a distance finie, le triedre T
n’est autre chose que le triedre naturel de G (tangente, normaleprin-
cipale, binormale) au point ¢= o de cette ligne (notons que ce point
peut rester fixe). Si la direction /; g, £ ou le plan P sont isotropes, T
ne peut plus étre ainsi choisi. On dirige alors les arétes de ce triedre
par des combinaisons linéaires et homogenes convenablement choisies
des coefficients /..., g..., k... des développements; nous ne nous
arréterons pas 4 les indiquer en général, et nous nous bornerons & en
montrer un exemple simple en traitant le probleme suivant.
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I1.

SYSTEMES RATIONNELS PLANS DIVISES HHOMOGRAPIIQUEMENT
PAR LEURS TRAJECTOIRES ORTHOGONALES.

Proposons-nous le probleme suivant :

A quelles conditions une génératrice rationnelle plane mobile est-elle
divisée homographiquement par ses trajectoires orthogonales?

On sait que Porthogonalité se conserve quand on développe le plan
mobile de la génératrice sur un plan fixe; donc il suffit de résoudre la
question pour un réseau plan de génératrices rationnelles. Supposons-
le défini par les expressions

Zr o=y —}-/&'" X, _1,_‘/'1 (Y
Y=Yt g‘t’“xl e gy LY

Nous prendrons toujours le point (2,,y,, 0) pour origine du
tricdre T(y =v, = 5,=0), de sorte qu’on aura aussi dans le plan du
systeme

=2y X 4o, Y, y=yo+pX 4+ Y
(notations ci-dessus). L’équation dilférentielle des trajectoires ortho-
gonales sera
Edt + 5 du=o,
en posant

- . . .
- (%’})24- (%)2 £ = ’-:)3/5 <.L + X ‘mz) + ‘3)‘/{ (M + X, RX).

Il faut donc chercher dans quel cas &, est divisible par &, c’est-a-dire
a quelles conditions un facteur 22 de £ apparait dans £, de sorte que 2l
ne devienne pas infini pour ¢ =o. Ici, /, g dirigent la tangente & (ig,
quand ¢ = o est & distance finie, ou bien, quand cette ligne ¢ == o esth
Pinfini, indiquent la direction dans laquelle s’éloigne le point corres-
pondant.

1° La divection (/, g) n’est pas isotrope. On peuat supposer o ==/,
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p=g o, =/, B=g, X=0"X,, Y = ""Y,, desorte que T estle
'tmedre naturel de la génératrice, le long de la ligne 2z = o. Nous pose-
rons

~d

()\ 0 Y

- pm— Y‘, - !»Il—l\ 2
ol 2 ot ’

X, et Y, étant finis et 3£ o pour ¢ = o. Donc on pourra écrire
5: [2»1——':’.8’ '&:l: lm——l( L\'_) - ;“ L Y_;) - [2/;1—15“

S étant fini et 2o, pour ¢ = o, et S, étant alors fini, mais pouvant étre
nul.

Pour étudier le rapport 5, distinguons deux cas suivant que m est
positif ou négatif.
Si m est positif, ¢’est-i-dire si ¢ = o est & distance finie, le rapport

: reste fini pouré == o aux conditions suivantes : des que m eslt >,

L = o doit ¢tre nul, ¢’est-a-dire que la ligne 2= o est orthogonale aux
génératrices; cela suffit, sinest m — 13 8in<<m—1, il faut de plus
que M = o, c’est-a-dire que le point singulier 2 = o doit rester fixe.
Ainsi les rebroussements i distance hmo des génératrices, pour les-
quels mZn +-1, doivent se déplacer orthogonalement aux généra-
trices; les autres rebhroussements i distance finie (72 >> n 1) doivent
rester fixes.
Si m est négatif == — m’, on a

A

. —— f2ml—2 S’ 51 (i1 ( LX‘! -+ M ¢# Y.z) . t—:!mlulb‘“
d’olr
LX,+ MY,

e lm"ll uliiat 5 SR S
[

> &

dont Ia limite est o pour ¢ == o. Donc cette hypothese n’entraine au-
cune condition nouvelle.

2° La direction (/; g) est isotrope. On peut disposer les développe-
ments de z et y de facon que (/,, g,) soit la direction conjuguée, a
aide d’une substitution linéaire préalable effectuée sur ces derniers
coefficients. Nous poserons alors

7 — ~ y v R—— o 4 S "y o Af 1
./ =0t Loy, & 5 = ‘{31’ fl RO LDy, *(7'1 ——— lj - lr‘l!
Ann.de ’Ec. Normale. 3¢ Sévie. Tome XI11. — Mans 1895. 1o
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en assujettissant o, 6, «,, &, aux conditions
a4 Br=al P, acty -+ PP, == o,

qui sont compatibles avec les égalités précédentes, par hypotheses le
triedre T est alors déterminé. On tire de la
X g = (o Loy ) e X A (o Lo ) Y
=a, -+ ot Xx e 0 Yl ) 4 2y i /ymxl“ —mn \'n,
Y= 4 ((_:) - 5'{31) o Yl 4= ( @ — [[rjl ) (e Yl
= xy -+ @ ( Lm Xl e (1 Yl ) - 161 L.(_ m Xl e N2 Y] ),

done
X=V4+W, Y- av- w),

en posant
l V — LI"XI? W [menyl;

£ et &, se transforment alors ainsi

- oV oW B sy

¢ - - - e RN 2

oL a0l ¢ ’

A Y .

b= -5 (L+ M)

A . aV /OW s oy oW /0V .
LY (Lo M) - o (N()u . Rtw) Y Cdu Ri'Y ) ’

d’ol

= 0 X (Lo dM ) - 20 Yy (L i) 4 g2t VS

S Gtant fini et # o pour ¢ = o, et S, restant alors fini.

Si m est positif, il seradonc nécessaire que L —+ (M - = o, ¢’est-h-dire
que la ligne ¢ == o soit isotrope; cela sera suffisant si 7 =~ 1 ; sinon,
L. — M devient aussi nul, par conséquent les points de rebroussement
a tangente isotrope doivent rester fixes.

Soit m négatif, égal & — m'; on a alors

'g-z ok LS S S7 El e tz--m/ | in( L f LM }- — Y_,( L _ l'M ) I e L=l n IS,

G e M M1 ¢S
Al [ Xy (L~ iM) 4+ 2 Y, (L iM)] + g

Donc, quand»’ dépasse n, ¢’est-a-dire quand Pasymptote est i I'infini,
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il n'intervient aucune condition nouvelle. Mais, si 'asymptote est &
distance finie, lorsque ' + 1 est < n, il faut que L 4 zM = o, c’est-
a-dire que le point (x,, v,) doit décrire une droite isotrope. D'ailleurs,
on a

L+ iM=oax,+ Ly, +ilz,2,+ P, y,) =[x, + &,

(lesaccents indiquant la dérivation par rapport & «); si g = ¢f, la con-
dition est x, + ¢y, = const., qui exprime que l'asymptote est fixe. Les
coordonnées homogenes sont ici

2y = gt - X 1Y, Xy ..., ZyT= ..., 2, ="

on am' < n, etl’ordre tangentiel est, d’apres ces expressions, n — m'.
Donc le cas actuel n — m' > 1 est celui d’un point cyclique d’inflexion;
ainsi la tangente en un pareil point doit étre fixe.

En résumé, les conditions cherchées sont les suivantes :

10 Les rebroussements des génératrices G a langente non isotrope,
distance finie, et tels que mZ n -+ 1 (en particulier le rebroussement ordi-
naire m = 2, n =1) dotvent décrire des lignes orthogonales a la généra-
trice mobile. Les autres rebroussements a distance finte, et particuliérement
ceux a tangente isotrope, doivent rester fixes.

2 Les tangentes isotropes dont le point de contact @ distance finie
n’est pas de rebroussement, doivent rester fixes.

30 St un point cyclique est d’inflexion, sa tangente doit rester fixe
quand G varie.

Il résulte de la cette conséquence, que toute tangente isotrope a la
génératrice G doit rester fixe, sauf si son point de contact est cyclique
et n’est pas un point d’inflexion, d'oli, dans certains cas, la fixité des
foyers de G.

Applications. — Ces conditions montrent aussitdot que tout systéme
de cercles vépond a Ja question; et c¢’est un cas ol les tangentes iso-
tropes sont mobiles, en général; un systéme de coniques réelles ne passant
pas aux points cycliques, n’est solution que s’il est formé de conigues
homofocales. Cherchons les solutions formées de lignes du troisicme
ordre; supposons-les d'abord de guatriéme classe : si elles ne passent
pas aux points cycliques, il suffit d’écrire que les tangentes isotropes
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sont fixes, d’out généralement huit conditions déterminant une seule
cubique; mais prenons les tangentes & la droite de Uinfini, il y aura en
tout & exprimer sept conditions, d’olt une solution; st elles passentaux
points cycliques, mais que ces points ne soient point d’inflexion, il
restera i exprimer la fixité de quatre tangentes isotropes, soit en tout
six conditions, d’ott un réseau dépendant de deux parametres; si les
deux points cycliques sont d’inflexion, les tangentes doivent y étre
fixes, d'olt en tout six conditions; il reste encore & exprimer la fixité
de deux autres tangentes isotropes, et la cubique est déterminées ici la
droite de I'infini, étant un axe d’inflexion, ne peut étre tangente aux
cubiques considérées.

Ainsi nous trouvons deux solutions :

1 Les cubiques non circulaires tangentes « la droite de linfini et a

Joyers fixes ;

20 Les cubtques circulaires et a foyers fixes.

Soit maintenant un systeme de cubiques de troisiéme classe, a un
rebroussement. En ne considérant que des lignes réelles, nous aurons
4 examiner le seul cas du rebroussement & tangente non isotrope : il
doit alors décrire une trajectoire orthogonale particulitre; on peut se
la donner arbitrairement, et le choix du rehroussement sur elle assu-
jettit la cubique & trois conditions. Si la cubique ne passe pas aux
points cycliques et admet six tangentes isotropes distinctes, leur
fixité entraine six conditions, celle relative au point de rebroussement,
unc septieme (on ne se donne pas d’avance le licu du rebrousse-
ment); la cubique est done déterminée en général; en prenant des
courbes tangentes & la droite de l'infini, il y aura une condition de
moins; d’oll une solution, mais qui dépend d’une relation différenticlle
entre les parametres. Sila cubique passe aux points cycliques, ilsne
peuvent étre tous deux d’inflexion, il suffira d’exprimer que le foyer
unique a distance finic est fixe, soit deux conditions; et en se donnant
de plus la trajectoire du rebroussement, on aura unc solution sous
forme finie. Ainsi nous obtenons :

1° Les cubiques non circulaires a rebroussement tangentes & la droite
de Uinfint, dont les foyers sont fizes et dont le rebroussement décrit une
trajectoire orthogonale particuliére ;



SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. 101

2° Les cubiques circulaires, a foyer fixe, dont le rebroussement se deé-
lace encore orthogonalement a la cubique.
/ 5 7

Cette derniere catégorie peut étre déterminée par des opérations
purement algébriques, aussi bien que les familles ci-dessus de cubi-
ques sans rebroussement. C’est la condition d’orthogonalité relative
aux rebroussements qui empéche d’obtenir, pardes opérations purement
algebriques, les systemes généraux de courbes unicursales répondant
ala question. Done, quand la genératrice sera la ligne génerale d’ ordre p,
quel que sott p, on pourra obtenir sous [orme [finie la solution du pro-
bleme.

ITT.

ETUDE DES CONJUGUEES D'UNE GENERATRICE RATIONNELLE MOBILE
ET DES ASYMPTOTIQUES DE LA SURFACE ENGENDREE S.

§ 4. — Exposé de la méthode.

Nous suivrons dans cette étude la méthode générale précédente
qui va présenter alors une simplification importante : les propriétés
a étudier n’étant pas altérées par une transformation homographique
quelconque de la surface S, on pourra toujours supposer le lieu z = o
sur cette surface ramenée a distance finie, et décrit par un point de G,
réel, ainsi que le triedre naturel de G en ce point. Par conséquent,
c’est ce triedre que nous prendrons pour T, de sorte que 1'on aura

X —ym X“ Y —= fmn Y“ 7 — an+u+n’zl’

m, n, n’ élant des entiers positifs aumoins égaux a 1, et X, Y, Z étant
# 0, pour ¢ = o.

De plus, les propriétés étudiées ici pourront étre immédiatement
transformées par polaires réciproques et appliquées & la surface enve-
loppe d’une développable rationnelle mobile; en supposant, ce que
Uon peut toujours faire, que le plan tangent t =o & cette dévelop-
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pable ne passe pas par l'origine des coordonnées, la signification des
entiers m, n, n’ est immédiate : m indique le nombre des plans
tangents & la développable passant par un point quelconque de I'es-
pace et confondus avec ¢ =0, m-+n est le nombre de ces plans
passant par un point de la génératrice rectiligne de la développable,
m + n -+ n’ le nombre de ces plans confondus, parmi ceux qui passent
par un point de I'aréte de rebroussement.
Nous désignerons par A, A, A” les trois délerminants

e dx Oz

de dx  J*rx | v |0r dz JQ*x
- [()a’ JaL’ o

Jdu’ ar’ (_)h'})—[!’ T lda’ 9t dud

[ g—
b —

(@, v, 5, coordonnées absolues d’un point de S), et nous éerirons ainsi
les équations des asymptotiques de S et des conjuguces de G

(n Adt 2 A dudt + A" du? o,
(”) Adt + A du = o.

Dans toul ce qui suit, nous designerons géncralement ces équations par
(T) et (II).

Ceci posé, considérons le triedre naturel U de G en chacun de ses
points M (T est ce triedre le long de t=0). Soient&, 0,0, p,o, r ses
translations et rotations quand « = const., &,, n,, {,, p,, ¢,, r, les
mémes quantités quand ¢ = const. On peut développer ces diverses
quantités, finies et régulieres pour ¢ == o, puisque G est unicursale
par rapport & ¢, suivant les puissances entiéres de ¢, les coefficients
des développements étant des fonctions de w; d’autre part, on peut
exprimer avec elles et leurs dérivées les trois coefficients A, A', A7, et
par conséquent reconnaitre I'ordre infinitésimal de ces coefficients par
rapport & £; d’olt 'on déduira les conditions que doit remplir G le long
de ¢ == o0, pour que, apres suppression du facteur ¢* (a entier positif)
commun aux coefficients de (I) ou (II), le premier coefficient, celui
de de*, ne s’annule plus pour ¢ = o. Le méme procédé permet d’étudier,
au préalable, les conditions d’abatssement de la classe de la dévelop-
pable ® circonscrite @ S, le long de G, relativement au lieu ¢ = o, abais-
sement qui se manifeste par la présence d’un facteur ¢* commun aux
coordonnées du plan tangent.
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§ 2. — Résultats.

Nous avons détaché du corps de ce travail les discussions qu’exigent
ces recherches ('). Nous en consignons seulement ici les résuliats,
aprés avoir observé : 1° que le facteur commun aux trois déterminants
3':7 g;: — 3—2 %1;, est £/, en dési-
gnant par / le produit des facteurs ¢ — ¢, communs a 7, et {,; 2° que
le coefficient A est égal & — rZ2C,; cela résulte de I'expression, obtenue
par un calcul direct, des déterminants en question exprimés a 'aide
des translations et rotations de U. Enfin, dans ce qui suit, nous dési-
gnerons par D le lieu ¢ =0 du point considéré de G correspondant
aux exposants m, n,n’; ce point peut d’ailleurs étre fixe. Voici main-
tenant les résultats en question :

1° L’abaissement de la classe de O relatif au lieu D est généralernent
m — 1; il dépasse ce nombre quand D est enveloppe de G : si cette enveloppe
estune droite, le nouvel abaissement est n; si elle est courbe, il est généra-
lement égal au plus petit des nombres m et r, et ne s’éleve que sim = n,
etsienméme temps Uordre du contact de 'enveloppe avee 'enveloppée
s’éleve lui-méme; d'une maniere générale, si £ estle nouvel abaissernent
(quis’ajoute am — 1) relatif & une enveloppe drovte ou courbe, la distance
de deux points de I'enveloppe et de enveloppée, infiniment voisins
de ¢t = o, est d’ordre m + £ par rapport a ¢; si enveloppe D est un
point, le nouvel abaissement est généralement m; il dépasse ce
nombre de n sila tangente aux génératrices G du faisceau en ce point
Jixe D est également fixe et peut s’élever encore des que l'ordre du
contact de deux quelconques des génératrices du faisceau s’¢léve lui-
méme; d’une fagon générale, si A est le nouvel abaissement (qui
s'ajoute & m — 1) relatif au point fixe, et que I'on coupe le faisceau
par un plan voisin de ¢ = o, I'ordre par rapport 2 ¢ de la distance de
deux points infiniment voisins de ¢ = o sur deux génératrices quel-
conques du faisceau infiniment voisines est £.

2¢ On vérifie aisément que les trois coefficients A, A’, A” contiennent

directeurs du plan tangent, tels que

(1) Elles font 'objet d’une Note complémentaire placée 4 lafin de notre thése : Sur les
Yurfaces ¢ génératrices rationnelles; Gauthier-Villars et fils, 1894.



le facteur commun £; posons
A=id, AN=id, A=:zd"

Nous indiquerons les conditions dans lesquelles 'équation (1) des
conjuguées, puis 'équation (I) des asymptotiques sont divisibles par
la puissance de ¢ de 'ordre de leur premier terme A. Dans le Tableau
suivant, nous écrirons entre crochets, i la suite de chaque cas, I'expo-
sant de la puissance qui disparait ainsi des trois coefficients d, d', d”,
déja débarrassés du facteur 5 d’ovdre m — 1. 1l ne faudra donc pas
omeltre ce facteur quand on calculera la réduction du degré 44 —6
du premier cocfficient des équations différentielles rendues entieres
(g degré de (), relativement au licu D que décrit le point == o de la

génératrice; ce degré se rapporte au coelficient A = r§2{, = Zd.

TABLEAU I. — LIGNES CONJUGUEES.

[ 1° Nz o; le plan tangent le long de D w'est pas osculaleur
i Gyosi O est d'inflexion, la tangente & G en ee point doit
déerive une développable le long de D [ -1 10 -],
LoD rlest pas enveloppe

p »° N = 0; le plan tangent est le plan osculateur de G il faul
de G,

que la tangenle & G en soil la caracléristique le long de D:
cela suflit si le plan oseulatear est ordinaire (7 ==1): sinon,
ce plan doit rester fixe. Cas impossible pour (i plane
[ =101 ],

1° Le long de D, D el G n'ont pas méme plan osealateur; il
faut que m =1 [n].

2* D el Gont méme plan osculateur, mais 1) n’est pas plane.
Si le point O ¢st ordinaire (m = n==n'==1), il 0’y a gené-
ralement pas d'aulre condition [ 2], & moins que Cordre &
du contact de G et D ne s'éleve ol alors lordre 2 du
premier terme doit étre = ok [«]. Dans le cas de G plane,
il faut que m = », avec d’autres condilions des que m 21

. — D ligne enveloppe [Gm—n].

de G,

3 D courbe plane dans le plan osculateur fixe de Gz ou
doit 8tre égal & 1, avee une condition d’inégalité si m = n
[n" =, 1= 6tant le plus petit des nombres m el 2 |.

4" D droile autour de laquelle tourne le plan osculateur
de G ¢ il faut que m ou #' ==, avee une certaine inégalité
Sim=n"=1[m-~on—1|.

5° D droite et plan osculatear de G fixe : aucune autre con-
«dition [am - 2n +1'—3]. :
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| 1” Le plan osculateur de G n’est pas tangent au céne C, lieu
de OX, tangente 4 G : pas d’autre condition [2/m -+ n — 2].

2° Le plan osculateur de G est tangent au céne C, non réduit
a une droite : il faut que » ou »'=1, avec une certaine
inégalité si n =r'=1 [2m 4+ 21— 2].

3° La tangente & G est fixe, le plan osculateur mobile : pas

i D point ;  d"autre condition [2m =4 210 — 2.
. - oL, i

4" Le plan osculateur de G est fixe, la tangente mobile : pas
d’autres conditions [2m =+ 7t - #n'—2].

5° Le plan osculateur et la tangente sont fixes : pas d'autres
condilions en général [2m - an—+ n'— 2], & moins que
Vordre du conlact & de deux génératrices ne s'éleve; et
alors si m = n = n'=1, il faul que I'ordre « + 3 du pre-
mier lerme A de I'équation rne dépasse pas 2(4 -+ 1).

Pour dresser le Tableau relatif aux lignes asymptotiques, nous con-
serverons les divisions du Tableau précédent, avec le méme numéro-
tage, et nous y indiquerons seulement les conditions rouvelles qui ne
figurent pas dans le précédent.

TABLEAU II. — LIGNES ASYMPTOTIQUES.

/ 1% Sin =1, m =2, le plan osculateur de¢ D doil rester tan-
gent & G 8l =1, m =3, D doit étre une droite, el cela
peut ne pas suffire si m2 > 3; si 2 >1, D doit étre plane

? el, dés que m == 3, une droile; si 2 et m dépassent 3, il

\

L. — D non enveloppe.
peut y avoir d’autres condilions.

20 Il faut que le plan osculateur de G soil fixe, ce qui suffit
si m et 2 sont £ 2.

~

1° Dés que 2 > 2, D doit 8tre plane.

2° G gauche el O point ordinaire, pas de nouvelles condi-

tions; G plane : m=n =1.
L. — D ligne enveloppe.
< rp 3 m=r1.

fomSan—41.

—

5° Aucune nouvelle condition.

1° Dés que » > 2, il faut que OX déerive un plan fixe.
. — D poirt. 2° n=1.

3°, 4°, 5° : pas de conditions nouvelles.
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X11. AvriL 18g5. I

IS
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§ 8. — Etude des conjuguées et des asymptotiques
en coordonnées tangentielles.

LesTableaux précédents se transforment immédiatement par polaires
réciproques et permettent alors de faire 'étude des équations dilféren-
tielles des conjuguées d’une famille de développables rationnelles et
des asymptotiques de leur surface enveloppe.

D’autre part, on sait que la transformation de Lapiace conserye les
conjuguées; de sorte que I'étude de I'équation des conjuguées des
génératrices G oude celle des conjuguées des développables T formées
par les plans osculateurs des génératrices G doit conduire aux mémes
résultats; on le vérifie aisément en remarquant que les exposants m,,
n,, n,, relatifs au plan osculateur de G en O (m,n,n"), onl pour
valeur m, =n', ny=n, m=n/.

§ 4. —- Décomposition du premier coefficient et du discriminant de (1)
en facteurs; relation avec la développable circonscrite ©.

Désignons par o le produit (& un facteur pres fonction de « seul)
des binomes ¢ — ¢, qui s’annulent aux points d’inflexion de G, en les
prenant chacun avee sa multiplicité dans la rotation r du (rivdre Us
pars le produit des facteurs de rebroussement de Gj par { le produit
des facteurs communs aux translations v, et {, ou facteurs enveloppes ;
par g le produit des facteurs de ¢, non contenus dans v, ; soient enfin
eis $is 4y gy les produits analogues relatifs & la développable circon-
scrite ©, le long de G.

Appelons x; (¢ =1, 2, 3, 4) les coordonnées homogenes d’un point
de S, exprimées par quatre polynomes en £ premiers entre eux; soit ¢;
les coordonnées du plan tangent & S, exprimées de méme. Jo dési-
gneral maintenant par A, A, A” les trois polynomes entiers

Oz dx O*x Al | dz dx J x|
’ =N gw e dat |

A'—‘ dx dx )z g 0r 0L O
T 0w Jt du ot

& e e
|7 du dt 9

: A':;’

et par A, A, A les suivants

0{)}_’ Jdy g)iv
du dt 9’

A — dv dv die N
L du dt olou| L A A P i1k

A',:)V
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de sorte que 'on a

A AT AY
AT A T A
d’autre part, on a aussi
() ()r Jdx v ()c' ¢ IR
[ = A \ »
’ “Jua Jt (2,3,4) v " Ju L |, v

et trois autres couples analogues, en permutalion d’indices, les poly-
nomes entiers X et A, restant d’aillcurs lesmémes. Multiplions membre
a membre les égalités (o), en tenant compte des relations
x e OL o doe dir SRS
:_xzﬁinw)? a=235% a=2 Y,
i 91 9L’ Jdt du Jdu du
et nous obtiendrons 'tdentité

A2 — AAT== )3},

Un calcul semblable donnerait

A2 A AT=2 030

nAAT Al
35 donc on a

Mals TALAY = &9

P =4 A AL
D’autre part, & un facteur pres fonction de « seul, on peut écrirve, d’a-
pres ce que nous avons observé précédemment,
h=sl, =84, A=pstlg, A=ps¥ gy

par suite, on aura gsg == pg,s,g, (a un facteur pres fonction de ).

Ces relations pu'metlcut d’étudier le discriminant A’ — AA”, suivant
les conditions du déplacement de G, de © et leurs singularités; nous
aurons souvent a en faire usage.

§ 5. — Application & un point ordinaire.

Soitun point ordinaire de G (m = n = n’=1) quidécrit D ou z = o;
lelong de D on a ps£o; les discussions générales que nous avons
faites donnent alors les résultats suivants :



108 . M. LELIEUVRE.

1° Si ¢ = o n’est pas une enveloppe de G({0), il peut annuler g et
parsuite A; le plan tangent 2 S le long de D est alors le plan oscula-
teur de G, et ¢ est facteur simple de g; pour qu’il disparaisse de 1'¢-
quation des conjuguées, il faut que la tangente OX & G décrive une
développable le long de D, c’est-a-dire que la développable I' d’aréte
G admette pour enveloppe la développable ¢ = o des plans tangents
le long de D, et pour qu’il disparaisse de (1) il faut, de plus, que cette
derniere développable se réduise & un plan, ou que le plan osculateur
de G soit fixe. Ce cas ne se présente jamais si G est plane.

2° Si D est une ligne enveloppe de G, ayant en chaque point un plan
osculateur distinct de celui de G, ou bien est un point fixe, tel qu’en
ce point la tangente OX & G est mobile, et le plan osculateur de G non
tangent au lieu de OX, cette enveloppe abaisse d’une unité la classe
de ®; ¢ = o n’annule pas g; ¢ est un facteur simple de A qui disparait
complétement de I'équation (1).

3% Si D est une legne enveloppe de Goavee coincidence des plans
osculateurs, mais sans osculation de G et de D (en particulier, D peut
étre une droite), ou bien est un point fixe a tangente variable, le plan
osculateur de G étant tangent au lieu de OX (en particulier, si le plan
osculateur de G est fize), ¢ est simple dans /, simple dans g; donc D
abaisse la classe de @ d’une unité, et disparait comme facteur double
de I'équation (I).

4° Si D est une ligne courbe enveloppe avee laquelle G a un contact
dovdre £>1, ¢ est de multiplicité £ dans £ et n’annule généralement
pas g, de sorte que D abaisse de £ 'ovdre de @ et disparait de I'équa-
tion (I) comme facteur d’ordre k; cependant, il peut arriver que g
s’annule aussi, sans que Pordre du contact s’¢leve, et alors il faut,
pour qu’on puisse déharrasser les équations (1) et (I1) du facteur ¢*
du premierterme, que « = 24. Si D est un point fixe de G, avec tangente
fixe et plan osculateur mobhile, ¢ est un facteur double dans ! et n’annule
pas g, de sorte que D abaisse la classe de © de dewx unités et disparait
de (I) comme facteur double.

5¢ Si D est un point fixe de G, avec tangente et plan osculateur
fixes, et de telle sorte que deux génératrices quelconques G du faisceau
ne soient pas osculatrices, ¢ est double dans {, au moins simple dans g ;
s’il est simple dans g, D abaisse la classe de © de deux unités et dispa-
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rait de (I) comme facteur ¢reple; mais il peut étre multiple dans g :
pour disparaitre alors de (I) et de (I[) avec l'ordre qu’il a dans A, il
faut qu’il soit au plus double dans g, et il disparait alors des équations
avec l'ordre 4. Si, au contraire, deux génératrices quelconques du
faisceau ont un contact d’ordre £>1, ¢ est un facteur d’ordre £ +1
de /, et généralement g est 2o, de sorte que D abaisse la classe de ©
de £+t unités et disparait de (I) comme facteur d’ordre £ + 1; mais
il peut se faire que g soit aussi annulé sans que I'ordre du contact s’é-
leve, et pour que le facteur ¢* de A disparaisse alors des équations (I)
et (II), il faut que «Z2(k + 1).

§ 6. — Solutions singuliéres de (I).

Supposons d d’ordre a, d' et d” au moins du méme ordre. Si t = o
est solution singuliere de (1), débarrassée du facteur¢*, il faut qu’elle
vérifie I'équation dilférentielle et annule son discriminant; done, en
posant d = *d,, d'= 1*d,, d"= ¢*d;, on devra avoir, pour { = o,

'y " .
d}—dd|=o, d)=o;

il faut, par conséquent, que ' ct d” soient d’ordre au moins égal a
o ~+ 13 de plus, si Pordre de d” dépasse encore celui de ¢ d’au moins
une unité, ¢ = o devient racine rmultiple du discriminant.

En recherchant, d’aprés la discussion faite, les cas ol ces condi-
tions sont réalisées, on trouve les résultats suivants :

i° Le plan osculateur de G n’est pas tangent a D; sim =1, n<a, le
plan tangent doit éire fize, ce qui a lieu si Péquation (1) est débarras-
sée des facteurs du premier terme; si m=2, n=1 ou 2, le plan tan-
gent dott éire fixe et D doit éire une droite, et alors ¢ = o est racine
multiple du discriminant; i en est de méme si m =1, lorsque D est
ainsi une droite avec plan tangent fixe.

2° Le plan tangent est le plan osculateur de G; si m=n=r, il
faut et il suffit que ce plan soit fixe, ce qui a lieu si I'équation (I)
est débarrassée du facteur du premier terme.

3° Si D est une ligne enveloppe, il faut qu’elle soit une droite le long
de laquelle l plan osculateur de G est fixe, et alors ¢ = o est racine
multiple du discriminant.
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4° Si D est un point, avec tangente OX a (x mobile, il faut que le
plan osculateur de G ne soit pas tangent au licu de OX; cela suffit si
n=r1, et si nest >1;le lieu de OX doit, de plus, étre un plan, alors
t = o devtent racine multiple du discriminant.

50 Si G a un point et la tangente en ce point fixes pour L =0, =0
est racine multgple du discriminant; il en est de méme si le plan
osculateur est également fixze, pourvu que, dans le cas du point ordi-
naire (m = n=n'=1), 'ordre  du premier terme A soit inférieur a
2(k+ 1), £ étant ordre du contact de deux génératrices quelconques
du faisceau.

6° Si, pour ¢ = o, le point et le plan osculateur de (x sont fixes, mais
la tangente mobile, ¢t=o0 est encore racine multiple du discrimi-
nant (').

§ 7. — Racines multiples du discriminant de (I) supposée normale.

Nous venons de signaler quelques cas particuliers, ol il existe de
parcilles racines; on peut étudier plus completement la question, &
I’aide des formules que nous avons ¢tablies. Supposons I'¢quation (1)
normale, de sorte que, en désignant par A, A, A” ses coclficients rendus
entiers en ¢, on peut poser A= e¢A, A= fA (e, fentiers en ), d'ou

AAT— A= (f — ¢?) A2,

Les formules du § 4 nous donnent alors, en désignant le discriminant
Jf— e par H,
p2sot = (4, 08T = p1$1 51,

qui permettront d’¢tudier, relativement & la développable 0, la signifi-
cation d’une racine multiple de H. Par exemple, supposons que ¢ == o
étant une pareille racine, le long de D(¢=0), on ait gs 20 (m=n=1)
et aussi g7 o0 :1° Si lest o (D non enveloppe), il faut que ¢ soit
facteur double de A, et que p,s, 8,74 o; done, pourla développable 0,

(*) On obtiendrait, de méme, los cas olt ¢ = o esl solution particuliere de 'équation de
Riceati, qui détermine les conjuguées; cilons nolamment le cas d’une inflexion ordinaire
(m =1, n=2), qui ne déerit pas une enveloppe de G, ou celui d’'un point ou d'un plan
tangent fixe, en géneral.



SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. Irr

¢ =o doit étre un plan tangent ordinaire ¢,s,5< o, et, d’apres le § 5,
@ doit étre osculatrice a ’enveloppe de ce plan, du moins en général
(cas particulier : D droite avec plan tangent fixe). 2° Soit /=o0 (D en-
veloppe); si ¢ est facteur simple dans /, il devra étre simple dans 2, :
ce sera un facteur enveloppe ordinaire de @, qui roule ainsi sur la de-
veloppable des plans tangents (maintenant bien déterminés) a S le
long de D. Si ¢ est facteur double dans /, et alors G sera généralement
osculatrice 2 D, il sera strement facteur double de H. On voit, par
ces simples exemples, les applications qu’on peut tiver des formules
du § 4.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATIONS.

Nous allons appliquer les résultats précédents : 1° au cas ott G est
une ligne plane; 2° 4 celui ol elle est une cubique gauche; dans ces
deux cas, nous chercherons d’abord & déterminer la ligne G, de facon
qu'elle soit divisée homographiquement par ses conjuguées, puis, lors-
qu'il en est ainsi, & reconnaitre quand I’équation des asymptotiques
est normale, et & en trouver alors des cas d’intégration.

I.
LIGNES PLANES DIVISEES HOMOGRAPHIQUEMENT PAR LEURS CONJUGUEES.
§ 1. — Conditions imposées a la génératrice G.
1. Le Tableau I donne immédiatement, pour une génératrice plane,
les résultats suivants :

10 Toute tangente d'inflexion de G doit décrire une développable ;
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20 Tout point de G situé sur la caractéristique C du plan mobile de
cette ligne doit décrire une ligne enveloppe de G, ou rester fixe. Si ce
point est mobile et non situé sur U'aréle de rebroussement A enveloppéce
par C, ou sur G supposée fixe, il ne doit pas étre de rebroussement
(m =1); s"il est situé sur A, on doit avoir m = n en ce point, et, des que
ces nombres dépassent 1, de nouyelles conditions deviennent nécessaires
(voir la discussion générale). Si ce point est fixe, il faut sculement que,
dans le cas ot la tangente & G en ce point est la caractéristique G sup-
posée mobile, il ne soit pas &’ inflexion (n = 1).

2. Conditions pour que l’équation des asymptotiques soil normale. —
Les conditions, qui doivent alors s’ajouter aux précédentes, s’obtien-
nent aisément par la considération du Tablean correspondant, résul-
tant de la discussion générale.

Enongons ces conditions supplémentaires seawlerment dans le cas
usuel de m et nZ2; il faut et il suffit alovs, en plus des conditions
précédentes : 1° que tout rebroussement non infleaxcionnel (m == 2, n =1)
non situé sur C décrive une asymptotique particulicre (tangente du re-
broussement dans le plan osculateur de la trajectoire D); 2° que toute
tangente inflexionnelle dont le point de contact r'est pas sur . déerive
un plarn; 3° que tout point de G situé sur Uarédte de rebroussement
(courbe) A soit ordinaire (m=n =1).

3. Solutions singulicres de (1) (cas usuel de m,n”2). — 1° Un point de G,
non situé sur la caractéristique G, ne décrit une solution singulivre que
si le plan tangent le long de cette ligne est fixe; cela suffit si le point
n’est pas de rebroussement; si m = 2, il faut de plus que la trajectoire
du rebroussement soit droite, et le discriminant prend une racine double
correspondante (qui existe déja dans les mémes conditions des que
m =1); 2° un point mobile de G situé sur C ne décrit jamais une pa-
reille solution ; 3° & un point fixe de G, 4 tangente mobile non confon-
due agec G, en correspond toujours une si n==1; si n = 2, il faut que
la tangente inflexionnelle décrive un plan; il n’en correspond jamais
une, si la caractéristique G mobile est la tangente a G; si la tangente et
le point de G sont fixes, on a une racine double au discriminant. Ces
résultats se tirent immédiatement du § 6 de la seconde Partie [(1) est,
bien entendu, supposée normale].
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Enfin les racines multiples du discriminant seront étudiées dans
chaque cas particulier & l'aide des formules du § 7 de Ia seconde
Partic.

§ 2. — Applications simples.

1° St G est une conique, on aura deux cas possibles : ou bien elle
est sécante & la caractéristique G, ou elle lui est tangente. Dans le pre-
mier cas, les deux points de rencontre doivent décrire deux enveloppes
(pouvant se réduire & des points fixes); le polynome / est annulé en
ces deux points, et g y est différent de o; la développable circon-
scrite @ est de seconde classe, ¢’est jun cone. Le discriminant H est
donné par I’équation _

p2sg*H = I\, ou pgpig =1 (ps & p1s &1, indépendants de ¢);

il n’aura deux racines doubles que si /et /, ont les mémes racines,
¢’est-h-dire si @ roule sur les deux développables /= o des plans tan-
gents le long des enveloppes de G, ou, si ce sont des points, lorsque
le plan tangent y est fixe; une solution singuliere de (I) correspondra
nécessairement i un point ou & un plan tangent fixe; ainsi on retrouve
immédiatement des résultats connus ('). La seconde classe de coni-
ques divisées homographiquement par leurs conjuguées est formée par
celles qui sont tangentes & la caractéristique C de leur plan, qui peut
étre une droite fixe; alors elles sont tangentes a I'aréte de rebrousse-
ment A enveloppe de C, ou ont un point fixe; si elles ne sont pas os-
culatrices & A, ou n’admettent pas un point avec tangentes fixes, la
développable @ sera de troisicme classe. Dans le cas contraire, elle est
de deuxieme, les surfaces peuvent étre considérées comme cas limite
des précédentes.

Supposons ® de troisicme classe; I’équation (1) sera normale, son
discriminant sera étudié par les formules trouvées ci-dessus; ’enve-
loppe annule /¢t g comme facteur simple; de plus, p;s, est indépen-
dant de ¢, puisque ® est de troisieme classe (et ne peut étre un cone,
car p,s, g, serait alors du second degré au moins, et son égal psg n’est

(1) Poir BLutEL, dnnales de I’Lcole Normale supérieure, 1890.
Ann, de L’ Ec. Normale. 3° Série. Tome XII.— Avrin 18¢5. x 15
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que du premier), donc g, est identique & g et divise /,, et H est égal [a
. l, .

un facteur ¢(u) pres] au quotient /2, = —=; H aura deux racines

doubles, s’il en est ainsi de 4,, c¢’est-a-dire aluand la développable ©
sera osculatrice & deux développables fixes, ou, comme cas particulier,
contiendra deux droites avec plans tangents fixes. Une solution singu-
liere de (I) correspondra nécessairement & un plan tangent fixe. D’ou,
par exemple, par quadratures, les lignes asymptotiques de la surface
algébrique engendrée par une conique qui reste tangente & une droite et
a quatre plans fizes ().

20 8¢ le degré de G dépasse deux, les solutions ne peuvent plus
s'obtenir immédiatement. Cependant, on peut réaliser géométrique-
ment de nombreux cas particuliers; 'un des cas les plus intéressants
est celui od la caractéristique C est fixe; on sait qu’alors les conjuguées
des génératrices G sont les lignes de contact de la surface S avec les
cones circonscrits dont les sommets décrivent G; il en résulte évi-
demment qu’on peut ici déterminer par le calcul, sans intégration,
toutes les familles de généralrices divisées homographiquement par
leurs conjuguées. Considérons, en particulier, le cas d’une géndratrice
cubigue : 1° Pour qu’elle soit divisée homographiquement par ses conju-
guées, il faut et il suffit que les points (ordinaires ou non) ot elle ren-
contre C, sans lui &tre tangente, soient fixes, que ses tangentes d’in-
flexion, dont le contact n’est pas sur C, rencontrent cette droite en des
points fixes et qu'un rebroussement situé sur G soit fixe; 2° pour que 1’¢-
quation (I) soitalors normale, il faut de plus que les tangentes inflexion-
nelles ayant leur contact hors de la caractéristique déerivent des plans
[solutions singulieres de (I)] et qu’un rebroussement situé hors de C dé-
crive une asymptotique particuliere; sil’on donne les points fixes situés
sur C, les plans fixes décrits par les tangentes d’inflexion, et, s'il y a
lieu, asymptotique particuliere lieu du rehroussement, on constate
facilement qu’il en résulte, pour déterminer G dans son plan, des con-
ditions qui ne sont pas surabondantes ; ces données peuvent d’ailleurs
étre lices entre elles; par exemple, on sait qu’il y a une relation entre

(1) On forme facilement I'équation de cette surface, qui est du quatriéme degré, ct qui
admet la droite enveloppe des coniques comme droite double; ¢’est aussi une enveloppe
de quadriques dépendant d'un paramotre,



SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. 115

lespoints de rencontre de C avec G et avec ses trois tangentes d’inflexion,
ou avec ses tangentes d’inflexion ct de rebroussement; de sorte que,
si G a un rebroussement et que C la rencontre, ainsi que sa tangente
d’inflexion, en quatre points distincts fixes, il en sera de méme du point
d’intersection de G avec la tangente de rebroussement, et, par consé-
quent, si I'équation (I)) est normale, le rebroussement restera alors
dans un plan fixe. Onarrive donc au résultat suivant : Orn peut, lorsque G
est une cubique dont le plan tourne autour d’une droite fixe, construire
géomeiriquement, sans iniégration, toules les familles de géncratrices
telles que (1) soit normale. De plus, on formera facilement des cas ou
cette équation sera immédiatement intégrable par quadratures, les
points et plans tangents fixes correspondant déja a des solutions sin-
gulieres ou & des racines multiples du discriminant. Exemples : G ad-
met C pour tangente inflexionnelle, les deux autres inflexions décrivent
deux droites sur deux plans tangents fizes (le discriminant est carré
parfait). — C est encore tangente inflexionnelle, les deux autres tan-
gentes d’inflexion décrivent dewx plans fixes, ¢t la cubique reste tarn-
gente deux autres ])lan.s'. — G est tangente a C, la coupe en un poz’nt
Jixe d’inflexion, et les trois tangentes d’inflexion décrivent trois plans
Jizes (deux solutions singulitres, une racine double au discriminant).
— G a un rebroussement et est zangente a C, la coupe en un point
Jixe, la tangente d’inflexion décril un plan, la tangente de rebrousse-
ment ausst, et le rebroussement une droute (id.). — Le rebroussement est
Jixe, ainsi que Vautre point d’intersection de G avee C; la tangente d’in-
flexion décerit un plan, et la cubique est tangente @ un plan fixe (quatre
solutions singulitres), etc. Du reste, voici comment on peut faire
I'étude analytique de la question, G étant quelconque, dans ce cas par-
ticulier ou la caractéristique C est fixe.

§ 3. — Cas ou le plan de la génératrice tourne autour d'une droite fixe.

1. Désignons, en général, par (x) un point de coordonnées homo-
genes x,, x,, @,, x,. Soient («), (b) deux points fixes & coordonnées
constantes de la caractéristique C, (§) un point mobile & coordonnées
fonctions de w du plan de G; pour que G soit rapportée a ses conjuguées
¢ = const., il faut et il suffit que le point de rencontre de sa tangente
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en un point avec C soit fonction de ¢ seul. Donc, on pourra prendre
pour coordonnées de cette tangente rapportée au triangle («, b, )
dans le plan de G, les quantités 1, ¢, H, ¢ dépendant de ¢ seul, H de ¢
et de u; si G est rationnelle et divisée homographiquement par ses
conjuguées, ¢ et H seront des fonctions rationnelles de ¢, qu’on choi-
sira, une fois la classe de G donnée, de maniere qu’elle soit aussi d’un
degré donné. Les coordonnées du point de G par rapport au méme
triangle seront exprimées par

on Jdo o Joy

vor Mo T

(qui peuvent avoir un facteur commun) et par suite, dans I'espace,
leur expression générale (qu’on applique successivement aux quatre
coordonnées, a I'aide des quatre indices 1, 2, 3, 4) sera

z — ol do ol dy
e=a(o —UG) — 05 a5t

En résumé, si p, ¢, rsont les trois polynomes en ¢ premiers cntre
cux, coordonnées de la tangente par rapport & (a, &, £), il faut ct il
suffit, pour avoir toutes les géncratrices G divisées homographiquement
par leurs conjugudes, que le rapport ;é = g soit a coefficients constants,
indépendants de u; et on peut former, par des opérations algébriques,
loutes les solutions de la question.

2. Le plan tangent a la surface S doit contenir le point <%7L[> :

U de o BN
“Va i (=)

donc ses coordonnées, par. rapport au tétratdre («, 6, £, £'), sont

()_._1: . ol Jl J¢
o “ ?ou Jdt~ du ot

JH
'; ‘P; II; (’)7’

de sorte que ses coordonnées homogenes (¢) seront déterminées par

les équations
, JoH

Sav =1, by =2y, 2o =H, 2= YR
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d’olt I'on déduit facilement la condition suivante pour que la surface S
admette un cone circonscrit le long de G : H doit vérifier une équation
de la forme
m‘ﬂ +nH-+po+qg=o
Jdu ’

a coefficients m, n, p, ¢ fonctions arbitraires de u; d’ou
H=Ko+L{-+M,
K, L, M étant des fonctions de «, et une fonction arbitraire de ¢.

3. L’équation des lignes asymptotiques se forme en calculant les

déterminants
D = dv dv 9%¢

du Jt Ju?

0()0 v 0%¢
ou ot 92|’

DI/_’

a I’aide des relations suivantes, tirées de celles qui précedent :

N~ de dv dv dv
“ou T beﬂ =.0 ng)u = Z& Jdu =0,

v O, Ov ()qo Jde _ OH 00 __ 0*H
“o T e =a Xiwm =0 S0 T duor’
Qv 0 ) L0 O0*H o 020 *H
agmE=0 XlgE=g Digm=gm At o= g
v d*v 2?o . .
Z“JE‘Z_O’ "?)72'2”“” Z" Jdu? =—0, 25 ()uz' 0,.

0 s’obtient aisément, c’est le quotient du déterminant dont la pre-

miere ligne est
oH  0*H

9] H i YR
v ’ du du?

i

et dont les quatre dernieres lignes sont formées avec les quantités
a, b, &8, ¢, affectées de quatre indices successifs, par le détermi-
nant |a b £ &]; il résulte de Ia que I'équation des asymptotiques est

do *H  oH 0d%*¢ o 99 , 4
<_JZW-W0F>I @()tdu__.o,

qui peut servir i rechercher des cas d’intégration.
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§ 4. — Détermination de toutes les génératrices rationnelles planes
de classe donnée divisées homographiquement par leurs conjuguées.

Laissant de coté le cas particulier précédent, nous allons montrer
qu’on peut toujours obtenir, par des opérations purement algebriques,
les génératrices rationnelles les plus générales de classe m divisées homo-
graphiquement par leurs conjuguces. La génératrice la plus générale de
classe m n’a pas d’inflexions; ses points de rencontre avec la caracté-
ristique C décriront généralement 2 (m — 1) enveloppes qu’on ne peut
donner arbitrairement sur la développable engendrée par le plan de G,
car, des que m dépasse 3, on a ainsi un nombre de conditions surabon-
dant pour déterminer G. La solution repose sur la remarque suivante :
C n’étant pas une droite fixe, les tangentes & G le long d’une de ses
conjuguées engendrent une développable tracée sur I'enveloppe I' du
plan de G; réciproquement, si 'on trace sur I une famille quelconque
de lignes, les enveloppes de leurs tangentes en tous les points d’une
méme génératrice rectiligne envelopperont, dans chaque plan tangent
a T, une ligne plane, dont on connait immédiatement les conjuguées
quand son plan varie : si les génératrices rectilignes de I' sont définies
par u = const., les lignes tracées sur elles par ¢ = const., les généra-
trices G correspondront aussi & u==const., leurs conjuguées i =const.
Cela va nous permettre, d’abord, de former U'cxpression générale des
coordonnées d’un point et du plan tangent d’une surface, rapportée c un
systéme de sections planes et a leurs conjugudes, ensuite de résoudre la
question particuliere que nous nous sommes proposée. Nous distin-
guerons deux cas, suivant que la développable I' n’est pas un cone, ou
en est un.

1. T n’est pas un cone. Désignons par (£), fonctions de u seul, les
coordonnées homogenes d’un point de 'aréte de rebroussement A de
T et par F une fonction arbitraire de « et £; nous pourrons exprimer
ainsi les coordonnées d’un point de T :

y=EF =K

(les accents indiquent la dérivation par rapport a w).
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Une tangente & G sera déterminée par les points (y), <dy> et ona

g%: — EF//_ 'E-//F;

done, si U'on rapporte G au triangle (,%,%”) de son plan les coor-
données de la tangente a cette hgne pourront étre exprimées par F,
F’, F” et, par suite, celles du point de contact par

) T L gg _pdF LOF L OF

ot Jt o’ Yot ot

(qui peuvent avoir un facteur commun). Par conséquent, si 'on dé-
signe, d’'une maniere générale, par |a, 3, v| le déterminant des trois
quantités o, 3, v et de leurs dérivées successives par rapport a u«, Uex-
pression des coordonnées d’un point d’une surface S rapportée & un sys-
téme de sections planes u = const. et aw systéme conjuguc sera

oF
= ¢F ()7'

(F fonction arbitraire de u et de ¢).

2. Le plan tangent & la surface S est déterminé par les trois

points (y), < ) <3u);), or, on a

Jd*y

ou?

— EF/// + E/F” s 'é//F/____ E///F;

5 4 na z !
donc les coordonnées de ce plan, par rapport au tétraedre (§, 8,8, 5")
pourront s’exprimer par F, I, ", F". Par suite, ses coordonnées ho-
mogenes (¢) seront déterminées par les équations

[v‘

Sfe=F, Nfe=F, 3Ife=F, 3Fe=F,

d’ot on déduit que, si la surface admet un cone circonscrit le long
de chaque génératrice G, F doit vérifier une équation linéaire, la va-
riable étant u, ¢’est-ha-dire étre de la forme

F:Zcpi(u)ip'i([) (5:1,2,3).

On déduit également de la I'équation des asymptotiques de S, par
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un calcul absolument semblable & celui qui a été fait dans le cas de la
caractéristique fixe. On trouve ainsi I’équation

JoF 0°F

Jat o 16, EE L F | dur= o.

lr g,,]dzwll?

3. Supposons maintenant que G doive étre rationnelle et divisce homo-
graphzquement par ses conjugudes, i suffit evidemment pour cela que le

rapport 3 soit rationnel, de fagon que les coordonnées de la tangente

aG sment proportionnelles & trois polynomes entiers en zet1’on a ainsi
toutes les solutions de la question. Il reste & montrer qu’on peut choi-
sir, sans intégration, ce rapport de facon que G soit de classe donnce
m. Soient p, g, rtrois polynomes entiers en ¢ premiers entre eux, de
degré m, qui expriment les coordonnées de la tangente & G dans son
plan, par rapport au triangle (£,&, £”). On aura done, p étant une

fonction convenablement choisie,
F=pp, Fl=pq, F'—=pr,
d’ou, entre p, ¢, r, la condition nécessaire et suffisante

Pr—aq_q¢—r
p g

d’olt I'on tirera r, p et ¢ étant supposés donnés, de fagon que 'I—(/)(/

soit entier. Appelons g le plus grand commun diviseur 4 p ct ¢, de
degré m'Sm, de sorte que p==p, g, ¢ =q, 8, p, et ¢, btant premiers
entre eux; la condition revient i celle-ci : p, dmt diviser g Py —q);
soit £ le plus grand commun diviseur de dcgrc m'Sm’ a4 getp,, de
sorte que g= gk, p,=p.k (g, et p, premiers entre cux); il faut
alors que p, k£ — ¢, soit divisible par p,. Ainsi, 2 ¢tant un autre poly-
nome entier en £, on a 'identité

q1==kp'y -+ hp,,
d’oli les expressions suivantes de p, ¢, r:
p=psil,  q=qugmk, r=glk¢y— (K—10)q];

comme p, ¢, 7 sont supposés premiers entre eux, g, doit donc étre de
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degré o, ¢’est-a-dire que m”= m’. Donc la génératrice de classe m sera
déterminée par les coordonnées tangentielles suivantes :

p=0Qr, qgq=aqk  r=ki—(K—=h)q. avec = q=LQ '+ LQ,

. . . , ne
% étant un polynome entier arbitraire de degré »’= =, / un autre de
o 2

méme degré, et Q un troisieme de degré m —2m’ (de sorte que m’i'_;—l ;
il faut d’ailleurs qu’il n’y ait de racines communes, ni 3 Q et Q’, ni
Qetk, nidkets,nt enfin & £ et £/ — Ah. Ainsi, le théoréme énonce
est demontré.

4. La condition que Q’ ¢t Q soient premiers entre eux revient i dire
que Qn’a ni racinces constantes, ni racines multiples; car une racine
@ (u) de Q satisfait & lidentité o %2 4+ Q'= 0. On a Cailleurs

PETF TR

<

¢ _F_Q  h
=0 Z.:

et la forme des coordonnées montre qu’on peut toujours altérer F d’un
facteur fonction de «; parsuite, il ensera de méme de Q et 'on pourra
également supposer /2 de degré inféricur 4 £. On a

donc
y / /7. . T
G = ——-l- (, G = —I% G, G"= —= &,

i s

hy, h, étant de nouveaux polynomes entiers; d’ol

A\

=G (0 ;?(;)), Fr= G <Q" - i‘lfl(;)'+-jf—; Q>, F’”:G(Q’”+ ?37? Qo)

On déduit de 12 une autre forme des expressions p, ¢, r et les coor-
données du plan tangent sous forme entitre : ces dernitres seront

.. . h ., .
donc d’ordre m + m/, et premitres entre elles si T: est irréductible;

ainsi la classe de la développable circonscrite estgénéralement m —+ .

5. Le polynome £ égalé i o détermine les points de contact de la
génératrice avec la caractéristique G; on peut vérifier qu’ils sont tou-

Anrn. de {’Fe. Normale. 3° Série. Tome XII. — AvriL 1895, 16
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=

jours sur I'aréte de rebroussement, en remplacant £ par (¢ — a)°4,,
dans les expressions c/g; —r %Z, -+ qui déterminent le point de con-
tact. On constate alors que, si w =1, le point est ordinaire et que,
s1 o >1, il y a d’abord un abaissement w — 1 du degré de la géné-
ratrice, et il reste un point de rebroussement inflexionnel m = n = o,
ce qui est conforme aux résultats déja oblenus. En particulier, si £
est une constante, F se réduit au polynome entier Q, ot on a alors
toules les génératrices non tangentes a 'aréte de rebroussement.

II. La développable I' est un cone; soit (a) les coordonnées con-
stantes de son sommet, (§) un point variable avec u sur la géné-
-atrice C du cone. Représentons un point de I' par

y=Et—al, ’olt g/)z = —al, ke M —al.

Done, la tangente & x sera déterminée, relativement au triangle de
son plan (a, %, %), par les coordonnées 1, F, I, et le plan tangent i la
surface S, relativement au tétraddre (a, &, 'E”), par les coor-
données 1, F, ', F"; d’ou Pexpression générale des coordonnées d’un
pointde S rapportée au systeme conjugué (¢, 1), et équation de ses
asymptotiques, absolument comme dans le cas précédent. Pour que G
sout rationnelle et divisée homographiquement par ses conjuguces, il faut
et il suftit que F soue une fonction rationnelle de t et on a ainsi, sans
iniégration, toules les solutions de la question. Montrons qu’on peut
choisir I', sans intégration, de facon & avoir toutes les génératrices de
classe donnée m. Soient p, ¢, r les trois polynomes en ¢, premiers entre
eux, coordonnées de la tangente. On aura donc

D -(/7 | O —’- 5
r r
d’ou
!
P g 20
V2

Il faut choisir ¢ et p de facon que r soit entier et premier avee cux.
Soit dleplus grand commun diviseur & p’ et p (lesracines communes
4 ces deux polynomes sont les racines multiples ou constantes de p).
Posons p=p,d, p'=p,d, p, et p, étant premicrs entre eux; ¢ devra
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étre divisible parp,, soit ¢ = ¢,p,; on aura donc les expressions sui-
vantes des coordonnées

p=pid,  q=qpy  P=4 = Gp= 4 p+ q0(PL— P
d désignant le plus grand commun diviseur & p et p/. D’ailleurs il est
facile de voir que p ne peut avoir une racine simple variable, sans
qu’elle soit commune aux trois coordonnées, de sorte que p, divisera d;
d’autre part, ¢, doit étre premier avec , car une racine commune i
ces deux polynomes, ou est racine multiple de p, par suite appartient
ap, ou & r,ou bien est constante, et annule ¢, par conséquent r; il
doit I'étre aussi avec p,. Ainsi, pour former les génératrices de
classe m, on prendra d’abord p 4 racines constantes ou multiples, on
en déduira d puis p, et on choisira ¢, arbitrairement, pourvu qu’il
soit premier avec . On pourra toujours choisir p sous la forme pid,,
p. ttant de degré m/ tel que mZam’, etn’ayant que des racines simples
variables. — p, = o détermine les points olt G est tangente 2 C; comme
ils correspondent a des racines multiples de p, et simples de ¢, ils

(1/3 il/_) d

, e dr
annulent les deux coordonnées p—(—é — p o7 sans annuler

P’ " de

la troisitme, ¢’est-a-dire qu’ils sont confondus avee le point fixe, ce

qui est conforme aux résultats déja obtenus. Enfin, les coordonnées
"

¢ ‘ ) i vy d il > Qo »/ l) V! b TPn

du plan tangent seront proportionnelles i p, ¢, r, 7 = est-a-dire

) 5 .
5-)—2 ret, comme p, n’apasde racine commune avec p, ou r,
1

ap,q,r,r —
les coordonnées, rendues entieres, seront premitres entre elles,

d’ordre m + m/, qui est la classe de la développable circonscrite.

§ 5. — Génératrices rationnelles planes de degré donné divisées
homographiquement par leurs conjuguées.

1. Soient p, ¢, rlescoordonnées entieres de degré m, premieres entre
elles, de la tangente & G, déterminées dans le plan de la courbe par
la méthode précédente; G sera généralement de degré 2m — 2, sans
inflexion, et les coordonnées d’'un de ses points s’exprimeront par

oar dq dp _Or dg _ dp.
T~ "o’ "oc Tl Py T 190
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pour qu’il y ait abaissement du degré, il faut que ces polynomes aient

un facteur commun; 1° si ce facteur appartient a p, on voit aussitot
. . . op . or dq ’ep 9
' : P auSSl — = — p=L; 008’ n’est pas dans p
qu'il doit annuler aussi == puis ¢ 72 — 7 573 l 1 P

posons
q r

= =0, = =9,

P p

- . do  dq
etnous voyons que le facteur doit étre commun a - ¢t —df[l Reprenons

alors les deux cas précédents.
I. T n’est pas un cone; toute racine multiple de p annule £, par
suite ¢; donc, pour qu’elle produise un abaissement du degré, il faut
dq e . .
qu’elle annule 7)—27 c¢’est-d-dire qu’elle soitmultiple dans/; d’autre part,
ona, dans ce cas, ¢, = g%+ ¢'; parsuiteles racines communes a 22, 2
s Uk J(».,?‘-—-? JP ,pt b JHOD e o G D d ()[,’ 0t
) . ) . do . .
sont les racines constantes ou multiples de T Ainsi, pour exprimer
un abaissement donné du degré, on devra choisir £ avee des racines

. . do . .
multiples, ou exprimer que 5z @ des racines constantes ou multiples;

comme % dépend des polynomes £, Q et de leurs dérivees par rapport
@ u, ces dernieres conditions seront différenticlles.

II. Testun cone; une racine multiple de p annule p,, par suite ¢,
done %21, c¢’est-a~dire qu’clle doit appartenir & ¢, (toutes les racines
dep, simples), par suite & r; on aura donc & exprimer seulement que p
a des racines multiples constantes, et p étant ainsi choisi, qu’elles
annulent ¢ :—% — r%%, d’ou des conditions différentielles entre les
polynomes p, ¢, arbitrairement choisis; d’autre part, on a, dans ce
cas, 9, =¢"; il y aura donc encore i exprimer que %—? a des racines
constantes ou multiples, d’olt des conditions ol ne figurent pas les
dérivées des coefficients.

Par conséquent, nous r’obtenons pas, en genéral, les solutions d’un

degré donné sans intégration.

2. Ces considérations sont applicables aux cubiques de troisicme et de
quatrieme classe, divisées homographiquement par leurs conjuguées.
La méthode que nous venons d’exposer fournit ais¢ément les premieres
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en rapportant la surface engendrée au systeme conjugué; du reste, on
aurait pu aussi les obtenir directement en se donnant la développable T,
avec les enveloppes de G et de la tangente d’inflexion tracées sur T';
dans le cas le plus général ol G a trois lignes enveloppes, distinctes
entre elles et de ’enveloppe de la tangente inflexionnelle, ces données
ont ‘entre elles une relation qu’un calcul direct donne facilement.
Pour les cubiques de quatrieme classe, la méthode précédente se
complique dans certains cas, par suite des conditions d’abaissement
du degré; mais alors la donnée des enveloppesde G et de ses tangentes
d’inflexion permet encore la détermination directe de la cubique par
le calcul. En résumé, les résultats qui précedent permettent d’obtenir,
dans tous les cas, les familles de cubiques planes dipisces homographique-
ment par leurs conjuguées; ils facilitent également I'étude des lignes
asymptotiques de la surface S correspondante, et la recherche de cas
particuliers d’intégration.

§ 6. — Détermination de nouvelles familles de génératrices rationnelles
divisées homographiquement par leurs conjuguées.

La méthode employée pour déterminer les génératrices planes de
classe donnée, possédant la propriété en question, peut étre regardée
comme une application de la transformation connue de Laplace, qui
permet de passer d’une nappe & autre de la surface focale d’une
congruence de droites. Cette transformation conserve les systemes
conjugués, et est rationnelle par rapport aux coordonnées des points
de la surface transformée. Donc elle permet de déduire, des familles
de génératrices rationnelles planes que nous venons de former, une
suite indéfinic de nouvelles familles possédant la méme propriété
relativement 4 leurs conjuguées. On peut, en suivant un procédé
indiqué par M. Darboux ('), obtenir, & I’égard de ces familles, des
systemes de formules tout & fait analogues & ceux que nous obtenons
quand la génératrice est plane (*); nous nous proposons de revenir
ailleurs sur ce sujet.

(1) Darsoux, Legons de Géomdtrie, 2° parlie, 1°* fascicule, Chapitre VI.
(%) Yoix Comptes renclus, décembre 1889.
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II.

DES CUBIQUES GAUCHES DIVISEES HOMOGRAPHIQUEMENT
PAR LEURS CONJUGUEES.

Soient G une cubique gauche, I' la développable de troisieme classe,
formée par ses plans osculateurs; les seuls facteurs communs aux trois
déterminants A, A', A" ne peuvent provenir que d’enveloppes de G ou
de T'. D'ailleurs, au point de vue des conjuguées, il y a, comme on sait,
réciprocité entre G et I'; cette réciprocité ne se conserve plus pourles
asymptotiques, et notamment on a vu qu’un facteur simple de A,
correspondant & une enveloppe de I', ne disparait du premier terme
de ’équation des asymptotiques de la surface S engendrée par G, que
si cette enveloppe se réduita un plan osculateur fixe. Nous allons cher-
cher d’abord quelles enveloppes peuvent et dowent avoir G et 1" pour éire
divisées homographiquement par leurs conjuguces. Nous désignerons
par O la développable circonscrite 4 S le long de G, par X I'enveloppe
des développables T' (corresponffant a S par la transformation de
Laplace), par T la ligne de contact (correspondant & @) de I avec X.

§ 1. — Formules préliminaires.

1. Nous représenterons ainsi la coordonnée homogene générale d’un
point de G, rendue homogene par I'introduction de la variable s,
qu’on pourra toujours supposer ¢gale a 1,

xz=ald -+ 301324 3¢5t -+ dz?

(les quatre coordonnées se distinguant toujours par quatre indices
successifs 1, 2, 3, 4). Les coefficients (a, b, c, d) sont seize fonc-
tions de w« dont on peut supposer le déterminant | @, b, ¢, d | égal
a 13 la cubique dépend en réalité de douze arbitraires, la transforma-
tion générale homographique pouvant étre effectuée sur ¢. Le plan
osculateur sera déterminé par la coordonnée générale

o DO+ 3B s+ 30524 As?,
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les seize quantités A, B, C, D étant déterminées en fonction de a, 4, ¢,
d, par les relations

SAa=1, 2Ab=o, SAc=o, SAd=o,

XBa=o, IB b =—=—1, SBc¢=o, IBd=o,

XCa=o, SCb=o, 2Cc=1, 2Cd=o,

IDa=o, Db =o, IDc=o, IXDd =1,
de sorte que | A, B, C, D | = — .

Le point de coordonnées a,, a,, a,, @, ou (a) est le point { == de
la cubique, () le point £=o0, (b) un point de la tangente en (a),
(¢) un point du plan osculateur, et aussi de la tangente en (d); de
sorte que, si 'on rapporte la cubique au tétraédre de sommets (a), (),
(¢), (d) formé par les plans osculateurs aux points (a), (d) et les
plans tangents menés par chacun de ces points et la tangente qui con-
tient I'autre, on pourra prendre comme coordonnées du point de la
cubique par rapport a ce tétraedre : E=1¢*, = —*s, (=1z2,
t=—2z" ¢t les coordonnées correspondantes du plan osculateur
seront 5%, — (5%, 25, — ¢*; en désignant par X les coordonnées cou-
rantes par rapport au tétratdre primitif de coordonnées, on a d’ailleurs

E= XAX, = XBX, = X2CX, == 2XDX.

2. SiJon désigne par H et K deux polynomes entiers en £a détermi-
ner, la coordonnée ¢ du plan tangent 4 S sera de la forme

dwv dip ™

Déterminons K, H par la condition que ce plan contienne le point
ox - e . . . . , e
(D—;‘), smtzv% = 0. Nous introduisons ainsi les dérivées a', &', ¢/, &',
par rapport a u, des seize coefficients a, b, ¢, d, 3 Iaide de seize fonc-

tions de u, M;, N;, P;, Q;, (i =1, 2,3,4), définies par les équations
linéaives de la forme suivante :

a'=M,a —3M,;0 -+ 3Myc — M,d, b'=N;a — 3Ny b~ 3Nyc— N,d,
¢'=Pia — 3P, b 43P, ¢c—Pid,  d'=0Qa—3Q,0+3Qyc—Qid,
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ou par celles-ci,
A'=—DM;A +3N,B—-3P,C~+Q,D, B'—=—M,A ...,
:,:‘—NI;;}\—(-‘..., I)/:—M/,A-}—-..,

de sorte que, quand les seize fonctions M, N, P, Q sont données, la

cubique G, ou T, sont déterminées par un systeme d’équations différen-
tielles linéaires. On a alors

f)_‘f —=al,— 30G,+ 3¢Gy— diiy,
du

en posant généralement
G=M¢+ 3Ntz 3DP15%4 Q3%

: , . de
de sorte que les quatre polynomes G sont les coordonnées du point -+
dans le systeme (£, 4, ¢, 7). De méme,

Oy T amr ag \
6’-{;::—-A,ll-icdlil,.z—.&(,l;,~|~I)I,,,

en posant

Ui=M, 3 +3Myt52+3M; 3% +4-M, 3%, Ly N 8= 3N, 5% - 3Nyt 5y -+ N, 5%,
'r‘:"f: l):. L“ = N F/, == ()1 t:; e

- N dx
La condition Zc)a—; = o permet alors de prendre pour II et K les
polynomes

H= (}r' (2~ 0 G;;l.’." -} ‘}232, K= (;352 -} 53(;255 —+- (;132,

qui sont du cinquieme degré; donc @ sera généralement de sepiiéme
classe, et un abaissement de cette classe proviendra des facteurs com-
muns 2 H et K. Dans le systeme de coordonnées (£, 7, {, ), I’équation
du plan tangent est

OF  _OF

K}j’[ —-—Hv;

= o,
en appelant F le premier membre de I’équation du plan osculateur
Fozri 430425 - 3nta? - £25,

Si @ est un cone, on aura, en désignant par &y, 1y, Cos Ty, CO que de-
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viennent £, 0, {, =, quand on y remplace les coordonnées courantes X
par celles du sommet du cone,

oy 1y 9F,

K ot Pr3

e

de sorte que, si K, et H, sont les quotients premiers entre eux de K et
H par leur plus grand commun diviseur, ® est conique quand ces quo-
tients sont proporllonnclb aux deux dérivées partielles d'un polynome
du troisieme degré en ¢ et =; par suite, H,, K, serontauplus du second
degré.

3. Les mémes calculs, effectués pour la développable T', donnent
I’équation du point de contact du plan osculateur avee son enveloppe

. OF, or,
S R o5 =0

en désignant par I, le premier membre de I'équation tangentielle du
point G et par R et S les deux polynomes

R4l -1, S =Ty 2Ty¢ -1,

d’ot la condition, analogue & la précédente, qui exprime que T est
plane. Les facteurs communs & R ¢t S déterminent abaissement du
degré de 1

4. Formons 'équation des conjuguées a 'aide de ces Jfonctions fon-
damentales H, K, R, S. On a

| PR~ I Al
Pour calculer A" == 5124 S0t

tielles des polynomes G, et formons-en les polynomes

» introduisons les deux dérivées par-

“ “ . ( “ (‘
3f =2 «()(;:i' 4243 L{g;‘ -z ()(j:‘ s 3fy== ()()"’ “+2l3 05:" “+ 5 ————0(;2 s
o= ()“ 3 o lz ()(}2 72 ()Gi R — £ .()_(_"f.‘} e ln g(wjﬁ 52 ()Gt
35 = 7)7 halsyr A Bgi=1 0z TR TR e

Ann. de U’Fic. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — AvRiL 1895, 17
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et nous aurons identiquement

H=/t+fis5, K=gt+gs R=ft+g35 S=[it+5
A= 3(fg1— &/1)-

5. Les quatre fonctions (H,K), (R, S) sont d’ailleurs liées par les
identités suivantes, qui déterminent I'un des couples, connaissant
["autre,

— 6(R+T)— fgé, »»»»» 6(54-1{)::%?
et
R8s Hit Ksmo o

2

a . . e . . .,
6. Désignons par Bl une enveloppe t = o qui abaisse de o unités la

classe de O, de 3 unités Uordre de 'I' (un de ces nombres poupant ére
nul) (*). Les formules précédentes montrent : 1° que, si o 4B, A est,
par rapport & 'enveloppe, de Pordre du plus grand des deux nombres,
qui surpasse nécessairement l'autre d’wne unité; 2° que, si o ==f,
A est aumoins d’ordre a1, mais peut étre d’ordre supérieur; 3° que,
sil’on exprime qu'une enveloppe abaisse, par exemple, la classe de @
de « unités, elle abaissera, sans nouvelle condition, lovdre de T de oo~ 1
unités; une condition de plus s’introduit, si ce dernier abaissement
est o« de sorte que, dans les deux cas, Pexistence d’une enveloppe Ef
équivaut généralement & o - § conditions imposées a la eubique; ce
nombre ne s’éleve que si o étant égal a 8, A doit étre d’ordre supéricur
ao-1.

§ 2. — Condition pour que les conjuguées dépendent d’'une équation
de Riccati.

1. 1l faut et il suffit pour cela que H¢ -+ Kz divise fg,- - gf,, d’ou
six conditions entre les M, N, P, Q. Or, on a identiquement, d’apris
les relations ci-dessus,
s(for—gf) = K-—gH,  t(fgi—gf1) =0~ fiK;

(1) La signification géométrique des nombres « ot B résulte des discussions faites dans la
seconde Partie, et résumées pour le cas d’un point ordinaire, au § 6 de cette seconde
Parlie.
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donc, si p désigne le quotient entier de /g, — g/, par H¢ 1- Kz, on de-
yra avoir

H(g+pst) =K(f-—ps?), K(fi+pst)=HH(g—pt*).
Soit D le plus grand commun diviseur & H et K, de sorte qu'on a
IL-—=H,D, K=K,D.

Des égalités précédentes résulte qu’on devra avoir les identités sui-
vantes, oit A et . désignent deux polynomes entiers en ¢,
f—pzr=121H,, g-psl- 2K, g—ptt— Ky, Ji+Fpst=—=pll,
d’otr
St+gs—=R=AH ¢ +X,3), [fit+g5=8=p(+K,z3).

Le polynome H,¢ -+ K,z est le quotient de H¢ -- K= par D; nous le
désignerons par 2, de sorte qu’on a

A=~ aDad.

On voit done que, pour que les conjuguées dépendent d’une équation
de Riceali, i faut que R et S sotent divisibles par 5. (Nous écartons, hien
entendu, e cas spécial ol A est identique i o, ¢’est-h-dire ot les cu-
biques G forment un systéeme d’asymptotiques de S.) Montrons que
cette condition est suffisante; supposons vérifiées les identités

St~ gz =l ¢ -+K,3), Jitt-gz=p(H 4K, 3) (2, 1+, entiers en £).
On en déduit, g, étant un autre polynome entier,

S -pys, g A K pal
d’olr

Sis=H — ft = U (D~ Xt )— p,5¢, 8= K— gt =K (D —%nt)+p L%

par conséquent,
(fit--g15)=3(D —4t),

d’otr, d’aprés ’hypothese /¢ -+ g,z == pg, 'identité

D st - 3,
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qui entraine celle-ci,
Si=pl,—p¢, a5 =Kyps+pi 3
de sorte que p, doit étre divisible par = : p, = p=; par suile, on a

S=2H, -+ p3z?, g=aK,—pst
et
JK —gH=s5p(Kz -+ Nt)=3(/51—&/1),
et la condition est suffisante.

Ainsi, o _faut et il suffic que R et S soient divisibles par 25 et I'on peut
évidemment remplacer cet énoncé par le suivant : i/ faut et il suffit
que H et K sotent divisibles par d, en désignant par o le quotient du
polynome R¢ -+ Sz par le plus grand commun diviseur & R et S.

I résulte de I que toute enveloppe @ indices indgauzx B, disparaitra
comme_facteur commun du premier lerme de Udquation différenticlle des
conjuguces, el que, pour qi’il en soil de méme d’une enveloppe @ indices
¢gaux L, il faut que A soit au plus d’ordre 2a. Ces résultats sont con-
formes aux conditions énoncées dans le § 6 de la secconde Partie.

2. Il faut maintenant rechercher quelles enveloppes doit et peult
avoir I'ensemble GT' pour étre divisé homographiquement par ses
conjuguces. Pour cela, nous allons d’abord montrer comment on doit
former les polynomes H, K, R, S pour que la condition ci-dessus soit
remplie. Les relations fondamentales qui les lient nous donnent, en
remplacant I¢ -~ Kz par D2,

 dD Jo ~ 0D 09

3 B =0 ()—t - ]);)_l Ll (5 ”11), 55 =0 D—; -} l) ;}3 ——3K1]).

Js
L N . . . . .
divisibles par o, ou bien soient identiquement nuls; dans ce dernier
cas, on aura

Done, il faut et il suffit que D (f))«;f -3 l.l,), D <(~)5’~ — iiK,) soient

00 - J3 35
N ’
N . ey R . . ,
done ¢ est du troisieme degré, par suite aussi D et on a gcncralcmcnt
trois By, trois E;, la classe et ordre de @ et T étant égaux i 3. Saul
™ ’ . 0
dans ce cas, ¢ et D auront néeessairement un facteur commun et par
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conséquent G et I' auront au moins une enveloppe commune; soit V
le plus grand commun diviseur a D et g, de sorte qu'on a

D-==VD,, d==Va;

laissons de coté le cas exceptionnel ot le degré ¢ de V.= o; alors, si
estle degré de D, p = 6 -- n celui de 2, ¢ étant =1, il en est de méme
de n et p, ¢t ¢ ne dépasse pas d’ailleurs le plus petit des nombres n
et p. Les conditions précédentes se ramenent maintenant a celles-ci :
d0 . 75 o1 . R C . .
T 3H, et V-DT‘ — 3K, doivent étre divisibles par g, ; done, si ’on
appelle « et B deux polynomes entiers ¢n ¢, on devra avoir identique-
ment
00,

—— — 3, = ady,

Jt

LI . va
-()‘_l -3 ]\1 et f)()‘l (aVCC l]1 ¢ -+~ ‘\1 S VOI ):

d’otr il suit aussitot que « et § doivent étre de la forme

U étant un polynome de degré g — 2. Ainsi, en résumé, pour former
les polynomes H, K, R, S, satisfaisant awx conditions imposées, on pro-
cédera de la fagon suivante : On choisira Uentier n de 1 a5, d’oi
p =6 -~ n, puis un polynome N de degré g 21 mais au plus égal au plus
petit des nombres n et p, et un polynome U de degré q — 2 (si g < 2,
Uest = 0) et on calculera a, B par les formules

b &y e

_p—g=—=39dV . _P=q=30V .
o= AT = 7 P +~ Ue;

. . . N ’
on prendra ensuite un polynome arbitraire o,, de degré p — g et on
Jormera avec lui H, et K,

00 N d0 N
H,=V ();Mcxo,, Kl::Vm}-—— 0,

N . . . ' . hy
(0, doit éire choisi de fagon que H, et K, soient premiers enire eux; en
particulier, il est premier avec V). Enfin, on prendra arbitrairement D, de
degré n — ¢ et I’ on aura

H=——=H,VD,, K = K;VD,.
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On obiient alors, toutes sumplifications [ailes,

T/ oV o, e o N\ dD,
3R_-0[D,<2W+a>-+-v—d-t—J, 5s.._o[nl<2.;j;+@)+v-d;],

de sorte que, généralement, ¢ est le plus grand commun diviscur a R
et S. Quant au premier coefficient A, il est égal & — 2D, S, V=.

On pourrait évidemment procéder en sens inverse et former d’abord
RetSaulieu de H et K; il y a correspondance par polaires réciproques
entre les cas possibles, de sorte que I'ordre de T et la classe de ©
s’¢échangent entre deux cas correspondants.

§ 8. - Classification des ensembles GI' divisés homographiquement
par leurs conjuguées.

Les formules que nous venons d’établir vont nous permettre de
déterminer les enveloppes, dans chacun des cas qui pewvent sc pré-
senter; ensuite nous prouverons que, réciproquement, on peut assu-
jettiv Uensemble variable GI' 4 posséder les enveloppes trouvées, et
qu’il est alors divisé homographiquement par ses conjuguées. Nous
allons indiquer la classification en faisant varier n seulement de 5 a 3 ; les
autres solutions du probléme seront polaires reciprogues de celles-la.

18* GROUPE : n == 5; @ est un cone de seconde clusse. — Les surfaces S
correspondantes (2 génératrices G) sont polaires réciproques des
surfaces engendrées par une conique, lorsque la développable circon-

serite est de troisieme classe. Nous aurons p=1,¢ =1 ,/—)——-%——ﬂ == —3,
U=o,3,= {(const.), et nous pouvons supposer V = ¢, ot a == — 3,
B=o,H,=, K =o0cet
L .y JaD, aa . 72 9Dy
l)-——ll)l, 3]{———[&(”“ ])l>+ t-a*z‘): ) 35 ..... - lt —ZE

Si D, n’admet ni la racine ¢ = o, ni racines multiples, T est du
sixiéme degré, jamais plance; I'ensemble GI' possede une E;, quatre B
distinctes.
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Le degré de T s’abaisse : 1° Si t = o est racine de D, ; on a alors, en
posant D, = ¢D,,

LoD, oD,
IR F¥:1 = et 4 I
SRl 2, 38 =105,

donc si D, n’a pas de racines multiples, T est du quatriéme de-
gré et c’est une ligne plane, d’apres la condition trouvée plus haut
(§1, 2, 3) pour qu’il en soit ainsi; cette solution est donc com-
prise parmi celles qu’on obtient en appliquant Ia transformation de
Laplace aux lignes planes de troisieme classe et du quatrieme degré,
divisées homographiquement par leurs conjuguées; les enveloppes
sont ici une K}, trois E{. Le degré de T s'abaisse encore d’une unité si
D, a une racine double, d’ot, si elle n’est pas ¢ == o0, une E3, une K},
une EY, et de deux unités si D, a une racine triple, qui supposée =< o,
correspond & une EI, une Ej : dans ce cas, T est du second degré; si la
acine double ou triple de D, est ¢ == 0, on a d’autres combinaisons
qui n’alterent pas le degré de T et peuvent étre considérés comme des
cas limites des précédents. 2° Le degré de T s’abaisse encore si D, a
des racines multiples, soit d’abord une double; siles deux autres sont
distinctes, T est du cinquiéme degré et on a une B, une B}, deux B} ; si
elles sont confondues, T est du quairieme degre et on a une E}, deux B} ;
enfin, si les quatre racines de T sont égales, T est du troisime degre,
on a une E}, une E. On conslate dans tous ces cas que R et S ne peu-
pent satisfaire & la condition nécessaire pour que T sout plane.

Réciproquement, [’un quelconque de ces cas est réalisable en assujet-
tssant GT' & posséder les enveloppes correspondantes, qui disparaissent de
Uéquation des conjugudes : on le constale, toujours de la méme fagon, en
comptant le nombre des conditions imposées & G (§ 1, 6), et appliquant
les résultats géndraux (§ 6, I1° Partie ).

DEUXIEME GROUPE, 72 == h; @ est de troisieme classe. — On a P =2,
g =1 0u 2.
1° p==2, g=-1. On prendra V==, U=o0, dolla= —2,f=0o,

0y

puis ¢, = z, d’olr

3H =2z, 3K, = ¢,
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de sorte que 3H,¢, 3K, sont les dérivées partielles de ¢*z : donc O
est un cone; les surfaces S correspondantes sont parmi les polaires réci-
proques de celles qui sont engendrées par une cubique plane de troi-
sieme classe. On trouve d’ailleurs

ol),

3R =0V a9t , 38 =0V s (D=1¢Dy, =131

donc T es¢ plane et du quatriéme degré, si D, n’a pas de racines mul-
tiples; on a alors les enveloppes suivantes : une E7, une |, trois Ef;
si D, a une racine double, supposée différente de 5 == 0 et ¢ == 0, T est
du trosiéme degré, on a une Ej, une E;, unc E}, une l“;, s D, aunc
racine triple, T est du second degré, ¢t I’ensemble GI' est polaire
réciproque d’un ensemble du groupe précédent.

2° p==2,¢ =2, Vayant une racine double, soit V-= ¢*; on prendra
¢, =1, U:=3{(const.), d’on

Do - ““1617 Hy=1(- (3, P N (7

L 0y . ()l)1
31{‘“_3[1),(5 S 3z) 40 NJ 38 ol(%ll)li )e )"

0 r'est jamais un cone; T est du cinquiéme degré, si D, n’admet ni la
acine ¢==o0, ni racines multiples; on a alors : une B} d’ordre 4
dans A, deux Ej; si D, admet la racine ¢ = o, son autre racine étant
distincte de celle-1a, T est du quatrieme degre, non plane; on a une I}
d’ordre 5 dans A, une EY; si D, a une racine double 2o, T est dgale-
ment du quatriéme degré, on a une E; (d’ordre 4), une E}; enfin, si D,
a une racine double ¢ = o, T est du troisiéme degré, non plane, on a
une E; d’ordre 6 dans A.

3o p=2, g==2, V ayant deux racines distinctes, soient s == o,

t==0; on prendra V==¢z, ,==1, U= ~,_;&-{(const.'), d’ou

H, =

tclh

{-4-1), Klf:':’_—f(ra—-m l),

~ [Dy(1—31) oD, , -3 n,
3R =0z 1N Y 3 —m 8 yo-oe 0
3 [ =2 4y MJ 38 == [l), = m]
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0 ne devient un cone que si I’ensemble GI' rentre dans une des
catégories précédentes. Si D, n’a ni racines z ou Z=o, ni racines
multiples, T est du cinquicme degré; on a deux E], deux EY; si D,
admet unc seule des racines =z ou t==o0, T est du quairieme degre,
non plane; on a alors : une L], une E}, une E}; si D, admet les deux
racines z = o0, ¢ = o, T est du troisicme degrée, non plane, on a deux E;
si D, a deux racines égales différentes de z =o et ¢ =o, T est du qua-
trieme degré, on a deux E}, une E}.

3¢ GrourE. — n = 3; O est de quatricme classe, T sera au plus du
quatrieme degré, et il est inutile d’examiner les cas d’abaissement
de ce degré qui correspondent i des solutions réciproques des précé-
dentes. On a, dans ce cas,

‘ 0 o N , 0 N N

3H, == 3 (Vo,)--Udg, s, 3K, = 33 (Vo,)— Ud,¢,

. N v ’ - N ; -

3R =8| 2 (VD) —UDs|, 38 r)[EE(VD‘) +U1)15J,
de sorte qu’il y a réciprocité complete entre G et I'; © et T deviennent
en méme temps, 'un un cone, Pautre une ligne plane, sous la condi-
tion U= 03 ¢ peut prendre, dans ce cas, les valeurs o, 1, 2, 35 U est
nul seulement pour ¢ == o ou 1. Dans le cas exceptionnel de ¢ = o, on
a trois KY, trois E;, et 'on constate que les autres valeurs de ¢ donnent
des combinaisons d’enpeloppes qui peuvent étre regardées comme cas
limites de celle-la, une EY et une B} se superposant en une E], deux E|
enune B, ..., et quisont: 28}, 1B}, 1E}; 1B}, 1K}, 1E;; 3E;, 1 Ej,
1B ; une B} ; mais les enveloppes B et By sont dans le cas exceptionnel
d’un abaissement de A égal @ f ou 6 unités; © n’est un coéne et T une
ligne planc que sil’on attribue & U lavaleur o; et Uezsemble cherché GI*
doit alors &tre donné par la transformation de Laplace appliquée aux
lignes planes de troisicme classe divisées homographiquement par leurs
conjugudes et telles que la développable circonscrite a la surface qu’ elles
engendrent soitl de méme classe.

Réciproquement, une quelconque des combinaisons d’enveloppes que
nous venons de reconnaltre comme seules possibles est effectivement réali-
sable et correspond ¢ un ensemble GI' divisé homographiquement par ses
conjuguds, car le nombre des conditions imposées & GI' ne dépasse jamars

Ann. de 'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X1, — Mar 18¢5. 18
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10, comme on le vérifie factlement, ct les JSacteurs enveloppes satisfont aux
conditions d’aprés lesquelles ils disparaissent du premier terme A de équa-
tion des conjugudes (11¢ Partie, § 6).

D

§ 4. — Détermination de quelques solutions.

1° Quand @ est un cone du second degré, les surfaces S sont polaires
réciproques de celles qu’engendre une conique tangente a une ligne
enveloppe dans son plan osculateur, ou dontle plan passe par un point
fixe, la tangente & la conique élant la caractéristique da plan; clles
sont donc déja connues en général. Mais il reste & déterminer celles
de ces surfaces S pour lesquelles e degré de T s’abaisse.

2 Quand T est une ligne plane, nécessairement de troisieme classe
au plus, les surfaces S corvespondantes s’obtiennent par Papplication
de la transformation de Laplace aux lignes planes de cette classe divi-
sées homographiquement par leurs conjugucées, ct telles que la déve-
loppable circonscrite correspondante soit de méme classe; cette dernitre
condition exclut certaines de ces lignes, mais le choix est facile par
les méthodes que nous avons indiquées au Chapitre précédent; par
exemple, si le plan de T n’a pas de point fixe, on trouve que la fonc-
tion ¥ (Chap. I, §3) doit étre de la forme ayt* -+~ 3a,t* -+ 3a,t -+ a,;
si elle a une racine double, le degré de T s’abaisse & 35 si elle a une
racine triple, & 2; Papplication deux fois répétée de la transformation
de Laplace fournit le cone circonscrit ©, qui est généralement de qua-
trieme classe, mais peut ¢tre de troisitme ou de deuxivme.

3° En dehors de ces deux cas spéciaux, il est difficile d’obtenir en
général les solutions dont nous avons montré I'existence; dans la plu-
part des cas, on ne peut s¢ donner arbitraivement les enveloppes cor-
respondantes parce qu’on assujettirait ainsi la cubique G & plus de
conditions qu’il n’en faut pour la déterminer. Cependant, on peut obte-
nir de cette maniere bien des cas particuliers qui se construisent ainsi
sans intégration, en réduisant certaines des enveloppes & des points,
droites ou plans, a savoir : unc K & un point fixe (dont la donnée assu-
jettit la cubique & deux conditions), une E} & un plan osculateur fixe
(deux conditions), une K| & unc tangente fixe (trois conditions) ou a
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un plan osculateur avec son pointde contact fixes (quatre conditions),
une E} & une tangente avec point de contact fixes (quatre conditions),
une E} & un point, tangente ct plan osculateur fixes (cing condi-
tions), et généralement aussi une E, o et B étant > 2; I'augmentation
des nombres o et ( correspond, comme on I'a vu, & celle del’ordre du
contact de deux lignes quelconques G ou de deux développables quel-
conques I' du faisceau; siun des deux nombres augmente d’une unité,
I’autre restant fixe, il en résulte une scule condition nouvelle, de sorte
que la donnée d’un point fixe comme enveloppe Ef équivaut a
« -+ B +'1 conditions, sauf'si, dans le casde « = (3, 'ordre du premier
coefficient A de I’équation des conjuguées s'¢leve au-dessus de o + 1,
jusqua 2, sans que o varie; chaque ¢lévation d’une unité pour
I'ordre de A introduit alors une nouvelle condition. Plus généralement
une ligne enveloppe B} de G ou une développable enveloppe de T, E)
étant données, assujettissent I'ensemble tangent en un point donnéou
suivant un plan donné & quatre conditions, unc E; (coincidence des
plans osculateurs) i cing, une E) (contact du second ordre entre G et
Ienveloppe) & six, et généralement une ligne Ef & « + B + 3 condi-
tions, sauf dans le cas de « = {3, ct de I'¢lévation de Vordre de A (*).
Voici quelques solutions qu’on peut obtenir algébriquement d’apres
ces indications :

1% GroUPE. — O est un cone du second degré; il suffit de rechercher
les cas ot le degré de T s’abaisse; on cherchera naturellement & déter-
miner® : soitle cas d’une enveloppe quelconque E; d'un point, tan-
gente et plan osculateur fixes K et d’une Ef; donnons-nous d’abord
E} et Ej; toutes les cubiques doivent avoir méme rayon de premitre
courbure au point fixe; en se donnant ce rayon, le cone © sera déter-
miné pour chaque position de son sommetsur la courbe E; 'enveloppe
de ce cone mobile sera la surface S cherchée, et la caractéristique G de
ce cone possédera nécessairementune troisieme enveloppe Ef, en plus
de celles qu'on s’était données d’abord; T est, dans ce cas, du qua-
trieme degré; soit encore donnée une tangente fixe E;, un point, tan-

(1) Nous avons montré (Thése, Note complémentaire) que 'expression de ces condi-
tions pouvait toujours se faire sous forme finie.
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gente et plan osculateur fixesE}; lacubique G estainsi assujettic & onze
conditions et peut étre déterminée algébriquement : T est du troisieme
degré.

2¢ grourE. — Indiquons des cas ot T n’est pas une ligne plane :
donnons-nous une ligne enveloppe arbitraire B (d’ordre 4 dans A), et
deux E{ (points fixes); la cubique G tangente en un point déterminé
de E? est assujettie & 7 + 1~ 4 =12 conditlions qui Ja déterminent,
d’olt une solution obicnue algébriguement avec deux fonctions arbi-
traires; réduisons U'enveloppe E3 (4) & un point, tangente et plan oscu-
lateur fixes, une E{ étantun point, I'autre une ligne quelconque : nous
avons une solution avec trois fonctions arbitraires; si on réduit la se-
conde E{ 2 un point, on aune solution avee une fonction arbitraire; T
est alors du cinquitme degré; clle s’abaisse au quatrieme, lorsqu’on a
une B (5), une E} : on a dessolutions en réduisant & un point succes-
sivement chacune d’elles; T est du troisitme degré, si Uon prend des
cubiques ayant une ligne enveloppe arbitraire B (6) : la cubique tan-
gente en chacun des points de I’enveloppe est assujettie & douze con-
ditions. Enfin, voici des exemples pris dans la derniere subdivision de
ce groupe : une tangente fixe K}, une enveloppe courbe arbitraire Ky,
deux points fixes B} (T est du cinquitme degré); ou deux points avee
tangente et plan osculateur fixes (deux E}) (T est du troisieme degrd);
ou unc courbe enveloppe arbitraire K, un point avec tangente et
plan osculateur fixes B3, un point fixe K} (T est du quatrieme degré);
dans le premier et le (roisitme exemple on peut remplacer la courbe
E} par unc tangente fixe.

On remarque que la transformation de Laplace appliquée au
deuxieme exemple (deux points fixes E}) fournit une autre solution
de méme catégorie; par conséquent, tous les ensembles GI' divisés
homographiquement par leurs conjuguces ne peuvent étre oblenus par
Capplication répétée de cette transformation, effectuée d’abord en par-
tant d’une génératrice plane.

3¢ arovrE. — En voici quelques exemples qu’on peut réaliser géo-
métriquement : deux tangentes fixes B}, un point fixe E{, un plan os-

culateur fixe Ej; ou un point, avec tangente et plan osculateur fixes E2,
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mais apparaissant comme facteur quadruple dans A, un point fixe B
un plan osculateur fixe Ej; ou une enveloppe avbitraire E!, et deux
tangentes fixes E; : en particulier, trois tangentes fixes E|; un point,
tangente et plan osculateur fixes ], avec contact du second ordre entre
deux cubiques, et aussi entre deux développables T' du faisceau, le
facteur correspondant étant de muliiplicite 6 daus A, ete.

4° La méthode générale de détermination des solutions est naturel-
lement l'intégration de 'un des systémes simultanés de la forme déja

indiquée :

(0 { a'=M,a—3M,b +3M,c —M,d,
1
(2) sA’:-—M1A+3N1B—3P1C~i—Q1C,
2
Lo ,

dont les coefficients M, N, P, Q sont liés par les conditions du pro-
bleme; cette intégration peut se faire dans des cas particuliers, par
exemple le suivant : ’ensemble admet une enveloppe B, et deux tan-
gentes avec points de conltact fixes B). Supposons que ces points fixes
soient ¢t = o0, 5 = o; alors a,, a,, a,, a, sont proportionnels & des con-
stantes, d,, d,, dy, d, aussi; on peut d’ailleurs supposer effectuée préa-
lablement sur ¢ une transformation homographique ¢ = A¢,, qui ra-
mene les coordonnées (a) a étre constantes, le déterminant |abed |
restant toujours égal & 1, ce qui entraine la condition

M, — 3Ny -+ 3Py~ Q,=o0;
I'existence des deux points avec tangentes fixes exige que
My=M,=M;=M,=N;=N,=D,=P,=Q,=Q,=Q;=o0,
de sorte que les équations du systeme (1) se réduisent a
a'=o, b =Nja— 3N, 0, ¢'=3Py¢c—P,d, d'=Q,d,
et la condition M, — 3N, -+ 3P, — Q, = o entraine Q,=o. Il reste &

exprimer 'existence d’une enveloppe E; : on forme pour cela les poly-
nomes H et K, on exprime qu’ils ont la racine comraune ¢ = oz, et
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qu’elle est double dans le polynome ¢ + K=; on arrive ainsi au sys-
teme simultané suivant :

a'=o, V=P, (ac?—Vbea), ¢'=P,(ca—d), d=o

(P, est une fonction arbitraire de z). On I'integre facilementet, enap-
pelant (3 une fonction arbitraire de « qui remplace P,, on trouve

2= 68+ ?’;‘j afdu, x,= ._%_t@_zs_, a2y 30B¢s%, @,—— 30 tsz'/.ﬁ;g:‘ -+ 53,

Nous ne savions réaliser géométriquement ce cas que quand I’en-
veloppe E| était une droite.

On peut étudier I'intégration des systemes (1) ou (2), dans des cas
plus généraux, par un procédé que nous avons indiqué ailleurs (*).
Nous nous proposons de revenir sur ce sujet, et d’étudier particuliere-
mentles solutions telles que la cubique G soit la caractéristique d’une
quadrique mobile de raccordement d’une surface réglée.

§ 5. — Des lignes asymptotiques de la surface S engendrée
par la cubique G.

L’application des résultats généraux de la deuxibme Partie montre
que I'éguation différentielle de ces lignes est normale, sans nouyelle con-
dition, sauf lorsqu’il existe des enpeloppes B ; elles doivent alors se re-
duire, comme nous Uayons vu, & des plans osculateurs fixes. Les solutions
trouvées ci-dessus permettent de rechercher des cas d’intégration, les
points ou plans osculateurs fixes donnant déjh, en général, des solu-
tions singuliéres. Dans le cas particulier oit @ est un cone du second
degré, la question a déja été étudiée (I11° Partie, Chap. 1, Applications
aux contques), et les cas polaires réciproques des cas d’intégration
signalés alors donnent des solutions du probleme actuel; rappelons
notamment que le discriminant de l’équation des asymptotiques est
carré parfait quand la développable de troisicme classe circonscrite i

(1) Comptes rendus, 6 novembre 1893,
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la surface lieu dela conique génératrice admet des enveloppes doubles ;
il en sera donc ainsi, dans le cas actuel, lorsque le polynome désigné
par D, lors de la classification (§3) a deux racines doubles ou une
racine quadruple (cas correspondants signalés de I’abaissement du
degré de T); un exemple nouveaw de ce cas est celui de la surface
que nous venons d’obtenir ci-dessus par I'intégration du systeme (1),
les enveloppes étant : deux tangentes avec conlacts fixes B}, et une
enveloppe courbe B} ; les deux tangentes E; correspondent chacune &
une racine double du dlb(,l‘lmln(mt et c,quauon des asymptotiques sc
décompose en deux équations de Riccali.

Un autre exemple est fourni par le cas d'une tangente fixe E;, d’'un
point avec tangente ct plan osculateur fixes E et d’un point fixe Ef
(0 est de quatuuu(' classe, T du troisicme d(“"!(}) Au point fixe E;
correspond une racine double du diseriminant, i autre point fixe J“’
une solution singulitre; la cubique dépend encore de deux parametres
arbitraires qu’on peut lier algébriguement par une relation exprimant
qu'elle reste tangente & un plan fize, nouvelle solution singulitre.
Soient ¢==0 le point K}, z = o le point BY; en choisissant convena-
blement le tétragdre de référence, on a les coordonnées sous la forme
suivante :

&= at®, &y bz, aym=(3nb - ama)tts —mals?, &,=(l—3)%

m, r étant des constantes dépendant de la tangente fixe; en reliant les
parambtres @ ol b par la condition de contact de la cubique avec un
plan tangent fixe, on obtient une relation algébrique entre les para-
metres a et b qui détermine une surface S algebrique donL les asympto-
tiques dépendront d’équations de Riccati.

Enfin un dernicr exemple tres simple est celui de l’cnsemble ayant
deux points B2 avee tangente et plan osculateur fixes; i ces points
correspondent deux racines doubles du discriminant qui estalors carré
parfait: tous ces résultats découlent immédiatement de nos discussions
générales.



