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SUR LES

-r- ^

SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES,
PAR M. LELIEUVRE,

P R O F E S S E U R A U L Y C E E DE R O U E N .

I N T R O D U C T I O N .

1. Soit une famille de lignes unicursales G, dépendant d 'un para-
mètre u; les coordonnées d'un point de cette ligne sont des fonctions
rationnelles d 'un paramètre t, choisi de telle sorte qu'à un point de
l 'une de ces lignes correspond en général une valeur et une seule de
ce paramètre; dès que les coordonnées sont ainsi, exprimées ration-
nel lement en fonction de /, nous convenons de dire que les lignes G
ou u = const. sont diyisées horno grapîiùjuement par les lignes t = consf.
tracées sur la surface S engendrée par elles quand u varie.

Nous nous sommes proposé la détermination de certaines famil les
de lignes tracées sur la surface S et définies par une équation diffé-
rentiel le du premier ordre entre u et t, de la forme
( 1 ) Ao ̂ rn + Ai ̂ M-1 -+-...-+- A,,, == o,

t ' désignant la dérivée a-» et Ao, A^ ..., A^ étant des polynômes en-
tiers en t, à coefficients fonctions de u. D'ailleurs, la transformation
homographique générale effectuée sur t

^ !̂±£
^i h + Pi "1

ramené le degré des polynômes A successifs à augmenter de deux
unités quand l'indice de A augmente d'une unité. Nous étudierons les
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conjuguées des génératrices G, leurs trajectoires orthog'onciles^ ou en-
core les lignes minîma, asymptotiques, ou de courbure de la surface S :
l 'équation (I) est alors du premier ou du second degré par rapportât

Le problème proposé se ramène à l ' intégration de (I). On sait que
cette intégration est facilitée : i° par la présence de facteurs corn m un s
aux coefficients A; 2° par l'existence de racines .multiples, par rapport
à t, du discriminant de (I) , considérée comme équation ent ière par
rapport à t\ 3° par celle de solutions singulières de cette équa t ion .

• 2. Notamment, il y a lieu de considérer le cas où l ' intégrale générale
de l ' équa t ion (I) n'a que des points critiques fixes. On sait q u ' i l est
d'abord nécessaire pour cela que A() divise tous les autres coeffi-
cients A, de sorte que l'on peut alors ramener l 'équation à la (orme
que nous appellerons normale, dans laquelle Ao est i n d é p e n d a n t de t,
Ai au plus du second degré, et généralement , quel que soit p , A y du
degré 2/? au plus, par rapport a, t. Nous devrons donc d'abord re-
chercher les condi t ions à remplir par les génératrices G pour qui*
toutes les racines de A() appar t i ennen t aux coefïicients. suivants- Si
l 'équat ion (I) esl du premier degré en 't\ c'est alors une équation de
lîiccati, faci le à intégrer dès qu'on en connaît une so lu t ion par t icu-
lière. Si l 'équat ion (I) est du second degré en / / , d'autres condi t ions
sont nécessaires; les points cri t iques sont fixes : x° q u a n d le discri-
m i n a n t est un carré par fa i t ; l 'équation se décompose en deux équa-
tions de lîiccati; 2° quand il a une racine double , et les deux autres
solutions singulières ; 3° quand il a quatre racines so lu t ions s ingulières .

Dans ces deux derniers cas, comme le d i sc r iminan t a toujours an
inoins trois racines distinctes, on peut , par une t ransformation bomo"
graphique effectuée sur la variable i et déterminée a lgébr iquement ,
les ramener à être constantes, égales par exemple à o, oo et ï . Alors
l 'équat ion résolue devient, T étant la nouvelle variable,

T^ aï2 +• (3T + y ± 3^pr^y("f̂ "a") ( a (onction de (i ).

Dans le cas où. les quatre racines du d i sc r iminan t sont des solutions
singulières distinctes, les^ trois premières o, co et l ' do iven t donc an-
nuler aT2-h pT + y, qui est, par conséquent , i den t i quemen t n u l ;
d'où il suit que la quatrième solution singulière T = a est constante,
et par conséquent les variables se séparent.
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Dans l'autre cas, a doit être égal à l'une des trois autres racines :
on peut supposer a = i; aT2-!- (ST •+- y admet les deux autres qui sont
solutions singulières; donc il se réduit à (ÎT et l 'équation résolue
devient

T==:^T±.Q(^'-î)\/T.

La transformation T = O2 la ramené à deux équations de Riccati
qui ne difTerent que par le signe de 0.

3. On a signalé depuis longtemps des exemples dans lesquels la
détermination de familles de lignes énumérées ci-dessus se ramène à
intégrer l 'équation de Riccati. Citons parmi les plus connus celui de la
seconde famille d'asymptotiques d'une surface réglée, (les trajectoires
orthogonales d'un système de cercles, des conjuguées d'une série de
coniques ayant deux enveloppes, etc.

Dans la première Partie de ce travail, nous indiquons d'abord com-
ment les plus simples et les plus connus de ces résultats pouvaient
être prévus presque sans calculs et nous appliquons ces considérations
préliminaires à l'étude des l ignes de courbure (les surfaces réglées et
cerclées.

Dans la seconde Partie, en supposant que l 'équation ( I ) définisse
une des familles de lignes énumérées ci-dessus, nous exposons une
méthode générale de recherche des conditions d'existence, sur la sur-
face S, d'un lieu t ^ ( f (u ) , tel que <y(^) soit racine commune des
coefficients de l 'équation (I), ou racine mult iple de son discr iminant ,
ou solution singulière. Nous commençons par montrer l'esprit de la
méthode sur l'exem.ple simple des trajectoires orthogonales d'un sys-
tème de lignes planes, puis nous appliquons la méthode générale à
l'équation des conjuguées des génératrices G et à celle des asyrnpto"
tiques de la surface S qu'elles engendrent.

La troisième Partie est consacrée à l 'application des résultats précé-
dents à la recherche des famil les de lignes unicursales planes et de
cubiques gauches divisées homographiquement par leur conjuguées,
et à l'étude des lignes asymptotiques de la surface S correspondante.
Dans le cas où les lignes G sont planes, la transformation de Laplace
nous permet de rapporter immédiatement la surface S aux lignes G et
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à leurs conjuguées, et son application répétée donne des solutions du
même problème, dans le cas où la génératrice G est gauche.

Notations employées. — Nous déterminerons un point de la généra-
trice G soit par les coordonnées cartésiennes rectangulaires x, y, Z y
soit par des coordonnées homogènes x^ x^, ^"3, x / , définies par la for-
mule générale

À»,

^Xi-=.aitm^bit^^-^..^l•i ( À = J , 2, 3, 4).

Un plan tangent à S sera déterminé soit par ses coordonnées ordi-
naires l,m,n, soifc par des coordonnées homogènes ^(?==='r ,2,3,4) (' )*

Les dérivations par rapport à u seront généralement indiquées par
la notation à accents.

Le déterminant
<%i ^i . . . l^
<^2 b'i - • • ^2

sera représenté par [ a^ b, c, ..., /[ .

PREMIÈRE PARTIE.

I.
G É N É R A L I T É S -

§ 1. — Interprétation géométrique de la forxïie normale de réquation (1).

1. Supposons que la génératrice G n'ai t pas de painis de rebrûus$ement
(sauf peut-être pour certaines valeurs particulières de a); par censé"

( 1 ) Nouô supposerons p fonclion do ^ seul, et les v exprimés (à un facteur près, fonc-
tion de u seul) par les déterminants ^^ — y formés avec les coordonnées ponetnelîos
homogènes x prises trois à trois.
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àx 'quent, les quatre dérivées partielles — ne s'annulent pas à la fois pour
une même valeur de t, quel que soit u. Supposons aussi que la généra-
trice G n'ait pas d'enveloppe, c'est-à-dire que les quatre coordonnées ^
du plan tangent à S n'aient pas non plus de racine commune, quel que
soit u. Considérons la famil le E de lignes tracées sur S et définie par
l 'équation

Aodt^1-^ Aid^-^du -+-...-+- K.ndu^1^. o,

dans laquelle je suppose les polynômes A premiers entre eux. Le lieu
géométrique des points de S en chacun desquels du === o le long d 'une
des lignes E qui y passent est donc défini par Ao == o. Par conséquent,
il faut et il suffit, pour que l'équation soit normale, que ce lieu se
compose de génératrices G, u= const.

Mais en un pareil point (supposé ramené à distance f inie) dont les
coordonnées cartésiennes sontx, y , z , les projections du déplacement
sur une ligne qui y passe sont

àx , àx , ày , ày ; àz , as .—du-^r— dt, •—- du "+- — d£, —du + -7- dt,
au àt au àt au. àt

qui se réduisent, pour du == o, à
-i ..̂àx , ày y . àz ,
Ti^ ^dtî ^

expressions non illusoires puisque, par hypothèse, G n'a pas de rebrous-
sèment. Donc le déplacement est tangent à G.

Réciproquement, il ne peut en être ainsi que si du == o, car, par
i .i ^ i ^ • i àx àx ày ày as as .hypothèse, les trois rapports ^ : ̂ , ̂  : ̂ , ^ : ̂  ne sont pas
égaux au point considéré, le plan tangent à S y étant bien déterminé.
On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si la génératrice G n'a ni rebroussemeni, ni enveloppe^
il faut et il suffit, pour que l'équation de la famille E soit normale y que
le lieu des points de contact d'une génératrice G avec une ligne E soit
formé de lignes G, u = const,

2. Le raisonnement fait pour établir ce théorème devient insuffisant
si G a un rebroussement ou une ligne enveloppe. Et, en effet, il peut
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arriver alors que, l'équation de la fami l le E étant normale, i l y a i t
cependant un lieu de points de contact d'une ligne E avec une généra-
trice G qui ne soit pas formé de lignes u = const. Par exemple, consi-
dérons la famille plane de paraboles déf inies par les coordonnées

.z- == a •+- 2 B t, y =: R ( ï + ^ ), .

R étant constant et a fonction de u. On a
dx = ci' du •+• 2 Rdt, dy = 2 R / dh.

La droite y = II est une enveloppe de ces coniques, / = o. Sup-
posons que la famille E soit définie par l 'équation

dt=. (a^+ (3 ^•+•7) du.

On aura donc sur toute ligne E, le long de t == o,

dx == ( a! "h a B y) du y
dy-^o.

Donc, si, a'-h ûïly est 7^0, on peut affirmer que renvoloppc t = o
est un lieu de points de1 contact d'une génératrice et d 'une l igne E,
et cependant l 'équation différentielle de la fami l l e E est normale-

Nous allons maintenant appliquer le théorème précédent à quelques
exemples simples.

§ 2. — Applications.

i° Les génératrices rect i l ignes G d'une surface gauche S liront ni
rebroussement ni enveloppe. Considérons la fami l l e E de leurs ira/eo
toires orthogonales; si une génératrice G est tangente en un point à
sa trajectoire orthogonale, elle est isotrope en ce point , et, par suite,
en tous ses points; donc le lieu des points de contact d 'une généra-
trice G et d'une ligne E est formé des génératrices isotropes de la
surface. Par conséquent, l 'équation différent ie l le de la f a m i l l e E doit
être une équat ion de RiccatL On voit de même que l 'équation difîé-
rentielle des lignes minima de S doit être normale. Soit encore la
seconde série de. lignes cisymptotiques de S. Si l 'une d'elles est tan-
gente à une. droite G en un point , cette droite G est une droite para"
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bolique de la surface S, et le contact entre elle et Vasymptofcique a
lieu en tous ses points ; donc l'équation différentielle de la seconde
série d'asymptotiques est une équation de TUccati. Soit enf in la famille
des lignes de courbure; si l 'une d'elles est tangente à une généra-
trice G en un p o i n t , comme les tangentes de courbure en ce point
sont conjuguées à la fois par rapport aux direct ions asymptofc iques et
minima, c'est que G est m in ima , ou bien est une droite parabolique
de la surface, et le contact entre elle et une ligne de courbure subsiste
en tous ses points. Donc l 'équation différentielle des lignes de cour-
bure de S doit être normale.

2° Soit une surface engendrée par une ligne plane mobile G seins
enveloppe ni rebroussement ; considérons les conjuguées E de G-. Si, en
.un point M, G est tangente à sa conjuguée, comme par hypothèse il y a
en ce point une tangente à G- et un plan tangent à la surface S qu'elle
engendre, parfa i tement déterminés, deux cas peuvent se présenter :
i° le plan de G n'est pas le plan tangent à S au point M; alors il est
sécant à S, et comme la tangente à G doit être asymptotique, le rayon
de courbure de G est i n f i n i , M est un point d ' inf lexion de G; récipro-
quement , si en un p o i n t d ' inflexion (le G, le plan de cette l igne n'es!
pas tangent à S, G et sa conjuguée y seront tangentes, a moins que les
deux asymptotes de l'indicatrice de S ne soient confondues, auquel cas
la direction conjuguée de G est indéterminée; pour que cela ait l ieu
tout le long de la l igne décrite par l ' inf lexion, il faut et il suff î t , comme
on sait, gué la tangente d'inflexion engendre une développable tou t le
long de ce l ieu qui est une ligne parabolique de S; 2° le plan de G
est le plan tangent; alors M est situé sur la caractéristique de ce
plan ; réciproquement, en tout point d'intersection de G avec cette
caractéristique, le plan de G est le plan tangent, bien déterminé par
hypothèse, à la surface S, et, par conséquent, la tangente à G est néces-
sairement asyrnptotique, de sorte que la conjuguée de G lu i est tan-
gente en ce point. Donc les points de contact de G avec une conjuguée
ne peuvent être que ses points d ' inflexion, ou ses points d'intersection
avec la caractéristique de son plan. On peut donc énoncer le théorème
suivant :

Pour qu' une ligne plane unicursale G soit divisée homo graphiquement
par ses conjuguées y il est nécessaire qu'elle ait le nombre maximum d'en-
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veloppes et, de plus, que ses tangentes d'inflexion décrivent des dévelop-
pables.

Une discussion ultérieure permettra de reconnaître si ces conditions
sont suffisantes. Mais , dès à présent, remarquons que les trois coeffi-
cients A, B, C de l 'équation des asymptotiques de la surface engendrée S
s'annulent évidemment tous les trois à la fois pour toute racine com-
mune aux quatre coordonnées du plan tangent ; ces coefficients, um'
fois l 'équation rendue entière en /, sont, en effet, exprimés ainsi

^2^, ^^ fp^

^Z^y l̂̂ TOr ^i^w (^^vo-
Par conséquent, tout facteur t — cp(^), tel que t == ç(^) soit une

enveloppe (réductible à un point) des génératrices G, s'il est s imple
dans A, disparaîtra certainement de l 'équation différentielle, de façon
que A ne le contiendra plus. Cette remarque et ce qui précède
en t r a înen t le théorème suivant :

Si une conique mobile a deux enveloppes fixes distinctes, elle est diwée
liomo graphiquement par ses conjuguées, et l'équation des lignes asympto»
lui ues de la surface quelle engendre est normale (^).

Si la conique mobile n'a aucune enveloppe, dans l 'équation diffé-
rent ie l le des asymptofciques, A() sera du second degré et s'annulera aux
points de rencontre de G avec la caractéristique de son plan.

Si. la conique a une seule enveloppe, on pourra suppr imer dans les
trois coefficients le facteur correspondant, et A() restera généralement
ensuite du premier degré. Si cependant la conique est tracée dans le
plan oscillateur à l'enveloppe, le carré du facteur disparaît aux trois
termes et l 'équation devient normale. Ce point sera établi dans la
seconde Partie.

§ 3. — Des facteurs communs aux coefficients de l'équation (I),

Une fois là famille E de lignes que l'on veut déterminer, définie
géométriquement, on.forme son équation différentielle (I) par un pro-

(1) Tûir BLUTEL, Annales de l'École Normcde, mai-juin 1890.
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cédé quelconque et on la ramène à être entière en t. L'exemple précé-
dent nons montre la nécessité de rechercher alors dans quel cas les
coefficients de cette équation ont un facteur commun. Voici, à ce suje t ,
quelques remarques simples :

i° Nous avons déjà observé que, si les coordonnées v du plan tan-
gent ont un fac teur commun, il existe dans l ' équat ion des asympto-
tiques écrites sous la forme

, ,̂  à^Xi , , ̂  à'1 Xi y .̂  y-xi , . ^ f\
^2 ̂ 7 4- ̂ ^Zè ̂ ^Tàt + du^ ̂ -^-=° (^I- 2' ̂  4).

A ce facteur correspond une enveloppe ou un l ieu de points de rebrous-
sèment des génératrices G. Ce n'est d 'a i l leurs pas le seul cas ou
l ' équa t ion d i f fé ren t i e l l e possède ainsi un d iv iseur entier en ^ connm1

on le verra dans la seconde Partie de ce travail.
2° Si Fon écrit l 'équation des lignes de courbure a insi

dx ( m cin — n dm ) -+- dy ( n dt — / dn ) 4" dz ( / dm — m dl) =. o,

on aperçoi t immédia tement qu'un fac teur l— /o , c o m m u n à/, m, n coor-
données du plan tangent , figurera au carré au moins dans le premier
membre. Ainsi une l igne enveloppe ou un l ieu de rebroussement des
lignes G permet d'abaisser de deux unités au moinsle degré des coeffi-
cients de l 'équat ion des l ignes de courbure .

Quand la génératrice G na ni rebroussement, ni eweloppe, on peut
trouver facilement la condition nécessaire pour que F équation des
lignes de courbure soit divisible par t — l ^ ; il y a, par hypothèse, un
plan tangent bien dé te rminé à S en chaque po in t de / = = / o ; il f au t et
il suffi t qu'en chacun de ces points , les direct ions m i n i m a soient con-
fondues avec les d i rec t ions asyrnptotiques. Si les direct ions m i n i m a
sont distinctes, l ' indicatrice sera circulaire : il faut et il suff i t que
t --== ^ soit une ligne d'ombilics. Si les directions minima sont confon-
dues, / == /o sera une l igne parabolique asyrnptotique et minima; i l est
nécessaire et suffisant pour cela qu'elle soit une ligne de courbure
double, c'est-à-dire que P + m14- n2 contienne le facteur (t — /o)2 . En
effet, employons les notat ions habituelles, dans le cas où l'on rapporte
la surface aux lignes x = const., y = const. Le long de la l igne con-

Ànn. de FÉc. Normale. 3e Série. Tome XÎL — FÉVBIEH 1895. 9
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sidérée, on doit avoir
1 4" P 1 ̂  P 7 _.„ ! "+"" y2^ „„ -̂ ,... „ _.̂ .......̂

et
I 4-.^2+ ^2=^0,

d'où
(i) .r^-w.-r:./!2.

/• .s' /
Or posons

I +y/2^_ y2=F(,y, j/);

nous aurons
<)F âF^=^+^ ^=/^.4~y^

Donc les conditions indiquées équivalent a

p ^ r)I^
r ~= Oy -.-- == <), ——.-. ;.:-": 0<y.z' ^y

a la fois. II (aul et il suffit pour cela que t ̂  l^ soit racine (Ïoi(hl^(\v F,
de sorte que, le long de l ^ i ^ le discriminant de réquation des
lignes mi ni in a a une racine double.

Ces considérations s 'appl iquent aussitôt, comme on le voi t , a u x sur-
faces cerclées.

3° Si une génératrice quelconque G a un point cyclique /. ==/<,, H
qu'on écrive ainsi l'équation des lignes mimma de S" ;

P === 2(^ dxi- Xidx,^-^. o (<:•,:= ï, 3, 3}(.r,= o plan <ie a.),

son premier membre admet le diviseur ( l - i^)\ En effet , nous pou-
vons d'abord supposer que, par une t ransformat ion homo^r f ip i l i que
préalable de t, on a ramené /<» à être n u l * On aura alors

^=a^h^ (/=, î ,2,3);
.^==^X,4,

avec la condition

d'où
.y 4 dxi - .a^ cte^ = - ̂  X/, ̂  + t ( X,/, ^a^ - ̂  ̂ '4 ) •+ f2 M -

Par conséquent, le polynôme P contient le fac teur &\
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Quand la génératrice G- est conique, on voit immédia tement que,
dans le développement de P, AQ est du quatr ième degré. Donc, si G a
deux points cycliques, l 'équation devient normale. D'où ce théorème
connu :

Un cercle variable est divise homographiquement par ses trajectoires
orthogonales^ et l'équation des lignes minima de la surface quil en-
tendre est normale.

§ ^. — Des solutions singulières de l'équation I.

Une pareille solution doit annule r le discr iminant de l 'équat ion (I)
et vérifier cette équation. Prenons comme exemple le cas des lignes-
dé courbure en supposant que G n'ait ni rebroussementy ni enveloppe. 11
v a en chaque poin t de G un plan tangent à, S bien déterminé ; si. en ce
poin t , t == IQ annule l e ' d i s c r i m i n a n t de l 'équation différent ie l le , les
deux directions principales de S sont confondues; elles sont donc mi-
n i m a , et une direction asymptotique do i t être confondue avec elles;
donc la surface possédera, une ligne asymptotique minima. Réciproque-
ment , supposons qu'il existe u'ne pareil le ligne; si elle est droite,
c'est une droite isotrope, la normale à S en, chacun de ses poin ts est
dans le plan, isotrope correspondant; donc cette droite est une ligne
de courbure sat isfaisant à, l 'équation différentiel le et annulan t son dis-
c r iminan t ; si l ' asymptot ique m i n i m a est courbe, son plan osculateur
en chaque point , qui est le plan tangent à la surface, est isotrope.
Donc, le long de cette ligne, on a (notat ions usuelles) i 4- /r -4- y2 = o :
par conséquent, cette l igne sat isfai t à l 'équation, des lignes de cour-
bure; sou Y une pareille ligne. Ainsi , quand G satisfait aux condit ions
supposées, une solution singulière de l 'équation des lignes de cour-
bure est, soit une droite isotrope, soit une ligne y minima.

Remarque. — Le discr iminant , égalé à zéro, représente le lieu des
points où une direction asymptotique est minima; donc, pour qu ' i l
ait une racine double , i l faut et il suffit que le cône des directions
asymptotiques le long d'une génératrice G soit tangent au cercle de
Uinfini.
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Appliquons maintenant les considérations qui précèdent aux sur-
faces réglées et cerclées.

II.

LIGNES DE COURBURE DES SURFACES RÉGLÉES.

§ 1, — Représentation de la surface. Équation des lignes de courbure.

1. Nous représentons ainsi les coordonnées d'un po in t de la surface

.r == Ç + a t, y = r) + (31, z = Ç + y t ( è;, ri, Ç, a, j3, y fondions (le i i ] ,

Les seules surfaces réglées réelles a génératrices imaginaires é t a n t
des quadriques, nous supposerons les génératrices réelles; nous pour-
rons alors prendre

lc^=:^^^-^-f-::ï,

et choisir pour variable u, l'arc de la ligne spl ïér ique (a, p ,Y) , de sorte
qu 'on aura aussi -=fê)'-^)^)-

.Rapportons la direction de la tangente à la directrice 1), < î = o , a u
trièdre trirectangle ï formé par les directions a, [3, y a /» ?'» Y <l l t l 1^
direction perpendiculaire a,, f^, y, déterminée par

a^lS/--^, p^rr^-^, yi^^-p^.

^Les équations connues donnent, en appelante y, r les rotations du
trièdre

a' == q ai — r a', a" = /• a — /; ai, a^ ,=:̂  a' — <ya, , , . ,

de sorte que l'on a

<y=:o, / •= :—i , p=~ |aa / a / / | (délerminant de oc, (3, y et de lôurs dérivées),

d 'où, en désignant par H le déterminant | ay/y/1,

^^-a+Ïîai , a^^nçc'.
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Nous poserons donc

d^ = ̂ -= ̂  -{- ̂ 4- ̂ i, -//== Â(3 + ̂ p^ ̂ i, Ç^ ?.y 4- ̂ / 4- ^'/i,
au

et le plan tangent sera dirigé par les quantités
/=:—(^-{- t)(x^va', 7?z :-= — ( ̂ -4- ^pi-i--^, 7;» ==—(jj.-i- ^)yi4-^/.

Quand X =: o, D est orthogonale aux génératrices; si [j.=o, 1) est
la ligne de striction (plan central tangent le long de D) ; en f in ,
si v = o, la surface est développable.

Écartons ce dernier cas, mais supposons [j-=o. La surface S est
coiïipletement déterminée par les trois fonctions de u. A, v et H. Elle
est à plan d i rec teur quand H == o- Enfin on voit fac i lement que v est,
au signe près, le paramètre de d i s t r i bu t i on . L'équation deff lignes mi-
nima est
( ,i. ) dl^ + ^ À cù dt{ + ( À2 -4- ̂  4- ^ ) die r= o.

Elle est bien normale et admet la solution particulière t ===:coqui est
racine double de son d i sc r iminan t . Son intégrale générale n'a ses
points critiques fixes que si les deux autres racines l •== dr v ' i du discri-
minan t sont solutions singulières. D'où

v' :•:::: o, À == o,

qui caractérisent les surfaces à paramètre de distribution comicinl, et
dans lesquelles la ligne de striction est orthogonale aux génératrices,
Les lignes minirna s 'obtiennent aussitôt par quadratures.

Les lignes de courbures particulières y sont données sur toute sur-
face réglée par

^^^:^Q 0(1 £=:±:Vi;

elles sont minima dans le cas ci-dessus.

2. L'équation des asymplotiques s'obtient immédiatement par la for-
mu le

1i€ll,CiX = Oy

qui, développée, donne

( 2 ) 3 v dt — ( H. ̂  4- ̂  t -h H ̂  — Àv ) du = o = 2 v dt — P du:



r-o 'M. LELIEUVRE.

C'est bien une é q u a t i o n de Riccat i , qui admet la so lu t ion / = ce
dans le seul cas des surfaces à plan directeur.

L'équation des lignes de courbure se d é d u i t de ( i ) et (2) par la
re^le connue ; elle est normale et s'écrit sous la forme su ivante

( 3 ) ^d^ -- P du dt ~ [ À P + v ( ̂  -h y2 •+- /<2 ] du^ = o.

Son discriminant est

A == P2 + 4 ̂  [ À P + v ( 'À2 + ̂  + ^ )] = P2 + ^ v Q.

11 a la racine double t == co pour les surfaces à plan directeur .

^ 2. — Étude des lignes de courbure.

Recherchons les surfaces réglées pour lesquelles l'intégrale géné-
rale de (3) a ses points critiques fixes. Nous aurons à distinguer deux
cas :

î° LA SUI'ŒACE N'EST PAS A PLAN DïUKCTEiin. "-" Les directions asympto"
tiques le .long de chaque génératrice sont parallèles aux génératrices
du cône directeur de Thyperboloïde oscillateur le long de cette droite.
Les surfaces cherchées sont donc celles ou cet hyperboloïde est de ré-
volution (A a deux racines doubles), ou, bien celles où cet hyperboloïde
est simplement, twz^ent au cercle de co, les deux autres racines do A
étant solutions singulières : ces surfaces sont év'kl cm m ent imaginaires ;
ou. enfin celles où les quatre racines deAsont solutions singulières, de
sorte que la surface a quatre directions r6?cn7^^i,yr^ro^^'((iuadriques)
ou deux pareilles directrices, et les deux lignes y minima.

1. On trouve facilement les conditions d'après lesquelles A est carré
parfait en l'écrivant ainsi

A =(P + avK)2- 4vKP ~ 4vlsî.r2+ ^pO,

K étant une fonction de u à déterminer de façon que A se réduise au
premier carré. On trouve ainsi la condit ion K = = o , de sorte que les
surfaces cherchées sont celles où A. se réduit à P2, Q étant identique à
zéro» ce qui donne

v''= o, À H -h v =^ ô.
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Le paramètre de distribution doit donc être constant et la ligne de stric-
tion une ligne de courbure ( f l) . L'équation des lignes de courbure se
décompose en

. dt=o, ^ ^ — H ( À 2 - + - ^ 2 - + - ^ ) ^ = = o .

La première série renferme la ligne de striction et les deux lignes 7;
de sorte qu'on n'a pas d'intégrales de la deuxième série.

Le cône d i r ec t eu r de la surface est arbitraire, il détermine la surface,
à l 'a ide des formules

À = = — — — , ^=},(a---HaO=----}.a//=:^,n. H.

d'où la ligne de str ict ion par quadratures.
Le cône directeur est de révolut ion quand H est constant, alors A

l'est aussi; on reconnaît immédia tement que la surface S est une qua-
d ri que de révolution.

Il n'existe pas d ' au très surfaces de cette catégorie dont les généra-
trices appar t i ennen t à un complexe linéaire^ et, par suite, il n existe pas
de telles surfaces du troisième et du quatrième degré. En effet, soit Os:
l'axe du complexe. On devrait avoir

p^—a' / î == ay,
a é tan t une constante. Deux dér ivat ions successives donnent alors

(S^^a^^Ça-^y^

P^-a^==(^^)y+ry + ( ^ ^ ) H J y ^ •

d'où par é l i m i n a t i o n de ^, T], la c o n d i t i o n cherchée qui détermine le
cône directeur

/ y \ 2

v V 4>" H ) + a """" v ̂  0?

d'où

par suite

( 1 ) M. P. Serret a signalé ces surfaces (Théorie dey lignes à double courbure), p. i58;
i8(x>.
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Mais y^ == — HY\ donc ou H, ou y, est c o n s t a n t ; dans les deux cas,
le cône d i rec teur est de révolut ion.

2. Soient maintenant les surfaces pour lesquel les les deux, l ignes y
sont des asymptotiques m i n i m a ; nous avons vu qu 'on a v a i t alors

v'rr o, 7. =: o,

On voit aussitôt que les deux aut res racines de A ne peuvent être î»
la fois solutions singulières.

3. Il ne reste plus que le cas où la surface S admet quatre directrices
isotropes; elle est donc une quadrique. En déf inissant a ins i cette sur face

î -h tu. .. ï — LJ. /. ••-••- ax == a ————, y =: (} ——i...y z := a , ,1 1"1 1 1 1""1 1 1 1 -1 -1 - ?
À + p "/ / •"h p. /. -+•• ^

l 'équation des asymptotiques est
d'k du. ::::: o,

celle des lignes min i rna
A, cû^ 4" a I.Î rfl dp. 4- C ̂ 2 = o,

avec .
A^a^^-ï)2-^^^^^-!)2^^2^;^:!^^), ( :=F( / ) ,

celle des lignes de courbure sera
C^—Arf /^ro,

qui se ramené aussitôt à l 'équation d'Euler.

2° LA, SURFACE BÉGLÉE KST A 'PLAN DÏÎ ïECÎEUn, II == 0. — LCS directions

asymptotiques le long d ' une génératrice sont parallèles à un plan, et J e *
discriminant n'est carré pa r fa i t que si ce plan est isotrope. La seule
surface réelle correspondante est le paraboloïde de réwlulion. Si les
deux racines de A correspondent a. deux directrices recti l i^nes iso-
tropes, on a le paraboloïde quelconque. Enfin, s.î les deux lignes y sont
min ima , comme alors X = = v ' = o , on aura, en prenant c^ == ^ :̂ o,
Y , = = r ,

^=0,, y/=o, Ç^^

ce qui caractérise Vhéllcoïde à plan directeur.
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III.

LIGNES DE COURBURE DES SURFACES CERCLÉES.

§ 1. — Représentation de la surface. Équation des lignes de courbure.

1. Soit un cercle réel 0 en t ra îné avec un tr iedre Oxyz, (.)z é tant l'axe
du cercle. Soient R le rayon, ^, y], '(, p , q, r, f onc t i ons de a, les t ransla-
tions et rotat ions du Iriedre 0, 0^ u n po in t d u cercle dé te rminé par
l 'angle ^ de 0^ avec O O ^ . Les projections, sur les arêtes, du. déplace-
ment de 0^ sont. :

Sur O . r . . . . . . . (Î. 4- IV ces cp — /'lî s in 9) du 4" H eosy d^y
Sur Oy.. . . . . . (^ --h" IV siny -h- /'lî ces y) du. — R. si}! y <^y,
Su i' ( ) . z . . . . . . . [ Ç 4- R (p si n y — <y cos y )] c^-? == I.* du.

Soient O i ^ i la demi-normale en 0, à la surface S engendrée, ^ étant
sur Os, ( ) ^ ^ ^ la, derni - tangente au cercle dans le sens posit if de o,
0,i Vi une demi-perpendicula i re à , T ^ ( . ) ^ z . ^ c o m p l é t a n t un t r iedre 0^ de
même sens de ro ta t ion que 0; déterminons 0,^,, par l'angle V d e 0,i0
avec O i , S ( , en p renan t pour sens pos i t i f celui, de la rotation posit ive
autour de Oi;r^. Posons 0^ == /, les cosinus directeurs de O ^ r - , seront
proport ionnels à cosç, s iny , ^"^ et Fon devra avoir

^ cosy 4- 'n s in y 4- IV • ^
l.i

d\m
/ £ coscp 4- ri sinç 4~ K/ M, , ,,^^î,__^^^^^^^^^^^^^^

Cherchons les ro ta t ions et translations du triedre Or Soient p, cï, T, ^,
[j-, v ces quant i tés dans les déplacements <p == const., p < , ^^ ^^ ^.i,
p-i, V i dans les déplacements u == const.

.I'.es cosinus directeurs du, tr iedre 0, par rapport à Oxyz sont :
Pour O p ^ i . , . . . . . . - " s in y, cosy, o,
Pour O i V i . . . . . . . . . — sîoV cosy, — s inV siny, — cosV,
Pour Oi^ . . . . . . . . . — cosV cosy, — cosV siny, sin'V,

^///^. de l'Éa. Normcdc. 30 Série. Tome X Ï Ï . — MABS 1895. ^
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1° Quand ureste constant, 0, se déplace sur le cercle. On a la trans-
lation Rdy le long de 0^, accompagnée de la rotation d^ au tour
de Oz et ~r- rfcp autour de 0^ ̂ i . Donc

?4 == R, p.i -== 0, V ^ == 0, pi == —1— 3 7r54 =:= — COS V", T) •::= Slï'1 V.

2,° Quand ç reste constant, le mouvement de relation do 0, résulte
de la rotation p , q, r de 0 et de la rotation — du autour de 0^ x ^ . Q,uan(;
à la translation, ses composantes sont les projections sur les axesO^
du déplacement de ce point, exprimé plus haut ; d*où

6)Vp ̂  ̂  -i,. q cos9 — p sm 9,

CT =;:: — s in V (/.? cos y -{- q s ni ç ) — /' cos V,
T == — cos V (/:-» cos y -h </ sin 9 ) -4- r si it V,

). ==— Çsiûcp 4- •n cos 9 "}- /'li == N, p. == •— M s ni V — P cos'V, y :-:- <>,

et l'on a l ' ident i té
rl{ —N:r=- ^M̂.

On sait maintenant former l 'équation des lignes de courbure. Celle
équation est

( P -h p i 9 ' ) ( / + >. i 9 ' ) -i- ( W -h- W i 9/ ) [J, = 0.

Ses coefficients ont les valeurs suivantes :

/.i pi •=•=: 1\ — , }.p,i -..{-- p7i -llil- fJ.??Ti. =:= 'N1 —" --i- l'î —- -h Ç,

. -v-y^v' (: \ M^h i.̂  6>v1

^^^^^ (^ .^K j 1 " "——^ ^<

Revenons à la variable t == tan^^? e(. posons

A=^( î~^ ) .4 -2Y^• •4 - l ] l •B / (J 4-^),
lî = Ç ( .1. 4- ^ ) 4- R [ ̂ /^ —7 ( t — ^ )],
C== rR(r 4</2)_ ^^^ +^(1 ^,. ^•^

.!> ̂  B ̂  - A ̂ , F = H (B ̂  -.. A ̂ ) -,-. ç(A-.-,- .P), ..an,V - ,|.
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Nous obtiendrons facilement l 'équation suivante des lignes de cour-
bure,

ï) a2 -+- ( Cl) -+- F ) a -l- CF — D ( A2 H- B2 ) = o
ou

( c ) (C -4- a) (ï) a -4- F) — D (A2 -h B2) = o,

a désignant la quant i té 2R^. Le coefficient'î) est généralement du second
degré.

2. L'équation des lignes minima est

a-h^Q^^o,

qui devient, par les t ransformat ions précédentes,

( m ) (C 4- ay+ A,2^- B2:^ o.

Elle est bien normale, et Fôqxiation de Riccati des trajectoires orthogo-
nales est

C + a :=: o.

Les lignes de courbure particulières y sont déterminées par l ' équa t ion
A2+1^=0.

L'intégrale de F équation (w) a .̂ .y poùus critùfues fixes : î 0 quand
A ^ + B 2 est carré parfait ; 2° quand ce polynôme a, une racine double
et que les deux autres lignes y sont m i n i r n a ; 3° quand les quatre lignes.
y sont minima.

On vérifie aisément que les lignes y satisfont à l 'équation (c), car
on reconnaît que le long de ces lignes on a toujours

• j ) a+F=o .

Les points du cercle qui appartiennent aux lignes y sont ceux où le
plan tangent à la surface engendrée passe par l 'un des foyers de la
génératrice.

§ 2. — Cas où l'équation (c) est normale.

1. D'après ce que nous avons vu (I, § 3), les cas possibles de ce genre
sont les suivants : i° le cercle générateur a une enveloppe; 2° A2-^2 est
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/m carré pa/fait, les lignes y .9o/z/ confondîtes deux à deux ( j ); S'1 /rt ^//'-
face cerclée admet deux lignes d^ombilics. A n a l y l i q u e m e n t , la c o n d i t i o n
est que le polynôme I) divise F. Le premier cas est celui ou A el.B ont
un facteur commun, correspondant à Fenveloppe, le lon^' de l a q u e l l e
tangV doit apparaître comme indéterminée. Dans le second, cas, les
polynômes A -+-B^, A — îii sont des carrés p a r f a i t s ; d ' a i l l e u r s A et, B
ne peuvent avoir en même temps 'on facteur l i n é a i r e c o m m u n , car ils
en auraient un second et la surface dev iendra i t une enveloppe de
sphères : nous écartons cette hypothèse. Ces deux premiers cas sont
les seuls où D di-vise à. la fois A2"-!- B2 et B ~r" -— A •,--- ; i l s sont évidem"au ( ) ( (
ment réalisables géométriquernent; nous montrerons la possibi l i té du
troisième et dernier cas.

2. Supposons l ' équat ion normale et posons F ^ - D G , G é t a n t un
polynôme entier du second dc^ré. Inéquation ( f ' ) devient .

( C - h a ) ( G . 4 - a ) - (A^-h B^ro.

Son discr iminant A est
A ^ ^ C — G î ^ - . - h - ^ A ^ + B 2 ) .

L'intégrale de l 'équation (<?) aura ses points c r i t iques l'ixes :
1° Si A est carré parfa i t , soit A ==P2. Alors l 'équation ( c ) donne

^ _ — c — G ± P
2

Le long des lignes y, A,^ 4- B2 = o, G4"a:^o; donc ces lignes
seront des solutions particulières de l 'équat ion de Biccat i , dans
laquelle le numérateur se rédui t à -— 2 G pour A2 4- B2 ~:= o.

2° Si, deux des racines de A sont égales, et les deux autres solut ions
singulières, nous savons que ces solut ions ne peuvent ,correspondr(î
qu'à une ligne y min ima , ou à une directrice isotrope rect i l igne, ou
peut-être a l9 enveloppe, quand il y en a une, car nos raisonnements
ne s'appliquent pas le long d'une telle l igne. Une l igne y e s t d ^ a i l l e u r s

(r) Surfaces à focale isotrope do M, Dcrnartrûs. ThèsO) îB85. Gauiliiôr-Viîlarrf.
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solution singulière si elle est minima, c'est-à-dire vérifie à la fois les
équations

C-+-a=:o, A 2 4-B 2 =o,

Une directrice recliligne isotrope annule A et satisfait à l'équation

C + Ga -l- ———— == o.
îî

3° Enfin, aux quatre racines de A peuvent correspondre quatre so-
lutions singulières.

§ 3. — D'une classe particulière de surfaces répondant à la question.

Toutes les sur-faces déterminées par la condition que le polynôme CD — ¥
soit identique à 0 répondent à la c/uestion; car, d'après cette i den t i t é»
D divise F, et, (l 'autre part, A se réduit à 4 (A2 -l- B2) ; mais les l ignes
A2 4" B2 == o vér i f ient l ' équa t ion G 4- a == o, et dans le cas qui nous
occupe G- === C; donc loute racine s imple de A sera so lu t ion singulière
puisqu'elle vérifiera l 'équation C 4 - a = = o ; par suite, selon que
A2 4- B2 aura quatre racines simples ou une racine double et deux
autres dist inctes, ou deux racines égales deux à deux, on aura un des
cas d ' intégrat ion que nous venons de signaler.

La signification géométrique de l ' ident i té C D — F === o est la sui-
vante : cette ident i té est la condi t ion nécessaire et suffisante pour que
l 'équation (c) devienne

( C , + a ) 2 _ ( A ^ + B 2 ) ̂ ^

qui. caractérise les surfaces dont les lignes de courbure sont conju-
guées par rapportait cercle et à ses trajectoires orthogonales, C4-a==o.
Donc on a le théorème suivant :

Les lignes de courbure des surfaces cerclées telles que ces lignes soient
également inclinées en chaque point sur le cercle générateur .s obtiennent
par l'miégration d'équations de Hiccati ou par quadratures.

La délermi nation générale de ces surfaces parait d i f f ic i le ; l ' iden-
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tité C D — F = = o donne cinq équat ions de condi t ion d i f fé ren t ie l l e s
entre les c inq fonctions arbitraires dont dépend la surface ( < ) .

Nous allons former les trois catégories de surfaces pour lesquelles
l 'équation (c) est normale et donner, pour chacune d'elles, quelques
exemples d'intégration relatifs no tamment aux surfaces par t icu l iè res
que nous venons d ' indiquer, et qui peuvent appartenir à l 'une des trois
catégories.

§ 4. — Surfaces © dont la génératrice a une enveloppe.

Supposons cette enveloppe correspondant à. t =co. A et B doivent
avoir une racine inf in ie commune, d'où les cond i t ions ^==t i \
Ç == — Ry. • La surface dépend encore de /?•„ y, 7*, Y] e t 'H. Les compo-
santes du déplacement du point de contact du cercle avec l 'enveloppe
sont

Ç ̂  IV == o, n — r U, Ç 4- R q ̂  o.

Si l'on a Y] ==rR, l'enveloppe est un p o i n t , la surface est inverse
d'une surface réglée, et nous pouvons laisser ce cas de côté : nous
prendrons alors pour variable u l'arc de Fenveloppey et nous poserons,
par conséquent,

Tj r:"2 r II -1- ï ;

la surface dépend alors de quatre fonctions arbitraires //, y, r, R. On a

A.== 2(^4-^), B= 2 'R(p6 — q), C=-— ̂  — '2 ̂  4- ̂  — i , 1) =— ^B(^r) 4-7^)

(nous écartons les enveloppes de sphères D === o). On voit que les coe;f^
ficients de (c) admettent, comme on l'avait prévu, la racine double
commune t ==ao.

Voyons si V enveloppe peut être solution singulière : le discr iminant
A n'admet la racine t ==:co que s'il, en est ainsi du, polynôme CD — 'F;
mais alors il l'admet comme racine double et nous n'avons plus à nous
préoccuper de savoir si elle peut être néanmoins solution singulière.

( l l) M.Dtômarfcres (Thèse, ï885; Gauthiôr-Villars) indique la détermination des surfaœs
cerclées dont les lignes de courburo ont, sur chaque génératrice circulaire, 'âne ineli-
•naison constante, maisdifférente de 4,5°- Sa rnéthode n'est pas applicable à ce cas particu-
lier, sauf pour les anallagmatiques à focale isotrope.
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Ainsi, par une ^ condition unique, l'enveloppe correspond à une racine
double du discriminant.

1. Pour exprimer que A est carré parfait, il suffira de déterminer
une fonction 2/de u seul, telle que l'on ait identiquement

A^(GI)-F+2/) 2 ,
d'où. l ' identité nécessaire et suffisante

j)2(A.2 -+-1-^) —/(CD — F) +/â = o.

L'équation (c) donne alors

-^ "-(^n)-
Les lignes Y v é r i f i e n t la seconde de ces équations; ce sont ici les

deux lignes A2 + B2 == o (deux des quatre lignes du cas général sont
confondues avec l 'enveloppe).

2. Le d iscr iminant de l 'équation Cm) des lignes minima a, dans ce
cas, la racine double /==a) : donc le seul cas où, l 'intégrale de (m) ait
ses points c r i t iques fixes est alors celui ou les deux, lignes (y) sont:
minima, et vérifient les deux équations A 2 - + - B 2 = = o , G + a = = o ;
elles sont aussi, dans ce cas, so lu t ions singulières de (c), et annulent ,
par conséquent, son d i sc r iminan t , d'où l ' ident i té

CD — F == H (A2 4~ B2) (H fonction de // seul),

nécessaire et suffisante pour que les lignes y soient solutions singulières
de Cm) et de ( c ) . Il en résulte

A :::::: (A2 4" B2) [H^ A2 4- IP) 4- 4D2],

et A a une racine double lorsqu'il en est a ins i du crochet; en se bornant
aux résultats réels, il faut pour cela que H == o, et nous reïrowons ainsi
les surfaces de celte catégorie à lignes de courbure également inclinées
sur la génératrice.

3. Voici deux exemples simples du cas où A est carré parfait et de
celui ou les l ignes de courbure sont également inclinées sur le cercle.
Avant de les traiter, remarquons que les surfaces de cette catégorie
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n'ont jamais leur focale isotrope, car les composantes du déplacement
d'un foyer z == iR du cercle générateur sont

IV+- ^R, -n — ipi\, - ̂ R 4- n:̂  /(R^-h iql\);

par conséquent, les déplacements des deux foyers ne seraient isotropes
que si T] ==p == o, et la surface serai t enveloppe de sphères.

L'expression développée de CD — F est

Cl) - F = aR j(/^ + r/yi) [^(2ï] + r)4" 4.^ -(^ - i)]

4- ^R2(^-y)2-%R[(/^ l -<y)(y]^ +^)^(y,^ - ̂ (r^ + ̂ :| ;.

Premier exemple. — Cherchons les surfaces pour lesquelles A est
carré parfait, et telles que le cercle générateur soit dans le plan oscîilal^u'
de l'enveloppe, d'où/? == o. En développant l ' ident i té indiquée

D^A^-h B2) -/(CD - F) —/2,:_ o,

on trouve les résul ta ts su ivan t s , dans lesquels À désigne une fonc t ion
arbitraire de u,

n.rpy.^ ^ „„ H.7 , -, /, H^/lîïr'*(Àii ) ^ ̂ ^^^, ^ ,,, ̂ , ^ = ̂ ^ y ,,, ̂ l^ ^ ,

d'où î^/^.? solution dépendant d'une fonction arbitraire, et dont les lignes
de courbure sont déterminées par deux, équations de RiccatL

Deuxième exemple. — Dans cet exemple, C D — F est identique
à o, ce qui donne lieu, pour cette catégorie de surfaces, à trois équa-
tions entre les quatre fonctions/?, y/R, Y]. Supposons en particulierque
le diamètre Ox du cercle, normal à Feweloppe, décrive une développahle.
On trouve alors, une fois écartées les enveloppes de sphères, les con-
ditions

g-==0, 273=1, 2/?^ 4-R//=:0, 2/^~- R(p^— ^//)::,;:ro

(et 1/on a déjà ^ === R'), d'où l 'on déduit

^="•=0, ^=a(const . ) , p'R^ ^(consL).

Donc on prendra-

- , ; R=^ p=^ r^^^ ^ ^



SUR LES SURFACES À GÉNÉRATRICES RATÏON:SELLES. 8î

D'ailleurs, le point A de OX qui décrit l 'enveloppe G de cet axe est
jus tement le point du cercle diamétralement opposé au contact avec
l'enveloppe, car la projection du déplacement de ce point d'abscisse B
sur Oy est Y] -h rR, qui est ici n u l l e ; l'arc de G peu t d 'a i l leurs être
pris égal à 2R, car sa dérivée est ^ 4- R'== 2ÏV. On d é d u i t donc de la
le théorème suivant :

Soil une ligne T dont le rayon de courbure est proportionnel à / ' 'arc y le
rayon de torsion au carré de l'arc, et un cercle mobile orthogonal à G,
de diamètre égal à l'arc et tangent à une développante de G. Les lignes
de courbure de la surface qu'il entendre sont également inclinées sur lui,
et se déterminent par Vintégratio/i d'équations de lîiccati.

4. Si l'on cherche les surfaces du premier exemple ci-dessus pour
lesquelles l 'enveloppe est une droite ( r = o), celles que l 'on t rouve sont
comprises dans une classe générale qui doit être signalée : le cercle géné-
rateur est tangent à une droi te en un p o i n t mobile déterminé par sa
distance u à une origine fixe, le rayon B. du cercle et l 'angle co de son
plan avec un plan fixe é t a n t donnés par les formules

il :=: a lang'K^), R P
cos^.IU)

a, P ,K sont trois constantes (don t une d 'horno thé l ie ) ; d'où

Ar=2 (^4~<0 , B-=2Ç==J),

dh} cos^K.œ „ .̂  6 , .^ ̂  ^ ^..^^^^^^^^^^^^^ Ç__B^^(coost.),

ce qui conduit à prendre t -4- ^ == 9 à la place de ^, comme var iable . Les
lignes v =: const . correspondent à la condit ion géométr ique V = const.
On t rouve alors fac i lement

/• Pj2
G -h a :rr sJîV— t,»2— 11^ 4-i, I) a -h F ̂ ^(Rp^- ^4-Ç2);

donc, comme C est constant, les variables se séparent immédiatement dans
les équations des trajectoires orthogonales du cercle générateur, des lignes
mmima de la surface engendrée et de ses lignes de courbure; les points
critiques des intégrales de ces deux dernières équations ne sont

Ànn,. clé l ' É c . Normale. 38 Sônc.Tome XII. — MARS 189.5 î l
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d'ailleurs pas fixes, en général; ils peuvent le devenir si les con-
stantes a, p , K vérifient une condition convenable. Si l'on chois i t pour K
un nombre commensurable, ces surfaces sont algébriques.

5. Il reste a donner un exemple cVune sur face (à pour laquelle les quatre
racines de A sont solutions singulières de F équation Ce). Cette quadruple
condit ion peut déterminer ana ly t i quemen t la surface. Le cercle géné-
rateur doit alors s^appuyer sur quatre directrices isotropes, dont deux
au moins sont rectilignes, les deux autres pouvan t être, soit les
lignes y, soit deux autres droites. Or , ces quatre directrices déter-
m i n e n t une congruence de cercles qui s 'appuient sur elles; en général,
les seuls ensembles de cercles à un paramètre de cette congruence,
admet tan t une enveloppe, sont formés de cercles passant par un po in t
fixe d 'une des directrices, et les surfaces correspondantes sont inverses
de surfaces réglées. Cependant , le second exemple ci-dessus montre
qu'il, n'en est pas toujours a i n s i , car le cercle générateur s'y appu ie
sur les deux lignes y en restant tangent à leurs plans oscillateurs : donc
il a p p a r t i e n t à une congruence dans laque l le les points (beaux sur
chaque cercle sont con fondus deux à deux; et cependant nous obtenons
une inf in i té de ces cercles enveloppés par une ligne proprement d i te .
Voici comment on peut expliquer ce fai t : soient

<p(.r,y, z,a, b)=:o, ^ ( x , y , z , a, ̂ )=ô

les équations d'an cercle dépendant de deux paramètres arbitraires a
e t & .

Ses foyers sont sur la surface S :

à^ ô^ à^ à^f
à a àb à a àb ""'

(qu'on peut supposer toujours être une quadrique, en laissant décote
les dcuK foyers à l ' inf ini) ; supposons que les points d'intersection de
S avec le cercle correspondant soient bien déterminés (sauf peut-être
pour certains cercles déterminés en nombre fini) et qu'ils décrivent une
ligne

x=f,{a), ,r=/2(û0, x;=:/3(a),

a ayant été convenablement choisi au préalable. Si ^reste fixe, A v a r i a n t
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seul, deux cercles voisins se rencontrent, de sorte que -y^ Ç-̂  sont
identiquement annulés par oc ==y^ (a), y ==/2 (a)» -s ===y*3 (a), quels
que soient a et b.

Par suite, l 'équation différentielle

^? /7 ^9 77 ^ 7 ^ 77— da -h — CT<y =: o ou —- cla -4- -x db •==. o,<?a <J^ àa àb 9

qui détermine les systèmes enveloppés, se réduit à dci == o, car -^? —^
ne s 'annulent pas à la fois le long de la ligne focale considérée, puis-
que, alors, tous les cercles de la congruence seraient tangents à cette
ligne. Mais supposons, au contraire, qu'il existe un système simple-
ment infini (\Q cercles de la congruence, tels que chacun d'eux soit
tout entier sur la surface 2 correspondante, de sorte qu'il suffi t pour
cela d'une seule condition entre a et b,

on en tire
F(a^)=o;

^=Fi(a),

et eu remplaçant x , y , z , b par y,, /a, /g, ï^ dans l 'équat ion d^ == o, on
obtient une équat ion ordinaire qui, dé te rmine le po in t (a) du cercle
où ce cercle rencontrera le cercle i n f i n i m e n t voisin; ce point décrira
l'enveloppe du système F(<2, b) == o. C'est cette circonstance qui. doit
se présenter dans l 'exemple signalé. Or, une fois choisies les direc-
trices de la congruence, on pourra la reconnaître par des opérations
purement algébriques. D'où, par exemple, le théorème su ivan t :

On pourra toujours obtenir, par des opérations purement algébriques,
les surfaces © dont le cercle générateur s'appuie sur quatre droites iso-
tropes; leurs lignes de courbure s'obtiennent par quadratures.

D'ailleurs l'étude, faite à ce point de vue, de la congruence des
cercles qui s'appuient sur quatre droites isotropes paraît compliquée.
Remarquons seulement que, si deux des directrices se rencontrent, les
cercles de la congruence qui ne passent pas en leur point commun ap-
part iennent chacun à une sphère tangente au plan de ces droites en leur
intersection; par suite, ils ne peuvent s'associer de façon à donner des
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cercles enveloppés par une ligne proprement dite. En général, le plan
des cercles enveloppe une surface de troisième classe contenant les
quatre directrices; si ces droites sont sur une même quadrique, l'en-
veloppe se décompose en cette quadrique et son centre; si l'on consi-
dère un des cercles dont le plan passe par ce centre, on peut, sous
une seule condition, le faire passer aussi au centre et l'on a ainsi un
nouvel exemple du fait signalé plus haut. Mais la surface © correspon-
dante est évidemment une inverse de (juadrique.

§ 5. —• Surfaces à focale isotrope.

1. Ces surfaces forment la seconde classe de celles pour lesquelles
l'équation (c) est normale.

Elles nous sont apparues comme celles où. les lignes y sont confon-
dues deux à deux (les enveloppes do sphère étant écartées)* II est
f a c i l e d'en conclure que les focales (qui peuvent former une seule ligne
analyt ique , ou non) do iven t être isotropes et réciproquement; consi-
dérons, en effet, deux cercles générateurs inf in iment voisins, C et (7,
et deux cônes isotropes voisins qui les cont iennent et ont pour som-
mets deux foyers voisins F et F\ Les plans tangents isotropes à la sur-
face engendrée, le long de C, sont les p lans tangents communs aux
deux cônes F, F' et aux cônes conjugués Fi, F',, c'est-à-dire les plans
tangents menés au cercle de l ' infini par les tangentes aux focales l ieux
de F et F^ par ces points F e f c F ^ . Or, dans le cas actuel , les deux plans
tangents issus d'un même foyer doivent se confondre ; donc la tangenle
à la focale doit être isotrope et réciproquement. Donc ces surfaces
sont engendrées ainsi : le cercle générateur est à ^intersection de deux
cônes isotropes dont les sommets décrivent deux 'lignes isotropes arbi-
traires L et Lt ; par conséquent, elles dépendent de trois .fonctions ar-
bitraires, comme le montre d 'ai l leurs M. Demartres dans le Mémoire
déjà cité. [Il est à remarquer que les surfaces © de la classe précédente
sont les seules qui dépendent encore de quatre arbitraires, l ' équa t ion
(c) étant normale.]

Formons l'équation (c) dans le cas actuel, en posant

A + B < f = = P 2 , A — B ^ Q 2 ,
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P et Q étant deux polynômes linéaires en i, qui , égalés à o, détermi-
nent les deux lignes doubles^. L'équation (m) est

(C -4 -a ) 2 +P 2 Q 2 ==o ;

elle se décompose immédiatement en deux équations de Riccati. On
trouve, d'autre part,

'"-K^-Q^Q. ^[-H^-^)-^]^
et, par conséquent, F et D ont bien le facteur commun PQ. Donc on
peut poser F == DG, G étant ent ier en £, et Inéqua t ion (c) devient

(C-4- a) ( G + a ) — P 2 0 2 = : o .

On a d'ailleurs
A = ( C — G)2^?2^)2,

d'où cette conséquence que, si une des racines y annule le discrimi-
nant , elle y est mcine double. Par conséquent, nous n'avons pas à
rechercher dans quel cas les lignes y deviennent solutions singulières,
et nous sommes ainsi, condu i t s à é tud ier les surfaces telles que A soi t
carré parfait , sous la condi t ion C — G== 2p PQ, p étant fonction de u
seul.

2. Prouvons que, quand A s''annule ainsi sur une ligner, elle est droite^
et réciproquement. En effet, comme nous l'avons vu, si A s 'annule sur
y, il, en est de même de C-ha et réciproquement, c'est-à-dire que y
satisfait à la condition d'être orthogonale au. cercle générateur; mais,
en tout point de y, le plan tangent est isotrope : donc la direction or-
thogonale au cercle générateur dans ce plan l'est aussi; par suite, i l
faut et il suffit ici que y soit isotrope; or, si la focale coiTespondante
est courbe, y est tracée sur la développable isotrope dont cette focale
est l'arête, donc y ne peut être isotrope; ainsi, il faut que la focale soit
droite, et cette condition est suffisante, car le plan isotrope correspon-
dant à cette droite est tangent à tous les cercles générateurs, et y se
confond avec la focale, en coupant orthogonalement ces cercles. Donc
les surfaces ci'dessus ont pour focales deux droites isotropes et réciproque-
ment; si les deux focales se coupent, la surface est une inverse de
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cylindre, cas écarté ; si elles ne se coupent pas, il existe une sphère
un ique les contenant, et tou t cercle générateur, ayant ses foyers sur
cette sphère, lui est orthogonal. Donc les surfaces sont anallagmatiques;
ce sont évidemment toutes les anallagmatiques à focale isotrope.
D'où le théorème suivant :

Les lignes de courbure des surfaces anallagmatiques à focale isotrope
se déterminent par l'intégration de deux équations de RiccaU (/ ).

En posant G == G " 2pPQ, l 'équation (c) dev i en t
( C 4- a )2 — 2 p PQ ( C 4- a ) -- P2 Q2 = o,

d'où
C+a=(p±V^Tî")PQ.

On a donc deux intégrales particalières P == o, Q== o de chacune
des équat ions de Riccat i ; la, forme de ce résultat montre f a c i l e m e n t ce
théorème, dû à M. Demartres, que les lignes de courbure de chaque
série ont une inclinaison constante sur le cercle générateur, tout le long
de ce cercle; dans le cas particulier de p == o, celte inclinaison est (.kî
45o.

3. Il fau t remarquer que, d'une manière générale, si une génératrice
rationnelle cVune surface s'appuie sur une droite isotrope t = o en restant
tangente au plan isotrope correspondant le discriminant de l'équation
des lignes de courbure admet t == o comme racine multiple. On le recon-
naît aisément en mettant les coordonnées d'un point de la génératrice
et les paramètres directeurs du plan tangent en ce po in t sous la fo rme

x == ̂  -h a y ( a ) -1- ^X, j == Jo "4- (3 <p ( u ) 4- t Y, s = ,̂» + 7 ? ( ̂  ) + ̂  ̂
l =: a 4- tL, . m = P + 6M., ri = y -h ^N,

^o» Vo» ^o é^ï11 des constantes, a, P, y aussi, avec la condition
^^^+^=0. Si l'on forme alors l 'équation

c t l ^ m d z — ' n d y ) -\-dm{ndx — l d z ) - J ^ d n ( n € l y "~nr f^ )==0y

on reconnaîtra facilement l'exactitude du fai t énoncé,

(Q DEMA.RTRES, Comptes rendus, 1888, 1er semestre.
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4. Revenons aux surfaces à focale isotrope; A peut être carré par-
fait autrement, lorsqu'on a

C — (:, -4- a IPQ = R2, G — G — 2 i PQ = S2,

R et S étant deux fonctions linéaires de t, imaginaires conjuguées si
la surface est réelle; on en dédu i t

4 iPQ = B 2— S2 = ( R — S ) (R ̂  S),

R 4, g étant réel et du premier degré par rapport à t, a ins i que P, Q.
Cette identité ne fourni t pas de surfaces réelles.

5. Il reste encore à examiner si, pour les surfaces considérées, l'é-
quat ion Ce) peut avoir des so lu t ions s ingul iè res correspondant à des
droites isotropes. Remarquons que, en se donnant le lieu isotrope des
foyers, on achevé de déterminer géométriquement la surface par une
directrice isotrope, car on a immédia tement les foyers du cercle géné-
rateur passant par un point choisi sur cette droite. Le cas de quatre
directrices isotropes ne doi t se présenter qu 'except ionnel lement ,
puisqu' i l in t rodui t quatre condit ions nouvelles . D 'a i l leurs , on peu t
déterminer les foyers, fonctions de deux paramètres a et b, des cercles ••
de lacongruence s ' appuyant sur les quatre directrices; si l'on exprime
que chacun d'eux décrit un lieu isotrope, on aura entre a et b deux
conditions différentielles, et l'on pourra toujours reconnaître algé-
briquement si elles sont compatibles.

g 6. •—• Surfaces à deux lignes ombilicales.

1. Le long d'une ligne ombil icale , le centre de courbure unique de la
surface qui doit se trouver sur l'axe du cercle décrira une ligne tan-
gente à la normale à la surface. Il suffit donc, pour obtenir les sur-
faces en ques t ion , d'exprimer qu'il existe deux normales possédant la
propriété précédente; choisissons Qx de façon que leurs pieds sur le
cercle correspondent aux amplitudes o et — (o (œ différent de o et de
ît); soient a et b les z des centres de courbure correspondants. On
devra donc avoir

^ ^ ri—pb__'Ç^b^
R"coi&) """" ^"gn^ ~ ""^ ^ / ^ ces co '""'"" — R shw "" ,— b
l + ̂  „ ̂  —7^1 _ S ̂  al i±î  — ^LZl̂ L ̂  Lt-^rcôi&) """" ^"^^^ ~ "-3:"̂ - 7 ^ ç^g ̂  — _ ^ sj^ _ ^
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d'où, en égalant à X les premiers rapports, à p, les seconds,
^ "r= }iB coëû,» — aq = ̂ R cosc») — hc/y

Y] :=: ÀR s in (Y) -4- <ry =— .̂R s in c») •••••I"" ^/>,
Ç^^a'—^a =:• — ^/ — p.b.

Déplus, il reste à exprimer que les droites de directions (Rcoso^,
ï{s ino -> , — a ) , (Rcosco, — B s i n c o , — b ) sont normales à la surface
ençendrée par le cercle mobi le , ce qui donne faci lement, en vertu des
équations précédentes, les condi t ions

^R2-!- ^â) + aa'+ niV:^ o,
^(îy^b^^b^^RW^o.

Posons a == R tanga, b == "R tang'P; nous tirons de là

W IV^ ̂  ̂  , _ a^an^a, p. =:~ — ^ — (^tan^ (3 ;

on en déduit

donc

Ç-:- B a'::.::::-J^^,

a^= p' ou, Q; — (3 ::̂ : coïlBt* ;

cette constante ne peut d 'ai l leurs être n u l l e , car il s 'ensuivrait a =..^^,
'X == ^ et, par suite, d'après les équat ions ci-dessus, û) ==•0 ou TC; elle
ne peut davantage être égale àîc. Par conséquent , nous obtenons les
valeurs suivantes des rotations et t ranslat ions

_ ( À — y. ) ces fô ^ ( 1 -h p. ) s i n (Y)
- ianga — lang(35 ' """" rang'^ "•- laugp î

,„, a ta n s a — }. 1 a n g (3 .... . À ta n ̂  6 -h 4 ta n p: a . ,,, ,^ ̂  R cos w r"—"••——;•—~j-1-1 ? Y) = — R srn .̂) •1 1 1 -1 - ,..-~.-..-ff..l....•.-- , ç :_.— li ̂ /,tan^a — tangp tanga ••— lan^'p

\ et (i ayant les valeurs ci-dessus, d'où l'on déduit
IV

î, tangp — p. tanga = -,. (tanga — tangp), ^ — 1 = «/ (tanga — tarïg(3).

Les surfaces cherchées sont ainsi, déterminées à l'aide de quatre
fonctions de u : a, B, r et œ; l 'une d'elles pouvant être prise comme
variable, la solut ion dépcind bien de trois fonctions arbitraires. Un
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calcul direct donne les expressions suivantes de A et B

A = : H ( M t a n g P — N t a n g : a ) , B = : A ( M — N )

en posant
H := a H

cos2 -^ (tango — tangp)
2

M == 7. ̂  - tang-^y== Â ( ^ - p)'-,
\ 2 /

N =r ^ ̂  -+- tang^) = ̂  + p)2 (p == tang^).
\ -À / \ 2 /

On en déduit

D ^aH^j .pClanga—tangP) ( ^ — p 2 ) ,
â^ == RH^^- p2) [(^A/- ̂ j/) (r2- p2) - ̂ -p^] (tanga - langj3)

—.RH^a^tanga—tangp) 2 }^^^—? 2 ) 2 ,

et l'on reconnaî t a i n s i la présence du facteur commun i2 — p2 , dont la
d ispar i t ion rend l 'équat ion (c) normale. En posant F === DG, on a
donc

[-^/^ }.p/^. ̂  ̂  _ ).)"K ̂ 2- p^) - 4^p^
l ï1 rz: B,i -————————————————r——;-———-1——————————--" ?

2 X^R

et l ' équat ion (c) prend la forme

(C 4- <3) (G + o') — (A 2 + B 2 ) == o,

5 désignant 2ÏU'.

2. Son discriminant est A== (C—G)2+4(A2+B t 2) . Donc les quatre
lignes y, qu i a n n u l e n t A^l-B2, ne seront solutions singulières, si
C — G n est pas nul, que si A2^"- B2 devient carré parfai t , ce qui nous
ramène aux surfaces de la classe précédente; si, au contraire, C — G
est identiquement nul, nous avons un cas nouveau dans lequel les quatre
lignes y sont solutions singulières : (fest celui des surfaces de cette caté-
gorie dont les lignes de courbure sont également inclinées sur le cercle
générateur. On a, comme on l'a vu,

C = /-R(i 4- r2) — 2^-(- rj(.i — ^).
Anrt, de l'Èc. Normale. 3e Série. Tome XII. "— MARS 1895. ï'^
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Les trois conditions d' identification de C — G à o sont donc

,.R-4^=^Rp^\ rR-n=RT, 1^ =^-IVCOSG),

en désignant parT la quantité ̂ ^̂ iî ^ La dernière con-

dition est vérifiée identiquement par co := ± ̂  car, développée, elle

devient
IW ,.>,„—— •==.— H' ces G).
Si tl (x»

II suffira d 'ai l leurs d'examiner l 'hypothèse o j r r ^ + ^ o u p = = î . Si co
est variable, l 'équation précédente donne immédia tement

R langM == /n (const,.).

Soit d'abord p =î, il s'ensuit r=o, y] ==-~ RT, et cette dernière
équation, développée, donne

^i ̂  ̂  .-.-.̂ p (À — /x) _ ^Ll̂ î Ê^
% ^ r " " 1 " " " " w "" iang'a—tati^p

c'est-à-dire une relation difFérentielle du second ordre entre M et a
qui, s impl i f iée , devient

)/ [J: .^ ,s in(a+p")_ L. ̂  (},-+- ̂ ) -——v———L .
À ^ sin(a — p)

Le plan du cercle générateur des surfaces correspondantes est,
d 'ail leurs, paral lè le à, une droite fixe, car on a q = o. En particulier, st
A = (x, a -l- P = TC, on a les surfaces déterminées par

svp = _„——, <y ==: o, /' •^ o, £ = o — n = Ç, (a consi, ) ;/ H la n g a /

elles sont engendrées par un cercle de centre fixe tournant autour d'un de
ses diamètres, de façon que Variole de rotation soit proportionnel au
logarithme durayon. L'équation des lignes de courbure est

S2^ î G R ^ c o ^ a [(^+ ïy^ân^a + ̂ ï] "= 4H2^2 .

On les a immédiatement par une quadrature.



SUR LES SURFACES A GÉNÉRATRICES RATIONNELLES.

Considérons main tenan t l 'autre hypothèse

R tango.) == m;

91

el le exprime qu ' i l y a sur ()x un point de puissance constante par rap-
port au cercle, quand ce cercle varie. On voit facilement que ce point
est alors fixe. En effet, ses coordonnées sont

-—.JL. — . —1 4 cos'j/ ^ '

donc les projections de son déplacement sont

. / R Y rR , r/R• + ——— , ri -h ———-, Ç — --/— *
\, ( • 0 S C^) ) C 0 S û> ) C 0 S û)

mais

^^ R / C O S G » , -^YÎ =— Rï(i + p 2) , a / - R =:RT(J — p 2 ) , Ç=:-~ Ra'.

Ces égalités, jointes à la valeur de y, trouvée antér ieurement , et à la.
condi t ion Rtangco == m, en t ra înent la nul l i té des trois projections du
déplacernent. Donc, les surfaces que nous considérons sont anallcigmci-
tiques. La condi t ion ^r\ == — RT(i + p2) les détermine; c'est une rela-
t i on d i f férent ie l le du second ordre ent re a et œ. On obt ient une solu-
t ion par t icul ière en c lie reliant les surfaces telles^^ue le plan du cercle
soit parallèle aune droite fixe parallèle à 0^; on doit avoir q == o =-= r\
II faut et il suff i t pour cela que \ == p-, d'où T == o == Y]; par consé-
quen t , a et p doivent être supplémentaires (et par suite constants).
Les surfaces sont alors ainsi, déterminées :

W COSr,) . tu' COta ,. ,;. _ î)lh)' COSr,)_ — , r j==o , € = = 0 , /}-=-.— ———? /7.=o, r==o, lUan^a) --= m;sin-^) CQS&)

par conséquent, le plan du cercle tourne autour d'une droite, le centre
décrit celte droite^ et si u est sa distance à un point fixe de la droite,
l'angle de rotation 0 du plan du cercle et le rayon R sont donnés par les
formules

m r=— // sh'U), R •==. m cota) ==— 11 cosw, Q = cotaL lang' ( - — - - ) -\4 l /

On formerait aisément l 'équation des lignes de courbure, qui se
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ramené aux quadratures dès que l'on a intégré l ' équa t ion des trajec-
toires orthogonales, rédui te ici à R^-t-R'coso»/ == o; cette in t ég ra t ion
est inunédiate .

Ains i , nous t e rminons par un dernier exemple du cas, qui n'a pas
encore été rencontré, où les quatre l ignes y sont solut ions s ingul iè res ,
à la fois, des équations (m) et (c). Les surfaces à l ignes o m b i l i c a l e s
pourraient na ture l lement f o u r n i r aussi des exemples des au t res cas.

DE'UXtÈME PARTIE.

I.
GÉNÉRALITÉS.

Dans cette seconde Partie, nous nous proposons de montrer com-
ment on peu t é tud ie r le rôle d'une l i g n e t == /o tracée su r la sur face S
l ieu des génératrices ra t ionne l les G, par r a p p o r t a l ' é q u a t i o n dif féren-
t i e l l e du premier ordre d 'une f a m i l l e de l ignes déf in ies géométr ique"
men t sur la sur face . Observons d 'abord que , par u n e t r a n s f o r m a t i o n
homographique préalable effectuée sur /, on p e u t rédu i re /o à o, ce
q u e nous supposerons toujours .

^ 1. - Développement des coordonnées d'un point de la génératrice
rationnelle.

Les coordonnées absolues d 'un p o i n t de G sont des fonc t ions ration-
nelles de /. On peu t toujours les écrire a in s i :

[ ..-r — ..r1,, 4- f i " 1 Xi 4- .A t m { • n Y Î 4- yY^'^-^'Zi,
( l ) y •= y,, + g ̂  X, + ̂ , / / / /-^ Yi + ̂  fm~^^'7^

, \ z =-: 5o+ II t 1 1 1 Xi 4- Ai t " 1 } /' YÎ 4- //^-^-^'Zi,
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sons les condi t ions suivantes : ^ o » J o » ^o.»/' g^ ^/u g^ ^ i » / î » S'^ ^
sont des fonctions de u seul ; si la génératrice est gauche, le détermi-
nant / g h est 7^ o ; n et n' sont des entiers positifs au moins égaux
à i, m un ent ier ̂ o, mais/m?^/'ou négatif suivant que la ligne t == o
est à distance f inie ou à l ' i n f i n i , et, dans ce dernier cas, m-^-n,
^^.yi^,^ sont supposés 7^0; enf in X i , Y,, Z ^ , fonctions de £ et
de u, ont pour ^ = = 0 une va leur f in ie , 7^0. Le déve loppement en série
suivant les puissances entières de t des trois coordonnées .'r, y, z per-
mettrait , par exemple, d'arriver à ces expressions; d 'a i l leurs , elles
sont évidemment possibles d 'une i n f i n i t é de manières, car on peut ,
sans en modifier la forme, remplacer/ , , g',, /^ par des combinaisons
l inéaires et homogènes à coeff icients fonct ions d e u. d'elles-mêmes et
des fonctions /, g\ h de la colonne verticale qui les précède, et de
rnême/j, g^, h^ par des combinaisons l inéaires et homogènes d'elles-
mêmes et des coefficients des deux colonnes précédentes. La significa-
tion géométr ique des coefficients rend ce fait év ident : Supposons
d'abord la l igne l == o à dis tance f i n i e ; .x^pjo» -^o sont- 1^ coordonnées
du. po in t décr ivant la l i g n e / === o de la surface;/, g, A d i r igent la tan-
gente à la génératrice G en ce p o i n t , J\ ̂  /^ une droi te quelconque du
plan oscillateur, f^ g^ h^ u n e dro i te quelconque hors de ce plan
()/ g Â|^o) . Les exposants ont aussi une signif icat ion géométrique,
et i n d i q u e n t le nombre de p o i n t s c o m m u n s confondus avec / ==== o de G,
entre cette l igne, un plan sécant quelconque, un plan tangent et le
plan osculafceur ; nous appel lerons m U ordre de singularité du point
t ==: o sur G : dès q u e m est > r , il y a rebroussement en ce point ;
n sera l'ordre tangentiel en ce po in t : si n ̂ > i, il y a inf lexion ; enfin
n' sera l'ordre cV oscillation : si n ' ' ^ > i , le plan osculateur est station-
naire. Supposons ma in t enan t m négat i f = = — r n ' , l=o é tant alors à
l ' in f in i sur la surface; on peut prendre pour coordonnées homogènes
du point

^i=^o^'-l-/X.i,+/i^Yi-+-/^^-^Zi, ,yâ==..., .^3==..., : ^^t"1',

et alors trois cas sont à d i s t inguer : i° rn' <^ n le po in t considéré sur G
est à l ' i n f i n i dans la direction /, g, h, qui est celle de l 'asymptote
passant par (x^ yo, ̂ ), /^ g^ h^ dirige une droite du plan oscula-
teur à l ' i n f i n i , /a, ^2, /^ une droite quelconque hors de ce p lan ;



()4 M, LELIEUVIŒ.

^o ̂  _]._ ^/ ^> ̂ ' ̂  ̂  ]^ point de G- est encore à l ' inf ini dans la direction
/, g\ h, mais l 'asymptote est ent ièrement à l ' i n f i n i , et seul le plan
oscillateur est encore à d i s tance finie et déterminée par les directions
/, g-, h, /i, gi A , ; (.ro,yo, ^o) est un po in t quelconque de ce p lan , à
distance f i n i e ; 3° m' est >/x 4- n\ le point de G est à l ' inf ini dans la
direction/, g\ À, mais la tangente et le plan oscillateur sont à l ' i n f i n i ;
/',, ̂ i , À, détermine un second point à l ' i n f i n i de l'asymptote, (^oTyo^o)
est un point quelconque de l'espace. On dé terminera i t f a c i l e m e n t ,
dans chacun de ces trois cas, les ordres de s ingular i té , tangent iel et
d'oscillation du p o i n t .

Ce mode de représentation convien t , na tu re l l ement au, cas part i-
cul ier de G p l ane ; il suffi t de supposer /'?/ in f in i , ou de suppr imer la
dernière colonne ver t icale dans les expressions i n d i q u é e s ; alors si G
n'est pas d r o i t e , les deux directions/, ^, A,/, ff^ /?i sont d i s t inc tes .

De plus, i l est r éa l i s ab l e dans tous les cas, yue le point l ^= o soit
réel oa imaginaire, par exemple , en d é t e r m i n a n t d'abord les coeffi-
cients f o n c t i o n s de u d'après l e u r s ign i f i ca t ion géométr ique, d'où l 'on
déduira f a c i l e m e n t ensuite, par i d e n t i f i c a t i o n , les exposants m, / / , /^.

§ 2. — Principe de la méthode.

C'est, au fond , celui qui a déjà été appliqué aux surfaces réglées et
cerclées (1). Nous rapportons la génératrice G à, un trièdre t r i rectangleT
lié à elle et qui ne dépend que de a.Soient(^o,j^, z^ les coordonnées
de l'origine 0 de ce trièdre par rapport aux axes coordonnés fixes
Qxyz, a, [Ï, y, a ^ , [^, Y i , a^, pa, ya les paramètres directeurs des
arêtes OX, OY, OZ de ce trièdre, L, M, N, P, Q, 11 ses composantes
de translation et de rotation (projetées sur lui-même). Toutes ces
quantités sont des fonctions de u seul; les coordonnées X, Y, Z d'un
point M de la génératrice G par rapport à ce trièdre dépendent de u et
de l, et les coordonnées oc, y , s de ce point par rapport aux axes fixes
Oxyz sont exprimées ainsi :

x "^ ,XQ -h a X +• ^1 Y 4- a^Z, y •=.... -3 ••=.. , ..

( i ) Thèse, Cliap. II, ï'0 Partie.
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Les composantes su ivant les arêtes de T d'un déplacement de M
sont

^+ /"L + <)x ̂  QZ - Ï\V\ du,
\ au )

^dt^(ï^^•—— Ut/ --r" i JLJ -T- "^—
àt \ au

Par conséquent , siFon considère une fami l le de l ignes tracées sur la
surface S, dont l ' équat ion traduise une propriété de ce déplacement ,
on pourra expr imer les coefficients de cette équation d 'une part avec
L, M, N, P, Q, R, et leurs dérivées, d 'autre par t , avec X, Y , Z , et leurs
dérivées part iel les, et l'on étudiera la composition de ces coefficients
par rapport au facteur t, t == o é t an t la, l i gne considérée sur la sur-
face.

Le succès du procédé t ien t au choix du t r ièdre T lié à la générat r ice
mobile .

Pour faire ce choix, revenons aux expressions fondamentales ( i) des
coordonnées.

Si la direction/ç'À n'est pas isotrope, non plus que le p lan desdi rec"
tions/^Â,/ g ^ h^, tout le long de la ligne t == o, nous pourrons p rendre
OX de ï paral lè le à/, g\ h, OY pe rpend icu la i r e à OX dans le plan P
[/ g, À,/, ̂ , À, |, OZ complé tant le t r ièdre ; et nous supposerons les
développements préparés de f a ç o n que l'on a i t

f==a, ^=:(3, h=y, / i==ai , é ' i^Pi» A i = 7 i ;

de plus nous prendrons pour or ig ine 0 de T le po in t (^ojo-So) des
développements ( ï) ; et cela peut se faire, que t == o sou à distance finie
ou à l'infini. En particulier, si. t = o est à distance f i n i e , le trièdre T
n'est autre chose que le t r ièdre naturel de G ( tangente , no rma lep r in -
cipale, binormale) au p o i n t ^== o de cette ligne (notons que ce po in t
peut rester fixe). Si la direction/, g , h ou le plan P sont isotropes, T
ne peut plus être ainsi, choisi. On dirige alors les arêtes de ce trièdre
par des combinaisons linéaires et homogènes convenablement choisies
des coefficients/... , ^ • • • » ^ • • - ^es développements; nous ne nous
arrêterons pas à les indiquer en général , et nous nous bornerons à en
montrer un exemple simple en trai tant le problème suivant.
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I I .

SYSTÈMES BATlOiNNELS PLANS DIVISÉS ÏIOMOGHAPÏIïQUEMENÏ
PAR LEURS TRAJECTOIRES ORTHOGONALES.

Proposons-nous le problème su ivan t :
A quelles conditions une génératrice rationnelle plane mobile est-elle

divisée homo graphiquement par ses trajectoires orthogonales?

On sait que l 'or tbogonal i lé se conserve quand on développe le plan
mobi le de la génératrice sur un plan fixe; donc i l su f f i t de résoudre la
quest ion pour un réseau plan de génératr ices r a t i onne l l e s . Supposons-
le défini par les expressions

.r == .r, +/^ X.! 4-/i i " 1 ^ 1 Y\,
y •== y y 4-" gt^ X i 4- ̂ i lm^fl• Yi.

Nous . p r e n d r o n s toujours le point (^o?yo> 1(••)) pour or igine du
triedre T(Y = ̂  == z^ = o), de sorte qu'on aura. aussi dans le plan du
système

.T •== a-o + a X. 4- a i Y, y == jo 4- (3 X 4" P i Y'

(notat ions ci-dessus). L'équation différent ie l le des trajectoires ortho-
gonales sera

t/it -h- ̂  ̂ == o,
en posant

-(^(^ ^^(•-^-^^K11^—)'
11 faut donc chercher dans quel cas ^ est divis ible par Ç, c'est-à-dire

à quelles condit ions un facteur ̂  de Ç apparaît dans ^, de sorte que |1

ne devienne pas i n f i n i pour t == o. Ici, /, ^ d i r igen t la tangente à G,
quand i == o est à distance f inie , ou bien, quand cette l igne / = o esta
l ' in f in i , i n d i q u e n t la direction dans l aque l l e s 'éloigne le po in t corres-
pondant.

1° La direct ion (/, g} n'est pas isotrope. On p e u t supposer a =/,
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p ==r ^, a., ==/,, p., == y , , X ==- ^ X < , Y — ^^Y,, de sorte que ï est le
trièdre naturel de la génératr ice, le long de la l igne l == o. Nous pose-
rons

<r/A ._... Hfi-\ \ u i —. nn+ti-\\
()t ——— x2' ^ ~" 1 2 Î

X^ et Y^ étant f in is et ̂  o p o u r ^ == o. Donc on pourra écrire

'c~=. fïtll•~•ÏS, ^=r ^"-1(L'X2•+ M ^ Y ^ ) 4- ^^-^Si,

S étant fini et ^o, pour / == o, et S,< étant alors f in i , rnais pouvant, êire
nul.

Pour étudier le rappor t ^-5 distinguons deux cas s u i v a n t que ni est
's

posi t i f ou négatif.
Si m est positif, c'est-à-dire si t == o est à distance f inie, le rapport

^1 reste fini. pour t=o a u x cond i t i ons su ivan tes : dès que rn est ^ > ' î »
L == o doi t être n u l , c'est-à-dire que la l igne t == o est orthogonale aux
génératrices; cela suf f î t , si /zest ' ï m — T ; si n -< w — ï , il faut de plus
que M = o, c'est-à-dire que le po in t s ingul ier / ==• o doi t rester fixe. •
Ainsi les rebrou.ssements à distance f i n i e des génératrices, pour les-
quels m $ / ^ 4 - i , doivent se déplacer or thogonalernent aux généra-
tr ices; les autres rehroussernents à d i s t ance f i n i e (//? > n -t- r ) d o i v e n t
rester fixes.

Si m est négatif == — m\ ou a

2= ^-3/ / / / -2^ ^ -^ /--^^-^ LX.24- M ^ ^ Y a ) 4- ^--^"^Si,

d'où
i- ^^^^•-.i^^^^^^

dont la l i m i t e est o pour t == o. Donc cette hypothèse n ' en t ra îne au-
cune condi t ion nouvelle.

2° La direction (f, g ) est isotrope. On peut disposer les développe-
ments de x et y de façon que (/i ,^*,) soit la direction con juguée , à
l'aide d 'une substi tution l inéaire préalable effectuée sur ces derniers
coefficients. Nous poserons alors

/ = a 4- iv. i, g =;= (3 -h ̂  i, /i ̂  a — ̂  i, ,̂ 1 = l3 "" iftj i.
Ann.dc l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XIL — MAns 1895. l3
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en assujettissant a, 6, a , , 6, aux cond i t ions

a2"!- p^rr: af +• pf =: ï , aa, 4" (3(3; — o,

qui sont compatibles avec les égalités précédentes, par hypothèse ; le
trièdre T est alors déterminé. On t i re de là

a- = ,ro4- (a 4- ̂ i ) t " 1 X.i 4- (a — ^a, ) ///ihn Yi

= .:z\, 4- a ( ( m X.i 4- /m+ /i Y;i ) 4- ^i <'( //" X i — ^M // Y'il,

y=:jo4-((34"-^i) ^Yi4~(:P- ^/^"'-""Y,

:-=.yo+p(^ / /Xl4"" /w• l l t- / ^Yl)4- (3.i ^(^"Xi-- ^'^Yi),

donc
X=V- -hW, ¥:-:::::<•(¥- W),

en posant
V -= / . ' " X ^ 'W — / ^ - ^ Y i ;

^ et E j se t r a n s f o m m e n t alors a i n s i

âv âw•-• ,.,.-.- j '7 ' (/ " ....^. /a/^.- t . / f - .ac
' • 1 1 1 - 1 1 1 1 1 " L 11^1 ^/lli • • " 1 • 1 1 • - / b?

ci=..^(L4^M:)

^W ., .,. „ ()V f<)W „ .^,.\ ôW / ô'V ,,.,, \+ — . . ( L - - iM)+^ -:. - . - 4-!^W 41-1- ^ - - . " ( " • , • • 1 1 - - 1 Ï{i V 1 .
()t Ôt \ OU / ( I t \ OU. f

d'ou
ci == tfn••'ï [ Xg ( I'. 4- M ) -r l 1 1 Y.^ ( L -•-" I'M )\ -i-- ^ / / /4 / /- l Si,

S étant fini et ̂  o pour / .=• o, et S, restant alors f i n i .
Si m est posit ify il sera donc nécessaire que L 4- iM ~= o, c'est-à-dire

que la ligne t .-"= o soit isotrope; cela sera suffisant si m — ï ; s i n o n ,
L — M devient aussi nul , par conséquent les points de rebroussernent
à tangente isotrope doivent rester fixes*

Soit m, négatif, égal à ~ m'; on a alors

^ =: r"2^'4"^-^, ^-:: f-^"^ [XaC L + M.)^ ^Y^ L --1 /M")]^- r-^^1^-1 S,

|l ̂  ̂ ^ f x, {L 4- M ) .4- ̂  Y, ( L - /M )1 4" / sl.
^ & " " b

Donc, quandm' dépasser, c'est-à-dire quand l'asymptote est à l ' i n f i n i ,
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i l n ' intervient aucune condi t ion nouvelle. Mais, si l 'asymptote est a
distance f inie , lorsque m' -4- i est << n, il faut que L 4- iM === o, c'est-
à-dire que le pointa, y,,) doit décrire une droi te isotrope. D'ail leurs,
on a

L 4- /M == a x\, -h pYo •4- i{y.i ̂  + (Si/,, ) =/^o -4- yr^

(les accents ind iquant la dérivation par rapport à ^); si g == z/, la con-
dit ion est XQ -+• iy^ == const., qui exprime que l 'asymptote est fixe. Les
coordonnées homogènes sont ici

.^^.ro^^/Xi^/irY'i, .r,:== ..., x^ ..., x,~= l " 1 ' ;

on a m' <; /<, et l'ordre tangenfc ie l est, d'après ces expressions, // — m ' .
Donc le cas actuel n — rn^>i est ce lu i d 'un point cycl ique d ' in f lex ion ;
ainsi la tangente en un pareil point doit être fixe.

En résumé, les condit ions cherchées sont les suivantes :

1 ° Les rehroassemenLs des génératrices G à tangente non isotrope, à
dis lance finie, et tels que 'rn'^n -\- i (en particulier le rebroussement ordi-
naire rn === 2, /<,==: r) doivent décrire des lignes orthogonales à-la généra-
trice mobile. Les autres rebroussernents à distance finie, et particulièrement
ceux à tangente isotrope, doivent rester fixes.

2° Les tangentes isotropes dont le point de contact à distance finie
n'est pas de rebroussement^ doivent rester fixes.

3° Si an point cyclùfue est d'inflexion^ sa tangente doit rester fixe
quand G varie.

Il résulte de là cette conséquence, que toute tangente isotrope à la
génératrice G doit rester fixe, sauf si son point de contact est cyclique
et n'est pas un point d ' inf lexion, d 'où, dans certains cas, la fixité des
foyers de G.

Applications. — Ces condi t ions montrent aussitôt que tout système
de cercles répond à la question; et c'est un cas où les tangentes iso-
tropes sont mobiles, en général ; un système de coniques réelles ne passant
pas aux points cycliques, n'est solution que s'il est formé de coniques
homo focales. Cherchons les solutions formées de lignes du troisième
ordre; supposons-les d'abord de quatrième classe : si elles ne passent
pas aux points cycliques, il suffit d'écrire que les tangentes isotropes
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sont fixes, d'où généralement hui t cond i t ions déterminant , une seule
cub ique ; mais prenons les tangentes à la droite de F infini, il y aura en
tout à exprimer sept condit ions, d'où une so lu t ion ; si elles passent aux
points cycliques, mais que ces points ne soient p o i n t d ' i n f l ex ion , i l
restera à exprimer la f ixi té de qua t re tangentes isotropes, so i t en t ou t
six condi t ions , d'où un réseau dépendant de deux paramètres ; si les
deux points cycliques sont d ' i n f l ex ion , les tangentes doivent y être
fixes, d'où. en t o u t six conditions; il reste encore à exprimer la f ix i té
de deux autres tangentes isotropes, et la cub ique est dé terminée; ic i la
droite de l ' i n f i n i , étant un axe d ' in f lex ion , ne peut être tangente aux
cubiques considérées.

A i n s i nous trouvons deux so lu t ions :
î/' Les cubiques non circulaires tangentes à la droite de l''infini et à

foyers fixes ;
Les cubiques circulaires et à foyers fixes.

Soit m a i n t e n a n t un système de cub iques de troisième classe, à un
rebroussement. En ne considérant que des lignes réelles, nous aurons
à examiner le seul cas du rebroussement à tangente non isotrope : il
doit alors décrire une trajectoire orthogonale par t icu l iè re ; on peut se
la donner arbi t ra i rement , et le choix du rehroussoment sur elle assu-
jett i t la cubique à trois condi t ions . Si la cubique ne passe pas a u x
points cycliques et admet six tangentes isotropes dis t inctes , l eu r
f ix i té entraîne six condi t ions , celle relative au po in t de rehroussement,
une septième (on ne se donne pas d'avance le l ieu du rebrousse-
ment) ; la cubique est donc déterminée en général; en. prenant des
courbes tangentes à la droite de l ' inf in i , i l y aura une condit ion de
moins; d'où une solut ion, mais qui dépend d 'une relat ion différentielle
entre les paramètres. Si la cubique passe aux points cycliques, ils ne
peuvent être tous deux d ' inf lexion, il suffira d'exprimer que le foyer
un ique à distance finie est fixe, soit deux condit ions; et en se donnant
de plus la trajectoire du, rebroussement, on aura une solution sous
forme f inie . Ainsi nous obtenons ;

1° Les cubiques non circulaires à rebroussement tangentes à la droite
de l'infini, dont les foyers sont fixes et dont le rebroussement décrit une
trajectoire orthogonale particulière;
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-2° Les cubiques circulaires^ à foyer fixe, dont le rebroussement se dé-
place encore orthogonalement à la cubique.

Cette dernière catégorie peut être déterminée par des opérations
purement algébriques, aussi bien que les famil les ci-dessus de cubi-
ques sans rebroussement. C'est la cond i t ion d'orthogonalité relative
aux rebroussements q u i empêche d 'obtenir , par des opérations purement
algébriques, les systèmes généraux de courbes unicursales répondant
à la ques t ion. Donc, quand/a génératrice sera, la ligne générale d'ordre p y
quelque soit p , cm pourra obtenir sous forme finie [a solution du pro-
blême.

I I I .

ÉTUDE DES CONJUGUÉBS D'UNE GÉNÉRATRICE RATIONNELLE .MOBILE
ET DES ASYMPTOTfQUES DE LA SURFACE ENGENDRÉE S,

§ 1. — Exposé de la méthode.

Nous suivrons dans cette étude la méthode générale précédente
q u i va présenter alors une s impl i f i ca t ion importante : les propriétés
à étudier n 'étant pas altérées par une t ransformation homographique
quelconque de la surface S, on pourra toujours supposer le l ieu t = o
sur cette surface ramenée à distance f inie , et décrit par un point de G,
réel, a insi que le trièdre naturel de G en ce point. Par conséquent,
c'est ce trièdre que nous prendrons pour T, de sorte que l'on aura

X == t " 1 Xi, Y ••=. t^1 Yi, Z :== ̂ -^-^Zi,

w, //, nf étant des en t ie rs positifs au mo ins égaux à i, et X, Y, Z étant
?-= o, pour t = o.

De plus, les propriétés étudiées ici pourront être immédia tement
transformées par polaires réciproques et appliquées à la surface enve-
loppe d'une développable rationnelle mob i l e ; en supposant, ce que
l'on peut toujours faire, que le plan tangent t = o à cette dévelop-
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pable ne passe pas par l 'origine des coordonnées, la s igni f ica t ion des
entiers m, n, n' est immédia te : m i nd ique le nombre des plans
tangents à la développable passant par un point que lconque de l'es-
pace et confondus avec /• === o, m 4- n est le nombre de ces plans
passant par un po in t de la génératrice rect i l igne de la développable ,
^ 4- n + n' le nombre de ces plans confondus, parmi ceux qui passent
par un point de l 'arête de rebroussement.

Nous désignerons par A, A', A" les trois déterminants

_ 1 àx ôx à'^x
ô'n' '()ï ' "W

A''
Ô.€ ()^ (P^ \ .„

( } { / î ôt àuôf.
().v ().x à^x
Ju' W "ôifi

(,r, y, s, coordonnées absolues d'un point de S), et nous écrirons ainsi
les équations des asymptotufdes de. S et des conjuguées de G

(I) Aûf^-l- aA 'dad t -}••- M'du1 — o,

( 1 1 } ^dl. ••+"A/^/ ::r:o.

Dam tout ce (/iu suit, nous désignerons généralement ces équations par
r ï ) e t ( Ï I ) 1 .

Ceci posé, considérons le t r iedre na ture l U de G en chacun de ses
points M (T est ce triedre le long de t === o). Soient î;, o, o, p , o, r ses
translat ions et rotations quand / / .==consL, ^, r j , , ^, p^ q^ î\ les
mêmes quant i tés quand / =-= const. On peut développer ces diverses
quant i tés , finies et régulières p o u r ^ = = o , puisque G est unicursale
par rapport à t, suivant les puissances entières de t, les coefficients
des développements étant des fonctions de u; d 'autre part, on peut
exprimer avec elles et leurs dérivées les trois coefficients A, A\ A", et
par conséquent reconnaître l'ordre infinitésimal de ces coefficients par
rapport à £ ; d'où l'on déduira les conditions que do i t r empl i rG le long
de t :=: o, pour que, après suppression du facteur t^ (a entier posi t i f)
commun aux coefficients de (I) ou (II) , le premier coefficient, celui
àedi2, ne s ' annule plus pour t = o. Le même procédé permet d'étudier,
au préalable, les conditions d'abaissement de la classe de la, dévelop-
pable Q circonscrite à S, le long de G, relativement au lieu t = o, abais-
sement qui,se manifeste par la présence d'un facteur /'a commun aux:
coordonnées d'u plan tangent.
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§ 2. — Résultats.

Nous avons détaché du corps de ce travail les discussions qu'exigent
ces recherches ( i ) . Nous en consignons seulement ici les résultats,
après avoir observé : i° que le facteur commun aux trois déterminants
directeurs du plan tancent, tels que ̂  r — <-^ ^y est 'U, en dési-A ° l ou àt au àt
gnant par / le produi t des facteurs l — /o communs à Y^ et ^ ; 2° que
le coefficient A est égal à — r^Ci ; cela résul te de l 'expression, obtenue
par un calcul direct, des dé terminants en quest ion exprimés à l'aide
des translat ions et rotat ions de U. Enfin, dans ce qu i su i t , nous dési-
gnerons par 1) le lieu t==o du point considéré de G correspondant
aux exposants m, n , n ' ' ; ce point peut d'ailleurs être fixe. Voici main-
tenant les résultats en quest ion :

i° L'abaissement de la classe de © re la t i f au lieu D est généralement
m — T ; il dépasse ce nombre quand D est eweloppe de G : si cette eweloppe
est une droite, le nouvel abaissement est n ; si. elle est courbe, il est généra-
lement égal au plus pe t i t des nombres m et n, et ne s'élève que si m === n,
et si. en même temps l'ordre du, contact de l'enveloppe avec l'enveloppée
s'élève lui-même ; d'une manière générale, si k est le nouvel abaissement
(qu i s 'ajoute àm — ^relatif à une enveloppe droite ou courbe, la distance
de deux poin t s de l 'enveloppe et de l'enveloppée, inf in iment voisins
de t == o, est d'ordre m -+- k par rapport à t; si l'eweloppe D est un
point, le nouvel abaissement est généralement m', il dépasse ce
nombre de n si la tangente aux génératrices G du faisceau en w point
fixe I) est également fixe et peut s'élever encore dès que Tordre du
contact de deux quelconques des génératrices du faisceau s'élève lui-
même; d'une façon générale, si. A* est le nouvel abaissement (qui
s'ajoute à m — i ) relatif au point fixe, et que l'on coupe le faisceau
par un plan voisin de t === o, l'ordre par rapport à t de la distance de
deux points inf in iment voisins de t ̂  o sur deux génératrices quel-
conques du faisceau, inf iniment voisines est k.

2^ On vérifie aisément que les trois coefficients A, A\ A" contiennent

( 1 ) Elles font l'objet d'âne Nofce complémentaire placée à la fin de notre thèse : Sur /es
Surfaces à génératrices rationnelles y Gauthier-Villars et fils, 1891.



le fac teur commun ^ ; posons
A=£^ A^^, A'rrr^r.

Nous ind iquerons les condi t ions dans lesquelles l 'équat ion ( I I ) des
conjuguées, puis l 'équation (I) des asymptotiques sont d iv i s ib les par
la puissance de t de l 'ordre de leur premier terme A. Dans le Tableau
su ivan t , nous écrirons entre crochets, à la su i t e de chaque cas, l'expo-
sant de la puissance qui d isparaî t a ins i des trois aoejficienu d, d'\ d'\
déjà débarrassés du facteur ^ d 'ordre m — î . 11 ne f a u d r a donc pas
omet t re ce f a c t e u r quand, on calculera la réduct ion du, degré i\q - 6
du premier coeff ic ient des équa t ions d i f fé ren t ie l les rendues entières
(cj degré de G-), re lat ivement au, lieu 1) que décrit le po in t / = o de la
génératrice; ce degré se rapporte au coefficient A r^,-U

TABL.EAU î. — Lt(.«NES CONJUGUEES.

I) n'e^l pas enveloppa
de G.

î) li^/te
de G.

enveloppe

1° N ^ o; le plan lancent lo lon^ do D n'est pas oscula teur
î'i G ; si 0 est d ' innoxiorL la tangente ;i G en ce po in t doi t
décrire une développûbic le long do D [ / / / • i // -••-- ••>, |,

'A" N = o; le plan tancent (îsl lo plan osc i l l a t eu r (le G ; i t f a i i l -
que la tan^onleà G on soiL la caractériHiique le lon^ (lo l ï :
cela suffit si le plan oscillateur esl onJinaî re( / / " - ^ i ) : s i t l o î i ,
ce plan doit resior fixe. Cas impossible pour ( s p lane
[ m -^ ii 4- f i ' —1).\.

i 0 Lo lon^ do D, D et G n 'ont pas même plan osci l la teur; i l
faut que m = î | // ).

9.° D et G ont même plan oscilla leur, inaîs 1) n'est pas plane.
Si le point 0 est ordinaire ( i n = // ̂  / / ' ~-= î ) , il n 'y a ^ ^ l é '
ralemeut pas d'autre condition \'i\y a, inoins (ine l'ordre /•
du contact de G et 1) ne s^'ifeve et alors l'ordre % du
premier terme doit être g 2 k [a|. Dans le cas do G plane,
il faut que m = //, avec d'autres conditions dès que m > î
[ 4 m — % | *

3° D courbe piano dans le plan oscillateur fixe de G : w ou //
doit être é^al à x , avec une condition d' inégalité si fn v"- / /
[/^-f- ;x, \j. étant le plus pelit des nombres m el, n \.

D droite autour de laquelle tourne le plan, oscillateur
de G : il faut que ni ou //'= i j avec une certaine inégalité
si in === n1 =; î \m -h %/< — ï |.
D droite et plan oscillateur de G Oxo : aucuntô autre con-

dition \^m -4- 'î.fî 4" fi'— 3J.



SUR LES SURFACES A GÉNÉRATRICES RATIONNELLES. 103

III. — D point.

i" Le plan oscillateur de G n'est pas tangent au cône C, lieu
de OX, tangente à G : pas d'autre condition ['im -+-n — '2].

2° Le plan oscillateur de G est tangent au cône C, non réduit
à une droite : il faut que // ou n' = i, avec une certaine
inégalité si n = n'== i [im -(- a/z — 2].

3° La tangente à G est fixe, le plan oscillateur mobile : pas
d'autre condition [%m •4-- a /< — '2].

4° Le plan osculateur de G est fixe; la tangente mobile : pas
d'autres conditions [im -4- // "4- / / '— a].

5° Le plan oscillateur et la tangente sont fixes : pas d'autres
conditions en général \'im -+• ïn -+- n ' — a ] , à moins que
l'ordre du contact k de deux génératrices ne s'élève; et
alors si m = // == //== i, il faut que l'ordre a -+- 3 du pre-
mier terme A de Féquation ne dépasse pas 2(/>- 4- i).

Pour dresser le Tableau relat if aux lignes asymptotiques, nous con-
serverons les divis ions du Tableau précédent, avec le même nurnéro-
tage, et nous y i n d i q u e r o n s seulement les condit ions nouvelles qui ne
figurent pas dans le précédent.

TABLEAU II. — LIGNES ASYMPTOTIQUES.

1. — D non enveloppe.

/ 1° Si / i == i , rn == '2, le plan oscillateur de D doit rester tan-
gent à G; si n === i , rn = 3, D doit être une droite, et cela
peut ne pas suffire si m > 3; si n > ï , D doit être plane
et, dès que m == 3, une droite; si //. et m dépassent 3, il
peut y avoir d'autres conditions.

-2° II faut que le plan oscillateur de G soit fixe, ce qui suffi t
si îu et ri sont $ 2.

Dès que ri > 2, D doit être plane.
gauche et 0 point ordinaire, pas de nouvelles condi-
^ ° ; G plane : rn == ri == i.fions

1 1 . — D ligne enveloppe. 3° m == T .

4° m ê '2/z -4-1.
\ 5° Aucune nouvelle condition.

1° Dès que n > 2, il faut que OX décrive un plan fixe.
III. — D point. < ^° n == ï *

3°, 4°, 5° : pas de conditions nouvelles.
Ànn. âc l'Éc. jNonnaÏe. 3e Série. Tome XII. AVRIL ïSgS. î4
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§ 3. — Étude des conjuguées et des asymptotiques
en coordonnées tangentielles.

Les Tableaux précédents se transforment umnédiatement par polaires
réciproques et permettent alors de faire l 'étude des équat ions di.l.Ïeren-
tielles des conjuguées d 'une f ami l l e de développables r a t i o n n e l l e s et
des asymptotiques de leur surface enveloppe.

D'autre part, on sait que la l rems formation de Laf'nace conserve les
co/yugliées; de sorte que l 'étude de l ' équa t ion des conjuguées des
génératrices G ou de celle des conjuguées des développahlesr formées
par les plans oscillateurs des génératrices G' doit conduire aux mêmes
résultats; on le vérifie a i sément en remarquant que les exposants ///,,,
n,, n\, relat ifs au plan. oscillateur de G en 0 (jn,n,n'}, ont pour
valeur m,, == ri\ n^ === n, m == n\.

§ 4. — Décomposition du premier coefficient et du discriminant de ( 1 )
en facteurs; relation avec la développable circonscrite B.

Désignons par p le produi t (à un fac teur près fonc t ion de n s eu l )
des binômes t — ^ qui s ' annulent aux poin ts d ' in f l ex ion de G, (.in les
prenant chacun avec sa mul t ip l i c i t é dans la rotat ion r d u t r iedre U;
par $ le produit des facteurs de rebroussemeni de G; par / le p r o d u i t
des facteurs communs aux t rans la t ions T]., et ^ ou facteurs eweloppes;
p a r o l e p rodu i t des fac teurs de ^ non contenus dans TJ, ; so ien t e n f i n
p i , ^ , / i , g\ les produi ts analogues r e l a t i f s à la développable circon-
scrite ©, le long de G.

Appelons s c ^ ( i ̂  T , 2, 3, 4) 1e8 coordonnées homogènes d 'un po in t
de S, exprimées par quatre polynômes en / premiers entre eux ; so i t^ /
les coordonnées du plan tangent à S, exprimées de môme. Je dési-
gnerai maintenant par A, A', A" les trois polynômes entiers

A: àx à^c à^oG A'-
àu àt àf

'et par A^ A",, A^ les suivants
àv àv à2^A, au Ji à^' ^:

^àx àx ô^x
au àt du àt

àv Sv à\ ̂
^àu 'ÔÏ ̂ '"àu

A^:

A:

ôx àx ô^x-
^Ju Ji àu^

àv àv ô^v
^àu aï à^
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de sorte que l'on a
A l -A t -A Ï .^ _ ^ _- ̂ ,

d'autre part, on a aussi

„ , àx àx ^ àv à^ .
( r , ) ) .z" —— --—- =:: A ^1, <•' —- — ==• Â i ^ i
' ^ Ôt (2,3,,) ly < /̂, 6)^ (2,3,,)

et trois autres couples analogues, en p e r m u t a t i o n d ^ i n d i c e s , les poly-
nômes entiers \ et)^ restant d ' a i l l eurs les mêmes. M u l t i p l i o n s membre
à membre les égalités (co), en tenant compte des re la t ions

* -> ̂  à^ac . x.̂  à^ àx . . . ̂  àv àx ., , . ̂  ()v à,v
^-^'Tt^^-àiT^ ^^Zàîôu1 ^==^^.^'

-i ^ 1 <7 .X" - ^^ U V U-^ A , ^ ^^ UV (/.X- .,, -, -Y^ UV U-i-

•^"^"^Z^^5 ^=^Z^ T}^ ^'-^Zi^^
et nous obt iendrons l ' ident i té

A ^ — A A ^ ^ î ^ À i .

Un calcul seml) lab le d o n n e r a i t

A7—A,A;=).îL

^f-i _ AA^ A2

Mais -^• . .~ . . . == ^; donc on a^r— ^1^1 ^i
ÀAi=:±ÀiA.

D'autre part, à un fac teur près (onct ion de u seul, on peut écrire, d'a-
près ce que nous avons observé précédemment ,

}, = ,y/, 7,1 r= .ŝ  ^i, A == p.?2 ̂ •, Ai == pi .ŝ  ^i ̂ , ;

par suite, on aura p^-== pp^'i (a un facteur près fonction de a).
Ces relat ions permet tent d 'é tudier le discriminant A72 — AA", su ivan t

les condi t ions du déplacement de G, de (M) et leurs singularilés; nous
aurons souvent à en faire usage.

§ 5. — Application à un point ordinaire.

Soit un point ordinaire de G(w == /// =^ n1' = i) qui décrit D ou l = o;
le long de D on a p S y ^ o ; les discussions générales que nous avons
faites donnent alors les résultats suivants :
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i° Si t == o n'est pas une eweloppe de G(/^ o), 11 peut a n n u l e r gel
par suite A; le plan tangent à S le long de D est alors le plan oscilla-
teur de G, et t est facteur simple de g ; pour qu'il disparaisse de l'é-
quation des conjuguées, il faut que la tangente OX à G décrive une
développable le long de D, c'est-à-dire que la développable F d'arête
G admette pour enveloppe la développable / = o des p lans tangents
le long de D, et pour qu'il disparaisse de (I) i l faut , de. plus , que cette.
dernière développable se réduise à un plan, ou que le p lan osci l la teur
de G soit fixe. Ce cas ne se présente jamais si G est p lane .

2° Si Des t WQ ligne enveloppe de G, ayant en chaque p o i n t un p l an
oscillateur dis t inct de celui de G, ou bien est un point fixe, le) qu'en
ce po in t la tangente OX à G est mobi le , e l l e p lan osculateur de G non
tangent au l ieu de OX, cette enveloppe abaisse d'une unùé'\^ classe*
de ©; / == ô ï^annule pas g ; l est un facteur simple clé A qu i d i s p a r a î t
complètement de l 'équat ion ( I ) .

3° Si D est une ligne enveloppe de G avec coïncidence des plans
osculateurs, mais sans oscillation de G et de D (on p a r t i c u l i e r , I) peut
être une droùe), ou bien est un point fixe à tangente va r i ab l e , le p l a n
osculateur de G étant tangent au l ieu de OX (en par t i cu l i e r , si le p lan
oscillateur de G est fixe), t est simple dans /, s imple dans g; donc D
abaisse la classe de © d'une uni té , et disparaît comme facteur double
de l 'équation ( I ) .

4° Si. D est une ligne courbe enveloppe avec laquelle G a un contact
d'ordre /c^>i, l est de mul t ip l ic i t é k dans / et n ^ a n n u l e généralement
pas g, de sorte que D abaisse de k l 'ordre de © et disparaî t de l'équa-
tion (I) comme facteur d'ordre/c; cependant , i l peut arriver que g
s'annule aussi, sans que l'ordre du contact s'élève, et alors il f au t ,
pour qu'on puisse débarrasser les équations (I.) 01(11) du. facteur l^
du premier terme, que af:2/c. Si D est un point fixe de G, avec tangente
fixe et plan osculateur mobi le , t est un facteur double dans / et n 'annule
pas g, de sorte que D abaisse la classe de © de deux unités et disparaî t
de (I) comme facteur double.

5° Si D est un point fixe de G, avec tangente et plan osculateur
fixes, et de telle sorte que deux, génératrices quelconques G du faisceau
ne soient' pas osculafcrices,. t est double dans /, au moins simple dans g ;
s'il est simple dans g, D abaisse la classe de © de deux uni tés et dispa-
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r a î t de (I) comme facteur triple; mais il peut être mul t ip le dans g :
pour disparaître alors de (I) et de (H) avec l'ordre qu'il a dans A, il
faut qu'il soit au plus double dans g , et il disparait alors des équat ions
avec l'ordre 4- Si, au contraire, deux génératrices quelconques du
faisceau ont un contact d'ordre k^> î , t est un facteur d 'ordre k + T.
de /, et généralement g' est -^ o, de sorte que D abaisse la classe de ©
de k -\- î un i t é s et disparait de (I) comme facteur d'ordre k 4- î ; mais
11 peut se faire que g soit aussi annu lé sans que l'ordre du contac t s'é-
lève, et pour que le fac teur /a de A disparaisse alors des équations (I)
et (II), il fau t que af 2 (A 4- i).

§ 6. — Solutions singulières de ( I ) .

Supposons cl d'ordre a, d' et d" au moins du même ordre. Si l = o
est so lu t ion s ingu l iè re de ( I ) , débarrassée du facteur^, il faut qu'el le
vérifie l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e et annu le son d i s c r i m i n a n t ; donc, en
posant d= l ^ ' d ^ d'== l^d\, d"^ f-d\, on devra avoir , pour t = o,

d^d,d\~=o, <==o;

il f au t , par conséquent, que d! et d" soient d'ordre au moins égal à
a -î- î ; de plus, si l'ordre de d" dépasse encore celui de d d'au moins
une u n i t é , t == o devient racine multiple du d i s c r i m i n a n t .

.En recherchant, d'après la discussion faite, les cas ou ces condi-
t ions sont réalisées, on trouve les résultats su ivants :

i° Le plan osculateur de G n'est pas tangent à 1); si m ==i , n^i, le
plan tangent doit être fixe, ce qui a lieu si l 'équation ( I ) est débarras-
sée des facteurs du premier terme; si w=2, n=i ou 2, le plan tan-
ge/zt doit être fixe et D doit être une droite, et alors t=o est racine
multiple du d iscr iminant ; il en est de même si m = = i , lorsque D est
ainsi une droite avec plan tangent fixe.

2° Le plan tangent est le plan osculaleur de G ; si m = = / z = = r , il
f a u t et il suffit que ce plan soit fixe, ce qui a l ieu si l 'équation (I)
est débarrassée du facteur du premier terme*

3° Si D est une ligne enveloppe, il faut qu'elle soit une droite le long
de laquelle le plan asculateur de G est fixe, et alors t == o est racine
multiple du d iscr iminant .
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4° Si D est un point, avec tangente OX à G mobile, i l faut que le
plan oscillateur de G ne soit pas tangent au l i eu de OX ; cela suffi t si
n == i , et si n est > \ ; le lien de OX doi t , de plus, être un plan, alors
t == o devient racine multiple du discriminant.

5° Si G a un point et la tangente en ce point fixes pou r / == o, t == o
est racine multiple du d i s c r i m i n a n t ; i l en est de même si le p lan
oscillateur est également fixe, pourvu que, dans le cas du p o i n t ordi-
naire (m = n = //===i), l'ordre a du premier terme A soit inférieur à
^/^ _(- i^ /c étant l'ordre du contact de d e u x génératrices quelconques
du faisceau.

6° Si, pour t =-= o, le point et le plan oscillateur de G sont fixes, mais
la tangente mobile, t = o est encore racine multiple du discrimi-
nant ( f ) .

^ 7. — Racines multiples du discriminant de ( I ) supposée normale.

Nous venons de signaler quelques cas p a r t i c u l i e r s , ou i l , exis te de
pareilles rac ines ; on peut é tud ier p lus complè tement la q u e s t i o n , à
l 'aide des formules que nous avons établies. Supposons l ' é q u a t i o n ( I )
normale, de sorte que, en désignant par A, A', A^ses coefficients rendus
entiers en /, on peut poser A'^ <?A, A'^/A (e, /entiers en l), d'où

AA^—A^ :=(/--o2) A2.

Les formules du § 4 nous donnen t alors, en désignant le d i s c r i m i n a n t
/ - e1 par H,

P^^H^/ÀI, p.ç^=p^i^i,

qui permettront d 'étudier , re la t ivement à la développable ©, la s ign i f i -
cation d'une racine mul t ip le de H, Par exemple, supposons que t ̂  n
étant une pareille racine, le long de I)(/===o), on ait p,s"7^o (m^n^= i )
et aussi g-^o : 1° Si / est 7^0 (D non enveloppe), i l faut que t soit
facteur double de A ^ , et que pi s ^ g ^ ̂ é o ; donc, pour la développable ©,

( l ) On obtiendrait, dô môrne^ les cas où t ==o est solution particulière de l'équation do
Riccati, qui détermine les conjuguées; citons notamment lo cas d'unô inflexion ordinaire
(m = = = i , n = •2), qui ne décrit pas une enveloppe de G, ou celui d'un point ou d'un plan
tangent fixe, en général.
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t = o doit être un plan tangent ordinaire p , . î , 7^ o, et, d'après le § 5,
© do i t être osculatrice à l 'enveloppe de ce plan, du moins en général
(cas par t icul ier : D droi te avec plan tangent fixe). 2° Soit l===o (D en-
veloppe); si t est fac teur simple dans /, il devra être simple dans À<:
ce sera un facteur enveloppe ordinaire de ©, qui roule ainsi sur la dé-
veloppable des p lans tangents ( m a i n t e n a n t bien dé te rminés) à S le
long de D. Si / est f a c t e u r double dans /, et alors G sera généralement
osculatr ice à I), i l sera sû r emen t facteur doub l e de H. On voi t , par
ces s imples exemples, les a p p l i c a t i o n s qu'on peu t t i rer des fo rmules
du §4.

TROISIEME PARTIE.
A PP Ll CATIONS.

Nous a l lons appliquer les résultats précédents : .1° au, cas où G- est
u n e l i g n e plane; 2° à celui où elle estime cubique gauche; dans ces
deux cas, nous chercherons d'abord à déterminer la l igne G, de façon
qu'elle soit divisée homograpbiquernent par ses conjuguées, puis, lors-
q u ^ i l en est a ins i , à reconnaî t re quand l 'équat ion des asymptot iques
est normale» et à en trouver alors des cas d ' in tégrat ion.

I.

LIGNES PLANES DIVISÉES UGMOGRAPlUQUEMENï PAR LEURS CONJUGUÉES.

§ 1. — Conditions imposées à la génératrice G.

1. Le Tableau 1 donne immédia tement , pour une génératrice p lane ,
les résultats suivants :

1° Toute tangente (F inflexion de G doit décrire une développable;
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2° Tout point, clé G situé sur Ici caractéristique C du plan mobile de
cette ligne doit décrire une ligne ençeloppe de G, ou rester fixe. Si ce
point est mobile et non situé sur rareté de rebroussement A enveloppée
par C, ou sur G supposée fixe, il ne doit pas être de rebroussement
(m === i); s ' i l est situé sur A, on doit avoir m == n ea ce point, et, des que
ces nombres dépassent i, de nouvelles conditions deviennent nécessaires
Çvoir la discussion générale)* Si ce point est fixe, il faut seulement que,
dans le cas où la tangente à G en ce point est la caractéristique C sup-
posée mobile, il ne soit pas d'inflexion (n == i).

2. Conditions pour que r équation des asymptotiques soit normale. —
Les conditions, qui doivent alors s'ajouter aux précédentes, s'obtien-
nent aisément par la considération du Tableau correspondant, résul-
tant de la discussion générale.

Enonçons ces conditions supplémentaires seulement dans le cas
usuel de m et n^2; il faut et il suffit alors, en plus des conditions
précédentes : i° que tout rehroussement non injlexionnel {m == .2, n ==1)
non situé sur C décrive une asyrnptotique particulière (tangente du re~
broussement dans le plan osculateur de la trajectoire D); 2° que toute
tangente inflexionnelle dont le point de contact /'l'est pas sur G décrive
un plan; 3° que tout point de G- situé sur Varête de rebroussement
(courbe) A soit ordinaire (m == n = i).

3. Solutions singulières de ( 1 ) (cas usuel de m, ̂ 2). — i ° Un point de G,
non situé sur la caractéristique C, ne décrit une solution singulière que
si le plan tangent le long de cette lig'ne est fixe; cela suffit si le point
n'est pas de rebroussement; si m == 2, il f au t de plus que la trajectoire
du rebroussement soit droite, et le discr iminant prend une racine double
correspondante, (qui existe déjà dans les 'mêmes condi t ions des que
m == i) ; 2° un point mobile de G situé sur C ne décrit jamais une pa-
reille solut ion ; 3° à un yomtfwe de G, à tangente mobile non confon-
due avec G, en correspond toujours une si n == i. ; si n == 2, il faut que
la tangente inflexionnelle décrive un plan; il n'en correspond jamais
une, si la caractéristique G mobile est la tangente à G; si la tangente et
le point de G sont fixes, on a une racine double au discrirnmarjiL Ces
résultats se tirent immédiatement du § 6 de la seconde Partie ((I) est,
bien entendu, supposée normale].
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Enfin les racines multiples du discriminant seront étudiées dans
chaque cas particulier à l'aide des formules du § 7 de la seconde
Partie.

§ 2. — Applications simples.

i° Si G est une conique, on aura deux cas possibles : ou bien elle
est sécante à la caractéristique C, ou elle loi est tangente. Dans le pre-
mier cas, les deux points de rencontre doivent décrire deux enveloppes
(pouvant se réduire à des points fixes); le polynôme /est annulé en
ces deux points, et g y est différent de o; la (léveloppable circon-
scrite- © est de seconde cic^sse, c'est [un cône. Le discriminant ïï est
donné par l 'équation

p2, '̂2!! == ^i un p^pi^iïl = lli (p, ^, p i , ^i» indépendants de 0 ;

il n'aura deux racines doubles que si / et l^ ont les mêmes racines,
c'est-à-dire si © roule sur les deux développables /== o des plans tan-
gents le long des enveloppes de G, ou, si ce sont des points, lorsque
le plan tangent y est fixe; une solution singulière de (ï) correspondra
nécessairement^ un point ou à un plan tangent fixe; ainsi on retrouve
immédiatement des résultats connus (1). La seconde classe de coni-
ques divisées homographiquement par leurs conjuguées est formée par
celles qui sont tangentes à la caractéristique C de leur plan, qui peut
être une droite f ixe; alors elles sont tangentes à l'arête de rebrousse-
m e n t A enveloppe de C, ou ont un point fixe; si elles ne sont pas os-
culatrices à A, ou n'admettent pas un point avec tangentes fixes, la
développable © sera de troisième classe. Dans le cas contraire, elle est
de deuxième, les surfaces peuvent être considérées comme cas limite
des précédentes*

Supposons © de troisième classe; l 'équation (I) sera normale, son
discriminant sera étudié par les formules trouvées ci-dessus; l'enve-
loppe annule l^t g comme facteur simple; de plus, pp9i est indépen-
dant de /, puisque © est de troisième classe (et ne peut être un cône,
car p ^ ^ g ' ^ serait alors du second, degré au moins, et son égal p s g - n'est

( 1 ) Voir BLÏJTEL, Annales de l'École Normale supérieure^ 1890.
Ann, de l ' È c . Normale. 3° Série. Tome X I I . — A v n i L i8()5. ,y 1 l5
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que du premier), donc g^ est ident ique à g et divise ^, et H est égal [à
un facteur ç(^) près] au quot ient /^ = ^-; H aura deux racinesé? i
doubles, s'il en est ainsi de h^ c'est-à-dire quand la développable ©
sera osculatrice à deux développables fixes, ou, comme cas particulier,
contiendra deux droites avec plans tangents fixes. Une solution singu-
lière de (I) correspondra nécessairement à un plan tangent fixe. D'où,
par exemple, par quadratures, les lignes asymptotiques de la surface
algébrique engendrée par une conique qui reste tangente à une droite et,
à quatre plans fixes ( ^ ).

û° Si le degré de G dépasse deux, les solutions ne peuvent plus
s'obtenir immédiatement. Cependant, on peut réaliser géométrique-
ment de nombreux cas particuliers; l 'un des cas les plus intéressants
est celui où la caractéristique C est fixe; on sait qu'alors les conjuguées
des génératrices G sont les lignes de contact de la surface S avec les
cônes circonscrits dont les sommets décrivent G; il en, résulte évi-
demment qu'on peut ici déterminer par le calcul, sans intégration^
toutes les famil les de génératrices divisées bomograpinquemcnt par
leurs conjuguées. Considérons, en particulier, le cas d'une génératrice
cubique : i° Pour qu'elle soit divisée homographiquement par ses conju-
guées, il faut et il suffit que les points (ordinaires ou non) où elle ren-
contre C, sans lui être tangente, soient fixes, que ses tangentes d'in-
flexion, dont le contact n^est pas sur C, rencontrent cette droite en des
points fixes et quYn rebroussement situé sur C soit fixe; 2° pour que Iné-
quation (J) soit alors normale, il. faut de plus que les tangentes inflexion"
nelles ayant leur contact, hors de la caractéristique décrivent des plans
[solutions singulières de (1)] et qu 'un rebroussement situé hors de C dé-
crive une asymptotique particulière ; si l'on donne les points fixes situés
sur C, les plans fixes décrits par les tangentes d' inflexion, et, s'il y a
lieu, l'asyrnptotique particulière lieu du rebroussement, on constate
facilement qu'il en résulte, pour déterminer G- dans son plan, des con-
ditions qui ne sont pas surabondantes; ces données peuvent d'ailleurs
être liées entre elles; par exemple, on sait qu'il, y a une relation entre

(r) On forme facilement l'équation de cette surface, qui est du quatrième degré, et qui
admet la droite enveloppe des coniques comme droite double; c'est aussi une enveloppe
de quadriques dépendant d'un paramètre,
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les points de rencontre de C avec G et avec ses trois tangentes d'inflexion,
ou avec ses tangentes d'inflexion et de rebroussement; de sorte que,
si G a un rebroussement et que G la rencontre, ainsi que sa tangente
d'inflexion, en quatre points distincts fixes, il en sera de même dupo in t
d'intersection de C avec la tangente de rebroussement, et, par consé-
quent, si l 'équation (I) est normale, le rebroussement restera alors
dans un plan fixe. On arrive donc au résultat suivant : On peut, lorsque G
est une cubique dont le plan tourne autour d'une droite fixe,, construire
géométriquement, seins intégration^ toutes les familles de génératrices
telles que (I) soit normale. De plus, on formera facilement des cas où
cette équation sera immédiatement intégrable par quadratures, les
points et plans tangents fixes correspondant déjà à des solutions sin-

. gulières ou à des racines mul t ip les du discriminant. Exemples : G ad-
met C pour tangente inflexionnelle, les deux autres inflexions décrivent
deux droites sur deux plans tangents fixes (le discr iminant est carré
parfait). — G est encore tangente inflexionnelle y les deux autres tan-
gentes d'inflexion décrivent deux plans fixes, et la cubique reste tan-
gente à deux autres plans. — G- est tangente à C, la. coupe en un point
fixe d'inflexion, et les trois tangentes d'inflexion décrivent trois plans
fixes (deux solutions singulières, une racine double au discriminant).
— G a un rebroussement et est tangente à C, la coupe en un point
fixe, la tangente d'inflexion décrit un plan, la tangente de rebrousse-
ment aussi, et le rebroussement une droite (id.). — Le rebroussement est
fixe, ainsi que Vautre point d'intersection de G avec G; la tangente d'in-
flexion décrit un plan^ et la cubique est tangente à un plan fixe ovaire'
solutions singulières), etc. Du reste, voici comment on peut faire
l'étude analytique de la question, G étant quelconque, dans ce cas par-
ticulier où la caractéristique G est fixe.

§ 3. — Cas où le plan de la génératrice tourne autour d'une droite fixe.

1. Désignons^ en général, par (x) un point de coordonnées homo-
gènes x^ x^, x.^, .2?^. Soient (a), (b) deux points fixes à coordonnées
constantes de la caractéristique G, (^) un point mobile à coordonnées
fonctions de udn plan de G; pour que G soit rapportée à ses conjuguées
t == const, il faut et il suffit que le point de renconire de sa tangente
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en un point avec C soit fonction de t seul. Donc, on pourra prendre
pour coordonnées de cette tangente rapportée au triangle (a ,6 ,E;)
dans le plan de G, les quant i tés i, ç, H, 9 dépendant de t seul, H de t
e t d e u ; si G est rationnelle et divisée homograpbiquement par ses
conjuguées, (p et H seront des fonctions rationnelles de t^ qu'on choi-
sira, une fois la classe de G donnée, de manière qu'elle soit aussi d'un
degré donné. Les coordonnées du point de G par rapport au même
triangle seront exprimées par

àU , à^ _ àïi ^p
? j j " .". ̂  ~ ^ ^

(qui peuvent avoir un facteur commun) et par suite, dans l'espace,
leur expression générale (qu'on applique successivement aux quatre
coordonnées, à l 'aide des quatre indices i , 2, 3, 4) t^î^

/ àR ,,<)y\ . <MI:/ (M ,,<)y\ . <MI: ^9
(^•^"i^^'^jrx =: a m — — ,H —? -— b — -+•

En résumé, si p, q, r son t les trois polynômes en t premiers entre
eux, coordonnées de la tangente par rapport à (a, &, ^), il, faut et il
suffît, pour avoir toutes les génératrices G divisées horno graphiquement
par leurs conjuguées, que le rapport y == cp soit à coefficients constants,
indépendants de u; et Von peut former, par des opérations algébriques,
toutes les solutions de la question.

2. Le plan tangent à la surface S doit contenir le point (~1'-) :

^^J^^^^^^b^ ^'^ ^-îiV
àa ̂  V au àt au àt ) " au dt ç àt ' V '"" au) '

donc ses coordonnées, par rapport au tétraèdre (a, />, S;, ^), sont
,y ^H

^ ?, H, ^.

de sorte que ses coordonnées homogènes (^) seront déterminées par
les équations

AIT
2 a ^ = f , i6(^=-=y, 2^> == H, 2^^==:—.,
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d'où l'on déduit facilement la condition suivante pour que la surface S
admette un cône circonscrit le long de G : H doit vérifier une équation
de la forme

àR „m — 4- n H -̂ - p (R -4- q -=. o,

à coefficients m, n, p , q fonctions arbitraires de u; d'où

H = K y + L ^ 4 - M ,

K, L, M étant des fonctions de u, et ^ une fonction arbitraire de L

3. L'équation des lignes asymptotiques se forme en calculant les
déterminants

D =; p àv à^ y v
'au ~àî "à^

]y:= p àv àv ô^v
''au 'àt àu^

à l'aide des relations suivantes, tirées de celles qui précèdent :

2
2;
2
1;

àva—ou

àv
a "al

à2 v
a^

(^va——
au2

"= Ô,

— 0,

= o,

= 0,

2e

2'
2'
2"

^

ci^

^p
àt

y v
W

(^ P
^a2

==' 0,

r}^
~ ^^

^q)
— ^.2^

== 0,

2
2
2
2

^

^

^

<}P

Ju r

rfP

^/

^^P

Ô^

(^V

w^

= 0,

JH
(X '

r^H
- ôt1 '

=-©,

2
2
2
2

r
$'
^
^

<^P
rf^

JP
(?^

y v
à^

à^v
à^

=0,

(PU
d^ ()^

r^H
"""" au à^

=©,.

@ s'obtient aisément, c'est le quotient du déterminant dont la pre-
mière ligne est

àH (^Hi, ç, H, --— 5 •——- î
du ou2

et dont les quatre dernières lignes sont formées avec les quantités
a, b, ^, '^\ ^//, affectées de quatre indices successifs, par le détermi-
nant [a b î, ^|; il résulte de là que l'équation des asymptotiques est

^^I^Él^^-e^^^o,
Yc^ à^ ôt à^ àt

qui peut servir à rechercher des cas d'intégration»
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§ 4. — Bétermination de toutes les génératrices rationnelles planes
d6 classe donnée divisées homographiquement par leurs conjuguées.

Laissant de côté le cas part icul ier précédent, nous allons montrer
au on peut toujours obtenir, par des opérations purement algébriques,
les génératrices rationnelles les plus générales clé classe m divisées homo-
graphiquement par leurs conjuguées. La génératrice la plus générale de
classe m n'a pas d'inflexions; ses points de rencontre avec la caracté-
ristique C décriront généralement 2 (m— i) enveloppes qu'on ne peut
donner arbitrairement sur la développable engendrée par le plan de G,
car, dès que m dépasse 3, on a a ins i un nombre de conditions surabon-
dant pour déterminer G. La solution repose sur la remarque suivante :
C n'étant pas une droite fixe, les tangentes à G le long d'une de ses
conjuguées engendrent une développable tracée sur l'enveloppe F du
plan de G; réciproquement, si l'on trace sur F une famil le quelconque
de lignes, les enveloppes de leurs tangentes en tous les points d^une
même génératrice rectiligne envelopperont, dans chaque plan tangent
à F, une ligne plane, dont on connaît immédiatement les conjuguées
quand son plan varie : si les génératrices rectiUgnes de T sont définies
par u === const., les lignes tracées sur elles par t == const., les généra-
trices G correspondront aussi à ^==const., leurs conjuguées à ^===const.
Cela va nous permettre, d^abord, de former l'expression générale des
coordonnées d'un point et du plan tangent d'une surface^ rapportée à un
système de sections planes et à leurs conjuguées, ensuite de résoudre la
question particulière que nous nous sommes proposée. Nous distin-
guerons deux cas, suivant que la développable F n'est pas un cône, ou
en est un.

1. r n'est pas un cône. Désignons par (E), fonctions de u seul, les
coordonnées homogènes d'un point de l'arête de rebroussement A. de
r et par F une fonction arbitraire de u et t; nous pourrons exprimer
ainsi les coordonnées d'un point de T :

j=^-"^F
(les accents indiquent la dérivation par rapport à a).
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Une tangente a G sera déterminée par les points (j), ( j^)? et on a

^-^-fF;

donc, si l'on rapporte G au triangle (E; ,^,^7) de son plan, les coor-
données de la tangente à cette ligne pourront être exprimées par F,
F', V et, par suite, celles du point de contact par

F/^^F^ F^-P^ F^-.F^àt àt 5 àt àt 3 ^ àt

(qui peuvent avoir un facteur commun). Par conséquent, si l'on dé-
signe, d 'une manière générale, par [ a , [ 3 , y [ le déterminant des trois
quantités a, ?, y et de leurs dérivées successives par rapport à u, l'ex-
pression des coordonnées d'un point d^une surface S rapportée à un sys-
tème de sections planes u == const. et au système conjugué sera

,..àF
X == E, K --—• àt

(F fonction arbitraire de u et de t).

2. Le plan tangent à la surface S est déterminé par les trois
points (y), (^) fê); or, on a

à\/
ôi^ p^4-^F^,.-^F/^^F;

donc les coordonnées de ce plan, par rapport au tétraèdre (E, ̂  ^/, ̂ )
pourront s'exprimer par F, F, FVF". Par suite, ses coordonnées ho-
mogènes C^) seront déterminées par les équations

2^:= F, i^ç^F^ 2^p=F^ S^^F\

d'où l'on déduit que, si la surface admet un cône circonscrit le long
de chaque génératrice G, F doit vérifier une équation linéaire, la va-
riable étant u, c'est-à-dire être de la forme

F^29,(^) ' rK^) (^=1,2, 3).

On déduit également de là l'équation des asymptotiques de S, par
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un calcul absolument semblable à celui qui a été fait dans le cas de la
caractéristique fixe. On trouve ainsi l 'équation

àT (FF
à't à^ ISi ̂ i^l ̂ +

âV
àt W^V\ J^^o.

3. Supposons maintenant que G doive être rationnelle et dwsèe homo-
graphiquement par ses conjuguées, il suffit évidemment pour cela que le

TjV

rapport •^ soit rationnel, de façon que les coordonnées de la tangente
à G soient proportionnelles à trois polynômes entiers en t et l'on a ainsi
toutes les solutions de la question. Il reste à montrer qifon peut choi-
sir, sans intégration^ ce rapport de façon que G soit de classe donnée
w. Soient/^, q, r trois polynômes entiers en t premiers entre eux, de
degré m, qui expriment les coordonnées de la tangente à G dans son
plan, par rapport au triangle (î;,^, ^/). On aura donc, p é t an t une
fonction convenablement choisie,

F==pp, F-^py, F^pr,

d'où, entre p, q, r, la condition nécessaire et suffisante

EjILl — ^ZLl
p "~ q

d'où l'on tirera r, p et q étant supposés donnés, de façon que ^^-"."î'7

soit entier. Appelons g le plus grand commun diviseur à p et y, de
degré m^w, de sorte que p = - p ^ g , q -"-= q , g , p ^ et q, étant premiers
entre eux; la condition revient à celle-ci :j^ doit diviser g ( p — <^);
soit À le plus grand commun diviseur de degré mf^mf à ffelp^ de
sorte que g= g ^ k , p ^ =p^k (^ et p^ premiers entre eux); il fau t
alors quep^/c — y ^ soit divisible par/^. Ainsi, A étant un autre poly-
nôme entier en t, on a l'identité

<7i=/y^4"/^2,

d'où les expressions suivantes dep, <y, r :

P F^é'ik^ c! "= ̂ i g'ik. r = é'i C^/i — ( k' —h)r^ ] ;

comme p , q,r sont supposés premiers entre eux, g ^ doit donc être de
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degré o, c'est-à-dire que 7^= m\ Donc la génératrice de classe m sera
déterminée par les coordonnées tangentielles suivantes :

p-=:Qk\ q-=.q^k, r = kq\ — ( /^— h)q^ avec q^= A-Q^-t- AQ,

A - é t a n t un polynôme entier arbitraire de degré f'n^^y h un autre de•À
mêmede^ré, e t Q u n troisième de deffré m—sw'fde sorte quew^^V

w " \ •l ~ 2 / 5

il faut d^a i l l eurs qu'il n'y ait de racines communes, ni à Q et Q\ ni. à
Q et/c, ni à k et À, ni enfin à k et À ^ — À. Ainsi, le théorème énonce
est démontré.

4. La condit ion que Q' et Q soient premiers entre eux revient à dire
que Q n'a ni racines constantes, ni racines mult iples ; car une racine
a(u) de Q satisfait à l ' i den t i t é a! — •+" Q'= o. On a d'ailleurs

(}£

cf _ V _ (V h^
p ^ f w JJ '4" ̂

et la forme des coordonnées montre qu'on peut toujours altérer F d 'un
facteur fonction de u; par sui te , il , en sera de même de Q et l'on pourra
également supposer h de degré infér ieur à k. On a

F = Q ^ ^ = Q G ;
donc

f^/.._ ll n n il_ "l p ptff_ '^2 pi.x ̂  -^ (j, (,1 .„,_ .̂  ij, {j = -^ (j,,

7^, /^ étant de nouveaux polynômes entiers; d'où

r=G/Q^-^QV F^GYQ^h^Q^^QV FW=:G( /QW-^3^Q / /4-...y

On dédui t de là u n e autre forme des expressions /?, y , r et les coor-
données du plan tangent sous forme entière : ces dernières seront
donc d'ordre m •+- m', et premières entre elles si — est i r réduct ible;
ainsi, la classe de la développable circonscrite estgénéralement m 4- rn\

5. Le polynôme k égalé à o détermine les points de contact de la
génératrice avec la caractéristique G; on peut vérifier qu'ils sont tou-

Arbii. de l'Êc. Normale. 3° Série. Tome XÎL — AVIUL 1895. l6
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jours sur l'arête de rebroussement, en remplaçant k par (l — aj^k^
dans les expressions y ./ — r ^ ? - - - qui dé te rminen t le point de con-
tact. On constate alors que, si o ) = = i , le poin t est ordinaire et que,
si co > i , il y a d'abord un abaissement œ — i du degré de la géné-
ratrice, et il reste un po in t de rebroussement in f lex ionnel m == n = oj,
ce qui est conforme aux résultats déjà obtenus. En par t icul ier , si k
est une constante, F se rédui t au po lynôme ent ier Q, et on a alors
toutes les génératrices non tangentes à l'arête de rebroussement»
• II. La développable F est un cône; soit (a) les coordonnées con-
stantes de son sommet, (^) un point variable avec u Bur la géné-
ratrice C du cône. Représentons un po in t de T par

y —— Ï —. /-y H (rnn ÎK —— fl _ .-/ V .̂LZ —— V ̂  fi } î "
J — — ^ ï v a ? u { ) u ^. "•—^ l v l ,» ) 2 —" ^ aï -

Donc, la t angen te à G sera dé te rminée , r e l a t i v e m e n t au t r i ang le de
son p lan Ça, ̂  ^ /) , par les coordonnées :r, F, F', et le plan t ancen t a la
surface S, r e l a t i v e m e n t au. tétraèdre (a ,Ç,^ ,^) , par les coor-
données î/F.F^F''; d'où rexpression générale des coordonnées d'un
point de S rapportée au système con jugué ( / , r/), et l ' équa t ion de ses
asymptot iques, absolument comme dans le cas précédent . Pour que (x
soit rationnelle et (limée homo graphiquement par ses conjuguées, i l faut
et il s u f f i t que F soit une/onction rationnelle de t et on a ainsi, sans
intégration, toutes les solutions de la question. Montrons qu/on peut
choisir F, sans in tégra t ion, de façon à avoir toutes les génératrices de
classe donnée m. Soient/?, y, r les trois polynômes en l y premiers entre
eux, coordonnées de la tangente. On aura donc

P P7

d'où
. / ^ P '—7 j^'

II faut choisir q et p de façon que r soit entier et premier avec eux.
Soit die plus grand commun diviseur à^ et p (les racines communes
à ces deux polynômes sont les racines mult iples ou constantes d e p ) .
Posons p = p ^ d , p f = p ^ ( î , p ^ etp^ étant premiers entre eux; q devra
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être divisible par/^, soit y = y^i ; on aura donc les expressions sui-
vantes des coordonnées

p=p^d, q-==.q^p^ r=:^-~^i!h2•=q[pl•^-Çi(p\ -- ̂ 2),

^désignant le plus grand commun diviseur h p et//. D'ailleurs il est
facile de voir que p ne peut avoir une racine simple variable, sans
qu'elle soit commune aux trois coordonnées, de sorte que^ diviserai;
d'autre part, y, doit être premier avec d, car une racine commune à
ces deux polynômes, ou est racine mul t ip le de p^ par suite appart ient
b p ^ ou à r, ou bien est constante, et annule q^ par conséquent r; il
doit l'être aussi avec p^ A i n s i , pour former les génératrices de
classe m, on prendra d'abord/? à racines constantes on mul t ip les , on
en déduira cl pu i s /^ et on choisira y, arbi t ra i rement , pourvu qu' i l
soit premier avec cL On pourra toujours choisira sous la fbrîïie/^/,,,
p ^ étant de degré m ' t e l que m^aw', et n 'ayant que des rac ines simples
variables. — p^ == o détermine les po in t s où G est tangente à C ; comme
ils correspondent à des racines mult iples de p , et simples de y, i ls
a n n u l e n t les deux coordonnées /?^—y^ r^ —/p^-sans a n n u l e r
la t rois ième, c'est-à-dire qu ' i l s sont, c o n f o n d u s avec le p o i n t ' f i x e , ce
qui est conforme aux résultats déjà obtenus. Enf in , les coordonnées

Ï) ^du plan tangent seront proportionnelles à /?, y, ^,r /—-L-r , c 'est-à-dire

à /?, y, r, r' — ^ret, comme p^ n'a pas de racine commune avec/^a o^ r»
les coordonnées, rendues entières, seront premières entre elles,
d'ordre m + m^, qui est la classe de la développâble circonscrite.

§ 5. ̂  Génératrices rationnelles planes de degré donné divisées
homographiqnement par leurs conjuguées.

1. Soient/?, q, ries coordonnées entières de degré m, premières entre
elles, de la tangente à G, déterminées dans le plan de la courbe par
la méthode précédente; G sera généralement de degré ûm — 2, sans
inflexion, et les coordonnées d'un de ses points s'exprimeront par

àr àq àp àr àq àp
^^r.^ r^^p^ P^-q^
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pour qu ' i l y ait abaissement du degré, il faut que ces polynômes a ien t
un facteur c o m m u n ; i° si ce facteur appartient l ï p , on voit aussi tôt
qu ' i l doi t annu le r aussi --̂  puis q (— — r —^ 2° s'il n'est pas dans /^ ,
posons

a r^=9, ^==^

et nous voyons que le facteur doit être commun à (— et •^—' Reprenons
alors les deux cas précédents.

I. r n'est pas un cône; toute racine mul t ip le de p annu le fc, par
suite y; donc, pour qu'elle produise un abaissement du, degré, i l faut
qu 'e l le annule "^y c'est-à-dire qu 'e l leso i tmul t ip le dans/'; d 'autre part,

on a, dans ce cas, y^== îp2--}-^; parsui te les racines communes à <-^ ̂

sont les racines constantes ou, mul t ip le s de (—' Ainsi , pour exprimer
un abaissement donné du degré, on devra choisir k avec des racines
mul t ip les , ou exprimer que -9 a des racines constantes ou mul t ip l e s ;

comme —L dépend des polynômes /c, Q et de leurs dérivées par rapport
à ^ ces dernières condit ions seront différentielles. •

II. F est un cône; une racine multiple de p annule p^ par suite y,
donc —-3 c'est-à-dire qu'elle doit appartenir à q^ ( toutes les racines
àept simples), par suite à /•; on aura donc à exprimer seulement quep
a des racines mul t ip l e s constantes, et p étant a ins i choisi , qu 'el les
annulent q — — r ~ï, d'où des condit ions différentielles entre les
polynômes p , q^ arbitrairement choisis; d 'autre part , on a, dans ce
cas, y, == y'; il y aura donc encore à exprimer que —î a des racines
constantes ou. mul t iples^ d'où des conditions où ne figurent pas les
dérivées des coefficients.

Par conséquent, nous n'obtenons pas, en. général, les solutions d'un
degré donné sans intégration.

2. Ces considérations sont applicables aux cubu/ues de troisième et de
quatrième classe, divisées homographiquement par leurs conjuguées.
La méthode que nous venons d'exposer fourn i t aisément les premières
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en rapportant la surface engendrée au système conjugué; du reste, on
aurait pu aussi les obtenir directement en se donnant la développable F,
avec les enveloppes de G et de la tangente d'inflexion tracées sur r;
dans le cas le plus général où G a trois l ignes enveloppes, distinctes
entre elles et de l'enveloppe de la tangente inflexionnelle, ces données
ont 'entre elles une relation qu'un calcul direct donne facilement.
Pour les cubiques de quatrième classe, la méthode précédente se
complique dans certains cas, par suite des conditions d'abaissement
du degré; mais alors la donnée des enveloppes de G et de. ses tangentes
d'inflexion permet encore la détermination directe de la cubique par
le calcul. En résumé, les résultats qui précèdent permettent d'obtenir,
dans tous les cas, les familles clé cubiques planes divisées ho/no graphique-
ment par leurs conjuguées ; ils fac i l i ten t également l'étude des lignes
asymptotiques de la surface S correspondante, et la recherche de cas
particuliers d ' intégration.

g g. -_ Détermination de nouvelles familles de génératrices rationnelles
divisées homographiquement par leurs conjuguées.

La méthode employée pour déterminer les génératrices planes de
classe donnée, possédant la propriété en question, peut être regardée
comme une application de la transformation connue de Laplace, qui,
permet de passer d'une nappe à l 'autre de la surface focale d^une
congruence de droites. Cette transformation conserve les systèmes
conjugués, et est rat ionnelle par rapport aux coordonnées des points
de la surface transformée. Donc elle permet de déduire, des familles
de génératrices rationnelles planes que nous venons de former, une
suite indéfinie de nouvel les familles possédant la même propriété
relativement à leurs conjuguées. On peut, en suivant un procédé
indiqué par M. Darboux ( < ) , obtenir , à l'égard de ces familles, des
systèmes de formules tout à fait analogues à ceux que nous obtenons
quand la génératrice est plane ( 2) ; nous nous proposons de revenir
ailleurs sur ce sujet.

(r) DARBOUX, Leçons de Géométrie, ^partie, ï" fascicule, Chapitre VI.
( 2 ) Voie Comptes rendus ̂  décembre 1889.
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II.

DES CUBIQUES GAUCHES DIVISÉES HOMOGRAPHIQUEMENT
PAR LEURS CONJUGUÉES.

Soient G une cubique gauche, T la développable de troisième classe,
formée par ses plans oscillateurs; les seuls facteurs communs aux trou
déterminants A, A", A" ne peuvent provenir que d'enveloppes de G ou
de r. D'ailleurs, au point de vue des conjuguées, il y a, comme on sait,
réciprocité entre G et F; cette réciprocité ne se conserve plus pour les
asyrnptotiques, et notamment on a vu qu'un facteur simple de A,
correspondant à une enveloppe de T, ne disparaît du premier terme
de l 'équat ion des asymptotiques de la surface S engendrée par G, que
si cette enveloppe se rédui t à^m plan oscillateur fixe* Nous al lons cher-
cher d'abord quelles enveloppes peuvent et doivent avoir G" et F pour être
divisées horno graphiquement par leurs conjuguées. Nous désignerons
par @ la développable circonscrite à S le long de G'» par S Fenvoloppe
des développables F (corresponoant à S par la transformation de
Laplace), pa rT la ligne de contact (correspondant à 0) de F avec S.

^ 1. — Formules préliminaires»

1. Nous représenterons ainsi la coordonnée homogène générale d 'un
point de G, rendue homogène par l ' introduction de l a , variable s,
qu'on pourra toujours supposer égale à ï ,

x =r a (^ -+- 3 btz^ 4- 3 et ̂  -h dz^

(les quatre coordonnées se dis t inguant toujours par quatre indices
.successifs ï , 2, 3, 4)- Les coefficients (a, 6, c, d) sont seixe fonc-
tions de u dont on peut supposer le dé te rminant ) a, b, c\ d \ égal
à ï ; la cubique dépend en réalité de douze arbitraires, la transforma-
tion générale homographique pouvant être effectuée sur t. Le plan
osculateur sera déterminé par la coordonnée générale

cr ̂  ï) /» 4" 3 B t^z 4" 3 Cz /2 4- A .s3,
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les seize quantités A, B, C, D étant déterminées en fonction de a, &, c,
d, par les relations

.2 A, a —=. ï , 2 À ^ =•= 0, ' -SA C =r 0, 2^ A Û? == 0,

IBa^o, 2 B ^ :=—!-, iBc==o, ^B^=:o,
2 C a = = o , ^C^= :o , ^ C c = ^ 2C^==o,
^Ï)a ̂  o, -SD ^ = o, IDc = o, ^Dd =: ï ,

de sorte que | A, B, C, D [ === —11^.
Le point de coordonnées a^ , a^, a;}, a/, ou (a) est le point t = ce de

la cubique, (W) le po in t l === o, (6) un point de la tangente en (a),
(c) un po in t du plan oscillateur, et aussi de la tangente en (rf); de
sorte que, si l'on rapporte la cubique au tétraèdre de sommets^), (6),
(c), (rf) formé par les plans oscillateurs aux points (a), (//) et les
plans tangents menés par chacun de ces poin ts et la tangente qui con-
tient l 'autre, on pourra prendre comme coordonnées du point de la
cubique par rapport à ce tétraèdre : S; == i'\ y j = = - ~ < î 2 ^ , *C === ^2,
^==^^ et les coordonnées correspondantes do plan osculateur
seront^3 , —iz\ /2^, — ^; en désignant par X les coordonnées cou-
rantes par rapport au. tétraèdre p r i m i t i f de coordonnées, on a d 'ai l leurs

^ =: 2 AX, -Q =: ̂  B X., Ç = ̂  CX, T = ^ DX.

2. Si, l 'on désigne par H; et K deux polynômes entiers en l à détermi-
ner, la coordonnée ç du plan tangent à S sera de la forme

••=^-"ë>
Déterminons K, H par la condi t ion que ce plan contienne le point

f^V soitSp^ = o. Nous introduisons ainsi les dérivées a ' , b ' , c ' , c l ' ,
\àu^ ou
par rapport à u, des seize coefficients a, b, c, d, à l'aide de seize fonc-
tions de M, M;, N,-, P,, Q,. (('= ï , 2,3,4), définies par les équations
linéaires de la forme suivante :

a'==Mia - m,b -t- 3M,c - M,d, b'-^^^a - 3N,6 4- 3N;,c - N4^

c'=,ï\a--îï\b +3P,c-l\.d, d'=-^a - 3^b + 3Q;.c -Q,,d,
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ou par celles-ci,
A^- MiA + 3Ni 'B - 3P,C 4- QJ), 1^=:-- M^A 4-... ,
C^- M:,A 4-..., I)^--. MU 4-... ,

de sorte que, quand les seize fonctions M, N, P, Q sont données, la
cubique G, ou, F, sont déterminées par un système d 'équat ions différen-
tielles l inéaires. On a alors

f) y
— =r a G i — 3 b G, 4- 3 c (̂  — d(Ï 4,

en posant généralement
G. == M /3 + 3 N ̂ 2 4. 3 p ̂ 2 „(„ Q ̂ 2 ^

de sorte que les quatre polynômes G sont les coordonnées du poin t ^'
dans le système (^, Y], ^, T). De môme,

^ = ~ A F, + 3 B F, - 3 C T, 4- D'^
en posant

Fi = M, ^ 4- 3 M., /• ̂  + 3 M,, t^ + M'4 z\ T, = Ni ^;î + 3 N, t ̂  + .3 N'a ^ ̂ a 4- N4 z\
T,:= p, ^4- . . . , r4=Qi^4- . . .

La condi t ion ̂ (^ == o permet alors de prendre pour H et K les
polynômes

H =: G, ̂  4- a G^s + G;, ̂ 2, K == Ga <(2 + a G^ ts 4- (xi ^2,

qui sont du c inquième degré; donc © sera généralement de septième
classe, et un abaissement de cette classe proviendra des facteurs com-
muns à H et K. Dans le système de coordonnées (S, y;, Ç, r), l 'équation
du. plan tangent est

K ()F îî <}FK ^ — I f . ^ = = o ,

en appelant F le premier membre de l 'équation du plan oscillateur
F == T Z 3 4" 3Ç^ + 3y] ̂ 4-^3.

Si @ est un cône, on aura, en désignant par Ço, Y],, ̂  ̂ , ce que de-
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viennent ^, T], Ç, T, quand on y remplace les coordonnées courantes X
par celles du sommet du cône,

rIFo « ^FoK^--,H^-::=oî

de sorte que, si. K.i et I-ï^ sont les quotients premiers entre eux de K et
H par leur plus grand commun, di.vi.seur, © est conique quand ces quo-
tients sont proportionnels aux deux dérivées partielles d 'un polynôme
du troisième degré en t et z; par suite, H'^ K.< serontau plus du second.
degré..

3. Les mêmes calculs, efïectués pour la, dévcloppable F, d o n n e n t
l 'équation du po in t de contact du plan oscillateur avec son enveloppe

S^^ R^-,.--o
''^ " " la ^ ~05

en désignant p a r F < le premier membre de l 'équation tangentielle du
poin t G et par B et S les deux polynômes

B "r: r\ e1.4- ^ Ta t + r;,, s = r, ̂  + a'r, / -i- r^,
d'où la condition, analogue à la précédente, qui exprime que T est
plane. Les facteurs communs a B, et S déterminent l'abaissement du
degré de T.

4. Formons l 'équation des conjuguées à l 'aide de ces fonctions fon-
damentales H, K, ï{, S. On a

A::=i2;(;^=-^II<-•-K-)•
Pour calculer A' -== ^S^T'^T^ introduisons les deux dérivées par-
tielles des polynômes G, et formons-en les polynômes

3/=: ̂  ̂  ̂ ^ ^^ ^àG, ̂ ^,àG, ,̂ ^
àt àt àt àz ôz as

o ^()Q^ <Xjss .àGi . ,.àQz , àG, ,âG,
3 g- = ̂  ——' 4- 2 L s —— 4" ̂  —— ? • 3 gi = t21 -— ~ - a ̂  —— 4- ̂  —- ->àt 1 àt ût ^ àz as àz
Ann, de l'Éc. Normale. 3e Sérîe/î'ome Xï. —AVIUL i&gÔ. 17
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et nous aurons ident iquement
H ~=--ft -\-f, ̂  K =: gt 4- ^i ̂  B ̂  + g^ S =:^ ^ 4- g , z,

A^.3(^-^A).

5. Les quatre fonctions (H,K) , (R, S) sont d'ailleurs liées par les
identi tés suivantes, qui déterminent l 'un des couples, connaissant
l'autre,

^6(R-.H).::^, -,.,-.- 6(S+K)::^

et
R^Sz^'Hi+Kz^—^'

9.

6. Désignons par El une ençeloppe t ̂  o qui abaisse, de a imités la
classe de ©, de ^ unités F ordre de T (un de ces nombres powani être
nul) (1). Les formules précédentes mont ren t : :i:° que, si a^ [:t, A est,
par rapport à l 'enveloppe, de l'ordre du plus grand des doux nombres,
qui surpasse nécessairement l 'autre d'une u n i t é ; 2° que, si a =": 6,
A est au m o i n s d'ordre a-hi, mais peut être d'ordre supér ieur ; 3° que,
si l'on exprime qu'une enveloppe abaisse, par exemple, la classe de; @
de a unités, elle abaissera, sans nouvel le condi t ion, l'ordre de T de a— :r
un i tés ; une condi t ion de plus s ' in t rodui t , si ce dernier al)aissement
est a; de sorte que, dans les deux cas, l 'existence d 'une enveloppe ,1̂
équivaut généralement à a -!1- [3 c o n d i t i o n s imposées à la cub ique ; ce
nombre ne s'élève que si a étant égal à p, A doi t être d'ordre supérieur
à a 4- i .

§ 2. — Condition pour que les conjuguées dépendent d'une éçnation
de Riccati.

1. Il faut et il suff i t pour cela que H/ (- Ks divise /^ - gf^ d'où
six conditions entre les M, N, P, Q. Or, on a ident iquement , d'après
les relations ci-dessus,

^ ( Ui- ê-fi ) =/K - ̂ H, t{ fg, - ̂  ) := g, H .,„-.,.-. f, K ;

( 5 ) La signification géométrique des nombres a et |3 résulte des discussions faites dans la
seconde Partie, et résumées pour le cas d'un point ordinairo, au § 6 de cette seconde
Par Lie. !
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donc, si p désigne le quo t ien t ent ier de/^i — gf^ par lit 4- Ks, on de-
vra avoir

Iï(^ 4- p z t ) •:= :K(/- P^ 2 ) . K(/i+ p^) ̂  iï(^- p ^ 2 ) .

Soit D le plus grand commun diviseur à FI et K, de sorte qu'on a

II-=HJ), K,::r:KJ).

Des égalités précédentes résulte qu'on devra avoir les identités sui-
vantes, où 7\. et [j- désignent deux polynômes entiers en t,
f — p z2 == À H i, g -h p -s / --=: ̂  K i, î — p t 1 — p. K. i, fi + p ̂  t •-= ̂  II i,

d'où
/^ + ^-5 "•::: K = À(H.i ^ + K.i.3 ), .A ^ 4- ̂ i5 =::.: S =- ^(îî^ -4- KI. z}.

Le polynôme H^ + K ^ s est le quot ient de ' H t 4- K^? par D; nous le
désignerons par 5, de sorte qu'on a

A-:::.. •1-- ^ D o .

On voit donc que , pour que lea conjuguées dépcmdent d'une équation
de Riccati , lijaul que R et S soient divisibles par S. (Nous écartons, bien
entendu , le cas spécial où A est iden t ique à o> c'est-à-dire où les cu-
biques G f o r m e n t un système d 'asymptotiques de S.) Montrons que
cette condit ion est suffisante; supposons vérifiées les identités

ft 4- g z =.-;:• À ( IIi t + Ki z ), f, t-\- ff, z = [x ( Hi t -h Ki z) ( À, ̂  entiers en l).

On en déduit, p^ étant un autre polynôme entier,
/ ̂  À Hi 4"" pi s, ^ •= À Ki — pi ̂

d'où

f, s = H - /^ = Ui ( Ï) — À 0 - p^ t, g,z "= K — gt -: Ki ( D - À / ) 4- p.^2 ;

par conséquent,
^(^^4^i5)- :ô( f ) -XQ,

d'où, d'après l'hypothèse/^ + ̂ ^ =•= p-^ Fidenti lé
1) ::,::,:: À t -h- ̂
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qui entraîne celle-ci,
/i -= ^Hi — pi ̂  ^ = Ki ̂  4- pi ̂ ,

de sorte que p ^ doit être divisible par/s : p^ "== ps; par suite, on a

/= ÀÏI, + p^2, ^ = ̂ K-i- p-5 ^
et

/K - ̂ H == ̂ p(K^ 4- H/)- z{/^ - gf, ),

et là condition est suffisante.
Ainsi, il faut et il suffit (fue R et S soient divisibles par § ; et l'on peut

évidemment remplacer cet énoncé par le suivant : il faut et il suffit
que H et K soient divisibles par a?, en, désignant par d le quotient du
polynôme tU 4- Sz par le plus grand commun diviseur à R. et S.

Il résulte de là que toute enveloppe à indices inégaux E^ disparaUra
comme facteur commun du premier ter/ne de V équation différentielle des
conjuguées, el que, pour au il en soit clé même d'une ençeloppe à indices
égaux E^, il faut que A soit au plus d'ordre 20. Ces résultats sont con-
formes aux conditions énoncées dans le § 6 de la seconde Partie.

2. Il faut maintenant rechercher quelles enveloppes doi t et peu!,
avoir l'ensemhie Gr pour être divisé l iomo^raphiquement par ses
conjuguées. Pour cela, nous allons d'abord montrer comment on do i t
former les polynômes H, K, Ry S pour que la condit ion ci-dessus soit
remplie. Les relations fondamentales qui les lient nous donnent , en
remplaçant Ïil 4- Ks par Dâ,

^ n 'î àï) i n ̂  'î ir 'n o û ^ ̂ ^ , n (^ 2 v •n3 R ̂  o ̂  + ]) ̂  ̂  j H,I)^ 3b - o ̂  4- 1) ̂  - 3KJ).

Donc, il faut et il suffit que l:)f^0 -- 3H,,\ I) ( ( } 0 - 3K/) soient
\ vfc / \uS ^

divisibles par §, ou bien soie'nt identiqueaient nuls; dans ce dernier
cas, on, aura

4?-^
donc o est du troisième degré, par sui te aussi D et on a généralement
trois E^, trois E^, la classe et l'ordre de @ et T étant égaux à 3. Sauf
dans ce cas, à et D auront nécessairement un facteur commun et par
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conséquent G et F auront au moins une enveloppe commune; so i tV
le plus grand commun diviseur à D et §, de sorte qu'on a

D-^VDi, o^Vôi ;

laissons de côté le cas exceptionnel, où le degré q de V ==== o; alors, si n
est le degré de D, p = 6 -•- n celui de 5, q étant ^ i , il en est de même
de n et/?, et (f ne dépasse pas d'ailleurs le plus petit des nombres n
etp. Les condi t ions précédentes se ramènent maintenant à celles-ci :
V-^1 — 3Hi et V^ — ?)'K^ do ivent être divisibles par^ ; donc, si l'on

ut U -3

appelle a et pi deux polynômes entiers en t^ on devra avoir identique-
ment

y ̂  - 3 Hi ::r: a ai, V ̂  - 3 Ki r,::. p rîi ( avec :H\ t + Ki ̂  = V oQ ;
C/& 6"S'

d'où il suit aussitôt que a, et p doivent être de la forme

, - IL-^LZ-l ̂  .,.. (,, p - fL^Lzl ̂  + u.,
<y àh ? t (] ûz

U étant un polynôme de degré y — 2. Ainsi, en résumé, pour/armer
les polynômes II, K, II, S y satùfaiscirU aux conditions imposées, on pro-
céderez de la façon suùwite : On choisira l'entier n de i à 5, d'où
p = 6 -"" n^ puis un polynôme V de degré q ̂  i mais au plus égal au plus
petit des nombres n ci py et un polynôme U de degré q — 2 ( s i c / <^ 2,
U est == o) el on calculera a, p par les formules

. - P-Ï.-Z3 àv - U ., p - ̂ --̂ L-3 ̂  + U.;
^ <^ ^ <;-3

o/i prendra ensuite un polynôme arbitraire S^, de degré p — q ei on
formera wec lui ïï^ et K^

,.,- ^ àêi ^ y •VT à^i p ^H^V^-ao,, K^V-^-PO,

(§, ^o^ ^/rê cÂom de façon que U^ ^ Ki .s'o^n^ premiers entre eux; en
particulier, il est premier avec'N). Enfin, on prendra arbitrairement 1)^ ̂
degré n — ç r^ l'on aura

H-H^VDi, K^KiVDi.
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On obtient alors, toutes simplifications faites,

^ , f\. / JV \ .,àl)i"\ ^ 4 n / ^v / 3 \ xr^Vl3R^o [D, (^+^ 4.-V^J, 3b=o [ D,(.^ +(3J ̂ V-^J-

<fe .907^ que, généralement, o est le plus grand commun diviseur à R
et S. Quant au premier coefficient A, il est égal à —" 1'D^ ^V2 .

On pourrait évidemment procéder en sens inverse et former d'abord
R et S au lieu de H et K; il y a correspondance par polaires réciproques
entre les cas possibles, de sorte que l'ordre de T et la classe de 0
s'échangent entre deux cas correspondants.

§ 3. - Classification des ensembles G F divisés homographiqnement
par leurs conjuguées.

Les formules que nous venons d'établir vont nous permettre de
déterminer les enveloppes, dans chacun des cas qui pewent se pré-
senter; ensuite nous prouverons que, réciproquement, on peut assu-
jettir l 'ensemble variable GT à posséder les enveloppes trouvées, et
qu'il est alors divisé homographiquement par ses conjuguées. Nous
allons indiquer la classification en faisant varier n seulement de r) à 3 ; les
autres solutions du problême seront polaires réciproc/ues de celles-là,

i^ G-KOUPE : n = Ô ; © est un cône de seconde classe. — Les surfaces S
correspondantes (à génératrices G) sont polaires réciproques des
surfaces engendrées par une conique, lorsque la développable circon-
scrite est de troisième classe. Nous aurons p == i , q == ï , ̂ —'.̂ -.̂  ::„•::: — 3,
U === o, ^ = /(const.), et nous pouvons supposer V == t, d'où a -:.. — 3,
p==o, ïi,=l, K,,r-=oet

D = tÏ),, 3B =: U f- Di-4-- t ̂ Y 3S =: ̂ 2^)l -\ ôt ) àz

Si DI n'admet ni la racine t === o, ni racines mult iples , T est du
sixième degré\ jamais plane; l'ensemble Gr possède une ' E [ , quatre E^
distinctes.
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Le degré de T s'abaisse : i° Si t =r o est racine de D^ ; on a alors, en
posant Di ==~ tD^,

^T) / / • î ^^2 oc; .«^Dfi
0 H ::.;:- ^<i ——— ? 3 S == ^3 -,-"1111 :àt àz '

donc si Da n'a pas de racines mult iples , T est du quatrième de-
gré et c'est une ligne plane, d'après la condi t ion trouvée plus haut
(§ 1, 2, 3) pour qu'il en soit ainsi; cette solution est donc com-
prise parmi celles qu'on obt ien t en appliquant la transformation de
Laplace aux lignes planes de troisième classe et du quatrième degré,
divisées homograpbiquernent par leurs conjuguées; les enveloppes
sont ici une E3, trois E^. Le degré de T s abaisse encore d'une unité si
Da a une racine double, d 'où, si elle n'est pas / =•=• o, une ïî'ty une E^,
une E^, et de deux unités si D^ a une racine triple, qui supposée ;?^o,
correspond à une E^y une E^ : dans ce cas, T est du second degré; si la
racine double ou, t r ip le de IX est t "-== o, on a d'autres combinaisons
qui n'altèrent pas le degré de T et peuvent être considérés comme des
cas limites des précédents. î>° Le degré de T s'abaisse encore si D^ a
des racines mult iples , soit d'abord une double; si. les deux autres sont
distinctes, T est du cinquième degré et on a une E^ , une E^, deux E^ ; si
elles sont confondues, T esl du quatrième degré et on a une E[, deux E^ ;
enfin, si les quatre racines de T sont égales, T est du troisième degré,
on a une E ^ , une E^. On constate dans tous ces cas que R et S ne peu-
vent satisfaire à la condition nécessaire pour que T soit plane.

Réciproquement, l'un yuelconr/ue de ces cas est réalisable en assujei'
tissant G F à posséder les enveloppes correspondantes, qui disparaissent de
V équation des conjuguées : on le constate, toujours de la même façon, en
comptant le nombre des conditions imposées à G (§ 1, 6), et appliquant
les résultats généraux (§ 6, 11e Partie).

DEUXIÈME GROUPE, ^ :=4 ; © e s t d e troisième classe. — On a p == 2,
q -= ï ou 2.

i° p ̂  2, q =-:::.: r . On prendra V == t, U -•= o, d'où a == — a, ? == o,
puis §1 == z, d'où

3Hi-=^^ 3 K î = = ^
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de sorte que 3H'^, 3K^' sont les dérivées partielles de t^z : donc ©
est un cône; les surfaces S correspondantes sont parmi les polaires réci-
proques de celles qui sont engendrées par une cubique plane de troi-
sième classe. On trouve d'ailleurs

SR^ôV^ 38 ̂ V^-1 (1) = ̂ ï),, §=z£) ;
ut (/ S

donc T est plane et du quatrième degré, si î)^ n'a pas de racines mul-
tiples; on, a alors les enveloppes suivantes : une E^, une E^, trois E^;
si D., a une racine double, supposée di f férente de z =- o et t ̂  o, T est,
du troisième degré, on a une E^, une E^, une E^, une E^ ; si D^ a u n e
racine t r iple , ï est du second degré, et l 'ensemble GF est polaire
réciproque d 'un ensemble du groupe précédent.

2° p == 2, y === 2, V ayant une racine double, soit V —^ ^ .: on prendra
S,, == ï , "(J :-,-,.1:.- 3/(const.), d'où

m •^ ^i), â^ Hi = / -,}- ̂ , Ki •=:::-- /<(,

3 R ̂  ô | D, ( t - 3 /,,s ) 4" ̂  ̂ 1, 3 S :::.: 5t (3 H), ̂  t ̂ A.
L ^" J \ ^z )

© n est jamais un cône; T <^ du cinquième degré, si !), n 'admet ni la
racine ^ :=o , ni racines mul t ip les ; on a alors : u n e E; d'ordre 4
dans A, deux E^; si D^ admet la racine £= o, son aut re racine é t an t
dist incte de celle-là, T est du quatrième de^ré, non plane; on a une E!1

d'ordre 5 dans A, une E^ ; si D, a une racine double yé.o, T est égale-
ment du quatrième degré, on a une E^ (d'ordre 4), une E^; enfin, si Di
a une racine double / == o, T ̂  du troisième degré, non plane, on a
une E.;; d'ordre 6 rf<my A.

3° ^== 2, q =^ 2, V oya/^ rfé ;̂r racines distinctes, soient .s =.= o,

^ ̂  o; on prendra V ̂  tz, ^ ̂  i, U = ̂ (consL), d'où

H^-,^(/4^), K,^ | ( r - / ) ,

3ir^a.[M^ ̂ ^ ss^â^D.^^^^I.
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@ ne devient un cône que si rensemble GT rentre dans une des
catégories précédentes. Si Di n'a ni racines -s ou t=o, ni racines
multiples, T est du cinquième degré; on a deux E^ , deux E^; si D^
admet une seule des racines z ou ^ = = 0 , ï est du quatrième degré,
non plane; on a alors : une E j , une E;, u n e E^; s l .Di admet les deux
racines z === o, t = o, T est du troisième degré, non plane, on a deux E^ ;
si D^ a deux racines égales différentes de z = o et t == o, T est du qua-
trième degré, on a deux lî\, une E^.

3e GROUPE. — n == 3; © est de quatr ième classe, T sera au plus du
quatrième degré, et il est inu t i le d'examiner les cas d'abaissement
de ce degré qui correspondent à des solutions réciproques des précé-
dentes* On a, dans ce cas,

3 Hi = ̂  ( V ô,) .+ U ô, c, 3 K, =: ̂  ( V ë, ) - u ̂  t,

3 R == ô | ^ ( VI) ï ) ~~ UD ,z |, 3 S :::.= cî [" ̂  ( VI) ï ) + Ul) ï J,

de sorte qu'il y a réciprocité complète entre G et F; 0 et T deviennent
en même temps, l 'un un cône, l'autre une ligne plane, sous la condi-
tion U == o; q peut prendre, dans ce cas, les valeurs o, ï , 2, 3; U est
nul seulement pour q = o ou ï . Dans le cas exceptionnel de q == o, on
a trois E^, trois E^, et Fon constate que les autres valeurs de q donnent
des combinaisons d9 enveloppes qui peuvent être regardées comme cas
limites de celle-là, une E^ et une E^ se superposant en une E^, deux E;
e n u n e E ï , . . . , et qui sont : 2E;, iE:, ïE;; iE^ TE;, iE;; 3E;, i:E^,
î E; ; une E;S ; mais les eweloppes E; et E;^ sont dans le cas exceptionnel
d'un abaissement de A égal à 4 ou 6 unités; © nest un cône et T une
ligne plane que si, l'on attribue à U la valeur o ; et V ensemble cherché GT
doit alors être donné par la transformation clé Laplace appliquée aux
lignes planes de troisième classe divisées horno graphiquement par leurs
conjuguées et telles que la développable circonscrite à la surface quelles
engendrent soit de même classe.

Réciproquement, une quelconque des combinaisons d'enveloppes que
nous venons de reconnaître comme seules possibles est effectivement réali-
sable et correspond à un ensemble G F divisé homo graphiquement par ses
conjugués, car le nombre des conditions imposées à G F ne dépasse jamais

Ann. de i ' É c . Normale. 3" Série. T ô m f ô X U . — MAI 189.5, l8
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10, comme on le vérifie facilement, et les fadeurs enveloppes satisfont aux
conditions (F après lesquelles ils disparaissent du premier terme A de l'équa-
tion des conjuguées (IIe Par t ie , § (3).

§ 4. -- Détermination de quelques solutions.

i° Quand © est un cône du second degré, les surfaces S sont polaires
réciproques de celles qu'engendre une con ique tangente à une l igne
enveloppe dans son plan osculateur, ou dont le plan passe par un poin t
f ixe, la tangente à la conique étant la caractéristique du plan; elles
sont donc déjà connues en général. Mais i l reste à déterminer celles
de ces surfaces S pour lesquelles le degré de T s'abaisse.

îi° Quand T est une l igne plane, nécessairement de troisième classe
au, plus, les surfaces S correspondantes s 'ob t iennent par l ' appl icat ion
de la t ransformation de Laplace aux lignes planes de cette classe d i v i -
sées homographiquement par leurs conjuguées, et telles que la déw-
loppaUe circonscrite correspondante soit de même classe; cette dernière
condition exclut certaines de ces lignes, mais le choix est faci le par
les méthodes que nous avons indiquées au, Chapitre précédent; par
exemple, si le plan de ï n'a pas de po in t fixe, on trouve que la fonc-
tion F (Chap. I, § 3) doi t être de la fo rme a^ + 3a, ̂  + '3aa 4- a, ;
s; elle a^ime racine double, le degré de T s'abaisse à 3; si elle a une
racine tr iple, à 2; l 'application deux fo i s répétée de la transformation
de Laplace fourni t le cône circonscrit ©, qui est généralement de qua-
t r ième classe, mais peut être de troisième ou de""deuxièm.e.

3° En dehors de ces deux cas spéciaux, il est diffici le d'obtenir en
général les solutions dont nous avons montré l 'existence; dans la plu-
part des cas, on ne peut se donner arbi trairement les enveloppes cor-
respondantes parce qu'on assujettirait ainsi la cubique G à plus de
condi t ions qu ' i l n'en f a u t pour la déterminer. Cependant, on peut obte-
nir de cette manière bien des cas part iculiers qui se construisent ainsi
sans intégration, en réduisant certaines des enveloppes à des points,
droites ou plans, à savoir : une 1̂  à un point fixe (dont la donnée assu-
jettit la cubique à deux condi t ions) , une 1̂  à un plan osculateur fixe
(deux conditions), une E; à une tangente fixe (trois condition) ou à
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un plan osculateur avec son point de contact fixes (quatre conditions),
une E1, à une tangente avec point de contact fixes (quatre conditions),
une EÏ à un point , tangente et plan oscillateur fixes (cinq condi-
tions), et généralement aussi une El, a et {3 é tant ^ 2 ; l 'augmentation
des nombres a et p correspond, comme on l'a vu , à celle de l'ordre du
contact de deux lignes quelconques G ou de deux développables quel-
conques F du faisceau; si un des deux nombres augmente (Fune unité,
l'autre restant fixe, il en résulte une seule condi t ion nouvelle, déserte
que la donnée d'un poin t fixe comme enveloppe E^ équivaut à
^ 4- p +'i conditions, sauf si, dans le cas de a == [3, l'ordre du premier
coefficient A de l 'équation des conjuguées s'élève au-dessus de a -4- i ,
jusqu'à 2 a, sans que a varie; chaque élévat ion d'une unité pour
l'ordre de A in t rodui t alors une nouvelle condi t ion . Plus généralement
une ligne enveloppe E^ de G ou une développcible enveloppe de F, E^
étant données, assujettissent l'ensemble tangent en un point donné ou
suivant un plan donné à quatre conditions, une ïî\ (coïncidence des
plans oscillateurs) à cinq, une El (contact du second ordre entre G et
l'enveloppe) à six, et généralement une l igne El a a 4- ? •+- 3 condi-
tions, sauf dans le cas de a == p, et de l 'élévation de l'ordre de A ( ' ) -
Voici quelques solutions qu'on peu t obtenir algébriquement d'après
ces indications :

Ier CROiïpE. — 0 est un cône du second degré; il suffit de rechercher
les cas où le degré deT s'abaisse; on cherchera naturel lement à déter-
miner® : soit le cas d 'une enveloppe quelconque E\ d\m point, tan-
gente et plan osculateur fixes ISj et d 'une E^; donnons-nous d'abord
E\ etE:;; toutes les cubiques doivent avoir même rayon de première.
courbure au point fixe; en se d o n n a n t ce rayon, le cône © sera déter-
miné pour chaque position de son sommet sur la courbe 'E\ ; l'enveloppe
de ce cône mobile sera la surface S cherchée, et la caractéristique G de
ce cône possédera nécessairement une troisième enveloppe E^, en plus
de celles qu'on s'était données d'abord; T est, dans ce cas, du qua-
trième degré; soit encore donnée une tangente fixe E^ , un .point, tan-

(1) Nous avons montré (Thèse, Noto complémentaire) que l'expression de ces condi-
tions pouvait toujours se faire sous forme finie.
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genteetplan oscillateur fixesE^; la cubique G est ainsi assujettie à onze
condit ions et peut être déterminée algébriquement : Test du troisième
degré.

2e GROUPE. — Indiquons des cas ou T n'est pas une ligne plane :
donnons-nous une ligne enveloppe arbitraire E^ (d'ordre 4 dans A), et
deux E^ (points fixes); la cubique G tangente en un point déterminé
de E; est assujettie à 7 -h i "+- 4 = T ^ condit ions qui la déterminent:,
d'où une solution obtenue algébriquement avec deux fonctions arbi-
traires; réduisons l'enveloppe E;(4) à un point , tangente etplan oscil-
lateur fixes, une E^ étant un point, l'autre une l igne quelconque : nous
avons une solution avec trois fonctions arbitraires; si on réduit la se-
conde E^ à un point , on a u n e solution avec une fonction arbitraire; T
est alors du cinquième degré; elle s'abaisse au quatr ième, lorsqu'on a
une E^(5), uneE^ : on a des solutions en réduisant à un point succes-
sivement chacune d'elles; T est du troisième degré, si l'on prend (les
cubiques ayant une ligne enveloppe arbitraire E^(6) : la cubique lan-
gente en chacun des poin ts de l 'enveloppe est assujett ie à douze con-
ditions. Enfin, voici des exemples pris dans la dernière subdivis ion de
ce groupe : une tangente fixe E1,, une enveloppe courbe arbi traire E[,
deux points fixes E^ (T est du c inquième degré); ou deux points avec
tangente et plan oscillateur fixes (deux E;;) (Test du troisième degré);
ou. une courbe enveloppe arbitraire El, un point avec tangente et
plan osculateur fixes E;t, un poin t fixe E^ (T est du quatrième degré);
dans le premier et le troisième exemple on peut remplacer la courbe
E^ par une tangente fixe.

On remarque que la transformation de Laplace appl iquée au
deuxième exemple (deux points fixes E^) fourn i t u n e autre solution
de même catégorie; par .conséquent, tous les ensembles GT divisés
hornographicjuement par leurs conjuguées ne peuvent être obtenus par
l'application répétée de cette transformation^ effectuée d'abord en par-
tant d 'une génératrice plane,

3e GROUPE. — En voici quelques exemples qu'on peut réaliser géo-
métriquement : deux tangentes fixes E:[, un point fixe E% un plan os-
culateur fixe E^ ; ou un point, avec tangente et plan osculateur fixes E^,
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mais apparaissant comme facteur quadruple dans A, un point fixe E^
un plan osculateur fixe E^; ou une enveloppe arbitraire E], et deux
tangentes fixes E\ : en particulier, trois tangentes fixes Ej ; un point ,
tangente et plan osculateur fixes E'], avec contact du second ordre entre
deux cubiques, et aussi entre deux développables r du faisceau, le
facteur correspondant étant de multiplicité 6 dans A, etc.

4° La méthode générale de détermination des solutions est naturel-
lement l 'intégration de l 'un des systèmes simultanés de la forme déjà
indiquée :

a'-=W^a— 3M2^-!-3M;îC—M4^
(i)

/ A / = — M i A - h 3 N i B - 3 P i C + Q i C ,
(2)

dont les coefficients M, N, P, Q sont liés par les conditions du pro-
blème; cette intégration peut se faire dans des cas particuliers, par
exemple le suivant : l'ensemble admet une enveloppe E\, et deux tan-
gentes avec points de contact fixes E^. Supposons que ces points fixes
soient t = o, z == o; alors a,, a^ a^, a,, sont proportionnels à des con-
stantes,^, d^ d^ d^ aussi; on peut d'ailleurs supposer efrectuée préa-
lablement sur t une transformation homographique ^ = = ' Â ^ , qui. ra-
mené les coordonnées (a) à être constantes, le dé te rminan t \abcd\
restant toujours égal à r , ce qui entraîne là condition

M i — 3 N ^ 3 P a — Q 4 = o ;

l'existence des deux points avec tangentes fixes exige que

Mi= M2= Ma= N[4= N3-= N4= Pl= P2== Ql= 02-= 03= 0,

de sorte que les équations du système (i) se réduisent à

a'= o, //= N^ - 3N,^ ^= 3P3C - P,d, d'^Q.d,

et la condition M< - 3N, + 3'P, - Q, = o entraîne Q/. = o. Il reste à
exprimer l'existence d'une enveloppe E; : on forme pour cela les poly-
nômes II et K, on exprime qu'ils ont la racine commune t = a^, et
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qu'elle est double dans le polynôme Eu 4- Kz; on arrive ainsi au sys-
tème simultané suivant :

0'-= o, b'-^ I.\(aa2— &a), c'==: P,,, (^a — rf), cl'=: o

(P^ est une fonction arbitraire de u). On l'intègre facilementet, en ap-
pelant ? une fonction arbitraire de u qui remplace P/,, on trouve

q /2 ^ /^ H /a /- /••/s,/ //,,
^^k^———^^du, x^———. ^,=:3P^2, .T,=rr:~3p^^i^——+^.

Nous ne savions réaliser géométriquement ce cas que quand l'en-
veloppe ïî\ était une droite.

On peut étudier l'intégration des systèmes ( ï ) o u (2), dans des cas
plus généraux, par un procédé que nous avons ind iqué a i l leurs (1).
Nous nous proposons de revenir sur ce sujet , et d ' é tud ie r particulière-
ïïientles solutions telles que la cubique G sou la Mractdrisliyue d'une
quadrique mobile de rcwcord.emeni d'une surface réglée,

5. -— Des lignes asymptotiqnes de la surface S engendrée
par la cubique G.

L'application des résultats généraux de la deuxième Partie montre
que V équation différentiel le de ces lignes est normale, san$ nouvelle con-
dition, sauf lorsqu'il existe des eweloppes E^ ; elles doiçent alors se ré-
duire, comme nous l'avons vu, à des plans osculateurs fixes. Les solutions
trouvées ci-dessus permettent de rechercher des cas d'intégration, les
points ou plans osculateurs fixes donnant déjà, en général, des solu-
tions singulières. Dans le cas particulier où 0 est un cône du second
degré, la question a déjà été étudiée (IIIe Partie, Chap. ï, Applications
aux coniques), et les cas polaires réciproques des cas d'intégration
signalés, alors donnent des solutions du problème actuel; rappelons
notamment que 1e11 discriminant de l'équation des asymptotiques est
carré parfait quand la développable de troisième classe circonscrite à

( 1 ) Compteff rendus, 6 novombre 1893.
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la surface lieu de la conique génératrice admet des enveloppes doubles ;
il en sera donc ainsi, dans le cas actuel, lorsque le polynôme désigné
par D,, lors clé la classification (§ 3) a deux racines doubles ou une
racine quadruple (cas correspondants signalés de l'abaissement du
degré de T); un exemple nouveau de ce cas est celui de la surface
que nous venons d'obtenir ci-dessus par l'intégration du système ( i ) ,
les enveloppes étant : deux. tangentes avec contacts fixes E^, et une
enveloppe courbe E ^ ; les deux tangentes E^ correspondent chacune à
une racine double du discrirninant et l 'équation des asymptotiques se
décompose en deux équations de 'lîiccali,

Un autre exemple est fourni par le cas d'une tangente fixe E j , d 'un
point avec tangente et plan oscillateur fixes E^ et d 'un point fixe E^
(0 est de quatrième classe, T du troisième degré). Au point fixe E^
correspond une racine double du d i sc r iminan t , a l'autre po in t fixe E'^
une solution s ingu l iè re ; la cubique dépend encore de deux paramètres
arbitraires qu'on peut lier algébriquement par une relation exprimant
qu'elle reste tangente à un plan fixe, nouvel le solution singulière.
Soient ^ = = 0 le point E;, z == o le point E^; en choisissant convena-
blement le tétraèdre de référence, on a les coordonnées sous la forme
suivante :
^r= ̂  :̂:;.-3^ ,̂ x^'^{3nb '^^ma)^z—maiz\ x^(i—z)\

m, n étant des constantes dépendant déjà tangente fixe; en rel iant les
paramètres a et b par la condi t ion de contact de la cubique avec un
plan tangent fixe, on obtient une relation algébrique entre les para-
mètres a et & qu i détermine une surface S algébrique don t les asympto-
tiques dépendront d'équations de Riccati.

Enfin un dernier exemple très simple est celui de l'ensemble ayant
deux points E^ avec tangente et plan oscillateur fixes; à ces points
correspondent deux racines doubles du d iscr iminant qui est alors carré
parfai t : tous ces résultats découlent immédiatement de nos discussions
générales.


