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LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES.
LES CLOCHES.

Par M. C. MALTEZOS.

CHAPITRE 1.

Théorie des plaques planes minces.

Il est nécessaire de faire une discussion succincte sur la théorie des

plaques planes, car elle nous sera utile quand nous traiterons les en-
veloppes minces.
- ("est Poisson qui a donné, le premicr, la théorie de 'équilibre et du
mouvement vibratoire des plaques planes, homogenes et isotropes, en
admettant que les forces élastiques et les déformations sont dévelop-
pables en séries convergentes suivant les puissances croissantes de la
variable qui donne la distance d’un point quelconque de la plaque & la
couche moyenne; en gardant donc les deux premiers termes au plus
de ces développements, on arrive aux vraies équations indéfinies.

De Saint-Venant a porté 'objection que cette maniere de procéder
n’est pas légitime, et que méme elle est fausse quand on veut traiter
le probleme le plus général des plaques planes de contexture quel-
conque.

M. Basset (') dit que cette objection ne doit pas arréter, parce que
alors il faudrait former la méme objection pour Ja plupart des investi-

(1) Philosophical Transactions of the R. Soc. of London, Vol. CLXXXI, p. 435.
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gations physiques. Et il est bien vrai qu'une quantité connue comme
fonction de la position peut étre développée par la formule de Taylor,
excepté le cas de discontinuité quand on passe d’un point a 'autre.
Mais M. Boussinesq avait, par avance, répondu a cette justification de
la méthode de Poisson, que, s’il est parfaitement permis de développer
les fonctions autour de chaque point, dans une petite partie de leur
champ total de variation, qui est ict I'épaisseur de la plaque, il n'en
est généralement plus de méme quand il s’agit de ce champ tout en-
tier.

Kirchholf a proposé une autre méthode, qui consiste & admettre que
chaque ligne droite, primitivement normale aux couches de la plaque,
reste droite et normale sur ces couches apres la déformation. Cela
parait suffisamment exact quand les plaques sont isotropes, ou encore
quand les bases sont des plans de symétrie de contexture, mais elle
est fausse quand la contexture de la plaque est quelconque. Dailleurs,
comme 'a montré M. Maurice Lévy, Uhypothese de Kirchhoff est équi-
valente & celle de Poisson. M. Gerhing a essayé, sur Uindication de
Kirchhoff, de traiter sans aucune hypothese douteuse le probleme, en
s'appuyant sur des considérations cinématiques, qui, d’apres M. Bous-
sinesq, manquent de rigueur ou auraient tout au moins besoin d’étre
complétées.

Si 'on appelle les composantes des forces élastiques, exercées par
unité de surface sur les éléments menés par un point (x, y, z) de la
plaque, Ny, N,, Ny, T,, Ty, T;, et si la couche moyenne a I’état primi-
tif, ou le plan tangent en ce point & la couche moyenne, apres la défor-
mation, est pris pour plan des 2y, et la normale a cette couche comme
axe des z, Poisson et Kirchholl'sont arrivés & poser séparément

(1) (Tn T‘z) =0, N:,: 0.

Mais de Saint-Venant, objectant que les efores tranchants T,, T, ont
un role souvent indispensable i considérer, a jugé désirable de prendre
comme point de départ de la théorie des hypothéses moins étroites
que ces relations (1). Cela n’empéche d’ailleurs nullement de poser
celles-ci en premiere approximation seulement.

M. Boussinesq, de son ¢oté, adonné en 1871 une théorie des plaques
planes minces. Ces plaques sont formées de couches sensiblement
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planes et paralleles, et dont la contexture constante ou assez lente-
ment variable d’un point i l'autre d’'une méme couche pourra changer
rapidement, et méme avec discontinuité, d’une couche a ses voisines.
Sans aucune hypothese douteuse, il démontre effectivement les rela-
tions (1) en premiegre approximation.

M. Boussinesq y est revenu dans un second Mémoire, paru en 187q.
I congoit alors la plaque divisée en troncons sensiblement prisma-
tiques, dont chacun, limité par la surface méme du corps et par deux
couples de plans paralleles menés & peu pres normalement a cette sur-
face, a ses trois dimensions comparables entre elles. Se basant sur la
lenteur de la variation de I’état physique dans le sens de grandes
dimensions de la plaque, et sur ce que les équations de I'équilibre du
tron¢on donnent alors N, treés petit devant (T,, T,) et T,, T, tres
petits eux-mémes devant N, N,, Ty, il peut poser, & une seconde
approximation,

d(Ty, Ty) _ (N, Ny, Ty)

e S =

) (o, dy) =7 (da, dedy, dy?)

En supposant la contexture du prisme symétrique par rapport au
plan 2y (ce qui rend N,, N,, Ny, T, fonctions linéaires des quatre dé-
formations correspondantes 9., d,, 9,, g5, et T,, T, fonctions linéaires
des deux autres déformations g, gy:), il trouve

(3) Uas ) L%, 0y, 05, §ay) _
d(z,y) ~— (da?, dx dy, dy*) ’

et il arrive ainsi aux expressions
‘ N, =C(B dx+ B 0y + 3" gzy)s
(4) ¢ Ng=C (B, & + B 0y ~+ B} Zuy)s
( Ty=C(y 0z + 7' Oy + 7" Sxy)-

Il suppose la contexture telle que le coefficient positif d’¢lasticité C
puisse seul varier d’un feuillet & I'autre, ou que les coefficients §,
B, ..., y" soient indépendants de z; et il déduit finalement des der-
nieres relations (3), ainsi que de ces formules (4), d’une part, les
expressions, linéaires en z, de dx, dy, ga,y, et, d’autre part, les for-
mules des tractions exercées sur les sections normales de la plaque
et celles des couples de flexion ou de torsion qu'elles éprouvent.
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Conditions aux limites. — Les conditions au contour ont été trouvées
par Poisson et Cauchy au nombre de trois pour la flexion. Elles décou-
lent des équations définies de 1'élasticité qui sont trois.

Kirchhoff, en considérant Pexpression du travail des forces élas-
tiques, est arrivé d deux conditions aux limites, qui suffisent. 11 était
done nécessaire de parvenir aux mémes conditions par la méthode
directe, sous peine de donner raison & M. Gerhing, avancant que Vem-
ploi de la méthode de Kirchholf est indispensable dans la théorie de
I'élasticité. C’est ce qu’ont fait M. Boussinesq d’une part, et Sir W.
Thomson et Tait (') de Pautre, en se basant, indépendamment I'un
des autres, sur les mémes considérations géométrigues.

Voici, en quelques mots, ce qu’a fait M. Boussinesq. Les plaques
étant, par exemple, circulaires, sur chaque bande de longueur ds du
cylindre contournant agissent les trois forces [, ds, Fds, F, ds suivant
la normale dn & la bande, suivant sa base ds et suivant sa hauteur,
plus deux couples, My ds normal & I'élément s du contour et M, ds
parallele & la bande méme, le troisicme couple étant négligeable de
Pordre de ds*. Le couple M,ds peut étre supposé composé de deux
forces M,, — M, dé sens contraires, appliquées le long de deux géné-
ralrices qui passent par les extrémités de I'élément ds. Sil'on concoit
une série de bandes contigués du cylindre contournant séparées par
des génératrices infiniment voisines, les couples tels que — M, ds

. , . dM .
seront ainsi vemplacés par deux forces — M, et M, + »Ci[;’—’; (ui auront
, , . dM, | .« s ,
une résultante égale A — Finalement, on aura, par unité de lon-

.

, e dM
gueur, trois forces ¥, ¥, F,+ == elun couple M.

« Poisson, dit-il, ayant négligé de remplacer les couples paralleles
au cylindre contournant par des forces dirigées suivant les généra-
trices. ..., les a vegardés comme représentant un mode d’action dis-
tinct, exercé sur chaque bande, ce qui lui 2 donné une condition de

tro pe»

(1) Treatise on natural Philosopl) .
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CHAPITRE 1L

Historique des théories des enveloppes solides, minces, et comparaison
de la grandeur des vibrations longitudinales et transversales.

On rencontre quelques notions sur le mouvement vibratoire des
enveloppes minces dans la Thcorie mathématique de I'élasticité des corps
solides de Lamé (1852).

Lamé examine les enveloppes cylindriques et sphériques et le timbre
hémisphérique. Il finit en ces termes : « On remarquera que les vibra-
tions des timbres sont longitudinales, tandis que celles des cordes,
lames, tiges sont transversales. » Cela veut dire que dans les timbres
les vibrations longitudinales prédominent. Nous verrons dans la suite
que cette assertion est plus que discutable.

En 1874, Aron a appliqué la méthode de Gerhing, pour les plaques
planes, & la question des enveloppes. M. A. Love dit que les chan-
gements d’axes, quand on passe d’un point & lautre de la surface
moyenne de I’enveloppe, ne sont pas pris en considération dans les
calculs; d’ol il arrive que les résultats sont faux.

En 1881, Lord Rayleigh, dans un Mémoire intitulé : On the infinite-
simal Bending of surfaces of regolution ('), a examiné brievement la
déformation d’une surface de révolution, en admettant qu'une ligne
tracée sur cetle surface a la méme longueur avant et aprés la déforma-
tion. (Cest une hypothese non seulement loin d’étre évidente, mais
fausse quand il s’agit des régions pres des bords libres ol 'extension
est sensible. Lord Rayleigh, en y revenant, admet qu’une déformation
quelconque entraine toujours I'extension sur les bases, mais qu’on
peut supposer la surface moyenne de la cloche (ou feuillet moyen)
inextensible.

En 1882, Emile Mathieu a publié un Mémoire Sur le mouvement
vibratoire des cloches (Journal de ' Ecole Polytechnique). Cest la pre-

(V) Proceedwngs of the London Math. Soc., Vol. XIIL.

Ann. de U’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XI. Novemsre 18¢4.
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miere théorie générale des cloches apres celle d’Aron. Mathieu a fait
les mémes hypotheses que Poisson sur les plaques planes. Done, tout
ce qui a été dit a propos de la théorie de Poisson sur les plaques
planes est en vigueur dans le cas actuel.

Les cloches de Mathieu ont une épaisseur variable, quand on s’a-
vance du sommet vers le bord unique; elles sont de révolution, iso-
tropes et homogenes. Comme il y a un potentiel, il applique, pour
trouver les équations du mouvement vibratoire, la méthode de Kir-
chhoff, ¢’est-3-dire qu’il cherche I'expression du travail des forces élas-
tiques, et il la trouve de la forme

— p-(Ae+ Be?).

Mathieu dit que, quand une cloche vibre par les coups du battant, les
vibrations tangentielles (longitudinales) sont, en général, du méme
ordre de grandeur que les vibrations normales. Si donc on admet cela,
on peut, comme a fait M. Mathieu, négliger le terme Be® devant le
terme Ae. Nous reviendrons la-dessus dans la discussion de la théorie
suivante de M. Love, car ce savant a répété la méme chose et en a été
vivemenl critiqué par Lord Rayleigh.

M. A. Love a publié, en 1888, dans les Philosophical Transactions
(vol. CLXXIX, p. 491-546), un Mémoire sur le méme sujet (*). Il y
examine les enveloppes minces, homogenes, isotropes et d’épaisseur
constante. La méthode dont il a fait usage est celle de Clebsch ou de
Gerhing, et comme M. Boussinesq avait contesté les équations ciné-
matiques de Gerhing, car on y avait négligé quelques dérivées et
introduit d’autres du méme ordre de grandeur que les négligées,
M. Love a négligé toutes les autres dérivées du méme ordre de
grandeur. Il est ainsi arrivé pour les enveloppes & des équations
incompletes. Son travail est encore incomplet en ce qu’il ne tient pas
compte, quand il passe de la surface moyenne & une couche voisine
de I'enveloppe, de la variation de I'aire de I'élément de surface. Il
arrive lui aussi, pour ’expression du travail,  la forme

— p(Ale + B'e?),

(1) The small free vibrations and deformation of a thin eluctic shell.
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e étant I'épaisseur de ’enveloppe. Et comme il lui parait que le terme
B’e® est infiniment petit du troisitme ordre par rapport au terme A'e,
il le néglige; ainsi il peut satisfaire aux conditions aux limites qui
sont au nombre de quatre. Le coefficient A’ est fonction des quantités
qui donnent 'extension de la surface moyenne, tandis que B’ est
fonction non seulement de ces mémes quantités, mais encore des
quantités qui donnent le changement de courbure. M. Love, comme
Mathieu, admet que les fonctions qui représentent les changements
de courbure et celles qui donnent 'extension sont du méme ordre de
grandeur.

Cela entrainait une réponse de Lord Rayleigh, dans un Mémoire
paru le 1 décembre de la méme année (1888), sous le titre : On the
bending and vibration of thinelastic shells, especially of cylindrical form.
« Quand sur une feuille matérielle mince, dit 'auteur, agissent des
pressions, la résistance qu’elle oppose a la flexion (bending) est tres
petite comparativement & celle qu’elle oppose & I’extension. Il est vrai
que la flexion entraine une extension (sauf sur la couche moyenne),
mais tres petite, et par conséquent on peut, pour la facilité, prendre
la lame comme tout a fait inextensible .» Plus loin, Lord Rayleigh
s’exprime en ces termes: « A premitre vue, il paraitrait curieux com-
ment, de deux termes qui entrent dans I’expression de I’énergie poten-
ticlle, I’'un, proportionnel a €*, est celui qu’il faut conserver, tandis
qu’on néglige 'autre, le proportionnel a ¢. La cause est la grande
énergie potentielle qui accompagne 'extension. La grandeur compa-
rative du coefficient est contre-balancée par la petitesse de I'extension,
au carré de laquelle I’énergie est proportionnelle. » C’est trés bien
exposé; mais qu’on me permette de dire qu’il ne prouve pas encore
que le terme Ac est négligeable devant le terme Be®. Cela peut seule-
ment prouver que les deux termes sont du méme ordre de grandeur.
En effet, si la flexion est infiniment petite du premier ordre et I'exten-
sion du second, B sera de 'ordre de e* et A de 'ordre de ¢*; donc les
deux termes de I'énergic potentielle seront de I'ordre de ¢*. Ou sil'ex-
tension est infiniment petite du premier ordre, tandis que la flexion
est finie, A sera de 'ordre de €?, et ’énergie sera proportionnelle & °.
Cette discussion a lieu pour les parties éloignées du bord libre, car
tout pres de celui-ci les vibrations longitudinales peuvent devenir
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comparables aux vibrations transversales; mais elle ne nous a pas
encore permis de choisir entre Ac et Be® le terme qu’il faut négliger.
Pour pouvoir décider, il fallait recourir a I'expérience. Lt d’abord la
longue durée de la persistance du son des cloches et enveloppes en
général nous apprend, sans aucune autre expérience, que les plus im-
portantes des vibrations sont les transversales. Mais on peut faire des
expériences sur diverses cloches. En voici deux (') : versons dans un
verre une quantité d’un liquide quelconque, et faisons vibrer le verre
par un coup d’archet ou de battant; on voit alors des gouttelettes se
précipitant hors de la masse liquide; cette précipitation des goutte-
lettes, qui était connue de Lamé lui-méme, est due aux vibrations nor-
males & la surface de la cloche, ou quasi normales. La surface liquide
sera divisée en quatre partics en mouvement, que sépare un espaece en
croix presque en repos, quand le son rendu par le verre est le son fon-
damental.

Voici une seconde expérience. Tapissons la face intérieure du verre
avec du sable fin et donnons un coup d’archet ou de battant; alors on
voit les particules sablonneuses qui étaient massées & la partie infé-
rieure sauter presque verticalement, ce qui montre que les particules
de la surface vibrent normalement.
~ De toute cette discussion résulte que les vibrations longitudinales
des enveloppes sont (res petites devant les transversales; mais il n’en
résulte pas que le terme Ae soit négligeable devant Be®. 1l est tres
probable qu’il en est ainsi la plupart du temps; mais cela n’empéche
pas qu’il pourrait exister des cas ot le terme Ae est comparable & Be®,
et d’autres encore ol Be® est négligeable devant Ae (?).

Pour ces raisons, dans les caleuls que je ferai plus loin, je considere
Ac comparable & Be et je conserve, par conséquent, les deux termes.
[t si, dans les applications, extension est du méme ordre de grandeur

(1) Bxéculbées par I'éminent savant M. Cornu et moi; elles ont révélé un autroe fait tres
important, le déplacement des lignes nodales, que je discute au Chapitre relatif aux batte -
ments des cloches. Ces expériences sont trés connues, mais je les déeris & cause du dé-
placement des lignes nodales.

(%) Par excmple, si ¢ augmenle, lout en rostant pelit (pour que la théorie y soit appli-
cable), la résistance 4 la flexion va en augmentant etil peutarriver que pour une 6paisscur
convenable Ae soit comparable 4 Bes.



LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCHES. 333

que la flexion, on négligera les termes multipliés par ¢® et on aura des
équations plus simples qui seront appelées équations extensionnelles.

Revenons maintenant, pour en finir, & 'historique des théories des
enveloppes minces.

En 1890, M. A. Basset a fait paraitre dans les Phidosophical Transac-
tions (Vol. CLXXXI) un Mémoire sous le titre : On the extension and
Sflexure of cylindrical and spherical thin elastic shells. Comme on voit, il
n’a traité que la sphere et le cylindre de révolution. En appelant ¢’ la
distance d’un point de 'enveloppe & la surface moyenne, et s’appuyant
sur ce (qu’on peut toujours exprimer une fonction de ¢ par la formule
de Taylor, il trouve

T/ A‘) ’
N,=A -+ A&+ —;* g2,

Pour déterminer les coefficients A, A,, A,, il fait Chypothese sui-
vante : « Quand les faces de I'enveloppe n’obéissent pas & des forces
superficiclles, c’est-a-dire a des pressions ou des tractions, N, T, T,
dans I'intervalle ou elles dépendent de e et ¢, sont capables de s’ex-
primer par la forme w, + w, +~ w,+ ...+ u,+ ... (u, étant une fonc-
tion homogtne et de degré n par rapport & ¢ et ¢’). » Clest donc
I'hypothese de Poisson modifiée.

Le travail de M. Basset a un grand mérite. C’est lui qui le premier a
introduit dans le calcul la notion de la variation de I'aire de I’é¢lément
de surface, quand on passe de la surface moyenne a une autre.

Peu de temps apres, M. le professeur Lamb a publié un Mémoire
intitulé : On the deformation of an elastic shell (). Je citerai a sa place
le dernier travail de M. Love, qui est le plus complet fait jusqu’a pré-
sent sur les enveloppes, et qui résume celui du professeur Lamb et de
M. Basset. M. Love, il y a quelques mois, a publié un Zraité de théorie
mathématique de Uélasticité (*), dont les Chapitres XXT et XXII du
Volume 11 sont consacrés a la théorie générale des enveloppes minces
et i ses applications. La méthode suivie est la Cinématique (Gerhing)
et les enveloppes traitées sont isotropes, homogénes et d’épaisseur con-
stante.

(V) London Math. Soc. Proc., Vol. XXI; 18go.
(2) 4 Treatise on the mathematical theory of elasticity ; 1893.
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On voit, par tout ce qui précede, que le probleme des enveloppes
quelconques d’épaisseur variable n’a pas été touché. Il est vrai que
Mathieu en a fait la théorie pour les cloches de révolution, mais encore
les équations qu’il a posées sont les extensionnelles. D’ailleurs la
scule de ces théories qui n’est pas basée sur une hypothese douteuse
est la Ginématique, par laquelle n’a été examiné que le cas de 1’enve-
loppe d’épaisseur constante, homogene et isotrope.

Dans ce travail, nous avons voulu donner la théorie des enveloppes
solides, minces sans hypothese douteuse, et nous sommes guidé &
cela par la théorie pour les plaques planes de M. Boussinesq.

Nous traitons le probleme le plus général possible des enveloppes
solides minces, d’épaisseur variable d’une maniére continue d’un
point & l'autre. Nos enveloppes se constitueront d’une infinité d’enve-
loppes couches, dont la moyenne a laquelle tout sera rapporté s’appel-
lera la couche moyenne; chaque couche sera homogene, mais la densité
variera continiment d’une couche a la couche contigué.

Des équations générales auxquelles nous parviendrons, on pourra
aisément tirer les équations pour les enveloppes homogenes, isotropes,
d’épaisseur variable ou constante.

CHAPITRE 111

Equations générales d'élasticité en coordonnées curvilignes.
Cas particuliers des enveloppes solides.

Avant d’exposer la théorie de I'équilibre élastique et du mouvement
vibratoire des enveloppes, il nous faut trouver les équations générales
de I’élasticité en coordonnées curvilignes qui, pour la premiere fois,
ont été données par Lamé ('). Nous pourrions les poser comme con-

(1) Sur les surfaces isostatiques dans les corps solides homogénes en équilibre d’élasti-
cité (Journal de Liouville, t. VI; 1841).
Lamé admettait 'hypothése de Poisson et posait X = @ =¢; c'est ce qu'il appelait le
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nues, mais il faut les trouver, d’ailleurs tres brievement, par la mé-
thode analytique en suivant une autre marche que celle de Lamé, car
les formules que nous rencontrerons nous seront ailleurs néces-
saires. Apres, nous supposerons l'origine mobile sur la surface
moyenne de I’enveloppe et nous formerons ainsi les équations géné-
rales spéciales au cas de I’enveloppe, non connues, je pense, en toute
leur généralité.

Notions des coordonnées curvilignes, etc. — Considérons un triple systéme
de surfaces orthogonales et soient

(1) Sy, 2)=p,  filw,y,2) =01,  falw,y,2)=p

les équations de ces surfaces, p, py, p, désignant des parameétres variables.
Tout point de I'espace défini par les coordonnées z, y, z peut étre aussi
défini par p, py, p, qui s’appellent ses coordonnées curvilignes. Soient s I'arc
suivant lequel se coupent deux surfaces py, p,; de méme, s, 'arc d’intersec-
tion de deux surfaces p, py, enfin s, celui d'intersection de deux surfaces g, p,
qui passent par un point de I'espace P.

En posant

. O/ de 0 1 O /dp\?_ ,, 1 O [ dea\t_ o,
t2) Z(Zﬁ-)“/’ = m’ 24(4;)—”'_11;’ 2‘(22;)—/‘2_1“@’
on a

(3) ds = -(—i‘-o = Il dp, dsy = (%‘91-‘- = 1 dpy, ds; = 6% =1y dpy;

et, si r;, désigne le rayon de courhbure principale de la surface p, suivant l'arc
s (ou k et I sont deux des nombres o, 1, 2 pris inégaux), on trouve

vy dhy I (E_[I_{; 1 dhy 1 dHy
- IT;[—I; dp1 - /I/.. d.s‘/ -

rec e dpy

(4) I s,

Le rayon de courbhure est dirigé dans le sens ol p et s augmentent.

coefficrent d’élasticité, tandis qu’'on désigne maintenant par ¢e nom l'expression

g PGAr2p),
T A+p

@ mesure I'élasticité de forme et on le désigne par le nom de coefficient de rigidité; el A
mesure la résistance au changement de volume et prend le nom de coefficient de fluidité.
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Menons maintenant par le point P les tangentes P ', Py’, Ps’ aux courbes
§, $1, 83, €t prenons-les pour nouveaux axes de coordonnées rectilignes. Alors
les forces élastiques, dilatations et glissements, suivant ces axes, seront
accentuées.

On a les relations connues

Ni=d 00" 0 0z ¢ gy o+ [ Gurzrt k' Guryrs
(5) e e e e ,

Ty = dy 0+ 0 0y 50z =4 €5 8yrar + [ gz + K Qaryr (1)

Les coefficients qui y entrent sont variables d’'un point & I'autre quand le
corps est hétérogéne. Dans le cas d’un corps isolrope, ces coefficients se ré-
duisent a deux, A et .. En effet, on a alors
(6) ey = [|=1Ii=p, d=0,=¢cy=X+2u, V=1dc=7¢| =1,
et les autres coeflficients sont nuls.

En désignant par R, Ry, R, les projections sur les axes «', ', 3’ du dépla-

cement du point P, qui résulte de la déformation, on aura les formules

du' tll{__ _ R, _ Ry

Ouc' = dr T ds ro1 Toz
dy’ dR R, R
RN Y
LY T dd T ds, Py ra
et
du' dR R, da’ dR R,
G dn T @ T dn T
(8) (_]‘_‘_'I_:fgil _E., ’_[__"’ zfl;ﬁ.'_-.}_]li,
dz' ds ro1 1754 ds Paq
dw'  dR, R dn  dR, R,
7 T A T T e
avee
(9) Sty == f‘l‘lﬁ/ -+ *{-[-&l,v Sylnt == -(Z(-,-, -+ ﬂl} Szxt = '!—]‘—VI o ,—l—’it
dy' " dr oy dz' " dy’ & d T dZ

(1) De ces trente-six coefficients, les vingt et un sont distinets, et Pon a

b = ay, C =y, ¢ = ag, f-'= ay, A'...—.-II;;,
ci=by, ~er=0by, fi=b., k=0 Cy= e,

,f:z=6'zn ky= ¢35, f;;f—‘- Cuy ks = ey, o= f.
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Equations indéfinies d’équilibre d’élasticité en coordonndes curvilignes. —
Elles sont, en coordonnées rectilignes,

(lN] ([T;; ({T:

ar T ar 7 DA = o,
X llTs ({N2 1111
( =
10) i t/,)' - -+ DB = o,
(/T_%_ L4 dTl L Ns N, +DC =0,

\ dr dy e

Pour les transformer en coordonnées curvilignes, on a

d d d» d-doy | d dp,
dr do dx + t{ c/ v ;7;—).—_, dr’

formule qui, par Ies relations concentrées,

dp - - dp, = ( X 3, _
W5 (&, B,)h, ;[—(7,) (o, By Y1) by Ty = Bay 2,

devient la premicre des suivantes

d d
({(-7«—-: == (x, 8, {)/1— = (g, Bry 1) My —5— - ( oy, B2, ‘,)/1,-75;.

(11)
Les quantitds (e, B, 7), (o, Biy %1)s (%, By, 72) sont les cosinus des angles
que font les axes mobiles #’, y', 5’ (langents aux arcss, sy, s,) avec les axes
fixes x, y, s.
Si les projections des forces extérieures sur Ies axes de 2/, 3/, s'sont I, F,,

[F,, on aura
5 A=oall -+ %y Fj -+ iZgF;v,

(12) B = BF -+ By Fy+ BaFs,
( C=yF v Fi+yaFs.

Les composantes N, T seront exprimées en fonctions de nouvelles N/, T' par
les formules de transformation

Ny == 22N} -+ 23Ny - a3 Ny ~ 2aay Tj 4 202y Ty + 22, 2, T},

Ny == B2N/| + BIN, ~+ B3N} + 2BB1 T+ 2BBa Ty + 28, BaTY,

Ny = v2N} 4 INy -+ vENy + 2y T 4 2972 Th 4+ 2y, 72 T,

T) = Py N}~ Byy N+ Paya Ni~+ (Byi—+ Bry) Ty 4+ (Bya~+ Bay) Ty 4+ (Brya+ B (1)T1,
Ty = ay N = gy Ny -+ ap 7o Ny + (ays+ ary) Ty + (ays + asy) T+ (@rva -+ ayy) T,
Ty = aff Ny 4o By Ny + a3 B Nj + (aBi~+ a1 f) Ty + (a2~ 22f) To + (24 Ba+ 22 81) T

En multipliant les équations (10) respectivement par e, 3, v et les ajoutant,
Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome XI. OcroBRE 1894. 43
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et en tenant compte des relations (rs5), (r2) et (13) et des formules bien
connues
( a2+ Pra y2=1, cel

(13 bis) )
' a“l+ppl+~{~{1=0, LA

on arrive a I'équation suivante

ke e T Ty e e
AR wwsziﬁ: )
—T [/ll(azl - B ([fl )+hf) (“17%* Fg‘l"l {’[D)l

Nous avons un systéme triplorthogonal de surfaces qui se rencontrent en P.
Donnons au paramétre g un accroissement dp; alors la courbe Ps; viendra en
P’s}; supposons que les deux tangentes Py, P'y", qui sont normales a [a
surface p; aux points P et P/, s¢ rencontrent en un point O. La différence
entre OP et OP/, est infiniment petite d’ordre supéricur & 1. Projetons les trois
cOtés du triangle ainsi obtenu POP’ sur 'axe des @, et éerivons leur somme
égale & zéro. On aura ainsi

(15) (ay—af)rgg—ads =o0;

or

duy
’

a) = ag -4 —— ds;
! ! ds

donc la relation (15) devient

duy
& ds -+ rgy —ds = 0
0y

ou la premiére des suivantes

(16) 13_7‘(11%’ @14‘“7'01({%’ (=—‘-"'7'01‘{“{7‘,—‘7
et d’autres analogues.

Pour établir la relation (15), nous avons admis que les deux perpendicu-
laires Py’, P'y" a la surface p, se rencontrent en un point O. Pour le démon-
trer, on sait que, dans un systéme triplorthogonal, les intersections d’une
surface d’un quelconque des trois systémes par les surfaces de deux autres
sont les lignes de courbure de cetle surface.

)]
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«

Or les perpendiculaires élevées des points de chaque ligne de courbure
’une surface constituent une surface développable. Donc les deux perpendi-
culaires se rencontrent en un point.

Il y a exception quand l'aréte de rebroussement est rejetée a linfini, c'est-
a-dire quand la surface développable est cylindrique. Dans ce cas o, ne

. \ do
varie pas d’une normale & l'autre et Tsl = o; d’autre part, pour que cela ar-

rive, il faul ou que la ligne s soit une ligne droite et alors 7y, =0, ou que cetle
ligne s n’est pas droite ct alors la surface p, doit étre un plan, et dans ce cas
encore ryy=; donc, dans les deux cas, I'équation (15) ou les relations (16)
sont satisfaites identiquement.

Les relations (16) nous donnent

/[ (l(.ah pl, A{l) — fl, p) ‘{
dp ror
- d(a, B, v) @y, B, 11
(l/) /I ([[31 — 1o I
/I (I(Ot, p Y _ %, ﬁh YQ,
lan 20

I d(“% ﬁ)» “{2) . o, D: (
do - Pog

Iy d(as, Bs, 'Yz) _ U B, 1a
¢[P1 12 ’

hy d(ag, B1, Y1) . % B2, it
d°2 Iy

D’autre part, une des relations (13 bis) nous donne

et, en y substituant les valeurs de Iz LS h

vantes

(18)

En substituant ces valeurs & I

vantes

axy

dp
le 3

darT; arT,

/ +/1 [P +/2dpz

(19) { £ 41y

[ ‘iT_’

do

d'l!/

+hy =L T +/2dN"
p1

dpg

\

dNj
+/I1—{-—— +/12 dp) -+

da.

(o

Ll o

177

(lll

4 "

day
2dp

>=o.

/l (a1 pa Y) — a1,y ph Yl -+ O3, BE) Af‘l’
dp ro1 Toy
d(%y B1, 1) — % Bay 12 o, B, i
dox 4T 10
hy d(ag, Ba, {z) D) ﬁv T - %y, @1, T,
dpy P20 21

.

T/

I 1 N

— 4 — | N2

10 21 10
N/ 1 I

1 ’
— =\ -+ - N2
Po1 701 21

/ g/
Ny Ny /.t
o2 12 7’02 f'm

AN (1 -
r20 702
N/ 1
3=
7'21 702
N’ <_I.‘ -+ ..l
701 21

—2, on a la premiére des sui-
dp

’équation (14), on trouve la premiére des sui-
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qui sont les équations d’équilibre d’élasticité en coordonnées curvilignes. Les
équations du mouvement vibratoire s’obticunent de ces équations en rempla-
cant DF, DF,, DF, par

| A2R d?R, R
der’ der’ de?
Cas d’une enveloppe solide mince. — Les équations (19) impliquent

que Porigine mobile des coordonnées peut se mouvoir dans tout le
volume du corps.

Soit maintenant, comme corps solide, une enveloppe mince, con-
stituée par des feuillets appartenant a la famille des surfaces p,; les
deux faces seront données par les équations

pa==-—1/, pe="n" avee ' = n"=2n,

7, 7', 0" étant des constantes, et supposons que origine ne puisse pas
sortir de la surface moyenne. Pour cette surface (p,==0), les deux
lignes de courbure sont désignées par s° et s{, et £ et A, se réduisent
5 o § i 1
a h° et £). Sinous choisissons I'enveloppe telle que chaque point du
feuillet moyen se trouve a égale distance (en arc s,) de deux faces de
5} 2
Penveloppe et si les feuillets, qui remplissent Pespace entre chaque
face et la surface moyenne ainsi définie, sont disposés de facon que,
quand on passe de I'un & 'autre, p, change uniformément, alors

-2 = h, sera indépendant de g, (comme cas particulier on peut eiter

celui de la matiere homogene). Les courbures de la surface moyenne
et de deux autres surfaces qui passent perpendiculairement & 'un de
ses points, pris au point méme, seront désignées par a;, (').

Prenons maintenant le point P sur la surface moyenne et construi-
sons-y un parall¢lépipede curviligne de base (ds®, ds{) et de hauteur s,

(1) On ne peul pas loujours trouver deux systémes (p et py) de surfaces orthogonaux
entre eux et au systéme p,. Mais alors on peut tracer les lignes de courbure 9 et s9 sur
la surface moyenne ¢t mener les normales & cette surface qui, vu la pelitesse du champ
d’existence de ces surfaces, peuvenl étre censées normales & ces surfaces; alors les axes
seront les deux tangentes aux arcs so et s (', »') et la petite normale (2). Quand I'épais-
seur n’est pas trop faible, on peut préférer unce autre manicre de procéder. On tracera les
lignes de courbure s et s; et les trajecloires orthogonales des surfaces ps; les tangentes
en chaque point & ces trois lignes seront les axes (', ', 2).
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(qui est tres petite). Du point Q menons 'arc parallele & PP’ et du

point P’ I'are parallele & PQ; on aura
0Q'— PP'= QQ'— QN — W'Q’

aun infiniment petit d’ordre supérieur.
Or les triangles curvilignes M'P'Q’ et HP'M sont semblables, comme

rectangles en Q" et M, et 'on a
NQTPIQT P
MIT —PM~ DPQ’

dol
dsy — ds§ = MH 1—;:7(::_,
En menant les cordes QP et MP’ (fig. 1), dont les dillérences avec
Fig. 1.

E

) LE«--
B\

les arcs correspondants sont des infiniment petits du troisieme ordre

par rapport i 'are, on trouve
1)! )
MH = — dsl e, et de méme -l—)—(%- = — dy; ds}.

Done, finalement,
(20) dsy == ds) (1 — a5 5),

¢t, de méme,
ds == ds" (1 — @y 82).

(2r1)
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Si donc on veut ramener les forces agissant sur des faces infiniment
petites ds ds,, ds, ds, aux faces agissant sur ds° ds,, ds\ ds,, il faut mul-
tiplier les forces suivant I’axe des 2’ par (1 — a,,s,), celles suivant
Paxe de ' par (1 — a,,$,) et celles suivant I'axe de s par I'unité.

Les équations ainsi obtenues, multipliées par dp, et intégrées de —n' & p,,
sont

I d Pe o d Pz
ml‘/_\wl\l(l——(llzé‘g)dpg—}—m[ﬂ’l;;(l——aozsz)dpz

Pz
-+ [ [— (@104 @20) N (1 — t1282) + @oNy (1 — @252)

T 4 9o Ny — tga T (1 — ct12.83)
— (ayg -+ ap2) Ty — @y Ty (1 — aya.82)
— (g = aay) Ty (1 — o983 -+ DF | dpy = —T' hs,
I[.fﬁ .[:l:,(l — (tya 89) dpg - ;g-'g—)f__::N"‘“_”‘"“"l)d("!
(22) A " , .
) +t[‘w[ﬂmN1(I — g 82) — (@gy -+ ata1 ) Ny (1 — gy 52)

-+ a9y N:-; - ((l’o+ (IQ()) TIX (l —_— (l126‘2)

— (’10T,3 ([ — (1025'2) — (lp)Tli(l — g9 82 )

— (1102+ (&12)’["1 -+ Dl“j l (IP')- I e T’1 /ig.,
d P d Pz )
r7?_°/ lz(l—ﬂmsg)dpz—l-m Tyt — @y s2) day
Sy Y/
P2
- [ [((og N’l(l-—(112.‘;2)+(t12N/2((—-(602.$'2)
Sy
— (g2 ~+ a19)Ny— a1 Ty — (@ay + @o1) Ty (1 — s9@42)
—— ((l10+ azo) Tr2 (I —_— (Lm.&‘g) —_— agoT; e DFQ] (lP2 T e— I\"; /12.
" . d . X Co
Sil'on intégre la formule ds,= —hﬁ depuis p;==0 A py, comme A, est indé-
2
pendant de py, on aura
(23) §g == %,

qu’il faut introduire dans les équations (22). Les courbures qui y entrent ne
peuvent pas devenir infinies; d’autre part, Ies dérivées en s° et 59 des Nj, N,
T; et les termes DI, DF;, DF, sont du méme ordre de grandeur que N, N7,
T;, tandis que les dérivées de T, T, sont comparables & T, T,. D’ou il
résulte que, vu la petitesse des limites de Tintégration, T}, T, N} sont trés
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petits par rapport a N{, N}, T,. On peut denc poser, en premiére approxima-
tion,

(24) (Ty, Ty, Ng) = o.

Il est & remarquer que, dans le cas des enveloppes courbes, T}, T, N sont
du méme ordre de petitesse, tandis que, dans les plaques planes, N}, était
infiniment petit d’ordre plus élevé que T',, T}.

Méthode géoméirique. — Nous allons retrouver les équations élastiques en
supposant I'origine mobile sur la surface moyenne, par une marche géomé-

trique qui est plus simple et claire.
En prenant, dans la figure ci-dessus, toutes les dimensions comparables

(c¢’est-a-dire ds, au lieu de s,), on aura

aire AA'BB' = doy gy = doya[1 — (@10 az) ds° |,
aire A'B'Q'P' = ds) = doga[1 — (a1 =+ az1) ds? ],
aire BB'QQ" = ds\y, = doys[1 — (@o2 -+ ay2) dsy ].

Les forces élastiques suivant une bande limitée par les deux faces de I'en-
veloppe dont les équations, comme on a vu, sonl py=— 7', g,=1", sur les
faces do,,y, doy, et doy, et suivant les axes de 2/, y', 5/, sont

" 1 -
(25 Py = N (1 — aya80) dps, 0 = WL — apssy) doy, V= To (1t —assy)dp,,
) 1 1l 3 { 2 f
Sy Sy Sy
o ' X
(25 bis) Qa= / Ty(1—avsy) doyy  Py= f Np(1— auese) doy, Vo= [ Ti(1—atgsss) dos,
Sy Sy gy
1 " T‘,,
(5 ter) / T, dps, /‘ T dps, Nj do,.
gy - Iy

Pour former les équations d’équilibre élastique, il faut égaler & zéro sépa-
rément les projections de toutes les forces élastiques sollicitant le parallélé-
pipéde curviligne suivant les axes des #', ¥/, 5'. Les faces correspondant &
doy, ot dd'y, donnent sur I'axe des z’

/ cos (570, 50 €08 (5%, 59
(26) (1’1 4 ;—Il-{—:—i [l.s'0> da'y y— Py doyy+ [Ql <a';'° ) +Vy (d:‘) )] ds0 ds{ ds,,

les faces day, ot doy,

¢'0  ¢0) /0
(26 bis) (0o 2 a0 ot — Qs days+ [Py L8N Ly, 08U ST o o s,
ds§ ds} ds$
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Enfin, les faces day,, do)y, sont situées sur les deux faces mémes de Penve-
loppe; elles donnent, par conséquent, zéro par hypothése ou, plus généra-
lement, sur I'une des faces la pression est nulle et sur l'autre my, 7y, 7.
D’autre part, cos(s}, s) est le cosinus de I'angle que fait la tangente a lare s,
ou P, avec la tangente & larc s7; or, les cosinus directeurs de P, par

rapport aux axes fixes, sont «, (3, y, et ceux de la tangente & 'are s| sont

oy (({7« ds, B+ 51 ds, 3+ —ﬂ ds. On obtient de la sorte

ms(n,.s) rl.t, ﬁ(/(3, Ly

(27) ds s oy ds

ou, en vertu des relations (17) et (18), la premic¢re des ¢quations suivantes :

cos(si,8) L c0s(sy,e) 1 Cos(sns) 1
ds o1 T ds Poa ds, oy
(28 cos(sy, $) I ms( £y, s) I cos( sy, 52) 1
2 ) — L —y — —y PRSI . S Y ——y
(l-"l 10 [48P) 20 ({.\'l 12

cos( sy, 8) _ cos(sh, s) (:ns(.t.-'1 82)
dsy sy s

En prenant la dérivée de la formule
sy~ BBy~ 1 = 0,
par rapport a s et en tenant compte de (27), on trouve

cos(sy,s) _ cos(s, 1)
ds - ds

D’ou la formule générale
co8( 8, 1) -+ €08 (), $4) = o.

Si I'on substitue dans les expressions (26) et (26 bis), elles deviennent

dP )
[--CF‘-: — (@1 @) Py — 691 Q1 — atpy VIJ dsv ds9 ds,,

[ZQ‘, — (@21 -+ a01) Qa2+ a1oPs J dst dsf) ds,.
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N
Cr

On aura donc la premiére des équations suivantes

] (ZP1 ({()2 .
’ sV -+ dst (flm + iy )P+ aj Pz—-”olQl—-(ﬂm —+ a21) Qs
£ 5
o
— gy V= T DF 2y = o.
L3 .__‘/;’

d(), dPy N ) .
s T e = 0y Py — (@) =+ ez ) Po— (o gV Qr— ety Qs
: 1

(29) W
— 12 Va4 Ty == [ DF sy = o,

gy
({Vl l/V;g

" B4 , U
-(7—"—, -t ('ATHT — (”H) il f('_’.())‘ 1 — (fl()1 - )Vg—!" llngpl

o
= 2 Loy - wo + DFydzs= o,

gy

qui sont les équations (22), ol la limite supéricure p, des intégrales est rem-
placée par 0",

CITAPITRE IV.

Equations exprimant I’équilibre élastique et le mouvement vibratoire
d'une enveloppe solide mince en fonction des déplacements des points
de la surface moyenne, quand lesdits déplacements sont trés petits.

Jadmettrai que, avant la déformation, 'enveloppe n’est soumise
qua la pression atmosphérique dont on peut faire abstraction. Pen-
dant la déformation, nous supposons, pour le moment, que I'une des
faces est exempte de toute pression, I'autre obéissant i des pressions
quelconques, ainsi que les bords. L’épaisseur de 'enveloppe est égale
a 2e, qui sera fonction de p et p, (*).

7 étant une fonction de =/, finie et continue, ainsi que ses deux pre-
mitres dérivées dans l'espace — £Sz'S¢, on aura, si la troisieme

(1) D'aprés ce que nous avons vu au Chapitre précédent, on peut prendre "= 7' = 7.
C’est ce que nous ferons dans la suite. »
Ann. de U'Ee. -Normale. 3¢ Série. Tome XI. Novempre 18g/. 44
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dérivée est finie et bien déterminée,

Saf . dF s dF 1 Y dF
— s ¢ == 3 —_—— = - 52 === ds’,
/U\ 75 ds' = 0 — 750 o s 2 , Az’ ¢
YA, dF dFN\ ¥ / &F
f g =g\ )Tt ) S
FBE L dF (AR
/ Az = g (72‘)

Kn substituant, on tire

. d I 5 (dr R
g i (I RTS8
! Ko+ <d:’>(,+ 2 (cl:."’ 0 *

. . [dF . [ d*F A
el, si R” est comparable a <;1-;—,> ou a (Zj) » comme 5" est infiniment
<~ /o ST/

petit du premier ordre, on peut prendre

740 s 2R

(o [P e 5 - — —_—) .
(l) I —~—-lo -3 ((,[;>“ f > \(l;,._!)u

Cela posé, si l'on fait F =R ou R, ou R, et 5" == g, = s, Ay, A, n'¢tant
pas fonction de p,, on aura

dR "\ 0

2 > e

R =R0 s, ( . \
s,

. 2 [ €
Re= R} s, ((;{Rf>“ -+ s; -——{{S-—Z— > -+ %,

y b

Or les relations (7111, 8111, glII) et d’autres régissant les rotations

o , AR\ [ dR,\° 1 ,
moyennes nous montrent que { —= ) { --= ) sont des éléments dépen-
$2 R

dant des glissements et rotations moyennes de la surface moyenne,

oqe . dR,\° ,
¢’est-a-dire du changement de courbure, tandis que (;l;;-‘) ne dépend
]

que de la dilatation ou extension de la surface moyenne. Les dérivées
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supéricures de R, R,, R, par rapporta s, dépendentlinéairement de I'ex-
tension et du changement de courbure; donc A et B sont comparables 2

dR,
‘R T
(\{7&_—)0, et C & /et I'on peut les négliger. On (rouve ainsi
a2 dR\
0 2
Ro=Res, () 8 b )
"\ sy o\ ds,
//Rl
/ / 0 g2
(2) Ry=R?+s, <f{‘n_1> ) (/s, )
s, oo\ (/\,
ARy
0 r/h, 83 g s,
]{2'::“ -8 “'f* - ——
\ 2 ds,

Remarque. — On remarquera d’abord queles expressions (2) seraient
les mémes si nous admettions 'hypothese de Poisson et si nous déve-
loppions les forces élastiques suivant la plus petite ordonnée en s’ar-
rétant au second terme. En elfet, R, R,, R, ay: ant cette forme, 0./, 0y, oy
aurontla méme forme et 0, g2 gy aussiavec deux termes seulement,
et comme N et T sont fonctions linéaires et homogtnes des trois dila-
tations et trois glissements, N ¢t T seront de la méme forme avec deux
fermes seulement.

On remarquera ensuite que, sans nous en douter, nous avons fait
une hypothése qui consiste 4 admettre que les fonctions R, R, R, sont
finies et continues, ainsi que leurs deux premieres dérivées, dans
I'espace — eZs,Z¢; voici comment on peut la justifier : quand on
passe d'une couche i la couche contigué, comme la densité varie
d’une maniére continue, les déplacements des deux couches-enve-
loppes de part et d’autre dela surface idéale de séparation sont presque
les mémes, ainsi que les dilatations et les glissements. De plus, nous
avons supposé que la troisieme dérivée par rapport a s, est finie et
bien déterminée; pour nous convaincre sur ce point, il suffira de re-
marquer que les troisitmes dérivées seront, comme on le verra par la
suite, fonctions des premieres et secondes dérivées par rapporta s, s,
et s, et des troisiemes par rapport a sets,.

D’ailleurs toutes les hypothtses sur les plaques ou sur les cloches
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[Poisson, Kirchhoff, (Cinématique), Boussinesq] contiennent impli-
citement ce que nous avons exposé et admis.

Premiére approximation. Equations extensionnelles. — En premibre
approximation nous poserons
(3) (T, T3, Ny) =05

et nous retiendrons dans les développements (2) les deux premiers
termes.

On peut admettre que les coefficients qui entrent dans les expres-
sions de N, N}, T, sont proportionnels a une fonction £ positive de z,,
et I’on aura
N =k g(f{lj K E.l) 4! (ﬂ‘.‘ L ") 4

ds — ry g dsy  ry o 1y

) <(l|§ dR, R, _R
ds AT Tya s Iy Iy

((/R‘(ll_:_, R, R

\ (s, 'ty 'y

cds e Ty

En désignant par £, la valeur moyenne de £ suivant une ligne nor-
male s, dontles deux extrémités aboutissent aux faces de I'enveloppe
et dont la longueur est égale & 2¢, on aura

(3) f kdpy =2k, 1.

En assimilant cette normale & une ligne matérielle de densité lincaire
k, les centres de gravité de toules ces lignes constituent la surface
moyenne.

On a de méme
0

((’) /' /\Pz(lpz IO,

-

car le centre de gravité est au point p,= o (sur la surface moyenne).
On rencontrera dans la suite

0 . .3
(7) f kp} dgy = 2k
- 3

ls, s i T

((l" dR, H, R
+ B

)

/‘1 l 19 "ul

1)

dsy o ds T oryy oy

)

-

-
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et les suivantes
(8) o (p2 )_—f k dps, ol(pq)__[ kpsdps,
-1 Y=
qui s’annulent pour pg,=—v et dont la premietre devient, pour

g, =1, égale d 24, v et la seconde & zéro.

Les surfaces coordonnées étant connues par leurs équations, 4 et £,
seront fonctions de g, finies et continues, et comme /4, n’est fonction
que de g et py, on pourra mettre

o g0 B2 1y RN B (L1
fe= h" -+ T, </ 2 C[pg) D (ll /f.—/)
e dh 3 ii d dh
o=+, < {s)> - P (([.s', Clﬁ)

foy= /1.1 t- 8, (C[u) = 5 ([32 ([52') o,

et comme, d’apres les formules (4, 111),

ou

et

dhh dhy Iy
dsy, T ro. ds, T Toa
1 1 \
P d
d dh p Poa I d dh, / r'is I )
_— === — —_——— R
dsy s, ds, ri, ds, ds, Y\ ds, r:, /)’
et si 'on pose
I I \°
1 \* d e d d "
kt Ll
( — ) =y — ) =Dy —_— | =y
(.)) </.I;{> Csets (l-“'z ki \[lS;)_ ([5'2 kil

on aura

(10)

g o= ho

k
[

I @y 83+ (g, =+ Doy

lm ©

$27
b
2

S
/z1 =AY 1 a8+ (aly+ bys) "1

De (4, I11) et de (10), on tire

(1) :

it

ez Qg 8y D+ —C/.z-l—
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Nous verrons plus loin comment on peut exprimer by, c;; en fone-’

tion des ay,.

N e . dp,
En intégrant la formule ds, = T

> de — & 7 par rapporl a dg,

et de —ea +¢cends,, on trouve 1'|g0ureusement

(12) foy = ?
Maintenant, posons
e o e , L [dR? ‘
S (i, %oy, T) == (&, &y, £) (ﬁ—,z,-- — ay R ~—a(.2nz)
{
(13) ¢ (‘R a,gng——a,onﬂ>
N g e il_{i _([RO o 0
( = (g, )<5Ls‘¥ + 4y RO - ey R
“d [dR\Y dR? AR\ .
(nyy 1y, by) = (&, &y, &) ([.s" (c—l:;> ~= e 5 ——-ﬂ._,(,<22‘;;;> — Do RS
dR, AR,
MC‘«H("(”[;‘) = byy R ”02(%};‘:) I
$2 sy )
02| (Y4 IS (Y
+ (€, 8,80 ds cl.s',_,) s dsy @t ds, bRy
o dR,\° R0
s,
e[ (A Ry g,
+ (568 s Ll.s'g) + ds!) 21 ds, sy \ dlsy
dRY IR,
= @2 —Zi;nl “‘“20(%) “+ b RY
: LSy
dR AR

Alors les équations (4) deviennent

|

(14)

rlv3 — /‘G.‘ ~+_ k

-+ @40 (

1
'[17;;> -} /)01 [‘ [ /l(”(

)1

(/s2

9] ~ n
N == D0y + & 7:1 Pas

N,z = A%y /t "‘ Pn

3
iy Pa-
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En premiere approximation, les binomes, multipliant les forces N,
T’ dans les équations (22, IIT), se réduisent & 'unité.
En multipliant donc les équations (14) par d, et les intégrant,

'\I' doy=9(0y) Yo, + 01(%)

- Iy’
s H - ny
Nodpa= 2(ps) Voo +- ’Pn(Pn)E’

—n
P m o t:,
/ Ty dpy==g(p) T, +u(p2) s
1] by

e, comme 2%, 9%,, &, ne contiennent (ue les extensions de la surface
moyenne, on peut, dans ce qui va suivre, les négliger devant n,, n,, ¢,
dans un méme coefficient d'une fonction de p,.

En négligeant, dans (22, I1I), T,, T,, Ny, et intégrant, on trouve

?{EP’_) [l )G, (/@,

—T,= s ds"— ds! (gt yg) Toy+ gy Tog— (2@g~+ ty)) Ty
w(py) [ ddn t, '1 1 3
-+ "'/lg“ ‘(AI: -+ }z;‘(:,‘ (@t 2 ay) vy A gy =2 (o ay ) by 7‘/ DE dp,,

Y olpy) [de, l)m .
BT = 2R . Uy Vo — (g~ tyy) Iy = (261~ azg) T
(1) | hy ‘(/50 = ’/51 b gy Yoy (g @yy) oy == (2@14~+ ag) 3~

“dt,  dn,
?1/(1(12) ;/T‘t -+ ('ZIT, bty Ry == (Qgy 2y ) Ry = 2 (@ Ayg) {y J f DF, dp,,
2 L —

. :mwf'/]@l(a(,ﬂ Doy 505, + 9—'7([-——)((z,)<,ill—1~rz,2/z2 [ DF, dp,.

Faisons dans ces relations py==1, ¢t rappelons que, pour 9,=17,

T,, T,, N, deviennent égales & des forces données £y, &, E; nous
trouverons ainsi les équations extensionnelles de I'équilibre élastique

d )G e, e - ;
(/501 -+ ([‘);? = (@t Qgy) Toy+ gy Top— (9a01+a11)(‘3+ 2] B -+ 5'/;7'/ DF dpz-
dE,  d)b, - " &y
(16) ¢ 7{"; "%"7[-;(;5‘-{“%1 Vo= (g -+ @ay) Vop— (2 Ayo~+ Aao) g+ —— aye 9/(1 7. / DF, dp,=o,
: st .

auqr)tvi’+ (lp{)b»"‘ /115 2/\*1“‘/ Dl.'gdpg_—()
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et les relations (15) deviennent

/ . © dn dt. )
—T,—= l/(zp 2) [[N: [_A_{) — (@ 2@y) Ry + Agoity— 2 (o a21)13J

1 e @)
— o (pa )9/1 —1—72 [/—4 DF dp,— ‘ f DF (lp

wr 01(p2) [t { i
— T\ = —1-/%)‘) [le‘: -+ :1?2 =g g — (g 2@y, ) 12y — 2 (Q1g —+ t(,(,)l.,]
(7) | ]
~“(Pz)o/.,n Ty [ DFds, 5 ) [ ow dpz]
. -
—N,= 91./%5’) (@oa 2y~ ayyny)
2

I . P:' l CP(P’Z) ! hl
— o(ps )r)-]l E [/_.4 DF,dp,— e . DI 2([92‘ .

On obtiendra les équations du mouvementvibratoire, en remplacant

o 2(R, R, . i .
F, F,, F, par — <(R ‘R‘w-—l-u dans les équations (16).
Par la seconde des relations (8), on a
@1(p2)=' /C/pz dp, - /lp':—;»i‘-»f-- a4 peu pres,
. -1
ou encore
9 .0

(18) 91 (pa) = £ 2T

et, de méme,
9 (pa) == ky(pa-+n) plus quelque chose de négligeable,

s

N\ 0
[ J)F(lpg__(p,—i—n)(l)l‘)o—%—<d”[> P2,
— 57 2/1-1

[ DY dpy—= 20 (DF),+ infiniment petit Cordre supéricur i 2.
-

On aura done finalement

i [ Po+11, Iy (’g —n* <
g == = e Egr - b P 1
Py 5% ah: ¥
. 1 g1, py—mn*
VAP & S PR & Sl
I = & i T
Ty Ty aht Y
2 __ .2
N’_" ! P_...2+n /4P2—n "
3= 7 —— &y o+ K Yy,
2n - Py
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avec
dn dt. dDF\"
"o 1 3 . N
Ty == — —"'Z&“O“ -+ 22;(1)' —_ (“w‘f‘ 26720)121 @y — 2 Ay + am)tg -+ <7ZS:1—) ]1
/ [dt, dn,y ‘ dDF\°
(r9) ¢ T{ m= Ld;; d B';,{l,‘-l'-aollh = (@gy =+ 2@a ) a— 2(Ayo—+ Q) b+ (-—}dh.i‘_c_;l) ]7
, T A DF,\°
| Yy == [ Qoa Uy = Qya g+ | — ) .
‘ L ds,

Dans ce qui va suivre, nous supposerons les forces £, &, &, nulles
(ou des infiniment petits du troisitme ordre) ('), et I'on aura

g n*

T, kB T,

M. Love a admis, dans le cas de I'enveloppe isotrope, homogene et
d’épaisseur constante, N proportionnelle & z* (la petite ordonnée),
mais il n’a pas réussi & trouver les expressions correspondantes & (19)
dans ce cas particulier.

Avant de passer a la seconde approximation, il est bon de voir ce que de-
viennent les équations extensionnelles, quand 'enveloppe est isotrope, homo-
géne, de révolution et d’épaisseur variable suivant la latitude seulement
(Cloches).

A cause de lisotropie, £, £, vaudront I'unité,

S ¢ = =opi+E), ' =¢ =apk,

(‘)‘l) il n ! "
U=t =t=F=0, E=p

Les coordonnées seront r, ¢, &, et avec les notations de Mathieu on aura

LT 1 1 tango 1 I 1 1 X 1 o
IR — T el g e —IE T — I ey —— I - I
. s 71y ”n 10 n Tya r 720 » 701 7' !
(29)
1
ds0 == rVd ds! = n cosogdd ho=1 h) = .
? ¥ 1 P02 ’ 1™ ngcosey

(1) Dailleurs il esl néeessaire de poser
£y Ey’v s =0,
pour la légitimité méme des équations (3).
Ann. de U'ie. Normale. 3¢ Série. Tome XI. Noveusre 18g4. 45
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Dans ce cas, ¢ n’est fonction que de p, donc

. g 1 A 1
(22 bis) R Tds T ide T
et
1 d(ncosg) 1 langg,
ncose rde  rig n ’

en posant 9%, = pV, 96, = pW, &,== .U, el en remplacant ces quanltités dans
les équations du mouvement vibratoire qui dérivent des (16), et en cffacant
les indices communs o, on a

1 d(Vencoso) dU . . D &R
. T dp + ?lq;—i—Wsm(,a — nCOSYP wodE O
Y 1 d(Uencosg) dW ~ . D d2Ry
(23) iy “de 7 Using — ncosg oaE O

v w . D d?Ry _

ron poder T

qui sont les équations (f) de Mathieu (Mémoire sur les Cloches).
Si I'’enveloppe homogéne isotrope n’est pasde révolution, mais qu’elle soit
d’épaisseur constante, A, est constante, et ’on aura

I I
e
ot les équations du mouvement vibratoire .
o (‘fz% — 1 (T = D) — 201 & = DL,
(24) %%3 ~+ f{d"z_%’_a 4+ ay (o) — Iby) — 2a1y Cy = | fl—;?,;’) )
0z O 12 9y = D e,

(qui sont les mémes que les équations (36) de M. Love.

Seconde approximation. — Nous prendrons maintenant pour T,,
T, N} les valeurs (20), et nous retiendrons les trois termes (2); alors,



(26)

Vvt = (4 G é)[i (d aR ‘)0;_ 2a, (_fl fili)"+ gy — (‘ﬁ_‘)“
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au lieu des formules (4), on aura

Ny = k| 0L+ 0t g (ar] - o o o) J

© |.§’3:

(25) N, =

)

i
~~

Cl()’ + 105+ Ll gh v+ (ot o) T+ o) v))

)

P —' ¢ ’ r S?
’ M k| 0 g O Bl (B BB

les @ ot f étant en général fonctions de p, oy, p,.

o - " ’

Dans les corps isotropes, o = o' == o, == a, =03 = =§" =0
o” = o = 2K. Posons

v @
"\ ds, ds, 2 dsv \ ds,

dR\" dRY dR,\"
e A yalyy (Elb‘:) -t ( bo;) d 5 C'”Rl;“- Zbol <2£‘:l )

d dR, ( dR, d dR," I
- @y <2[:;:2 (1;2— ) - Cha l{ (— 2[)02( Cng ) aoﬂ(ds2 d&z )

d d[{l o/ d Ry d (dR,
TG E l(ls" <d92 ds"z' B <Els_, dg;) o 2 st \ dsy )
0

\ dR dR,\°
w‘,)‘aman“(%}::)+(a?2+b”)<2{ ) e Ry — 2b1.< )

aie('fl- c»l[i‘:’) CmR’- "bl(,<d}{) — Qyp -fz_ fl[{\)oj

d,g-.z ds, ; \[1.5‘2 ds, |

R d dR" g (_cl' {{B~)f)+?a ,d (g{il)o
+ 8¢ )| ds" \ ds, (ls)) *\ ds, dsy T )\ ds,

AR\ © dRY d [ d dR,
— 204, Ay <ds,> + (aiy+ b1s) ;}{;t{ s <dsz dsy |

1> -+ 2y 57 (..v.-.' 3
-2y, __ ..v.-..' 4 02 /50 . 1; )
dﬂi)

dR?
— 2 0ys gy (cjll: > -+ (aj, + &os) Zz’j + e R{-+20y (”dg

dR\ ¢ d dR\"
"““m(j dl:) + CorRi+ 20, <a’ > +“°1<ds§ 25) J

dsy \ ds, ds,
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Par les relations (13 ), (13 bis) et (26), les formules (25) deviennent

2 / 3 ” ”
Ni= /A6, + A-nl%% + -Z« (vi+a T+ a’ o+ o' Vi),
(r),—r) / V .-_./ )b - /ll & P’ (\J o T + U” //+ a”v")
K (1 v 2/) ’)/1 »"t’ 1 289 3/

, ~ kel . y p
T, =Fk& + ki Ba -+ f"f—; (73 =+ Pr] + Bl B"vy).
\ .3 -

En remplacant les valeurs (20) et (27) dans les expressions (253,
Ch. IIT) et (25 bes, Ch. III),

' kyn
Pi==2kndC, + 1/1, (vy—2a,n)

2 N
I " 1 "
e / A (C/-TI e alrl - G(" )P (an,

20y,
ki
Py== 2k 0%, -- "l/zl (Vy— 20y y)
I ..n ” ’ " ” " )
- ST k(o) -y Ty oy vy) pi dps,
A -
- ey
Q==2ky0Ts -+ ‘{7“. (ty—2anty)
l “ " " ¢
. + —f k(BT -+ B'ey+ BTvy) el dpo,
(28) 2} —
- kyn?
Qo==2knT; - 311“ (T3 24 ly)
1 < " It o
+ o | KRBT B BYE) Pl dpa
2hy)_,

(@1g =2y ) 11y

_ g/.m dn, " dt, -
ds, " ds!

dDF
gy — 2 (g~ @y ) by == 4
\ s, .
V, - 2k, 0’ "L, dn,
1T dsv c[s"
‘ dDE\
= (@gy =t 20y ) Ry~ 2 (g Gy ) Ly ds :

== Gy ey

En remplacant ces expressions dans les équations (29, Ch. I1I),
nous trouvons les équations générales de 1’équilibre élastique d’une
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enveloppe mince, quand (7, 7, 7,) =0 :

d)G dg, _ " ) .
/:,[ 4 (a10+a20)9u1+am%2~~(wm-;—am)t%]

ds, ds?
kyn® % dlvy—2a,n))  d(Ty—9amly)
+ - i - = — (g 3ay) (vi—2a;,n,)
3h: ds’ ds! 0 ) (1 1271,
Ty-— 2y ly)

Ay (Vo 2@ ) = @y, (T3 — 2@y 85) — (o =+ 3y (
dny  dty (rl DF j
--9 —— a 2«g, ) Ny~ Qg Ny — 2(t Qyy) ¢ —_—
[dsu dsu - (ay +2a,) 1072 (or =+ gy ) by + s, > ](
I / d(or) -+ o't + o) . d( B} 4Bty + B7Y)
- 2/1' - ) cl.s“ ds)
(@yo+ Bay,) (oT) -+ o' Ty 4+ a'vy) = ayg (o, T =+ o) ) - o) ) )
- -
— (2@ + 3ay) (Bt + p'z) + @”vg)J pia’pﬁ—/ DF dp,—=o,
-1

U +
ds® l
kyo {(d{zy - oa,ty) | (/(vzm oaw,n») ey, (v 2an,)
302 | ds” ds! AR
(g =3 ctyy) (Va2 a4y g) — (Ayy+ yy) (Ty— 219 by) — @y (T3 — 2a(,.,t;)

(l('“- /,)rs R , -
2k [ : g For — (@yy + gy ) Toy — (2ay)+ azo)(’m]

zlt,, dn, d Dl' 11
4ty 1y (g 2 Q1) Re— 2(ag+ Ay ) b+ s, 5

20y |
P s T dst
10 B d(Bey 'y -+ B"vy) | d(ayT)+ o) 7)<+ a)v])
. A e i)
+ o h? . ds’ a’c‘l’
n

4=ty (o] + o' T 4+ avY)
— (g Bagy) (o T+ o)y Ty -+ o) vy

- a
— (2ay+ 3ay,) (B + 75+ B”V?;)J p3 dps +f DF dgy=o,
=10

I . _
| gy (V1 — 2Apa Ny ) = Qyy (Vo 2 8oy Ry)

2/('1"7 (“02%1"‘" aix_; ‘)G‘Z)-{" 7)‘/“2—
" dDF\""
DI\ v(
il

d [dn, dt, o
-+2 50 ds(,+Eg‘,(‘,“‘(am"*‘2“20)”1-‘Q(f‘ot'*‘azx)ts"‘axo’lrl‘ 71;

ds® - ds)

, d 1L, dDF

— 9 (@~ 3 @) [d,:"l 4 :7;% — (@ 2a90) Ry Aoy — 2 (g + tlay) by +- < i, > ]
(a’l)F;)"]

. ‘dt, dn
— 2 (@ + 3y ) [ZZF: -+ dc"2 - (@gg = 2@y ) Ny — 2 (g @) L s,

' [ /'[a(u(m' + o'ty +alvy) + g
Jog L

\ DF,
c;f” [(lt’ (l{z, — 2@+ ty) by— (g = 2@gy ) Ry~ Ayy 2y + < ) ]

+ gy Py
"dpo““ K

oy T+ ol -z'l-*-oc”v”)]P2 ! f DI, dpy = o.
-

...|_ RO
b 2
ali;
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Telles sont les équations de Iéquilibre élastique les plus générales
en fonction des déplacements de la surface moyenne; les équations
extensionnelles (16) s’en déduisent en négligeant les termes en n?®, et
en négligeant les termes en v devant ceux en n*; les équations qui en
résultent peuvent étre appelées dquations flexionnelles.

Mais toutes les expressions qui y entrent ne sont pas encore
parfaitement déterminées. Il nous reste & déterminer, d’une part,

0 0
<dR R“R2> ) [ds <dl{ ar,, dﬂgyl » en fonction des R°, RY, R] et de

s, dsy,” ‘dsy,’ dsy
leurs dérivées par rapport a s et s}, et, d’autre part, les by, ¢y, en
fonction des ay,.

Calcul des <€{5§L’,§_> — Lesrelations (5, Ch. 1IT) donnent, en coor-
2 /
données curvilignes,
rll{ dRI (/l( 9 dR {1 R, dR dR R R
f — e ., e o i — —— A, o ____._1 O ,1
/‘ % s N R (ds For /'Oz> ’((l.s, s roy l /,(,>
e /AR, R, R dRy R R,
(G == n) (% )
dR, R, R R R\ | ks
<d“1 ‘—"12+"21) + Cl(’zu +;21)+ P
di Ry dRy dR R, Ry dR  dR, R R,
o ds, s, T ( ds o ,~;;.;) =/ (zz.;; oas T ,>
‘ .
Ny _ <d1‘1 R li?) g (f”_ie LR OR
) | /i ds, 10 I'1g Ji ds ' Iy "9
‘‘‘‘‘‘‘ dRy Ry . Ry\ . . (R R\ krys
% < ds, } "1 - "21) -/ (7;) i '11) 2
dR de dl{ 2 <dR [(1 I n> dR dR R R,
______ S e —~ — —L e 22} ek 1 b
12, ds +e ds, ¢ ds ot Ioe <d Sy “ds o +; r u,>
dR, R, R > de R R,
‘ c —_—— ) — — 4 =
{ ' (d51 12 10 /2( ds - o9 - "20>
| o (B B By (R R ke
| ds, 712 T'9q 729 I21 2
Dans ces équations, les inconnues cherchées sont ZR CZR’ (flR’ etl'ona
2 2 8
f:x €3 Cy
Jo Js Jo | Fo.

./z Cy €y
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On trouve, en effectuant I’élimination,

dR dR,
@5, = A 0e=B goy—Cop— 8
B——‘ R’-i—K(oo T+ T+ e )S—";,
Poa Py 2
dR1 . / I dnn
\ %;-_—A Ox— B gy — C' 0y ——*dé—l-
(0 ( R, R 52
— =t 22 K (07 0} T —i—w'{v')——,
Pia o Iy
s e A Oy B gy — Oy
ds, ’20
2
\ Rl + K (0,7 -+ o fz—i-w)v&)—
T'a1

En y faisant p, == o, les coefficients A, B, ..., rennent les valeurs
Eny f tp. 1 fficients A, B ¢ ent les vale
Ay, By, ..., C;, et 'on aura

\ 0 o
(f(,l:z-) = Ao dp—By gy Gy d}"_ fé};‘é — @y R — ay RY,
24 [} dRO
(39) (f.(—l¥;1> = AIO dir = BIO é’.?-"y" C’o 03(3'~ _5—1,’];% — o R(f — @y 1{3,
5”2 o—«— . A” 00,_< BI/ o0, C// ()O'+ a RO — a0, RY
dsy, ] o S 05Xy 0 Oy 20 21 Ry

2 0
Caleul des dérigées | 2 (4R, T, Cf-R—) - — En se rappelant la for-
So \ sy dsy ~ ds,

mule (4, 1II), on a
d [dR AR 1 dR
<——~> == klll dpd 2 e

ds, \ ds ros ds
4 (dR\_,. &R 1 dR
ds \ds; ) = """ dpdp, ' Ty dsy’

d’ou la premiere de ces six relations

(d(R, Ry, 1{2)] . [d(R Ri,Rz)J & d(R, Ry, R,) r d(R,Ry, Ry)
T ds ds‘ ’

dsz ~ ds ds, Tog ds Iso ds,

d(R, Ry, Ry)” a [d(R, Ri,Ra)] 1 d(R, Ry, Ry) 1 d(R,Ry, Ry)
ds‘2 ds, ds,
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Posons

| d (dR\® dR’ dR\" _ (dR;\'
dsi\ds; ) TP ger T @\ Gy ) T s,

—_ bﬂ[R a”q(ﬂ:oR +alll{l)“‘ [)”)R —[4,
d [dR\° dR° (l[i 0 _fl dR\° ta {ZR‘!’.
s zza) ey T\ gy ) T ds \ s, 02 "y
dR, dR AR,
—'(420<“C“‘l“;‘)> “‘f“l(»L((Az) —+ o1 Ro -+ alo<((ls.,> =0 R =L,

d_(dB\' . dBi (R ﬂi)”
dst \ ds, T s ds, 1O\ dsy

| O RO gy (g Ry 4y RY) — 01, RY == Ly,

(34)

qui ne contiennent pas les secondes dérivées en s,.

Prenons les dérivées des formules (31) par rapport i s, et faisons
tout de suite p,==0; en négligeant les termes 95, )., gb . ct leurs
dérivées par rapport & s* et 57, on trouve

d dR ‘ . d . , AR
(m, s, > = AL =BoLi = Go Ly — 75 (a0 RO+ e RY) - o
0

dl
- a(,,< (lj A= gy RO 4= 1y RY ) = Dy RV=- 0,y RY,

d dR, , , . d [ AL
(35) <;ls2 dn> ~— AL —ByL,— C, Ly — st i (pg R+ ay RY) — ul‘»(/ i
(35

dR}
-+ “12( T30 L4 ayy Ry + ay RY > — b RY~— 0y RY,

( d dR,

” ” *w dl{ .
(—[52 dsl> .______An L """ ];O'L — L2"“ azo(‘l 2 ‘J{‘ﬂg)l{ 'l“ a2l R()

0
\ —+ by Ro— ay, (il“ 4 @y RY +- @y, RY > ~+ by RY.

Or, dans ces expressions figurent les quantités A,, A, ..., C, qui
sont fonctions, en général, de s et s}. En effet, on a les formules con-
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centrées
(ay, kyy 3)0 ) ¢}

(Ao, By, c‘,):z{j s [or OO S2 J2 |

(e, kay €1)" ¢§ c}

. Jy (g kg, 0y) ¢}
(AL,B'(),C'O):A—O S (s S 1) S8 ]

. 20 (07 /;2, Cl>0 cg

. Ji ey (ay, Iy, by)°
(A‘I’I’Bi,”cg):A_ f’? ./:? (f’ ./.-‘;a .f})o

0
S (e kyyocq)

Cas particuliers. — 1° Prenons le cas d’un axe d’isotropie dans ’en-
veloppe homogéne; alors on trouve aisément

A=—py, (A, B,C,A,LB, LB =o0,

(36) Al 7;.’;

2° Dans le cas d’'une enveloppe homogene et isotrope

A=—p2(h+2p), A, ..., B'=o,
(37) A= (= . %

A+ ou

= E (const.);

3° Enfin, supposons que chaque couche de 'enveloppe est homo-
gene et tsotrope, mais que la densité et les coefficients élastiques
changent d’une maniere continue d’une couche & la couche voisine.
Les coefficients élastiques ne seront fonctions que de p,, et si I'on
désigne par A, et . les A et p. de la couche moyenne, on trouve

Ay=— 2 (ho+2%) (A, B, C, A, B, C,B"),=o,

(38) W (M e )‘0 J—
Ao =L, = m = Eo (COHSL.).
Calcul des by, et ¢y, en fonction des ay,. — Les quantités qu’on a he-

soin de connaitre sont by et c,,, Cios Coas C1o- Dans les lecons sur les
Ann, de ’fic. Normale. 3° Séric. Tome XI, — DEceMsrE 1894. i 46
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coordonnées curvilignes de Lamé, on rencontre les quatre équations

A2H ﬂ(ll'[,+l_il_ld1£
dpydpy, o, dpy dp, H, dp, dp, ’
A*H, 1 dH, dl, 1 dH, dH
dpydp
Ay (i
Ao\, @) T @ \1 dp ) 70 g, dp,

d (1 di d (o dHN o dH dHy
dp,y llg—c_z’p—2 dp \H, dp, " H* dp _(7p—_

H, dpy dp o dp m’

Par les relations (4, 1II), elles deviennent

o2 b ( 1 1
—r - (),
ds, Foa \NVow T'ay
I
d—
I'10 1 I I
s, T T\ )
92 12 N/ 10 20
(39) v ]
d — o —
Tos a0 I I i 1
077y el el e i s
ds, s ri, re, Pyt Py
1
d — d—
rig Py - | - [
ds, ds; ri, ri, I'1o I
On aura done
by = s (g1 — ayy),
bro = a9 (@10 — g5
b — a2 5 dag,
0s T= @5 - al, o oy @y — T
A1)
da,
e 2 21
bio ==a}, + aj, + ayyay, — P
els)

Cor == bya (tgy — day) ~ gy (byy — Dyy),
Cro = byy (g — @yg) -+ @13 (D19 — bay),

o . d by,
Coz == 2 gy Dag = 2 @y Doy —+ gy byy ~ Dy gy — —(_l;:’_’

by,

Y

Cra =219 by 4 2ty byy 4 gy Doy ~+ Dyg gy —
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Il reste & déterminer b,, et b,,. Pour cela, on a

d -
ryy __dhov dhy 1 dhov dhy Lo

dsy —ds, T, dp  Todsy Ty ds  Tag ros’
d’olt la premiere des deux suivantes :

5 bag = day ay,

(41)

( Doy = ayy tyy.

CONDITIONS AUX LIMITES.

Les équations définies rapportées aux axes ', ', 5’ sont

‘ S = Nicoso - T, cosy' + T, cosl/,
=Ty cos o' -+ N cosy -+ T cosd/,

() /s
S =T, cos¢9 -+ T, cosy -+ N, cosd'.

Le contour peut étre quelconque; mais nous imaginerons la surface
au paramétre p la plus proche & ce contour et intérieure au corps, et
nous la prendrons, pour simplifier, comme formant le contour. D’ail-
leurs, nous donnerons ensuite les conditions pour un contour quel-
conque. Sur cette surface p considérons le réseau des courbes formées
par les intersections des familles g, et p,. Nous aurons ainsi sur le
bord des rectangles curvilignes de cotés ds, et ds,. Si d’un point quel-
conque M pris sur le bord, on fait passer les trois axes rectangulaires
2, y', 5 tangents respectivement aux courbes s, s,, s, qui y passent,
Iaxe «’ sera normal 4 la surface-bord et 'on aura ¢’ = o, 7' =4 = E,
les conditions (42) seréduisent i

Jo =Ny,
(43) Sy =T,
S =T,

Avant d’aller plus loin, remarquons que Mathieu a trouvé pour ses
cloches, en premitre approximation, par la méthode de Kirchhoff, les
deux premitres (43) et /= o; ce qui revient bien & la troisieme, vu
que T, est, comme nous avons remarqué, d’un ordre de petitesse su-
périeure & N, T).
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Si maintenant nous voulons que 'origine des coordonnées se meuve
sur la surface moyenne ou, ici, sur laligne moyenne, les conditions (43)

deviennent
5 S = N’1 (1— @;283),

(44) ( Sy =T, (1 — @y28,),
S

fo =T, (1 — @15,).

Pour trouver I'action extérieure exercée sur une bande de cotés ds,
et 2¢, nous aurons a considérer les trois forces F,, F,/, F.r et les cou-
ples M., M,

Posons les couples

s, :—f’n T 50 (1 — tygs,) dpy==— 2.52“5_2 ls,
-
S, = /"1 T 53 (1 — ys$y) dpy == ?—/‘-’#ﬁ Ly,
g ¢
M, = /n N $2(1— 1a8,) dlpy = :—/1:11 Ny,
- :
M,= v Ny s (1 — gy8,) dpy—=— g-/i',:z L Ny
-1 '

Remarque. — 1l semble au premier abord que ces expressions sont
absurdes, car on ne peut pas concevoir des couples dont le hras de
levier est curviligne (s, ).

En réalité, au lieu de s,, il fallait mettre la distance des forces tros
voisines mesurée sur la tangente s; mais =’ est la projection de I'are
tres petit s, sur la tangente, et 'on sait la relation

z'— s;== As} -+ infiniment petit d’ordre supérieur i 3;
et, comme sous 'intégrale, le terme As} introduit des termes d’ordre
supérieur de ce qu’on retient, on peut poser 5'=s,.
Cela posé, on aura les conditions

F:r:' = I“\ = [)h
Fy’ o ]5‘5, = Ql?
) r, =U,,

My = My =S,
My =M, = M,.



LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES GLOGHES. 365

Ce systéme peut étre remplacé par un autre statiquement équivalent.
Le couple de torsion M, donne, suivant la ligne s,, une force égale a

M, ..
> on aura dOIlC p‘.’)lll1 COﬂdlthﬂS

a,, M, et suivant s, la force — -
91

FN = Pi = Fan")
Fs,+a,My=0Q,+ as$,=F, + a;, My,

(46) Lo, dM, ds, My,
F.— dsS Vi— m =Fe— ds’ ’
| Mgi=M,=M,.

Cherchons maintenant les conditions quand le bord est quelconque.
Si 'on désigne par Fy, Fg, T, My, Mg les forces et les couples exté-
rieurs appliqués au bord et si P, Q), V|, désignent les résultantes de
forces ¢lastiques en un point de la ligne suivant laquelle la surface
moyenne rencontre la surface-bord, et H et G’ les couples de torsion
et de flexion, le couple de torsion donnera deux forces; et si p, dési-
gne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant la section
normale passant par le point considéré de la ligne-bord, on aura les
conditions

P! = Ty,
- '
Q) —P%ZF5+ I\i’_\_,
/ /2 2
(47) | oA dy
P gy =R e
G = M;s.

Ces conditions ont été données par M. Basset et le professeur Lamb
pour le cas d’une enveloppe d’épaisseur constante, mais clles sont
générales. Cherchons les valeurs des forces et couples quiy figarent;
la normale (N) 4 la surface-bord faisant des angles, dont les cosinus
avec les axes #, ', z’ passant par les mémes points, sont cos¢’, cosy/,
cosy’, si 'on appelle les cosinus directeurs de Ia tangente & la ligne-
bord (8), cosq, cosy, cos{| et ceux de la normale élevée sur le plan
de (N, S) cosg,, cosy,, cosy,, en multipliant les équations (42) res-
pectivement par cos¢’, cosy/, cosy’ et ajoutant membre & membre, on
trouve '

Jn=Jx 08¢ + fy cosy 4 [z cosd
(48) =N cos? ¢’ -+Nj, cos?y’+ Njcos?¢’ + 2T cos ¢’ cosy’
-+ 2Ty cosg’cosd’+ 2T cosd’cosy' = Py;
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on aura de méme

Ss== [ COSO| + [y COSY| + fo cOSL)
= N’ cos9’ cos o)+ Njcosy cosy |+ Nj cosd cosd)

‘A
(49) +Ti(cosy’cosg) -+ cosg'cosy, )+ T,(cos’ coso) + cosg'cosd))

| " +Ti(cos Y'cosy + cosy' cosd)) =DPs,
(30) $ fu =[x COSGY + [y COSyYy + [z cos )

| =Njcoso cosy,+...+ Ti(cos{' cosy, + cosy'cosdly) =P,.

Si o désigne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant
la ligne-bord, on trouve

p'1 f— Py

n s
S,
(1) V= P, (11— = )dp,,
] P‘l
i
! 52
| § G Pgsy( 11— = )dps,
= ’2
n .
G P 2\
( X T NSal 1 — -:7- 4 ;0.’.
| - o

Ainsi les conditions aux limites se compliquent énormément.

Mais on peut imaginer un cas particulier beaucoup plus général
que le cas que nous avons traité en premier licu : ¢’est le cas ou la
ligne S est la section de la surface moyenne par une surface contour-
nante ou limite simplement normale au feuillet moyen. Alors ¢ = o,
et si 'on pose

c0s ¢’ = cos?, cosy' = sind,
on trouve
€08 @y == — sind, cosy, = cos0, cosy ==o,
COSP,==COSY,= 0, cosd,y=1,

7

(52) P2 =p%-



LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCIES. 367

Les équations (48), (49), (50) deviennent

( Py =N/ cos?0 + N}, sin*0 -+ T sin 26,
(53) ) Pg = sinf cos0 (N, — N)) + T, cos 26,

( Py =T, co80+ T, sinf =P,
et les expressions (51) ol, au lieu de g%, on a mis o), qui est donnée
par la formule

1 . .
— ==y COS20 4- e SIN2 0.
2

Au lieu de donner les équations (46) ou (47), on peut se donner
lesvaleurs des déplacements de la surface moyenne et de la dérivée du
déplacement transversal par rapport & la normale N sur le bord, et1’on
aura

0
{:ll;? =D.

(54) Ro=A, RI=B, R{=C,

CHAPITRE V.

I. — Les cloches.

Les cloches que nous examinerons sont des enveloppes de révolu-
tion, homogenes, isotropes et d’épaisseur variable suivant la latitude.

Les plans méridiens seront la famille au parametre p,, et si I'on
mene les trajectoires orthogonales des courbes méridiennes de la
cloche, la surface engendrée par la révolution complete d’une de ces
courbes, autour de I’axe de révolution, appartient i la famille au para-
metre p.

Nous supposerons avec Mathien que le petit bord de la cloche fait
partiec ’une de ces dernieres surfaces.
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U étant 'angle que fait un quelconque de plans méridiens avec un
méridien fixe, et ¢ la colatitude, 7, le rayon d’un parallele de la sur-
face moyenne, en vertu des relations (22, IV), les équations du mou-
vement vibratoire sont

AP 1Q, ango ang \% AR
L dby o Ser <l e 4 > P+ tange P,+— = l)f —dp,,
ro do ngcosg dy ny ry no 'y L, a
D, ang t 9 i R
] 1dQ, .t fH_p . <11nw - _|T>(“_ tango Qu+ Y::I)/ ’-——T,l(/p.z,
ry do = nycose dy ny Iy Iy 0 e
/ ) p p AR,
TIFATSN . A" T P /SN Y L
\ 7o do 1y €080 d n, r, ry n, . dt
On aura des solutions simples, en posant
R* = U (cosad ou  sinad)ert,

Ry =W (cosay ou  sinoab)elrt,

o U, V, W ne sont fonctions que de 9.
On pourra donc prendre, en effagant les indices o,

R= w Voei@bery,
(2) S Ry==ia Cy,y V eltxbrrn,
( Ro== Gy Wellnpro,
on aura
oy, Vog,y Ty== (0}, IT, (e ) ellebrro),
(3) Ry Ny, by= (1), ny,ioly) eleb+po,

Vi, Y, == (Y, Yy, aTy) elorn),

les expressions accentuées étant des fonctions linéaires connues de U,
V, W et de leurs dérivées par rapport & ¢. '

Si I'on substitue, les équations (1) qui étaient a dérivées partielles
deviennent trois équations différenticlles linéaires simultanées & cocf-
ficients variables et sans second membre; la premiere est du troisieme
ordre, la seconde du deuxieme, et la troisieme du quatrieme.
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Equations générales. — Si I’on substitue les solutions (2) aux équa-
tions (1), elles deviennent

2
PN Sl R, KLU A
@ 2 l(

de do
2
+ D, V—i—Aqu BLIY 6, p,w=o,
B+ O DY B S G
 { wo
+ D}V -+ B, l“—f -c,‘-l)g--m);wzo,
A (ll U N B,,(/ U }—(’”{]U U-+B @ Y+ “,’,’C[X
dp? de? dyp do* dg
o AW, W, W wdW
\ +DIV M, P . 7 o reri +DiW =o.

Les coefficients s’obtiennent sans difficulté, ayant pour facteur une
des quantités Gy, Gy, Cq,u. La valeur de v, qui y entre, est

n .
gv’; = D p2 eitab+r0)
' . n

" [QMU . (fz AU, Cuy

—I J'%

W—aﬂcmv—ca‘f—’%g-‘ﬂm-%w)].

En éliminant V et ses dérivées entre (4), on trouve

%o (l/’,;g -+ Boo %? -+ '/00657[2] -+ 30025 P | i;,:{v
-+ Bao 33:\7 “*‘Vzofl%:—y -+ Jg ‘Q;V 40 W =—o,
(6) ago%g-kﬁi,o%—}—ygojf-r— OOZ;U—i—sQO%g-
+%45, U __}_a“d;::’ ﬁ”dd:‘v
+ 720 dd;V a’zoddzv -«—s;o—‘% + Ly W=o.

Ann. de ’Lc. Normale. 3° Série. Tome XI. — DECEMBRE 1894. 47
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En posant

d*U a*U a2l dU
oo 7 dg+ + Boo 5 d‘P =+ Yoo d‘P + B0 75— g 4+ gg0 U =P, (1),
d‘) d U I
“oo (’00 ................ + &, U =P, (U),

et de méme pour W, et éliminant U entre (6), on a finalement I'équa-
tion

Ay 50:; Yos Oos €5 Cus oz Doz Lo Ko Py (W)
o Gos (50.1 7ok B oo Cov  fow Gov o Py, ( W)
o o CGog Bos Yos Sos €3 Gos ez Oow Py (W)
(8] 0O o 247 faoz Yoz Jo2 go2 Coa o P, (‘V)
o o 0 o Cloy {301 Yot 1 B Lot Py (W)
(7 ) O=o0=|o0 O 0 0O O g @00 700 81)0 €00 P (W) ,
%y Bos Tow B o Cou ow o Gow Koy Py (W)
o %y s '/'o s Oy oy Cos Nos Oyy oy Py (W)
o O %s  Bog ')/u s O 2 €a  Copa Moy Uy Phy(W)
o o 0 %y B Vo1 Jo1 €1 Cor My Py (W)
Y o 0 0 %y Boo Yoo %o € Lo Py (W)
ou
gy = Oy, =25 Ay 55 Chgg = DLy =72 oy

r [ r —— ! . r
Oy == Oy 3 777 Gl g = OCg 4 555 Gl g

Chaque terme du rectangle formé par les dix colonnes verticales et
les six prcmibrcs lignes horizontales s’obtient en prenant la dérivée
par rapport & ¢ du terme au-dessous et en y ajoutlant le terme qui

. . decy,
suit de la méme ligne au-dessous. Par exemple, §,;= ;"}'— + Bors

Bos= —* -+ By, et ainsi de suite. La méme loi s’applique & la forma-
?
tion des termes contenus dans le rectangle formé par les dix premieres
colonnes ct les cing dernitres lignes.
On remarquera donc qu’en particulier

di . db de , dr, d
kOlS: -—Eff; Lo, == —21?;2, ceey C()’l: ..C.Z.CQPQ, kOk:Na!gP—;’ ceey 001_“(52;0

L’équation (7) est linéaire du neuvieme ordre i coefficients variables.
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Si 'on éliminait W entre (6), on arriverait a une équation semblable
4 @ = o, avec la différence que le premier chiffre o des indices des
coefficients serait remplacé par 2, et les P, ;(W) et P, (W) seraient
remplacés par P, ;(U) et P, ;_, (U).

Quant 2V, il s’obtiendra par la premiere des (4), qui, apres la déter-
mination de U et W, prend la forme '

: . dv
(8) (1[ dgﬂ 'Jr‘.l).V:.':f((P),

qu’on sait intégrer.

Conditions awx limites. — Les cloches ont un bord unique qui appar-
tient & la famille p. Les équations (46, IV) sont donc applicables.
Quand le bord est libre, les quatre équations de condition prendront
la forme

Lo drU dU . ) AW dW )
(‘aAl 'C—[r;? -} Co( AQZ[(; -~|--(“:( A;, U (11,1 a?A :,\r'|" Cuyg A,, —(7{1“9_,— -+ (A(z"_) A(; EZ‘;‘ "1‘(45(,2 A-;\\ =0,
dU dVv AW

B o CaByU = Cag By o - G BV (:a,glss_%— 4= Cua By W =0,

« o dU B LAV . AW dW .
‘lu(ll Cl(P“ -Gy (A‘ZU - (;.1’1 Cy ﬁ’.—fl -+ (.1111 (Ah.‘,_‘}‘(l!l"z C;; —(19—14— Cg(’QCG —(Z;— +CpuoC;W=0,
N d:'W ~dW \ dU . .
(1“’2[)[ CZZE;— = CM,Z [)2 ;l—;";' -+ (.11,2 ])‘5\V - CCA l)a El_A(b_ -+ (,u_x[);;U -t (11,1 I)GV == 0.
. . , . , . ay G
Les trois premieres equations détermineront les rapports 2, 2L,
(41,2 L‘:(,:Z
s
a*U dU . d*W AW
Al ~(ZCTO~ = Az ;lff? 4= A, U o 1\5V Ay —(‘@)‘: -+ A 7[5? +- A-;W
‘ dU dV i o dW o
(O Bl ;/C"J -+ I3, U B, ;[(:D -+ BbV B,; a’cp +BW -z o,
., dU . L dV . AW g{\_\f R
C, W + G, U " (‘l; + GV G -—ZEP—— + G s +C; W

pour 9 = g,. Cette équation ®,= o déterminera p*. Il nous reste encore
une condition, savoir la quatrieme (9). Comme I'équation (7) est du
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neuvieme ordre, nous aurons besoin de huit conditions pour déter-
miner A une pres ses constantes. Une des conditions est celle qui reste
des conditions aux limites (9). On trouvera une seconde, en exprimant
que I'intégrale générale de (7) ne devient pas infinie au poéle. Les six
autres conditions s’obtiendront ainsi dans les deux cas suivants :

1° Cloche libre. — Dans ce cas, on peut exprimer que le mouvement
du centre de gravité et les rotations de la cloche autour de ce centre
sont nulles (car on tiendrait compte a part de ces mouvements d’en-
semble par les équations relatives aux corps rigides); alors 'impulsion
totale sera nulle et le mouvement d’ensemble aussi et 'on écrira le
théoreme des quantités de mouvement et de moments (en les égalant
a zéro).

2° Cloche immobilisce par le sommet. — On écrira que, pour le pole
(v =o0), les trois déplacements et par conséquent «, ¢, wsontnulles;
de méme, que le plan tangent en ce point (9 = o) ne houge pas; enfin
qu’une ligne particuliere assignée de la surface moyenne, ui passe par
le pole, est immobile. _

Le son fondamental s’obtient toujours quand les lignes nodales mé-
ridiennes sont au nombre de deux et rectangulaires entre elles; il cor-
respond donc & a = 2.

St 'on choisit comme deuxieme méridien origine (Y = o) le demi-
méridien qui est pincé ou frappé parle battant ou Parchet, on voit que
la cloche rend le son fondamental quand les lignes ventrales sont les
demi-méridiens

N _T b — _3m
4J~—-0, \lJ-——z) <1J--—-TC et —--'—-é-'

Par contre, les demi-méridiens

y= T, 3% hm o ogm
Ll AR A A

sont les lignes nodales.
Le premier harmonique s’obtient pour =3, et alors les lignes
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ventrales correspondent a

R

N Y
lP—O, 3 3 Ty, —> 5

ce qui a été confirmé par I'expérience.
Les expériences ne nous ont pas donné des lignes nodales paralléles,
mais rien n’assure qu’elles ne puissent pas exister.

II. — Battements.

On remarquera que p* est toujours multiplié par %, tandis que les

autres termes ne contiennent pas D, ni . explicitement; p sera donc

s ot W] 2 . \ > .
proportionnel & !D—; d’otr la loi suivante :
 La hauteur du son est proportionnelle a sa vitesse de propagation dans
la matiére de la cloche.

On peut démontrer cette loi pour tous les corps homogenes et iso-
tropes de la nature, tres facilement.

Supposons maintenant que par le coup d’archet ou du battant la clo-
che subisse un élargissement dans une partie; elle subira du méme coup
un rétrécissement dans la direction perpendiculaire & la premiere, et
la section normale, qui était un cercle, devient une ellipse temporaire.
En réalité, une cloche n’est jamais de révolution; le rayon, qui était
constant dans un méme paralltle, dépendded etde deuxaxesdel’ellipse,
par conséquent, la hauteur du son en dépendra aussi. A cause de la
petitesse de la déformation, on pourra traiter les cloches comme étant
de révolution. Et, comme onl’a vu (Chap. II), la résistance a la flexion
et la torsion est trés petite; il faut done nous attendre a des flexions
et des torsions de la cloche finies par le coup d’archet. A cause de Iel-
lipticit¢ de la section normale, il est probable qu’il y ait des sons &
deux périodes trés voisines, rendus par les deux molécules de la
cloche.

Transportons-nous au domaine de 'expérience et cherchons ce qu’elle
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nous montre. Sil’on tapisse de sable la surface intérieure d’une cloche,
dont I’axe est horizontal et la tige du verre bien encastrée de facon a
ne pas pouvoir se mouvoir, on voit le sable sauter, et, si I’on frappe la
cloche sur le demi-méridien diamétralement opposé, en bas se trouve
la ligne ventrale ¢ = w. On voit que cette ligne, au licw de rester immo-
bile, se déplace lentement et exécute une serie d’oscillations autour de sa
position d’équilibre. Chaque point de cette ligne parait tourner autour
de T'axe de la cloche; ces oscillations suivent les battements de la
cloche. Si 'on tourne la cloche de facon i faire coincider tous ses
méridiens avec le plan vertical, et si 'on répete la méme expérience,
on rencontre deux plans méridiens de la cloche perpendiculaires entre
eux pour lesquels la ligne ventrale n’oscille pas. Alors les battements
sont tres amoindris. Il est clair que ces deux méridiens sont les sec-
tions de deux plans de symétrie de la cloche etleurs intersections avee
un autre plan perpendiculaire & Paxe de la cloche seront les deux axes
de la section elliptique. Si donc on frappe sur 'un des deux plans de
symétrie, tout est symétrique de part et d’autre du point frappé et les
sons rendus sont simples.

En résumé, a coté des vibrations infiniment petites dans les cloches,
il y a des vibrations & longue période, et les battements proviennent
de Pellipticité.

Ces considérations m’ont amené naturellement & penser que tous les
autres corps minces, ¢tant en vibration, présentent des battements. En
effer, en expérimentant sur des plaques planes et d’¢paisseur con-
stante, j’ai reconnu non seulement que les battements existent, mais
encore que dans la plaque circulaire les lignes nodales subissent un
déplacement circulaire, autour du centre de la plaque, quand 'inten-
sité du son est grande. Par exemple, une plaque circulaire métallique
me donnait des sons durant soixante-quatorze secondes et plus avee
des battements, mais le déplacement circulaire des lignes droites
nodales ne se présentait que pendant les trois premitres secondes.
On congoit sans peine que ce mouvement périphérique de la plaque
est difficile & se produire, et il faut pour cela que P'énergie ait une
valeur notable. La scule déformation facile de la plaque est la flexion,
qui donne des courbures i ses feuillets; mais la plaque ne se courbe
pas de la méme fagon partout, de maniere qu’il y ait bien une symé-
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trie complete. En effet, la partie qui subit le coup d’archet est plus
recourbée et I'amplitude de loscillation & longue période est plus
grande que dans toute autre région.

Les plaques m’ont donné un autre phénomene. En rapprochant mon
oreille aussi pres que possible de la plaque vibrante, les hattements
cessaient d’avoir lieu et on entendait un son plein. En examinant de
pres ce phénomene, j’ai reconnu qu'il se manifeste seulement quand les
sons rendus sont faibles et peu perceptibles par Poreille des qu’il est
¢loigné de la plaque de quelques décimetres. La cause en est, peut-
étre, 4 ce que les vibrations & longue période n’ayant plus lieu, la
vibration est devenue simple.




