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LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES.
LES CLOCHES.

P A R M. C. M A L T É Z O S .

CHAPITRE I.

Théorie des plaques planes minces.

Il est nécessaire de faire une discussion succincte sur la théorie des
plaques planes, car elle nous sera u t i l e quand nous traiterons les en-
veloppes minces.

C'est Poisson qui a donné, le premier, la théorie de l 'équilibre et du
mouvement vibratoire des plaques planes, homogènes et isotropes, en
admettant que les forces élastiques et les déformations sont dévelop-
pables en séries convergentes suivant les puissances croissantes de la
variable qui donne la distance d'un point quelconque de la plaque à la
couche moyenne; en gardant donc les deux premiers termes au plus
de ces développements, on arrive a u x vraies équations indéf inies .

De Saint-Venant a porté l 'objection que cette manière de procéder
n'est pas légitime, et que même elle est fausse quand on veut traiter
le problème le plus général des plaques planes de contexture quel-
conque.

M. Basset (1) di t que cette objection ne doit pas arrêter parce que
alors il faudra i t former la même objection pour la plupart des investi"

(1) P/lUosop/ucrd Transactio/fS of thé R. Soc. ofLoudon, Vol, CLXXXI, p- 435.
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gâtions physiques. Et il est bien vrai qu'une quant i té connue comme
fonction de la position peut être développée par la formule de Taylor,
excepté le cas de d iscont inu i té quand on passe d'un p o i n t a l 'autre.
Mais M. Boussinesq avai t , par avance, répondu à cette justification de
la méthode de Poisson, que, s'il est parfai tement permis de développer
les fonctions autour de chaque point , dans une petite partie de l eur
champ total de variat ion, qui est ici l 'épaisseur de la plaque, i l n'en
est généralement plus de même quand i l s'agit de ce champ tout en-
tier*

Kirchhoff a proposé une autre méthode, qui , consiste à admettre q u e
chaque ligne droite, p r imi t ivement normale aux couches de la plaque,
reste dro i te et normale sur ces couches après la déformation. Cela
paraît suffisamment exact quand les plaques sont isotropes, ou encore
q u a n d les bases sont des plans de symétr ie de contexture, mais elle
est fausse quand la contexture de la p laque est quelconque. D'ai l leurs,
comme F a montré M'. Maurice Lévy, l 'hypothèse de Kirchhoff est équi-
valente à celle de Poisson. M. Gerhing ^ essayé,, sur l ' indication de
Kirchholî, de traiter sans aucune Irypothese douteuse le problème, en
s'appuyant sur des considérations c inémat iques» qu i , d'après M,. Bous-
sinesq, manquen t de r igueur ou aura ien t tout au moins besoin d'être
complétées.

Si l'on appelle les composantes des forces élastiques, exercées par
unité de surface sur les é léments menés par un point (^,y, -s) de la
plaque, N^ Na, N3, I\, 1\, T;», et si, la couche moyenne à l 'état primi-
tif, ou le plan tangent en ce point à la couche moyenne, après la défor-
mation, est pris pour plan des^y, et la normale à cette couche comme
axe des z. Poisson et Kirchhoffsont arrivés à poser séparément

(0 (T^T^o, N3=0.

Mais de Sain t -Venant^ objectant que les efforts tranchants T\, Ta ont
un rôle souvent indispensable à considérer, a jugé désirable de prendre
comme point de départ de la théorie des hypothèses moins étroites
que ces, relations (ï). Cela n'empêche d'ail leurs nu l l emen t de poser

, celles-ci en première approximation 1 seulement.
M. Boussinesq, de son côté, a donné en 1871 une théorie desplaques

planes minces. Ces plaques, sont formées de couches sensiblement
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planes et parallèles, et dont la con texture constante ou assez lente-
ment variable d'un point à l 'autre d'une même couche pourra changer
rap idement , et même avec discont inui té , d 'une couche à ses vois ines .
Sans aucune hypothèse douteuse , i l démontre effectivement les rela-
tions (i) en première approx imat ion .

M. Boussinesq y est revenu, dans un second Mémoire, paru en ïSnq.
Il conçoit alors la plaque divisée en tronçons sensiblement prisma-
tiques, dont chacun, l imi té par la surface même du corps et par deux
couples de plans parallèles menés à peu près normalement à cette sur-
face, a ses trois d imens ions comparables entre elles. Se basant sur la
lenteur de la. variation de l'état physique dans le sens de grandes
d i m e n s i o n s de la plaque, et sur ce que les équat ions de l 'équi l ibre du
tronçon donnen t alors N;, très pe t i t devant (T^ , Ta) et T,i, T^ très
petits eux-mêmes devant N\, N^, Ta, il p e u t poser, à une seconde
approx imat ion ,

(^ <^ ï^} - , ^e^ "V^ =,...- o
' ' ) {dx, 'd'y ) " " " - » ( d^, dx df, dy^ ) '" " '

En supposant la contexture du prisme symétr ique par rapport au
plan xy (ce qu i rend N^ N2, N;p T;, fonctions l inéaires des quatre dé-
formations correspondantes .̂, ày, <^, ̂ y, ûtT^T,. fonctions l inéa i res
des deux autres déformat ions ^.^, gyz)^ ^ trouve

( -•Ï \ ^ ̂ îl̂ } - n dïS()XL ̂ ? àz^g'^ — ., .v / ""^(^,7) """ 7 ^{dx^.dxdy.cy) "" ?

et il arrive ainsi aux expressions
! / N ,=C(6 ^•+^().y+p / /,^),

(4) N,== C C P , ôx + p; ày + P; ̂ y),
( T3==C(y ^4-y / à y ^ y " g^).

I l suppose la contexture telle que le coefficient pos i t i f d 'é las t ic i té C
puisse seul varier d'un feuillet à l'autre, ou que les coefficients p,
p', . . ., y7 soient indépendants de z; et il dédui t f inalement des der-
nières re la t ions (3), ainsi que de ces formules (4), d 'une par t , les
expressions, l inéaires en z, de àx, ày, g ^ y , et, d'autre part, les for-
mules des tractions exercées sur les sections normales de la p laque
et celles des couples def lexion ou de torsion qu'elles éprouvent.
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Conditions aux limites. — Les condit ions au contour ont été trouvées
par Poisson et Cauchy au nombre de trois pour la f lexion. Elles décou-
lent des équat ions définies de l'élasticité qu i sont trois.

Kirchhoff, en considérant l 'expression du travail des forces élas-
t iques, est arrivé à deux condi t ions aux l imi t e s , qui suffisent. 11 é ta î t
donc nécessaire de parveni r aux mêmes condi t ions par la méthode
directe, sous peine de donner raison à M. Gerhing , avançant que l'em-
ploi de la méthode de Kirchhoff est indispensable dans la théorie de
l'élasticité. C'est ce qu 'ont fait M. Boussinesq d'une part, et Sir W.
Thomson et Tait (1) de l'autre, en se basant , i n d é p e n d a m m e n t l 'un
des autres, sur les mêmes considérations géométriques.

Voici, en quelques mots, ce qu'à fai t M". Boussinesq. Les plaques
étant, par exemple, circulaires, sur chaque bande de longueur ds du.
cy l i nd re con tou rnan t agissent les trois forces V ^ d s , F^, F^Z? su ivan t
la normale dn à la bande, su ivan t sa base as et s u i v a n t sa h a u t e u r ,
plus doux couples, M^ds normal à l ' é lément ch du con tour et M^r/y
paral lèle à la bande même, le troisième couple étant négligeable de
l'ordre de ds\ Le couple M^ch peut être supposé composé de deux,
forces M',,, — M/, d(i sens contraires, appl iquées le long de deux géné-
ratrices qui passent par les extrémités de l 'é lément ds. Si l'on conço i t
une série de bandes con ligues du cyl indre con tournan t séparées par
des génératrices i n f i n i m e n t vo i s ines , les couples tels que — M /̂.s"
seront a ins i remplacés par deux forces — M^ et M.^-4- ̂ p qui a u r o n t

une résu l tan te égale à <^" Fina lement , on aura , par u n i t é de lon-

gueur, trois forces F,^, F.y, F^+ €— et un couple M.y.
« Poisson, d i t - i l , ayant négligé de remplacer les couples paral lè les

au cyl indre con tournan t par des forces dirigées suivant les généra-
t r ices . . . . , les a regardés comme représentant un mode d 'act ion dis-
tinct, exercé sur chaque bande, ce qu i lui . a d o n n é une c o n d i t i o n de
trop. M

( 1 ) T recitùe ûft tuitural. P/iilosop/if.
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CHAPITRE II.

Historique des théories des enveloppes solides, minces, et comparaison
de la grandeur des vibrations longitudinales et transversales.

On rencontre quelques not ions sur le mouvement vibratoire des
enveloppes minces dans la Théorie mathématique de F élasticité des corps
solides de Lamé (i852).

Lamé examine les enveloppes cylindriques et sphériques et le t imbre
hémisphérique. Il f in i t en ces termes : « On remarquera que les vibra-
tions des t imbres sont longi tudinales , tandis que celles des cordes,
lames, tiges sont transversales. » Cela veut dire que dans les timbres
les vibrations longi tudinales prédominent. Nous verrons dans la suite
que cette assertion est plus que discutable.

En 187/1, Aron a appliqué la méthode de Gerhing, pour les plaques
planes, à la question des enveloppes. M. A. Love dit que les chan-
gements d'axes, quand on passe d'un poin t à l'autre de la surface
moyenne de l'enveloppe, ne sont pas pris en considération dans les
calculs; d'où il arrive que les résultats sont faux.

En 1881, Lord Rayleigh, dans un Mémoire i n t i t u l é : On thé infinité-
simal Bending of surf aces of révolution (1), a examiné brièvement la
déformat ion d 'une surface de révolution, en admettant qu'une ligne
tracée sur celle surface a la môme longueur avant et après la déforma-
tion. C'est une hypothèse non seulement loin d'être évidente, mais
fausse quand il s'agit des régions près des bords libres où l'extension
est sensible. Lord Rayleigh, en y revenant, admet qu'une déformation
quelconque entraîne toujours l'extension sur les bases, mais qu'on
peut supposer la surface moyenne de la cloche (ou feui l le t moyen)
inextensible.

En 1882, Emile Mathieu a publié un Mémoire Sur le mouvement
vibratoire des cloches ÇJournal de l'École Polytechnique^). C'est la pre-

( 1 ) Prûceedi/igs oftke London Math, Soc., Vol. XÏIÏ.
Ànn. du l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X ï . NOVEMBRE 1894. 42
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mière théorie générale des cloches après celle d'Aron. Mathieu a fait
les mêmes hypothèses que Poisson sur les plaques planes. Donc, tout
ce qui a été d i t à propos de la théorie de Poisson sur les plaques
planes est en vigueur dans le cas actuel.

Les cloches de Mathieu ont une épaisseur variable, quand on s'a-
vance du sommet vers le bord u n i q u e ; elles sont de révolution, iso-
tropes et homogènes. Comme il y a un potentiel , il applique, pour
trouver les équations du mouvement vibratoire, la méthode de Kir-
chhoff, c'est-à-dire qu' i l cherche l'expression du travail des forces élas-
tiques, et il la trouve de la forme

-^ (Ae+Be 3 ) .

Mathieu dit que, quand une cloche vibre par les coups du battant, les
vibrations tangentielles (longitudinales) sont, en général, du même
ordre de grandeur que les vibrations normales. Si donc on admet cola,
on peut, comme a fait M. Mathieu, négliger le terme De'1 devant le
terme A£. Nous reviendrons là-dessus dans la discussion de la théorie
suivante de M. Love, car ce savant a répété la même chose et en a été
vivement critiqué par Lord Rayleigh.

M. A. Love a publié, en 1888, dans les Philosophical Transactions
(vol. CLXXIX, p. 49Ï-546), un Mémoire sur le même sujet ( ^ ) . Il y
examine les enveloppes minces, homogènes, isotropes et d'épaisseur
constante. La méthode dont il a fait usage est celle de Clebsch ou de
Gerhing, et comme M. Boussinesq avait contesté les équations ciné-
matiques de Gerhing, car on y avait négligé quelques dérivées et
introduit d'autres du même ordre de grandeur que les négligées,
M. Love a négligé toutes les autres dérivées du même ordre de
grandeur. Il est ainsi arrivé pour les enveloppes à des équations
incomplètes. Son travail est encore incomplet en ce qu' i l ne tient pas
compte, quand il passe de la surface moyenne à une couche voisine
de l'enveloppe, de la variat ion de l'aire de l'élément de surface. Il
arrive lui aussi, pour l'expression du travail, à la forme

— ^ ( A ^ + B ^ 3 ) ,

(I) Thé small free vibrations cind déformation of a thin ekfctic s/iell.
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£ étant l'épaisseur de l'enveloppe. Et comme il lui paraît que le terme
B'e3 est in f in imen t petit du troisième ordre par rapport au terme A'E,
i l le néglige; ainsi il peut satisfaire aux conditions aux limites qui
sont au nombre de quatre. Le coefficient A" est fonction des quantités
qui donnent l'extension de la surface moyenne, tandis que B' est
fonction non seulement de ces mêmes quanti tés , mais encore des
quanti tés qui donnent le changement de courbure. M. Love, comme
Mathieu, admet que les fonctions qui représentent les changements
de courbure et celles qui donnent l'extension sont du même ordre de
grandeur.

Cela e n t r a î n a i t une réponse de Lord Rayleigh, dans un Mémoire
paru le î^' décembre de la même année (i8<S8), sous le titre : On thé
bending and vibration of thin elastic skells, especùilly of cylindrical forrn.
« Quand sur une feu i l le matérielle mince, di t l 'auteur, agissent des
pressions, la résistance qu'elle oppose à la flexion (bending) est très
petite comparat ivement à celle qu'elle oppose à l 'extension. Il est vrai
que la flexion en t r a îne une extension (sauf sur la couche moyenne),
mais très pet i te , et par conséquent on peu t , pour la facilité, prendre
la lame comme tout à fait i n e x t e n s i b l e . ) ) Plus loin, Lord Rayleigh
s'exprime en ces termes: « A première vue, il paraî trai t curieux com-
ment, de deux termes qui en t ren t dans l'expression de l'énergie poten-
tielle, l 'un , propor t ionnel à €\ est celui qu'il faut conserver, t and i s
qu'on néglige l'autre, le p ropor t ionne l à £. La cause est la grande
énergie potent iel le qui accompagne l ' ex tens ion. La grandeur compa-
ra t ivedu coefficient est contre-balancée par la petitesse de l 'extension,
au carré de laquel le l 'énergie est proport ionnelle . )> C'est très bien
exposé; mais qu'on me permet te de dire qu' i l ne prouve pas encore
que le terme A£ est négl igeable devant le terme Be3* Cela peut seule-
ment prouver que les deux termes sont du même ordre de grandeur.
En effet, si la flexion est in f in iment petite du premier ordre et l'exten-
sion du second, B sera de l'ordre de £2 et A de l'ordre de s4 ; donc les
deux termes de l'énergie potentielle seront de l'ordre de £5. Ou si l'ex-
tension est in f in iment petite du premier ordre, tandis que la flexion
est finie, A sera de l'ordre de £2, et l'énergie sera proportionnelle à £3.
Cette discussion a lieu pour les parties éloignées du bord libre, car
tout près de celui-ci les vibrations longitudinales peuvent devenir
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comparables aux vibrations transversales; mais elle ne nous a pas
encore permis de choisir entre A£ e tBs 3 le terme qu'il faut négliger.
Pour pouvoir décider, il fallait recourir à l'expérience. Et d'abord la
longue durée de la persistance du son des cloches et enveloppes en
général nous apprend, sans aucune autre expérience, que les plus im-
portantes des vibrations sont les transversales. Mais on peut faire des
expériences sur diverses cloches* En voici deux ( ( ) : versons dans u n
verre une quantité d'un l iquide quelconque, et faisons vibrer le verre
par un coup d'archet ou de battant; on voit alors des gouttelettes se
précipitant hors de la masse l i qu ide ; cette précipi tat ion des goutte-
lettes, qui était connue de Lamé lui-même, est due aux vibrat ions nor-
males à la surface de la cloche, ou quasi normales. La surface l iquide
sera divisée en quatre parties en mouvement, que sépare un espace en
croix presque en repos, quand le son rendu par le verre est le son fon-
damenta l .

Voici une seconde expérience. Tapissons la face intérieure du verre
avec du sable fin et donnons un coup d'archet ou de ba t t an t ; alors on
voit les particules sablonneuses q u i étaient massées à la partie infé-
rieure sauter presque vert icalement, ce qui montre que les particules
de la surface vibrent normalement.

De toute cette discussion résulte que les vibrations longitudinales
des enveloppes sont très petites devant les transversales; mais 51, n'en
résulte pas que le terme As soit négligeable devant B&3 . 11, est très
probable qu'il en est a ins i la plupart du temps; mais cela n'empêche
pas qu'il pourrait exister des cas où le terme A£ est comparable à Ïïe\
et d'autres encore où B^1 est négligeable devant A£ (2).

Pour ces raisons, dans les calculs que je ferai plus lo in , je considère
A£ comparable à B^ et je conserve, par conséquent, les deux termes
Et si, dans les applications, l 'extension est du même ordre de grandeur

( 1 ) Exécutées par l'éminent savant M. Cornu et moi; elles ont révélé un mitre fait très
important, le déplacement des lignes nodales, que je discute au Chapitre relatif aux batte-
ments des cloches. Ces expériences sont très connues, mais je les décris à cause du dé"
placement des lignes nodales.

(2) Par exemple, si e augmente, tout en restant petit (pour que la théorie y soit appli-
cable), la résistance à la flexion va en augmentant et il peut arriver que pour une épaisseur
convenable As soit comparable à Be3.
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que la flexion, on négligera les termes multipliés par s;3 et on aura des
équations plus simples qui seront appelées équations extensionnelles.

Revenons maintenant , pour en finir, à l 'historique des théories des
enveloppes minces.

En 1890, M. A. Basset a fait paraître dans les Philosophical Transac-
tions (Vol. CLXXXI) un Mémoire sous le titre : On thé extension and
flexure of cylindrical and spherical thin elastic shells. Comme on voit, il
n'a traité que la sphère et le cyl indre de révolution. En appelant ^ la
distance d'un point de l 'enveloppe à la surface moyenne, et s 'appuyant
sur ce qu'on peut tou jours exprimer une fonct ion de £' par la formule
de Taylor, il trouve

N^A.-i-Aie^+^Ê^.

Pour dé te rminer les coefficients A, A ^ , A^, il fai t l 'hypothèse sui-
vante : « Quand les faces de l 'enveloppe n'obéissent pas à des forces
superficielles, c'est-à-dire à des pressions ou des tractions, N^, T ^ , T^,
dan's l ' in terval le où elles dépendent de £ et £', sont capables de s'ex-
primer par la forme ̂  4- ̂  + u,, -+-... + u'n. -}-••• {Un. étant une fonc-
tion homogène et de degré n par rapport à £ et £7). ?) C'est donc
l'hypothèse de Poisson modifiée.

Le travail do RI. Basset a un grand mérite. C'est lui qui le premier a
i n t r o d u i t dans le calcul la notion de la variation de l'aire de l 'é lément
de surface, quand on passe de la surface moyenne à une autre.

Peu de temps après, M. le professeur Lamb a ' p u b l i é un Mémoire
i n t i t u l é : On thé déformation ofan elastic shell ( i ). Je citerai à sa place
le dernier travail de M. Love, qui est le plus complet fait jusqu 'à pré-
sent sur les enveloppes, et qu i résume celui, du professeur Lamb et de
M. Basset. M. Love, il y a quelques mois, a publié un Traité de théorie
mathématique de l'élasticité (2), dont les Chapitres XXI et XXII du
Volume II sont consacrés à la théorie générale des enveloppes minces
et à ses applications. La méthode suivie est la Cinématique (Gerhing)
et les enveloppes traitées sont isotropes, homogènes et ^épaisseur con-
stante.

(1) Loiidon Mcclh, Soc. Proc., Vol. XXI; 1890.
( 2 ) A Tredtlse on thé medhematicat theorY of elasticity ; 1893.
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On voit, par tout ce qui précède, que le problème des enveloppes
quelconques d'épaisseur variable n'a pas été touché. Il est vrai que
Mathieu en a fa i t la théorie pour les cloches de révolution, mais encore
les équations qu'il a posées sont les extensionnelles. D'ailleurs la
seule de ces théories qui n'est pas basée sur une hypothèse douteuse
est la Cinémat ique, par laquelle n'a été examiné que le cas de l'enve-
loppe d'épaisseur constante, homogène et isotrope.

Dans ce travail, nous avons voulu donner la théorie des enveloppes
solides, minces sans hypothèse douteuse , et nous sommes guidé à
cela par la théorie pour les plaques planes de M. Boussinesq.

Nous traitons le problème le plus général possible des enveloppes
solides minces, d'épaisseur variable d 'une manière continue d'un
point à l'autre. Nos enveloppes se const i tueront d ' une inf in i té d'enve-
loppes couches, dont la moyenne à laquelle tout sera rapporté s'appel-
lera la couche moyenne; chaque couche sera homogène, mais la dens i té
variera c o n t i n û m e n t d 'une couche à la couche cont inué .

Des équat ions générales auxquel les nous parviendrons, on pourra
aisément tirer les équat ions pour les enveloppes homogènes, isotropes,
d'épaisseur variable ou constante.

CHAPITRE III.

Équations générales (Télasticité en coordonnées curvilignes.
Cas particuliers des enveloppes solides.

Avant d'exposer la théorie de l 'équil ibre élast ique et du mouvement
vibratoire des enveloppes, il nous faut trouver les équations générales
de l'élasticité en coordonnées curvilignes qu i , pour la première fois,
ont été données par Lamé ('). Nous pourrions les poser comme con-

(1) Sur les surfaces isostatiques clans les corps solides homogènes en équilibre d'élasti-
cité {Journal de Liouville, t. Vï; ï84ï)-

Lamé admettait rhypothèse de Poisson et posait \ = (x == &; c'est ce qu'il appelait le
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nues, mais il faut les trouver, d'ailleurs très brièvement, par la mé-
thode ana ly t ique en suivant une autre marche que celle de Lamé, car
les formules que nous rencontrerons nous seront a i l leurs néces-
saires. Après, nous supposerons l 'origine mobile sur la surface
moyenne de l'enveloppe et nous formerons ainsi les équations géné-
rales spéciales au cas de l 'enveloppe, non connues, je pense, en tou te
leur généralité.

Notions des coordonnées cnrvil.igne^j etc, — Considérons un triple système
de surfaces orthogonales et soient

(I) /(.^,J, Z) = p, /l(^,J, 3) == ?1 . f^'V,}', Z ) == p2

les équations de ces surfaces, p, p i , pa désignant, des paramètres variables.
Tout point de l'espace déf ini par les coordonnées .r, y, s peut être aussi
défini par p, p i , pa qui s'appellent ses coordonnées curvilignes. Soient s l'arc
su ivant lequel se coupent deux surfaces pi , ps»; de même, s^ l'arc d'intersec-
tion de deux surfaces p, pg, enfin .̂  celui d'intersection de deux surfaces p, pi
qu i passent par un point de l'espace P.

En posant

^/r7py i ^ /^piV /,., ï y /^p2'V2 /,-> 1( À ) 2^s; -^"ip. 2A^ "^^nr 2rfl^ -^-Hi-
où à

( 3 ) ds == ̂  == il Jp, ^t == ̂  =• "'i d?^ d^ == d£2 ^ ̂  ^F2 ;
// //ï //g

et, si r/,./ désigne le rayon de courbure principale de la surface p/ su ivant l'arc
Sfy (où k et l sont deux des nombres o, ï , à pris inégaux), on trouve

, , . \ /// dh ic ï ^H/c ï dh/c î ^HA-
4 ^/<?/ "" ///<• 3p/ ~ H/c H/ dçi '"" /</. ^7 ""' HA- dsi

Le rayon de courbure est dirigé dans le sens où p et s augmentent-

coefficient d'élasticité^ tandis qu'on désigne maintenant par ce nom l'expression

p-.^^±2^-ip _
\ 4- ^

VL mesure l'élasticité de forme et on le désigne par le nom de coefficient de rigidité; et X
mesure la résistance au changement de volume efc prend le nom de coefficient de fluidité,
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Menons maintenant par le point P les tangentes PJ^, P / , P^ aux courbes
s, s^ <?2, et prenons-les pour nouveaux axes de coordonnées rectilignes. Alors
les forces élastiques, dilatations et glissements, suivant ces axes, seront
accentuées.

On a les relations connues

(5)
^== a' àx'-^- h' ày'-\- c' à^-^r e' g'y ^ -}- f gx'z'-^ k' gx'y,
• . . . . » . . . . . . . . . . . . • » . . . . . . . . • • . . • . . • . • • • • * • • • • • • • - ;
T, == a^+ l/,ày^ c',à^-+- ̂ y- 4-/,^' + ̂ 'y ( 1 ).

Les coefficients qui y entrent sont variables d'un point à l'autre quand le
corps est hétérogène. Dans le cas d'un corps isotrope, ces coefficients se ré-
duisent à deux, ^ et fi. En effet, on a alors

W :f^^=^ h ' ^ c ^ a ' ^ = },,

et les autres coefficients sont nuls.
En désignant par R, Ri, Ba lus projections sur les axes x ' , y ' , sr du dépla-

cement du point P, qu i résulte de la déformation, on aura les formules

du' d\{ Ri Ka

( 7 )

wz dz' d^^ / '^y /^i
et

(8)

avec
. du' dV d . { ' ' di^'
(9) ^Y - ̂  ̂  ̂  . ^ == ̂  + 7F ? Àr

du! d\\ l î i du' d\\
d y ' cù'i / ' j o dz' d^^
d^ di{i R dv' dl\t
d x ' (ù1 /*oi dz' d^î
dw' d\\^ R d^ ^Ra

, dx1 d.v / ' oâ ? df' r/.vi

x " d^1 d.V A'oi /*(»â ?

d^ dRi Ï\ï R
lr ~ dy "^ r/vi r^ ^10?

dw' d\\.i R R i

"»
- — y

^20

^i,
^21 7

R,
" —— y

^1-2

C/tl'' ^////s f^== z? ^ s? "

( 1 ) De ces trciitc-six coefficients, les vingt ôt un sont distincts, et l'on a

b === a^ c ==T^, e == ^3, /== ^4, /' = ^,,
^ i = = ^ ^ -ô iss :^ , / i==^» ^1=^8, ^^ea,
^===6^, i-2===<?g, ^3.==^, /C3==^, /^s:^.
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Equations incîéjînies d'équilibre d'élasticité en coordonnées curvilignes. —
Elles sont, en coordonnées rectilig-nes,

^Ni
~Sc ~
dr$
(Lr
dr-,
Zr" ^

^T-,4 - . r .4> dr 4

^N2^ ^^

^Ti
^F4

dïî
h ~d7

dïij—T" TZT
1̂ ^

-4- DA == <:>,

-4-DB == o,

-i-DC == o.

Pour les transfonner en coordonnées curvilmies, on a

d
ïù"-

d dp
dp dx

d dj^
da i dx

d dy,
dp.> dt'

formule qui, par les re la l ions concentrées,

- ^ -= (^p^^ ,a (./,, } , ̂  ) ^hrr^^'11'
.̂> : (aa, pa, Ya)^^

devieni la prcmiôre des suivantes

d
J^^ - (^ ?» T^ ̂  + (^1. Pn Ti ̂ i ̂  + (^, ̂  W^ ̂rn)

Les quanlilés (a, |3, y), (ai, (3i, y i ) , (ag, (Sa, yg) sont les cosinus des angles
que font les axes mobiles x ' ^ y ' ' , z1 (tangents aux arcs ;s", .ci, .s^) avec les axes
fixes .'r, y, ^.

Si, les projections des forces extérieures sur les axes de x ' ^ y ' y ,^sont F, ' F ^
F Ï , on aura

A. == a F -i- aj Fi H- ag Fa,
r ï 2 ) • B=pF-hpiFi+pâ'F2,

C =YF~hYiFi+ï2Fâ.

Les composantes N, T seront exprimées en fonctions de nouvelles N', T par
les formules de transformation

NI == a2 N'i 4- a \ N2 "(- aj N3 -+- 2 aai T^ "h a a^ T's •+- a ai y^ T\,
N^^N^^Nâ+PIN^appiT^âp^T^apipar i ,
N ^ ^ N i + T Î . N a ^ - ^ j N ^ a Y Y i T ^ a Y Y a T . + a Y i Y â T i , 1 ^ -
T i - P y N ^ . h p i T t N 2 + P â T 2 N 3 ^ ( P Y i + p i T ) T 3 + ( ? Y ^ p 2 T ) T , + ( p i Y , ^
T;i== c q ' N ^ + a l Y i N g ^ a â Y a N g - f - (^1-+- 01^)13 4- (0^2-4- aaY)^ -+- («1^24- asyi) Ti,
T, = ap Ni + .ai pi N g + a^ Pa N3 •+• ( api -4- ̂  ? ) T^ -(- ( af^ -4- a, p ) T^ + (ai ps + ̂  ̂  )Ti.

En multipliant les équations (10) respectivement par a, |3, y et les ajoutanty
Ànn, de l'Éc. Normale. 3" Série. Tomo Xt. OCTOBRE 1894. 4^
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et en tenant compte des relations (u) , (12) et ( i3) et des formules bien
connues

( a'2-^ p2-»- Y 2^ i, • • « »
( i3 bis) , G/i' / f aai+ P p i - 4 - Y " Y i = = o, ...,

on arrive à l'équation suivante

" '̂ .s -̂; K-^ -< ̂ )^"$ + ̂ -4:)]
-«;^+^<)-N••/'•("•^P•^^)

".' -^.K-Ê^^)-^^1^^)]_,;F.(.̂ ,̂ .,,̂ ,̂,(,̂ ,̂̂ -.-,,,̂ )]
-T; [,< („ ̂  .P,^ ,, ̂  . /„ (., ̂  -. ?, ;% .- •„ % )]^ ».' - ".

Nous avons (in système triplorthogonal do surfaces qui se renconi l'eut en P.
.Donnons au paramètre p un accroissement ^p; alors la courbe P.s-i v iendra en
P^i ; supposons que les deux tangentes P/, Py, qui sont normales à la
surface pi aux points P et P ' , se rencontrent en un p o i n t 0. La dHïercnco
entre OP et OP', est inf iniment petite d'ordre supérieur à i . Projetons les trois
côtés du triangle ainsi obtenu POP^ sur l'axe des x, et écrivons leur somme
égale à zéro. On aura ainsi
d5) ( a i — a ' i ) / ' o i — a^v == o;

or
/ di{ ,
ai=a,+^;

donc la relation (i5) devient
, c/ai ,

a eh -4- 7*01 -,7 w == o

ou la première des suivantes

dci.i o ^Pi r d^(16) ^ - roi -^ , ? - - roi. ̂  » Y = - ̂ '01 ̂ - ^

et d'autres analogues,
Pour établir la relation ( i5 ) , nous avons admis que les deux. perpendicu-

laires Py, Py à la surface pi se rencontrent en un point 0. Pour le démon-
trer, on sait que, dans un système triplorthogonal^ les inter.mtions d ' u n e
surface d'un quelconque des trois systèmes par les surfaces de deux autres
sont les lignes de courbure de cette surface.
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Or les perpendiculaires élevées des points de chaque ligne de courbure
d'une surface constituent une surface développable. Donc les deux perpendi-
culaires se rencontrent en un point.

Il y a exception quand l'arête de rebroussement est rejetée à l'infini, c'est-
à-dire quand la surface développable est. cylindrique. Dans ce cas a^ ne
varie pas d 'une normale à l'autre et — =o; d'autre part, pour que cela ar-
rive, il faut ou que la ligne s soit une ligne droite et alors /'oi=:co, ou que cette
ligne ,<r n'est pas droite et alors la surface pi doit être un plan, et dans ce cas
encore roi==oo; donc, dans les deux cas, l'équation ( ï5 ) ou les relations (16)
sont satisfaites identiquement.

Les rc

7)

olations

/, d(^

d(^
1 ^

. rZfa,
2 42 """

(16) non

,p i , -n)
4
^ Y)
^

P. ï)

is donn

a,
/*

ai»

ag,

eut

P,ï
01

Pi, Ti
/ "10

PS, T2
^20

^ ^Oâ, pa, Ta)
4

. d(a^ (3.2. TsO
4i

, d{^ pi,^)
42

a,
/

ai,

ÏlL

P,-r
r . ^

02

Pi, Ti
^•12

lilJî
^21

D'autre part, une des relations (i3 bis) nous donne

. / c/a Ai
h a -y" -h ai —
\ 4 â?p

^\
• <X2 —— = 0,

4/

et, en y substituant les valeurs de^—S h—y on a la première des sui-v ap Jp l

vantes

( 1 8 )

(^(as, pa, Tâ)'_ a, P, y ai, pi, yi
^n ——————-,——————— —— ——————— " -t- ——————————— •4

À

:.
^(a, P,

4
^(«i, Pi,Yi)

rfpi

^(«î, PS

T)

,Ta) -

0^1,

as,

a,

Pi» ïi
^01

P2, Ï2

^12

P , ï

1 "2,

+"-
/'

ai,

PS, Ï2

^

^ ï——— ,
10

pi. ïl
rao /'2l

En substituant ces valeurs à l'équation ( ï 4 ) , on trouve la première des sui-
vantes

09.) •

h^
dp

&
dp

^
dp

, dT.
+/n——

dpi
, ^N3

4- hi ——dpi

/ ^T'i+ÂI——4i

4-/^

4-^2

4-//2

(^Ta
4 2
^TI
4^
^N;
42

-(-L-.
\^10

^^^
^i
N^

h — •+-
/'02

^âo/

\ ^01

î^^
^12

Ni+
1

^

\^02

N^
y'io

)"
^^>-

^-
/•20

/ + ̂
2 ^

f^-,
\^02

(± «
\^0â

V'oi

-
â \

rn)
% \

^)

Ts-
T'i-

T'i-

^
\^oi

(-2-Y^io

Vio

t N

^î/
ï ''

^20 /

a '
^20 /

)T,+

)T3+

)T',+
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qui sont, les équations d'équilibre (Télasiicité en coordonnées curvilignes. Les
équations du mouvement vibratoire s 'obtiennent de ces équations en rempla-
çant DF, DFi, DF^ par

^R ^Ri ^R.--D-^r. -u-^-, -u-^~.

Ccis d'ufie eweloppe solide mince, — Les équat ions (19) i m p l i q u e n t
que l 'or igine mobile des coordonnées peut se mouvoir dans tout le
v o l u m e du corps.

Soit ma in t enan t , comme corps so l ide , une enveloppe mince, con-
stituée par des f eu i l l e t s appartenant à la f a m i l l e des surfaces p a ; les
deux faces seront données par les équat ions

p^ == — r/, pâ == rf avec r/ 4- -n"-^ 9. ri,

YJ, Y/, vf é t a n t des constantes, et supposons que l 'or igine ne puisse pas
sort i r de la surface moyenne. Pour cette surface ( p a ^ ^ 0 ) » 1^ deux:
lignes de courbure sont désignées par ,î° et ^, et h et h^ se réduisent
à Â° et /^). Si nous choisissons l'enveloppe telle que chaque point du
f e u i l l e t moyen se trouve à égale distance (en arc ^) ^e deux faces de
l'enveloppe et si les feu i l l e t s , q u i remplissent l'espace entre chaque
face et la surface moyenne a ins i déf in ie , sont disposés de façon que,
quand on passe de l 'un à l 'autre, pa change u n i f o r m é m e n t , alors
€^ == fï^ sera indépendant de pa (comme cas par t icul ier on peut citer
celui de la matière homogène). Les courbures de la surface moyenne
et de deux autres surfaces qui passent perpendicula i rement à l'un de
ses points, pris au point même, seront désignées, par a^ (1) .

Prenons main tenant le point P sur la surface moyenne et construi-
sons-y un para l lé lép ipède cu rv i l i gne de hase (rf.y°, ds^} et de hauteur ̂

( l ) On ne peut pas toujours trouver deux systèmes '(p et pi) de surfaces orthogonaux
entre eux et au système ps. Mais alors on peut tracer les lignes do courbure A'° et .yç sur
la surface moyenne et mener les normales à cette surface qui, vu la petitesse du champ
d'existence de ces surfaces, peuvent être censées normales à ces surfaces; alors les axes
seront les deux tangentes aux arcs .s'oet ^(•'-^J'') et la petite normale ( z ' ) . Quand repais-
seur n'est pas trop faible, on peut préférer une autre manière de procéder. On tracera les
lignes de courbure .9 et Si elles trajectoires orthogonales des surfaces pa ; les tangentes
en chaque point à ces trois lignes seront les axes (-^'ij^ sQ.
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( q u i est très petite). Du point Q menons l'arc parallèle à PP' et (ILI
point P' l'arc parallèle à PQ; on aura

Q(y-. PP'=z QQ'— QN =. M'Q'

a u n i n f i n i m e n t pet i t d'ordre supérieur,
Or les t r iangles curvil ignes M'P'Q' et HP'M sont semblables, comme

rectangles en ( ) ' et M, et l'on a

W(y P^Q 7 _ P'O'
"MiT ^ 'WM ~ "po"5

(I OU

^-^=M1I^.

En m e n a n t le,s cordes QP et M'I,'^ Çfîg- ï ) » dont Les différences avec

les arcs correspondants sont des i n f i n i m e n t pe t i t s d u t ro i s ième ordre
par rappor t a l 'arc, on t r o u v e

p/ ( y
MU ::-=:— <^,v î3 et de même —— • ^21 <^'î-

Donc, f i n a l e m e n t ,
(9.0)

et, de même,

( • 2 1 )

d^-=: d^(i— ^12-^ )?

ds == d.^ (i, — cïoâ ^'â )*
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Si donc on vent ramener les forces agissant, sur des faces in f in iment
petites ds ds.^ ds^ ds^ aux faces agissant sur ds° ds^, ds^ ds^, il faut mul-
tiplier les forces suivant l'axe des x ' par (i — 0^2)» celles suivant
l'axe dey' par (i —a^^s^) et celles su ivan t l'axe de z ' par l 'unité.

Les équations ainsi obtenues, multipliées par dp^ et intégrées de —r/ à p.^
sont

cl /"p2 d /">ps
.- y N ^ ( 1 — ^ 2 ^ ) ^ 2 4 - . . 1 l\(i—a^)d^

uù <.,/_./̂  ^ï J_.^

^

•4- f [—(r/io '4-â2o) N1(1— <7-i2.?2) -+" ^ loN^ (i — ^ 0 2 ^ 2 )J-^'
•4- ^o N3 -— âo2 Ta ( l — f<;^.^ )

— (, ̂ i2 4- ^02 ) Ta — <%oi T^ ( i — fi^ ̂  )

, ~ (r/oi 4- ^21 ) Tlî (i — ^osA-a ) •+ DP j dpi = — T^ //a,

<"/ /ï ^ï d r P2

^^^/^(î-^a^)^^^^^
<"/ /ï pï d r p 2

^o J ^ ^3 ( ï ~ f/ia ̂  ) à^ -^-^ N ^ ( 1 — ^02 ,^â ) d^

( '? '>) ( / lp2
•" " / ^ •+- 1 [^N^i — ^12^) """ Ooi-+- r/ai ) N 2 ( 1 — ^oâ-^)

] J-. '̂
4- ^21 N3 — (ai (H- ^20) ïy ( ï "- ^iâ^)
— ^loT^ (i — 00^2) — r/tsTiCi — r/oâ^)

- (//oa ̂  ^12 }fî\ -+- DFi ] ^pa == — Ti Ââ,
^ /•ps (-/ /*P2

^ / ^ ( J - ̂ 12 ̂  ) d^ +— r, ( i ~ a^ ,.2 ) ci^
w•> ^«^' ^^1 J_.^,

/tpi
-t- 1 [^02 N'i (ï -. ai^) + a^ N 2 ( 1 — ^02^2 )

^-•/l'
— (<^24- ^2)N3—^iTi--(a2i4-r /oi) Ti(i —,^^02)

— (<^io+ <2ao) Ta (ï — a^^) — «aoTa 4- DFg] dp^ === — N3 //a.

Si l'on intègre la formule ^== ̂ 2 depuis pg^o à p^, comme /^ est indé-
pendant de p%, on aura
(a3) ^ p,/^

qu'il, faut introduire dans les équations (22). Les courbures qui y entrent ne
peuvent pas devenir infinies; d'autre part, les dérivées en s° et si des N'i, N3,
Tg et les termes I)F, DFi, DFs sont du même ordre de grandeur que N^ N2,
T;, tandis que les, dérivées de T[, 1\ sont comparables à T'p T^ D'où il
résulte que, vu la petitesse, des limites de l'intégration, T[, Ty N3 sont très
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petits par rapport à Np N3, T^. On peut donc poser, en première approxima-
tion,

(0 (T i ,T2 ,N3)==o .

Il est à remarquer que, dans le cas des enveloppes courbes, T\, T^ N3 sont
du même ordre de petitesse, tandis que, dans les plaques planes, N3 était
infiniment petit d'ordre plus élevé que Tp T^.

Méthode géométrique. — Nous allons retrouver les équations élastiques en
supposant l'origine mobile sur la surface moyenne, par une marche géomé-
trique qui est plus simple et claire.

En prenant, dans la figure ci-dessus, toutes les dimensions comparables
(c'est-à-dire ds^ au lieu de s^), on aura

aire AA' BB' === (h\ g == ofui 2 [ i — (^10 •+• ^20 ) < '̂° 1 ,
<urûA'B'Q'P'== ^0-03 == d<j^[i — (aûi-f- 021) ds^ ],
aire BB'QÇf == ^cr^ ^ s== rfcroi [ i — (a^ -4" r?i2 ) A'g ].

Les forces élastiques suivant une bande limitée par les deux faces de l'en-
veloppe dont les équations, comme on a vu, sont parr:—-//, ^-=:r^ sur les
faces ^o"i2, ^o'oa et cla-Q^ et suivant les axes de x ' y y ' , 5', sont

/*'n" ^TJ" /.r/'
(af)} P i== / N;(i.-^i2.ya)^p2, Qi = 1 T^ï -- ^12^) d^, Vi == / ïati-^a^^/p^

* -^/ l/-"/)' t/-"/)'
/*•/•/' /.'^ /.-/î"

(-25^) Qï= T^i—ao^sO^, P a ^ ^ ^(i—aos^)^?^ ¥ 2 = ^ Ti( i—f/o2^) / /?2,
«• /»-^' ''•'—ïi' ^—n'

/»•/•/' ^ p^'
( ' ^ i e r ) J T'â^pa, / T'i^pz, J N3^3.

J^rj' " ^-r/ ^-"n

Pour former les équations d'équilibre élastique, il faut égaler à xéro sépa-
rément les projections de toutes les forces élastiques sollicitant le parallélé-
pipède curviligne suivant les axes des oc ' , y ' , z ' . Les faces correspondant à
r/o'12 et da\^ donnent sur l'axe des x '

(^ (P.-.-^^^.-p^.^^îîi^^V/-0^

les faces ch^ et ^cr'oa

(^) (Q^ ̂ î)^-Q^^ fP,608^ ̂ w^]^^,.
\ a" ï / L l(" i c-" i J
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Enfin, les faces <Aroi, da^ sont situées sur les deux faces mômes de l'eiivc-
loppe; elles donnent, par conséquent, zéro par hypothèse ou, p lus généra-
lement, sur l'une des faces la pression est nulle et sur l 'autre TT^-, iry', TT;,-.
D'autre part, cos(.^,.s') est le cosinus de l'angle que fait la tangente à l 'arc .s-,
ou P^', avec la tangente à l'arc ,9'i ; or, les cosinus directeurs de P^-, par
rapport aux axes fixes, sont a, ?, y, et ceux de la tangente à rare .ŝ  sont

da. .. - dQ, - dyi , ^ . . , .a:i-4- -,- a,y, pi -+- —— as, yi-{- -L- a.s\ On ol)lient de la sorte

(.7) CTS-(^_L)^^-^p^i-,-^'<a.v c/^' • as eu'

ou, en vertu des relations (17) et (18), la première des équat ions s u i v a n t e s :

/ c o s ( , ^ , , y ) _ ï cos ( .y2 ,^ ) ' i cosf.v^ .s-a) ^ i
ds /'oi ds ï\)^ (/.v^ /":j;i

Ï0^^!!^—. J« î 0 8 ^^^ 1 )^ î ( iOSf.Vp ,^) ï(28)
'̂i ^lo < "̂;i /'ao c^^'i / ' id

cos ( .Vg, .y ) ̂  cos ( ̂ \, .v ) eos ( .v\, .vg )
\ c/yi """ < '̂a """" f/.v

En prenant la dérivée de la formule

aai+ (âp i -h -YYi -= o,

par rapport à .ç et en tenant compte de (27), on trouve

cos (s\, ,v) _ eos ( ̂ /, "̂i )
d.v '"""" c/.v

D'où la formule générale

COS(.4î ^/) -+- COS(.^, .U-) == 0.

Si l'on substitue dans'les expressions (26) et (a6te), elles deviennent

^ — (^io-+"^2o)Pi — ^ o i Q i — ^ o a V i d^ ds^ d^,

1 1 ̂ 1 —— (^21 -+• ^01 )Q-2+ ^loPâ 1<^(> ̂ î ^â.
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On aura donc la première des équations suivantes

' -7— --'î- -—— —— (^10-+- ^o)Pl -•+- ^ I O P : > — — ^ O l Q l — — ( ^ 0 1 - + - ^ 2 l ) Q 2
(t-iS t i ' i i

r'
——^02Vi-4- 7Z^,'-+- 1 DF C l p î — 0 .

L^. ̂  ̂  .-{„ ̂  p^ __ (^ -4- ^21 )P2-— ( ^10 4- a.^ '} Qi — a^ Q^

r l
• a.^ Va -}- r̂ ,.' --;- ^ I.) F î d^ 3 --- o,

*./—•/"

-^ — ( ̂ 1 0 -r- €(-i()) Vl — ( ^(-»1 -r- ^21 ) Va -h ^0:2 PI

^'

-\- a^ Pâ — r^' 4- / DFa ^?2 ~~- <.»,
^-y,'

qui sont les équat ions (2^) , où la limile supérieure pg des intégrales est rem-
placée par n " .

CHAPITRE IV.

Équations exprimant l'équilibre élastique et le mouvement vibratoire
d'une enveloppe solide mince en fonction des déplacements des points
de la surface moyenne, quand lesdits déplacements sont très petits.

J 'admettrai que, avant la déformation, l 'enveloppe n'est sommse
qu'à la pression atmosphérique dont on peut faire abstraction. Pen-
dant la déformation, nous supposons, pour le moment, que l 'une des
faces est exempte de tonte pression, l'autre obéissant à des pressions
quelconques, a insi que les bords. L'épaisseur de l'enveloppe est égale
à 2£, qui. sera, fonction de p et pi (')-

S étant une fonction, de z\ finie et continue, ainsi que ses deux pre-
mières dérivées dans Pespace — £^^5s, on aura, si la troisième

( 1 ) D'après ce quo nous avons vu au Chapitre précédent, on peut prendre r/'=== y/== ^.
C'est ce que nous ferons dans la suite.

Ann. de VÉc. •'Normale. 3e Série. Tome Xï. NOVEMBRE 1894. 44
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dérivée est f inie et bien déterminée,

r^E ,/--F_F - - l d v zlï dîî ^ l r'^ d'F ̂
J, chf^-l ' "——^---T^-^J, ' ch'^1^

r € l 3 F î ~ ' - d'2v f^v\i ^ _ i » .
^/ M^» U^f \U^ / 0

En subs t i tuan t , on tire

F^F^'^)^^),-^
\c/3 'yo a ^ I z 1 1 } ^

el, si R/ est comparable à (~ ) ou à f^4^ ^ comme ^' est i n f i n i m e n t
\a^ / Q \€lz " / o

p e t i t du premier ordre, on peu t prendre

( . ) F^F.4-.'(f)-|-^f^).
\(t3^u a V^'-'/o

Cela posé, si l'on fa i t F = R ou R, ou R, et z' == p., = sji.,, h., n'étant
p;>s fonclion de p y , on aura

/ rfiî Y
R=R«-. . , ( fmy^-I ( (^)^^A,\ a,s'2 / a \ ds.i / ^ '

/ r f K . . »

-^^^W^

/ ^R,y
r, ï> . ) /^s^y ^( a ̂  1 ^
S4= I.-Î 4- ̂  • / • " -h- - \ ———— ] 4- ^ C.v. "^ / ^ \ ^ / ^

Or ]ôs re la t ions (711!, 8IIÏ, 9III) et d'autres régissant les rotat ions
moyennes nous montrent que l^-^ (^W sont des é l émen i sdépen-

\a.S2/ \ ufî^ j 1 1 " r

dant d,e^ glissements et rotat ions moyennes de la surface moyenne,
c'est-à-dire du changement de courbure, tandis que f^V ne dépend

\ ̂ '2 /

que de la di latat ion ou extension de la surface moyenne. Les dérivées
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supérieures de R, R < , IL P^î' rapport à.^ dépendent l inéairement de l'ex-
tension et du changement de courbure; donc A et B sont comparables à

,dR,\
d

ds.
(f) , et G à
VWo

? et l 'on peut les négliger. On t rouve a ins i
ds^

/ ^R\°

B^i^.Jfy^^^^),- \d.^j 2 \ ds^ /

^v^...
^ f/.s-, / ^

/ r / Ï u \ ° -v2

, r fH , \ °
r/.s\> i

ds, /

f / J Î .> \ 0

Ri—RÎ-h^

R.^Hî-h^

Remarque. — On remarquera d'abord que les expressions (2) seraient
les mêmes si nous admett ions l'hypothèse de Poisson et si nous déve-
loppions les forces élastiques suivant la plus pet i te ordonnée en s'ar- •
rêtant au second terme. En effe t , R, R, ,'R^ ayant cette forme, ô^, à y , g-^y'
auron t la même forme et à^, g ^ ' s , g y z îl'ussi -avec deux termes seulement ,
et comme N et T sont fonctions linéaires et homogènes des trois dila-
tat ions et trois glissements, N et T seront de la même forme avec deux
termes seulement.

On remarquera ensui te que, sans nous en douter, nous avons f a i t
une hypothèse qui consiste à admettre que les fonctions R , R . i , R^ sont
finies et con t inues , ainsi que leurs deux premières dérivées, dans
l'espace — S ^ ^ ^ B ; voici comment on peut la justif ier : quand on
passe d'une couche à la couche contigue, comme la densi té varie
d'une manière continue, les déplacements des deux couches-enve-
loppes de part et d'autre de la surface idéale de séparation sont presque
les mêmes, ainsi que les di latat ions et les glissements. De plus, nous
avons supposé que la troisième dérivée par rapport à ^ est f inie et
bien déterminée; pour nous convaincre sur ce point, il suffira de re-
marquer que les troisièmes dérivées seront, comme on le verra parla
suite, fonct ions des premières et secondes dérivées par rapport à s, ̂
et s^ et des troisièmes par rapport à s e t s ^ .

D'ailleurs foutes les hypothèses sur les plaques ou sur les cloches



348 G. MALTÉZOS.

[Poisson, KirchhofF, ^Cinématique), Boussinesq] cont iennent imp l i -
c i t ement ce que nous avons exposé et admis.

Première appro.ïimalion. Equations extensionnelles. — En première
approximat ion nous poserons
(3 ) (T^T,,N,)^o;

et nous ret iendrons dans les développements (2) les deux premiers
termes.

On peut admettre que les coefficients qu i entrent dans les expres-
sions de Np N^, T^ sont proportionnels à une fonct ion k posit ive de p.^,
et l 'on aura

—^^-^a-^t-^-^^-^-"^1;,;-11,)]"> N.- '^-^ ("-^-^ ̂ ^)i
r-Â.f^^-Jli^^V^/ f^^^^JiV^.^!!^ . KVI

1 B 3~• / l | „^^^ /•<>. /•J r ^ [c/s, r,, r,J 1 c \d^ ' ^ ^^+^Jj

En désignant par h^ la valeur moyenne de k su ivan t une l i^ne nor-
male ^^ dont les deux extrémités about issent aux faces de l 'enveloppe
et dont la l o n g u e u r est égale à â£, on aura

^
j /C(;/p2==3Â*iTJ.

En assimilant cette normale à une l igne matérielle de densité l inéai re
k, les centres de gravité de toutes ces lignes cons t i tuent la surface
moyenne.

On a de même
,,-n

(6) f ycpâ^^o,
^-y]

car le centre de gravité est au point p^== o (sur la surface moyenne).
On rencontrera dans la suite

^
( /rpjjpî

J^f\
a/r.-ri3
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et les suivantes
^p. ^p--

(8) ç ( p 2 ) = = l A-^pa, 9 i ( p 2 ) = = l Â-ps^pâ ,
^"•/l

 J-^

qui s'annulent pour p;^—T] et dont la première devient , pour
p^ == Y], égale à ^ / £ ^ Y] et la seconde à zéro.

Les surfaces coordonnées étant connues parleurs équations, h et /^
seront fonctions de p^ finies et continues, et comme h^ n'est fonction,
que de p et p i , on pourra mettre

^^o+Êi^^y+pi^^^h^\ - dpj 2 \ - c/piJ
OU

, . /dhy ^ ( d dh\
h = A° 4- -y 2 -T- ) ^- - — — ~\ds.^/ 2 \ds.i ds^/

et
,, /dh,Y ^ ( d dkV

h, =. A 4- S, "7- -+- "̂  -3- -TT +/ / 1 ,„.,-« //., -t- ,13 i -,— i -r" — i -7— -,— i
V^'â/ 2S V^'â a•s'2/

et comme, d'après les formules (4» I I I ) »

^ // ^ - hl

d^ï /'oa ^â ^a

d dh ^ 1 ( € " r^ , T ) A dhï — h { 1^ -^ -ï~~~ }
d^ ̂  ̂  " V^T + r^ /? ;̂ ̂ , '" 1 \ ̂ . r?,/

et si l'on pose

<•" (,ï)"-:- fê)-^ (â^')—
on aura

(10)

h

fh
:A0

Aï

[-r-
002.<?2 +

(^2.S'2+-

(^i^

(a^4

- 602)

^«)

^j
2

2̂

De (4, III) et de (10), on tire

(i î ) -̂ - ̂  aÂ./4- .^^/./•+ ^ <ÎÂ-/ •+-... .
/ À'/
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Nous verrons plus loin comment on peut exprimer &/,/, c^ en fonc-'
tion des a^.

En intégrant la formule â^== -^ de — Y ] à +T] par rapport à ̂
et de -—£ à 4~£ en ̂ , on trouve r igoureusement

(12) /^-=2-

Main tenan t , posons

(i3)

///jp \
(.?1, .̂ i, ?•,) =--: (Ç, Ci, £) (-^, - ffo.R; - a^j

+(Ç',Ç',,^)(^-ff«HS-a,,,R0)

/^/R° ^7R° \, / î-// 9-// ',-/•/ \ / l " B ' i f l ' l" ll , , | »0 | /y Î S O \+ (C , î i , i; ) -/-nr 4- - / ^ 4~ ^10 iA.1 + ^01 h .? s l î ç ̂ ^ T ^

( i3^) /

ÎP" ci fcmY
€l^ \<'/.S>2 /

^/R,\°
' •20 l '"""","""

\C:/.S-2 ,
,̂H;

'WIL'N0
-"^^^-•"^"i^r""'01841(fh^h. ̂ ) : (C, Ci, ^)

^^t\0 / .0 .
» l ...... f)^ \\^ — (;/Qg

, d^)

1 2 HS

/û?R\"

rfRÎ /^W
^21 1./ ^J '^ /^A°+^,-^• (^S i ,^ ) ^ï \<:/.v^ /̂.S'2 ^

ff^^\"_6,j{»_û;,o,
\ "*2 / \""2

•"'î.

d\\9+^" c" ?"^^-rf-^-m'i'l^ ^ 's*^ /̂.s-; ̂ ^j^" ç" nl-^-W-^ ^l.Ç ^^ ^^J d^
— a, ^/R\» d /^I^Y

«'/.S'» / ''/.S'i, \ </.S',> 7

rfR0 /rfRiV , ,,n^^1-^^+/,,KÎ

/rfRi\" , ,.,,, (d\\ \'\
•â!lo(^)4-Aoll{+att•(„,^JJ•

Alors les équations (4) deviennent

( ï4 )

N^A' .XI+Â—P^
/< 2

N,=^0^,4"^^^,n^

r,^'^, +Â<^p,.//^
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En première approximation, les binômes, mult ipl iant les forces N\
T dans les équations (22, Ht) , se réduisent à l'unité.

En mul t ip l i an t donc les équations (i4) p^r ̂  et les intégrant,
..pî

( N^^=:o(o .>)Xi4-C3i (G. )^ ,
^•n ' ^

r^- ni N^^ytp^^a-t-y^pa)^^J^ lh

j r,d^=^(p,)^ +9i(p^;

et, comme .)bi, ^^ ^ ne cont iennent que les extensions de la surface
moyenne, on peut, dans ce qui va suivre, les négliger devant n^ n^ ^
dans un même coefficient d'une fonct ion de p^.

En négligeant, dans (22, III) , Tp Ty, Ny , et intégrant , on trouve

/ ^, y ( p a ) p/.)r:,, d^
7 1^' d^— T^ = fA^^^ ••11•'~ •-{•- -,^ — (^l0+ ^2(f) ̂ 1+ ^l0'^2~" (2^()l+«2i) ^3

/fr») (-(.S CtA",

o,(p, ) r^- i ^•i / , / . 1 ï / < ^ . , , . ,
+ ————\ —— +—— --(0] (,-t-3 a,a(,)/?,i +^10^ -a(^)l-l-^l)^ +T- f D^ 4^

"2 L " 1 J 2 </-_•/•

1 o f p . ) fW^,, ^.)î'), , . , _ , , . 1
( i 5 ) ^ ~ .1,= - ' - / I " Y•• '+ ' , • , , : < -• l l •"^ . ) l^ l -~-(^<)l+^2l)^ '2 ""(saly+^âo)^^

1 11^ [.""^u "lvl J

î p , ( û ^ ) ' dt., du., . . / , [ r /'^,,,, .4.. l.....^J ^ .„,.).. ̂  + ̂ ^ /^ „- (rt^^+ 3 ̂  ) /^ „ 3 (^+ a^o) ̂ i + ̂  1 1)I< 14^,

-N3= î^(^^,41•^l20^2)+î4!l^(a"^ f ' I)^^.
"2 "li '^S <-/-•/]

Faisons dans ces r e l a t ions p ^ = Y ] , et rappelons que, pour pa =='/],
Tp T'^, N^ dev iennen t égales à des forces données ^, ^', ^; nous
trouverons ainsi les équa t ions extensioniielles de l 'équil ibre é las t ique

^4, ̂  -(a,o+a2o)^i+aio^r-(^oi+^ii)^3+^+^ 1)F 42^0,

. ( 1 6 ) - ^4..^24:,»^, ^^....(001+021) 0^2- (2^10+^0)^+^-1-^ / DF^a^o,

ï , j r^
a^-\ a^+ ̂  + ̂ j M,dp,=.o;
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et les relations ( i5) deviennent

. T^: 2^ ["̂  + ̂  - (^+ ̂ 0)^1 -h ̂ o^- ̂ oi + ̂ i)^ |
/<f-qi 1 CTiS CtuS < ^J

-^',fe+^'»F^-ï^;»F'4
r^i ^ l O p a ) r '̂t ^^â / \ / \• T == n-'l^ — + —^ -h aoi /?.i — (^01 + a a^ ) / À 2 — a ( a { o -+- ^20) ̂

/^^ l^a.s'0 cls\

-oW—— + ̂  [ f'D^^-f^ r DFrfpJ,2 A i (\ 11^ \ J _ -4 A i f j J_ ^ j

-^^^'^(aoîrti+an^)
"à

-^P-) A + i [C^^- ̂ .C wîrl?î}'
On obtiendra les équations du mouvemen t vibratoire, en remplaçant

F, F^ F, par - ̂ ^^.L^ dans les é q u a t i o n s (,iG).
Parla seconde des relations (8), on. a

/"» ^ /cû^ _ /»" yj2
9i(p2)== k \ pa^pa — • • • ̂  ».l .̂...--,—l—. ^ |)eu ()rès,

J —•/] '•"ï

ou encore
(r8) y^p,)^^^,^2;

et, de même,
9 ( p a ) := À-i(p2-4~ Y]) plus quelque chose de négligeable,

r^'n-r r / ^ TVÎ  /^ DF \° p:2 — Tj21 M d^ == ( p, + ri ) ( .l)F)o. + -.— ) [———— +...,
J^.ri \ a^^ / Â n^^--n
r̂ . .̂^ I)F rfp2:= 2^ (DF)(,-4- in f în imen t petit d/ordre supérieur à a.

---•n

On aura donc f inalement

r - L Pl±Il ï . ̂  fçpï ""rlï r "• â ~ 9. " ^ ^ > i^^-f^-^^

r - 1 £i±J2? ,+^.elr^^1'"' ^ Y] ' ^ î /li ^AJ" Tl?

N;=;e.̂ fc .̂EJ .̂.,,
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avec
dn, d£, / , , , /^I)P\°
^0' -1- ^o- — ( ^10 + a ^20 ) ^1 + O f o ̂ 2 — •ï- (, ^01 -+- ^21 ) h 4- S -^- 1

cit., dr^ , . /^DFi ' \0"

r^-i ^ . ^ . . /^Dpyi1-2 =-- — ^^ -l- ̂  — ( ût io -4- a Ogo ) /^ 4- ^10^2 — •;> („ ^01 +031) ̂  4- S -̂ -̂ 1 »

1 /, r^-t ^^ / . /^DFi'x0]
( 1 9 ) / T Î ^~ ,~ + ,,f+ûîoi^i-" (^o i+2aâ i ) /?2— 2(^ io+a2o)^+ - ,—1 h

1 L^O ^1 \ ^"2 / J

r /^I)FA°"I1 v^ :=. -- a^ n^ 4- a i2^2 + ( —,— j •

Dans ce qui va suivre, nous supposerons lesibrces ^', ^/, ^s' nulles
fou des i n f i n i m e n t petits du troisième ordre) ( r), et l'on aura

1 T..%•«-%•„

1 , 0 ) i T.-/f %''-''"

N i «.,...... /„. Pa '""""" rr .//,, ....-.- A, -------^— "y .
'̂ j

M,'. Love a adïnis , dans le cas de l'enveloppe isotrope, homogène et
d'épaisseur constante, N^ proport ionnel le à z ' 2 (la petite ordonnée),
•mais il n'a pas réussi à trouver les expressions correspondantes à (19)
dans ce cas part icul ier .

Avant de passer à la seconde approximation, il est S)on de voir ce que de-
viennent ies équations extensionnelles, quand l'enveloppe est isotrope, homo-
gène, de révolution et d'épaisseur variable suivant la latitude seulement
(Cloches).

A. cause de Fisotropie, A-, A'i vaudront l'unité,

Ç = Ç ^ -=^fi . .4-E), ^ = £ 1 =^E,
^^^^o, IT-ÎX.

Les coordonnées seront r, 9, ^, et avec les notations de Mathieu on aura

i r r ï _ tangy ï _ i J' _ J_ - I-===- I-== o
| / • l ' a ~" """" ^7 ^-- •"^-"? rug """ /•"î ^20 ^ ? ^oi ^'21.

^) ï
| ^"=:r0^, ^ï-^cosyo^ Ao=r , À? - ^-eosyo'

( r ) lyailleurs il est nécessaire de poser
S^ Sy^ ^' = 0»

pour la légitimité môme des équations (3).
Afin. de i ' É c . Normale. 3° Série. Tome XI. NOVEMBRE 1894-
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Dans ce cas, £ n'est fonction que de p, donc

(•22 bis')

et

d(^\i A717
n dp

i ds,
£ <^p

ï d{n cos y)
n cos <y r^ y ^10

tan g y ^

en posant e)^i=:piV, ?X2=r|m.W, ^3=p.U, et en remplaçant ces quanti tés dans
les équations du mouvement vibratoire qui dérivent des ( r 6 ) , et en effaçant
les indices communs o, on a

^3)

i (^(Vs/îcosy) dU ^ . 1) <^R
^+Wsmy-. . -ncos¥^^s-r <5<p

ï ^(Us^coscp') ^W ,- . T) ^Ri_ -_..„., „,._„. j_ ̂  „. „ — U sin 9 — n cos cp - ——... •̂  o,
£/" c^y cl^ T T (JL r//,2

V W D d^^4-^4..^^.-=o,

qui sont les équations (/) de Mathieu {Mémoire sur les Cloches}.
Si, l'enveloppe homogène isotrope n'est pas de révolution, mais qu'elle soit

d'épaisseur constante, h^ est constante, et l'on aura

^si '"20

et les équations du mouvement vibratoire

^tDT'»i d^)^ .„-, _ „
"̂ ^ "̂  ̂ ' w a10 (ft%l """' ̂ 2) """"<2a()l ^3 r=

<^^3 €<?.%2 /^ -,. .

^•o f^ù ï

û?^3 €<?'Dlï»2-̂ , 4» ̂ ^ ̂  ^^^ Ç^^ _„ ̂ ^ _ .^^^^ ̂  ̂

//2 n u
002^1+012X2-0—^,

^2 7

.M--^,-.,

qui sont les mêmes que les équations (36) de M. Love.

Seconde approximation. — Nous prendrons maintenant pour T^,
T^, 'N^ les valeurs (20), et nous retiendrons les trois termes (2); alors,
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au lieu des formules (4), on aura

N, = k FÇ à; + Ç' à',.+ Ç" ,̂  ,4- ( OT; -h a' T; + a" v; ) ̂  ],

?-5) ; N,=A-k^,-hÇ',();,4-Ç;^;-+(air:+^T;+a';^)^ ,

[ ^ ̂ .. + ̂  <?:,+ S" ,̂,+ ( PT, + P' ̂  + P" '̂>) i ] 'ï;, = /. ^ (}, + ̂  à,+ £"»<,+ ( PT, + P' T: + P" .;) ̂

les a et p étant en général fonctions de p, p , , pa.
Dans les corps isotropes, a = a' =-- a, =^ a', == ^ = (il' == p" == o,

a" •--- a, == 9.E. Posons

/ , , . . r d / d d K . ^ - ï d riRV1 r f / r f R \ 0

^,^)= (^î.^)[^(^^) -^^(^^) +3ff-^^;)

/ r fK\" , , , ,(m" po , /ûfRi \ "
--:!(^»îail{^) + ('^122+ 60'-)-^-CI"I{Ï~2A01V^.,)

/ r f rfR/\" „„ , fdl\,\' ( d rfR,\"1
--^(^^.)-c»2m-2&°2l^) -^^ ^^ J

-'^-^[^(âsy-^âsy—Àfê)"--^^^^-^^
---(iSÏI--c.«RO---"•(£)o---(âî)l)]

1' rf / rf rfR\" / d dR v » ûî fdR\9

-^'^\d^d^ -^(d^d.J +3a•2^l^.)^1 V-<">2

... -. /rfRV, /„. , ,, .^^^[A ^'Y
• 2atiaîl W + (aîî+ 612) 'ds\ + ̂  te ̂̂

/ d dR,\0 d /rfR,\0

;2»(^^.)- t-2ûîo2^^.^)

-^^.(^(.^. l̂l-.c.B^.^^)0

-(â^y-^-^sy-^A^y]-
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Parles relations (i3), (î3 bis) et (26), les formules ("25) deviennent

/,„ P2 , . ^-PJN^Â-,D^4-Â^Ç2 4- ̂  (^-|-a rî4- ̂ 4-^),
/(' g 2 /^

P3 „(- ̂/ N,=Â-^4-^^ + »P|(^^a^^+^^+<^),
^ 2 À| '

f T, = ̂ ^3 + kt, ̂  + 1;|| (ï3 + PT-; 4- P^^- ̂  v,).

lin remplaçant les valeurs (20) et (27) dans les expressions ("2.5,
Ch .m)e t ( -25^ , Ch. III),

Â^rj3
I^ i ~r; a À" i rj 0^ i 4- —/.r ( ̂  i •"-1- ^^12^1)

^ ^ /'(ar; +a/T:;+a^:;)p^p„

Pa •=. 2 /Ci •7] ̂ 3 -|- ——y ( ^2 -•-- ^ ^()â ^-2 ^

ï r'^1 ^ (a iT^H-a^TÏ+a^^) p^/p^,
^^aJ^n^v

Q ï = 2 Â-i Y] ^3 -l- ^1^- ( r-, — a^ i a h )

(â8)
+ ^ f f,^ +p /^+^^)pl^,
^^ l r fc l
•""â <-/„ •/I

A-^3

Q2= 2 Â'i rj (^3 -h —1••2• ( Tg — 2 Oeâ ̂  )O A " 2 " ', ^3 A ^Oâ ^3 ^

^f • ^(^ ̂ ^P^pl^o / ï â
^^^«^^^

^i^3 rj/zi dt,
1 w "SA'i" |̂ , '+" d^

v (a ïo- t -aaao) /^
dWV

-h aïo /Z^ — 3 (aoi -h ^21 ) t'4 4- ( -1'
eu.;

— _ ^Â'iTj3 ["dk^ dn,,V^^.^4,.^+^^^

•1- ( <2o 1 4- a ffg ï ) f'n — a ( ai o-+- a^o ) ̂  4- [c-—^ \
\ €1.V a /

En ,remplaçant ces expressions dans les équations (29, Ch. Ï I I ) ,
nous trouvons les équations générales de l 'équilibre élastique d 'une
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enveloppe mince, quand (n:^ r^ T^) = o :

1 3 ̂  Y} ——-1 + -c^ — (âio 4- «au ) • l̂ 4- ^10 ̂  — ( 2 ûîoi 4- ^21 ) ^3
[_ USQ MA j J

| ^ /v/i3 ^,i.--2^^) ^f^—^/,,^) ,
^ ̂ ^ ^ ——^.^__,^ „;„ — — — — . — — — _, (^10 + OCTgoJ ( î — 2<2i:2/?i )

4-^10(^3— 2ao2^2.) — a o i ( T 3 — â â ; i 2 ^ ) — ( a o i 4 ~ 3 a 2 i ) (73— aa^)

r^i ^ . ^ / ^ /r/DFVIi
- - a ^02 / „ - + -i^ — (^10 +• 2 ^20 ) ^1 + ^10 ^2 — 2 (^()1 + ^21 ) ^3 + -7-" Î

|U.S C,tA , \ (.(«îg y j »

t Y Î p^OTÏ -}- a^r: + aS;[) ^(i^^-^P^' - • - f t / /'1^•i: r''' r^fOTÏ -4- a^T: + aS:[) ^ d(^[ + P^^-h P'^')4" ̂ L. [--—^^^^^^ + — ^ — — ^ ^ ^ ^2"A;J^ i [""'" ~""~ ''d^~~~ + — — - ^

— (aio4- 3^2o) (aTÏ+a^^+a^^+aïo^i^+aiT^l-a^^

-~ ( ,̂n + 3^i ) (PTÎ + P'T; + (3^) | p|^+ f ^ DF^==o,
J «^-— -^

2 ki '[} \ ̂  + f:-î -\- a^ ̂ i — (<2oi + ^21, ) -^2 - ( 2 û?io + Oso ) ̂ 3c^ + r::- 4- ^ui -%i — (<2oi + ^21, ) ̂  - ( 2 a^ + Oso ) ̂ 3L^y0 ds'\
k\ •i^ d( r-j •-- a ̂ i ,> /..j ) d( v^ •-" ss a^ n^ ') , ,in ~—^^^^^^^^^^ ^ .,..;.,-,-...-..,̂  4^o.(^- ̂ ^o

[ -- (^oi + 3 ̂ 1 ) ( ^2 -" 2 ^02 /^ ) 11-- (^10 + 3 a^ ) (T;î — 3 ̂ 12 h) — ^10 (^3 "- 2 0^ f^ )

rdt, dru , . ^ ^ /r /T)F,^\ ( )1i
- 2 a^\ — + —— + «oi /îi "- (^014- 2 <22i ) /2a - 2 (aïo -+• ^o ) ̂  + —/—

/ [J'('> ^A1 \ "'̂  / J)

" , M(6T/;+(3^+^^) . ^(^TÏ+^T:+a;^)
ï r / \w^^^^'^ ^w^^<+w^j /c ^ - .——.^,,,,——^^^^^^^^^^^^ ..,..,,,,...,.,,.,,.,,.,,̂ ^_ / ^\, ̂ i •-r ^ •t 3 — l-' ^i; «^^i 1 1 r ^ ^ j ^ -i- ^i^1^, L ~ ~—^o"—^^^^^^^^^^^^ .....,._^^^^^^^^^^

^^^(aT'i+^Ta+a^!;)
• ( ffoi + 3 a^ ) ( a^ T; + a^ T; 4- ̂  ̂  )'.u

W\ +0'T.-1- Q"V".
1 r'"'

-- (2010-4- S^o) (PTÎ + P^^ -h [3YO PJ 42 4- | l)F^=o,
J (/——•A

2/f iTj (^Xi+ ^12X2)4'- —4- aoa^i— ââî ia/^) -|- a^(v^— 2002^2).j^g (
rf r^i ,̂ . ^ / s • ^DFV'I?4^^[^+^'--^o+a^)^-^^+a,0^4-a^^^

j ("^ .̂ , , , , /<:n)FA°l
+ ̂ yo ^ -i' ^7 - 2 (^10+ ^20 ) ̂  --- (^014- 2^ ) n^ ̂  ri, + \ ^ ^ j J

—2(a io4-3a; îo ) •''^ —1 -~(aio4~3a2o)^i4-âî io^2-"2(^oi+^2i)^4- ^ , — J

- 2 (aoi 4- 3 an ) ^ + ̂  4- aoi ̂ i - {a^ 4- 2 ̂ i ) ̂  — 2 ( a^ 4- a^ ) ^3 -t- -̂"̂ -1 j

+„ f^J^^ar^^+aS)^^^^^^^?^^:^)^1^
a" 12 J.».Yj L , J ^•"•/î
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Telles sont les équations de l'équilibre élastique les plus générales
en fonction des déplacements de la surface moyenne; les équations
extensionnelles (16) s'en déduisent en négligeant les termes en y]3, et
en négligeant les termes en Y) devant ceux en y]3 ; les équations qui en
résultent peuvent être appelées équations flexionnelles.

Mais toutes les expressions qui y entrent ne sont pas encore
parfai tement déterminées. Il nous reste à déterminer, d'une part,
f^Ri^y^ \ d ff, ̂  f-M0, en fonction des R\ R:. R!; et de
\ ds^ ) L^.s-2 \ds^ ds^ ds^ / | • -ds^ ) L^.s-2 \cls^ ds^ cis^
leurs dérivées par rapport à ^° et ^, et, (l'autre part, les b/,^ c^, en
fonction des a^.

^ , , , /^R,Bi,B2Calcul des ( ^—-—\ ds^
données curvilignes,

—• Les relations (5, Ch. III) donnent, en coor-

^R+<^<^+

Af+t />^
;

f^ ^-fî -ds +

1

rfR,
63 ̂

, ûfR,
•/:i a '̂

rfRi
c3^

^R.
+ C;i -11—— = — ^3a.s'a

- ^.

— 6^3

^ , ^R^ - f
+^^,---""t/

- /l

"-""^

^R.4- Ça -—— = -- C
^2

— <?1

— c;,

/^ï{
V <:/.y
/^Ri
\ds, "
/rfB,„ - 4-
\ ^"i
/^R
\^" ~
/rfRi\ ̂  """
/^R,2

\ ds, ̂
/€lR

\ds •
/^Ri
\ ̂ i
/^I^i iY ̂ . +

R,
^Ol

R!
^'12

^

f'vi

Ri
^•Ol

R
' •10

Ri
^12

Cl
'•01

R?

y'n
R,
^'12

...- P..)
^02 /

.K ^^,y
Ri\+ --1"-11
ï ' î i }

M
f'yj

^^\
1 '12 /

^)
1\ï)

R.\
^02 /

^il^
^10 7

4--?2)
/•2l/

-- À-,

-/3

+ c;,

- .A

-A

+/2

—— /(•2

-/.

+ Ci;

(d\\[ .,.̂ ,̂  .,.(,»
/̂.y,

fdR,
\ds'
( R..„.....,„„-. +
\ ''20

/cfR
V '̂i
fcIR, ,^^+

/l.,
V'SO

/rfR
^+

^+
\ ds
/ R
V'20 "4

JBi
"eu
B

^•oâ
R.̂
''SI }

^RI
1^1 '1
R

^•oâ

^̂
21/

rfRi . R
"'"ds

IL
'"OSt

R^
/"21 }

\\4- — -
''01

IU4- "-J
^«/

\ /c^4" - 1 1 - 1 ' 1 - 1 1
/ '2

+.R-
''Ol

+"1^
^ao/

,-^

-h -— -
''01

+K-2)
'•vj

\+kK^
) 'À

R,\1- -11

^i«/

y 2

"2.„..-,„.. ^

,El'

/"1<^

ç2
"2
•— y

^Bl'-1-- •-"•"-
'"10

Dans ces équations, les inconnues cherchées sont ,7"-? •••y;-1? ry•Jî et l'on ads^ ds^ ds^
/;i ^8 C;)

A= ^ .A ,/, ^o.
/'à ^'3 ^3
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On trouve, en effectuant l 'élimination,
3,^9

dR
ds^

dR,A ^•—B g ^ ' y ' — C à y ' —y ds
R ÏÎ - ç2e* vr f l i l // i \ t)._ .— _: 4- K ( <y ^ ̂  &/ T^ 4- ûV ^3 ) -2-

^'02 ^'20 "' ^

(3i)

d^
ds^

rfIRs
0 .̂1•A'^—B'^y-C'^. ' -

R, R.2_1 „ ̂  +K(&),<+ ̂  + ̂ )—.
' 1 2 ^ 2 1 2

d^
ds^ .A / /^-B / /.^. '~C / /f)r'+ b ^ y } y ' •

R

R ^2
+ ̂ 1 + K ( 0)2T, 4- C^ T, + û)^ < ) '- •

/ •2^ 2

En y faisant pa == o, les coefficients A, B , . . . , C" prennent les valeurs
A,.), BO, . . . , C^, et l'on aura

a a » \ _ A .•)() •r> .0 p ,.}<» ^llta g>() r>o•••-y-"- ) =— Ao a.^— lj»oér'y'"~" ^o ^y'— '77-0" ~1" ̂ ^^ — asol-ta,
ÛS^ / ' (•v"

(3a)
jr>oi \ ^- A 7 /•to R/ 0.0 r' /'ïo t't•ll:i -y oo /y po^/RA°

^;)
'dR^V
^ds^)

- 1 == —. Aç ̂  —- lio ̂ '.r'y -"• Oo ^y'— /.-(r """"" ^12 ̂ l " "'ai i l• i2»

• A;; ̂  ~- B; ̂ .y -- C'o <?^ -h a,,> R° - o,, R;.

Calcul des dérivées [ ^ f ^ ^ ^R2)1(). - En se rappelant la for"
L aÀ'2 \ ds^ ds^ ds^ / J r r

mule (4, IIÏ). on a
^fdR'
da^ \ ds ,

d (dW
ds \dSz,

î dR^R: n/n -„—„-- -^
dp dp^ /'o2 ds

d^_ , _jr__ dR/ / clîî{ ^: kk, ——- +
dp dp^ /'ao ds^)

d'où la première de ces six relations

^r^(R,Ri,B2)i _ ^ r̂ î̂ Jn , ̂  r^LB^Ji?^j - ds L" ^7 " j
T d(R,Ri,R^)

r^ ds

î rf(B,I^JR^)
'i

d?2 ^

jL rî̂ Oliiiî  = ̂  r̂ î̂ ii ̂  -L ^^KLJ^( ^2 L < î J î L ^2 J ''12 î

) _ r f ( R , R , , R Q
^•20 ^2

-L ^ ( R . R o R a ) .
/•si ds,t



300 G*. MA.LTÉZOS.

Posons

( d fdRy dR° fdRy /dR,Y
'^(^ 4^^»^^) -^[^)

- 6,n Rî -" a,, ( r^o K0 -+- ̂ i RÎ ) - ^02 PS ̂  4

à fdRy dW fdR\° d [ dR,\° dR^
—~ 4- a 10 --,— — <^i \ — 4- -,-: --y-- -h a^ -•—'

ds\ \ds^) ds\ V^'2/ ^ \ ^â7 €^
(34)

fdR.Y fdRY , -, /dR,Y , ^, ,.
-^ 0,0 ^ .̂ ^ 4- ̂ , (̂  + ̂ , ,Ro 4- a, (̂  + ̂ o R; = L,

J /^RA0 rfR; /rfRA0 /^R'x01. + ̂  - i _,, ̂  .., J, _ ^
^.y^ \ <;/À-a / cis^ \ ds^ ) \ ds^ )-f.>l \ u,,̂  y Y ^ ^ a ,

- ^ioR°---- a i , (^2oRo4- O n R ? ) - ̂ ^Rî; = L^

qui ne contiennent pas les secondes dérivées en s^.
Prenons les dérivées des formules (3 ï ) par rapport à s^ et faisons

tout de suite p ^ - ^ o ; en négligeant les termes ^.,, â^, ̂ ^ et leurs
dérivées par rapport à ^k(} et ^), on trouve

^ ̂  V= ̂  Ao L -.. Bo L, - C, L, - ̂  ( a,o R<' 4- ̂  l^ï) - ao, ̂ |i^ ^^ „, ̂  ,„,, „„.„„ ,„ ̂  ̂ . ̂  ̂  ̂  ̂  , ̂  ̂  ̂ . ̂ ,, ^ ^ „,, ̂ ^ ,̂

+^^(^1 4^o2R°4-a2oRf)- ^o,R°- ,̂.,lii;,
\ <••t••ï /

^ ^ JRA° rf |̂:{;;
^ '̂̂  = "'A(ï L - B^Ll " LoL2 - ̂ 0 (a^I{ + a^ R Ï ) ~ ^i^ ̂ r

('35) < 'j
/^R° \^ a,, ̂ ^ 4" a^Rî + ^^ R^ ~. ^B? - ̂ ^ R^

^^"^A- r . - . -n -T .^ f - r . , , . ̂  . . - 1 . 0 . . T>.AAÏ L - B; L - CÏ L, - a,o ( -^2 4- ao. R0 + a,o R ; )^ d^ ) ~ "0 " ' „ . "0 - ^ IJ2 "'" ^20 ̂ ^" 4- ^02

. . •r. .. (€K^/r^R0 \
4" ^îtoRo— ^21 -y"^ + «12 RÎ + a^W!,} 4- b^ R"

\ a"! /

Or, dans ces expressions figurent les quanti tés A o , A^, ..., C^ qui
sont fonctions, en général, de s° et^. En effet, on a les formules con"
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centrées

"(Ao,B, , ,C, ) A,,

(a,, A-,, &,y <?S c\

(f,fr,,AY fS t..
(C, A-.,, C,)0 c: c,

/;" (03,^,6,,)» ^
/.? (/,^,/l)° /2'(A'(,,B'(), C'g) ==

A,,
^•0 / /-> A ^ \0 ^0

./2 \ c' "2' '-l / ^'î

./;? eS (a,,/,',,,?^)»

(A;;,B;;,CÏ)==^- ./•.;1 n (/,/„ /,)°
u .ro /,o / /. /-. /-» '\oJ 2 ^ î î K 6? "a» ^i /

Ccifî particuliers. — 1° Prenons le cas d^un axe (Fisotropie dans l'en-
veloppe homogène; alors on trouve aisément

(36)
A ' ,̂ (A^C^B^B^o,

V
7^À'^C^

2° Dans le cas d'une enveloppe homogène et isotrope

A==-^(Â+a^) , A, ..., B^o,
(^7) A^^C^ ==E (const.);

' À -+- 2 ̂

3° Enfin, supposons que chaque couche de l'enveloppe est homo-
gène et isotrope, mais que la densité et les coefficients élastiques
changent d'une manière continue d'une couche à la couche voisine.
Les coefficients élastiques ne seront fonctions que de ^^ et si l'on
désigne par \» et ;x les À et ^ de la couche moyenne, on trouve

(38)
Ao • ^ao4- 2^) (A, B, G, A/, W, G ' , B^^o,

^* // _ t"\n _ ___A, - S - ̂ -^2^ =Eo (const.).

Calcul des b^ et c^ en fonction des a^. — Les quantités qu'on a be-
soin de connaître sont b^ et c^, c^, c^, c,^ Dans les leçons sur les

Ânn,, de i'Éc. Normale. 3e Série.Tome XI. — DÉCEMnnE 1894. 46
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coordonnées curvilignes de Lamé, on rencontre les quatre équations

dm

Par les î

})

On aura

.) ^

d
——aps

d /
d^\

'elatio

(

donc

b^ ==
^10=

002 —— '-^o r- (•«•(,2 "T"' ^'21^01 '"""T";—!'a.s'o
y « , ^ai<^ „ a f â + ^21 4- a^a^ — -j^-,

ii
Coi =: &(,3 (^^ — 021) + a^ (^01 — ^a i )»

Cio = ^12 (^10 —— ^20') -+- (^lâ (/^lO —— ^ 2 ( > ) »

Coa =: îx^ao ^20 -+" ^^u2 ^02 + ^âi ^01 -h ^21 ^oi — -~|0.?
C'̂ iS'

Ciâ == a a^ b^ »h a^ai ^21 4- ^io ^20 + ^10 <^o — —^

^H -». î dR ^ÎIl I Jl1 ^rL

c/pi ^pa lii Jpi c/pg Ha c/p^ c/pi

^2Hl -^ I ^KI ^IÎ2 r ^Hi ^ÏI
^/pa </p .11 g dp^ dp Jl <:/? r/pa

/ î dîï\ d / r dHA î ^H'2 ^11
^ H g ^pa/ <r/p \!i <r/p ) .1:1̂  (^/pi r/pi

î dRA d f r ^EA î dR, dïL
J:ïs f/pa ) dp\lÏ.i d p i j IP dp dp

ns (4» III) , elles dev iennen t

dr̂^ ï ( I J ^
^•2 ~" /"02 ^/'Ol ^21/

-l10 —JL^JL-.^-.L^
'̂2 '"" ^'12 V'10 ^20 /

d— d—
r(n ^ / > a o — I î t ^ î lî

d^ , ^ ' /•I,, r;^ /•„! / •^ 3

x î
d — d —

/'i2 /"sn ï î î t
A'â df>\ r^ r^ rio ^20

^oa^oi — ^21)»
:: ^12 (^ÏÔ —— ^2o)»

2 (1 ^t U S) ft
— /y 1 ^ •î, 1 /y .., -S"
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11 reste à déterminer é^ et 631. Pour cela, on a

^ —L.
/•ao _ dh ï dh^ \ dh \ dh^ i i

ds^ cis^ Ag û?p ^ ds.î h^ ds '"" /'ao /'oa ^

d'où la première des deux suivantes :

363

(40 ^0 ==: C^O ^OÏ?

b^ -==.a^ €i^

CONDITÎOÎSS AUX LIMITES.

Les équat ions définies rapportées aux axes x ' , y\ ^ sont
! /,,. = N'j cos ̂  + Ty cos // 4" Tg cos ̂ /,

(4,2) , /y- = T^ COS ̂  -h N'a COS-// -h- T\ COS ̂ /,

f f^ =: T^cos9 / -h Ti COS7/+ N^cos^^

Le contour peut être quelconque; mais nous imaginerons la surface
au paramètre p la plus proche a ce contour et intérieure au corps, et
nous la prendrons, pour simplif ier , comme formant le contour. D'ail-
leurs, nous donnerons ensuite les conditions pour un contour quel-
conque. Sur cette surface p considérons le réseau des courbes formées
par les intersections des familles p i et pa . Nous aurons ainsi sur le
bord des rectangles curvil ignes de côtés ds^ et ds^. Si. d'an point quel-
conque M pris sur le bord, on fait passer les trois axes rectangulaires
x\ y, z tangents respectivement aux courbes s, s^ s^ qui y passent,
l'axe x ' sera normal à la surface-bord et l'on aura ç' == o, y/ == ^/ = ̂
les conditions (4^) se réduisent à

^=::N,,
(43) ^=ï,,

Avant d'aller p lus lo in , remarquons que Mathieu a trouvé pour ses
cloches, en première approximation, par la méthode de Kirchlioff, les
deux premières (43) et/s' == o; ce qui revient bien à la troisième, vu
que T, est, comme nous avons remarqué, d'un ordre de petitesse su-
périeure à Np Ty.
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Si maintenant nous voulons que l 'origine des coordonnées se meuve

sur la surface moyenne ou, ici, sur la ligne moyenne, les condit ions (43)
deviennent

f /^=N,(i--a,^) ,
(44) /^T^i---^^),

(./3-=Tâ(ï-"-a^).

Pour trouver l'action extérieure exercée sur une bande de côtés ds^
et 2£, nous aurons à considérer les trois forces Fy-, F/, ' F z ' et 1̂  <^1-
ples M,̂  M/.

Posons les couples
y»'^ ^ ^- .^gS

Si = — J Tg .5-2 ( I — ^12^ ) ^pîî == —1 ——y'--11-- /,'î»
«-/— •f\'-•r\

.'nr • ^ k ri^
S, = / Ï3 ̂  ( î - ̂ 02.^ ) Ci^ := ——^ /3,

'-'-"/l < 1 >

/'"0 '"> /»' E ^ ' nMi = N'i .̂  ( i — ai 3 .̂  ) Jpg == ^—^— /^ , ,
»•-•/] , ^^-•/î

^

M,=: /
^-"n
r71 -M/ / ^ 7 si/c.is2^
1 Ng ̂  (Ï — ^0^2 ) ̂ 2= — -——^——— ̂

'J — •r\ '•>

Remarque. — II semble au premier abord que ces expressions sont
absurdes, car on ne peut pas concevoir des couples dont le bras de
levier est curviligne (^2).

En réalité, au lieu de s.^ il fallait mettre la distance des forces très
voisines mesurée sur la tangente ^'; mais ^ est la projection de Tare
très petit s^ sur la tangente^ et l'on sait la relation

z ' — .ç3== A..ç| + infinimeîit petit d'ordre supérieur à 3 ;

et, comme sous l'intégrale, le terme A^ introduit des termes (Perdre
supérieur de ce qu'on retient, on peut poser z'=^ s^.

Cela posé, on aura les condit ions
V^ = F, = P,,

,F^==F^Q,,
(45) < F,' ^l^

M^=MN=S^
M y' == M.ï, ":.:;= MI»
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Ce système peut être remplacé par un autre statiquement équivalent.
Le couple de torsion M^ donne, suivant la ligne s^ une force éû;ale a

d'\î0,2 M^' et suivant ^ la force — ——; on aura donc pour condi t ions
l^^î\=F^
Fs,~5" ^12 MN == Qi -+- ^12 Si== Fy'4- ^13 M^-,

(4.6) - , _ dm^ _ ___ d^ _ _ dM^
j is d^ ~~~ î d^ ~ z ' d^ '
{ M's i==Mi=:My.

Cherchons maintenant les conditions quand le bord est quelconque.
Si l'on désigne par F^, Fg, F^, M^, Ms les forces et les ^ couples exté-
rieurs appliqués au bord et si P^, Qp V^ désignent les résultantes de
forces élastiques en un point de la ligne suivant laquelle la surface
moyenne rencontre la surface-bord, et IF et G-' les couples de torsion
et de flexion, le couple de torsion donnera deux forces; et si p[ dési-
gne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant la section.
normale passant par le point considéré de la ligne-bord, on aura les
conditions

(47)

P^FN,

0' + I^-Fs+M^
"'1 PS '"" ' t s P2 î

v/ ^ ̂  r rm^y ^ _^_.,i^^^--,

G^Ms.

Ces conditions ont été données par M. Basset et le professeur Lamb
pour le cas d'une enveloppe d'épaisseur constante, mais elles sont
générales. Cherchons les valeurs des forces et-couples qui y f igurent;
la normale (N) à la surface-bord faisant des angles, dont les cosinus
avec les axes so\y, z ' passant par les mêmes points, sont coscp', cos//,
cos^', si ron appelle les cosinus directeurs de la tangente à la ligne-
bord (S), cos^, cosy^, cos^ et ceux de la normale élevée sur le plan
de (N, S) cos^, cosy^, cos^, en mul t ip l iant les équations (42) res-
pectivementpar cosç', cosy/, cos^ et ajoutant membre à membre, on
trouve

f/^=/^cos^"h/y'cos7/-^"/.'cos^/

(48 ) \ == Ni cos2 ̂  +N3 cos12'// + N3 cos2^/ + 2T'3 cos ̂  cosy;
-^ aTaCOScp^os^7-!- aT^ cos^'cosy/rr: Py;
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(49)

/s=A' cos Q'i 4- fy' cos7;i 4-/3' cos^/i
-= NiCOSîp^os^'i-i- N3cos 7/cos7^ 4- N3 cos ̂ /cos^

4-T3(cos7/cos<pi 4- cos^^os'/i ) -4- TâCcos^cos 9i -h cos ̂ ^-'os^'j )
-t-Ti (cos ^ /cos y/i -h cos y/ cos^'i) =Ps^

. ( A = .A' co s 9 2 + /y co s 7:2 •+• /,' cos ̂
':)0' ( ^Nicos^'cosy^-- • "+ ïitcos^'cos^g+cos^'cos^) ̂  I\^

Si p^ désigne le rayon de courbure de la surface moyenne su ivant
la ligne-bord, on trouve

(5Q

/

Qi

p'i

v\

II'

G-'

- r^-•/i- r^•-^
- r- .A,-r"-r,-r̂.-..y,

?,(,
.>«(,
.„ (.
P^J

PN.?.̂

-^\
P'J

•!i\
9"J

•s'^
P'̂

•̂
- P'J

-^^
P'Ï^

^p2,

Jpâ,

/,/p2,

)^^

)4,.

Ainsi les conditions aux limites se compliquent énormément .
Mais on peut imaginer un cas particulier beaucoup plus général

que le cas que nous avons traité en premier lieu : c'est le cas où la
ligne S est la section de la surface moyenne par une surface contour-
nante ou l imite simplement normale au feu i l l e t moyen. Alors ̂  === o,
et si l'on pose

co s 9/ == c o s 0 y cos 7/ == s i n Q,

on trouve

(52)

cos 9i == — sin 0, cos y\ = cos 9, cos 4'i •= o,

COS9^=^:COS7/3"r= o, COS^2=I ,

// _ /p a — p a .
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Les équat ions (48), (49). (5o) deviennent

( Py -== ̂ \ cos2^ -+• Na sir i2^ -{- T^ sin 20,
( 53 ) , ^ Ps = sin (9 ces 9 (N^ — Ni ) -h T^ cos 2 9,

( î.\ -= T, cos 6 4- T, sin Q == P,',

et les expressions (5r ) où, au lieu de p'^ on a mis pi,, qui est donnée
par la formule

— == Oia cos2 9 4- r^p sin2 0.
P2

Au lieu de donner les équat ions (46) ou (47) . on peut se donner
les valeurs des déplacements de la surface moyenne et de la dérivée du
déplacement transversal par rapport à la normale N sur le bord, et l'on
aura

7 no
W) i^ = A, R ? == B, R S = C, -^2 == D.

CHAPITRE V.

I. — Les cloches.

Les cloches que nous examinerons sont des enveloppes de révolu-
t ion , homogènes, isotropes et d'épaisseur variable su ivant la la t i tude.

Les plans méridiens seront la famille au paramètre p^ et si l'on
mené les trajectoires orthogonales des courbes méridiennes de la
cloche, la s'urface engendrée par la révolution complète d'une de ces
courbes, autour de l'axe de révolution, appartient à la f a m i l l e au para-
mètre p.

Nous supposerons avec Mathieu que le petit bord de la cloche fait
partie d 'une de ces dernières surfaces.
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^ étant l'angle que fait un quelconque de plans méridiens avec un
méridien fixe, et (p la colatitude, r^ le rayon d'un parallèle clé la sur-
face moyenne, en vertu des relations (22, IV), les équations du mou-
vement vibratoire sont

i ciP, i <), /lan^Q i\., tangco-, Vi n r ^ !{/„ 1 + ,——— —— _- —^ 4- p ^- —b- p + -J r= ,1) / - .— Jps,:i i ava / lîiii^Q , 1 U> , '^"ft?!) , 'i n„ —^ -i- ,————— —— — ——__ -4_ p -^ ——L— p + — r= ,1) s ,-.,-.-—,
ro C/9 / 4COSŒ ^ \ /ZQ ^o/ / /o /'o J.̂  "^

(,) ^i ̂  — ̂  - f1!"^ -^ -) Q,-- ̂ -î Q,+ y-^i) ç î
v / ^ ro ^9 /4COScp ^ \ /Ào / o y ^o /< / '/^

/•o c/(p / / -ocoso d^ \ n^ r ^ l / /o /•o J^ dt- l

ï d Q i i dP. /tanRç i \ ^ tan^cp-, V. „ r'"' ^Ui ,-^ ^ +. ————— - „ ——^Jl .4, Q . ——?J. (),+ -.„: ̂  I) 1 l^/p.^
ro 09 /4COScp ^ \ ^o / 'o/ ^o " ^o J-./, tuu

11 ^v '^ I ^ /iangœ . \ P, P, ^nf '^^—»* y j — — — — — ^'"n'^' "'"'— ï ————" i~ '—r" l T ï —' "'—~ —"' —"' —" •»•' ; { . t ) " • [ • ' ' i ! , "yo 09 /4COS9 d^ \ n^ /•„ / /•() ^0 J ^ a^'

On aura des solutions simples, en posant

R° .•=: U (cosa^ ou s'ina^) e 1 1 ^ ,

Rç =: V (— a sina^ ou a cosa^) e 1 1 ^ ,

R| =: W ( cos a^ ou, sin a'̂  ) e'P1,

ou, U, Y, W ne sont fonctions que de sp.
On pourra donc prendre, en e f façant les indices o,

(à)

on aura

(3)

R =: (̂  V e1^-'^,
Ri=^Ca,iV e1^-!11^
B3== C^aWe^^^^,

X,,, X^, ̂ 3= (X^ X,, ̂ S,) ̂ ^-^),
/^ ^, ^=; (^, //4,^/,) é^- ,̂
U,, ^, T3= (V,, ^ ^T3) ^^^0,

les expressions accentuées étant des fonctions linéaires connues de U,
V, W et de leurs dérivées par rapport à y.

Si Fon substitue, les équations ( ï ) qui étaient à dérivées partielles
deviennent trois équations différentielles linéaires simultanées à coef-
ficients variables et sans second membre; la première est du troisième
ordre, la seconde du deuxième, et la troisième du quatrième.
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Equations générales. -— Si l'on substitue les solutions (2) aux équa-
tions (i), elles deviennent

. d^V ^U ^U -,T ^ dv
A -,— + B -y— "4- G -T~ 4- D U + Ci —

09^ acp2 <^ c/y

„ „, , ^W ,., d^W ^ dW „ ̂
+D,V+A,-^+B.^^+C.^-+D,W=:o,

^^c^^lyv-.B^^c^B/—+c/-+iyv+B.—+^
c/çi dcfi «tp- ("(îp

^W , riW
+ D'i V + B, ——^ + C'a —— -1- D, W == o,+UiV-+-li,-^- -1 Lg-^

A- ̂  -,-. B" ̂  -.- C" du .- D- U -l- B-. ̂  + Cî rfvacp'1 '1 ^cp-1 a<p 11 a y- 1 acp
,./4 TX7- .-/;( •VU- //2 W ^/W

+ jr, V + Ma "y" + A,;; a w -h B;, a w + C; ̂ w + ̂  W = o.1 <?,/94' " d^ " cl^ " d^

Les coefficients s 'obtiennent sans difficulté, ayant pour facteur une
des quantités Ça. Ca,o Ça, 2 * î^ valeur de v^ , qui y entre, est

[^^'nl^,'^l^ D/^2 e1^-^
| 'î r n

w\ xf^.E^^+^W-a'-C^V-C.^-îu+^w)"].
^ | r' ' \ r d<f r ' n n ) J

En éliminant V et ses dérivées entre (4), on trouve

rf''U ^U ^U .> dV (•/''•W
a,o ̂  + Poo ^5- + Yo. ̂ 7 -1- ûo. ̂  + eoo U + a.» -^-

. ^w ^w , ^w ,„+ i320 ̂ ^- -t-î/!!o ~W + d20 rf^ •1- £20 w = °'
/.^ , ^U .,, rf'-U , ^U , ^ - ^ U , , rfU
( ) ^ o («»^r-^-Poo^-+7oo^+ooo^+^o^

,, „ , ^W „, rf*W
-1 -CoO 1 - 1 "^^ÎO-^r +P20-^y4-

, ^w ., ^w , rfw , „,+y»o^r+^o-^-+^o-^-+ç,oW=o.
^f/î/î. ̂  ̂ c. Normale, 3e Série. Tome XI. — DÉCEMBRE x894. 47
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En posant

cl^V
CCQO d^ "

, J°U
^oo^y

et de même pour
tion

(7 ) e=:o=

a^
0

0

0

0

0

^04

0

0

0

0

^ Poo

^00

W, e

Pô.

^04

0

0

0

0

?04

^03

0

<:)

0

^U
d^
^U
^9'"

t élm

7o:i
Po4

^03

0

0

0

y o 4
PO 3

^0 2

0

0

C.

4- y ̂

-h. . .

ninar

Oys

yo4
Pô.
^02

0

0

s 0 4

7 o ;(
Pô.
^01

(•:)

MALT

^U
rfy2

it LI

£o;;

OU 4

yo3
Po2

^01

0

.̂
"s/
^^o.^

y 0 2p».
a'» 0

ÉZOS

+ ^oo

entn

^
£(»4

âoîi

7 02

P<M

aoo

^/
-3 0 'i-

So,

^O 2

yol
Poo

€lU i

d(?

. . . -i

.(6)

•^03

Ç(V<-

S 0 3

^oa

7oi
Poo
'^04

'̂s 0 Ï

^o ii

^Ol

y o o

- S(io l

-S'.o^

, on

0«:
•flii»
Ç«3

Êoâ

^01

yoo
^4

'^03

Ço.

S o i

^O 0

J — p

J=p

d fin;

<0;;

'3<r,.
'flo:)

Ç02

£ 1 1 1

OBII

'"0.

,̂

-^0,

Ç'o,

e'no

4.(U

'.o(U

>lem(

/••os

^ 0 4

Oo3

'fldî

Sot

S 00

^.
'0:,

&'„,
•/loi
i"̂

00

),

),

ont 1

1\,
t\<.
PT;,
P(,2

P»,

1 40

l."»»
1'".;,
!>'
' i-i

V'^
^

'équa

(W)
(W)
(•VV)
(W)
(W)
(W)
(W)
(W)
(W)
(W)
(W)

ou

Chaque terme du rectangle formé par les dix colonnes verticales et
les six premières lignes1 borixontales s'obtient en prenant la dérivée
par rapport à cp du. terme au-dessous et en y ajoutant le terme qui.
suit de la même ligne au-dessous. Par exemple, p^,== ^°4 + p o / . ,

p^ ̂  i^ ^ p^ et ainsi de suite. La même loi s'applique à la forma-
tion des termes contenus dans le rectangle formé par les dix premières
colonnes et les cinq dernières lignes,

On remarquera donc qu'en particulier

di'/, „ ^04 • __ ^03^o
cï(y

^ _ ^oo /// _
soi — "31"' > h 04 — A.

de?Aog-J: ————> &y4,.—— ———.-3 * * » , d(f 04W ' d<f

L'équation (7) est linéaire du neuvième ordre à coefficients variables.
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Si l'on él iminai t W entre (6), on arriverait à une équation semblable
à @ == o, avec la différence que le premier chiffre o des indices des
coefficients serait remplacé par 2, et les P/ ,y(W) et P^/- i(W) seraient
remplacés par P/ j (U) et P^_.,(U).

Quant àV, il s 'obtiendra par la première des (4), q u i » après la déter-
mina t ion de U et W, prend la forme

(8) • C^-D.V=/(9),

qu'on sait intégrer.

Conditions aux limites, — Les cloches ont u n bord un ique qui appar-
t ient à la f a m i l l e p. Les équat ions (4.6, IV) sont donc applicables. •
Quand le bord est l ib re , les quatre équations de condi t ion prendront
la forme

(̂  A, ̂  ..-h Ça A 4" + Ça A, ÏJ + Ca,i or A ,V+ G^ A, ̂ J 4- Ça,. A,cm +Ca,2 A,W:= 0,—— ••"i- ̂ a '^ "/"•"" '"" i.-'a •"a 'u r v^a/i ̂  J* '<• T ' ^a,2 ^•Q i » i ^a,j ̂ B /
C/p2 a y ^9" ^9

dV ., .,.. - /., ,., dV . , ,^ /., ,. dW
-^ +Ca.B.U + Ga,iBa^- + (-a,i.B,V4- La,.B,-̂

^U , . . .. . . . dV , , , „ , ,. , ^W , ^ ,, dW
ciff

C,l̂  ̂  +CaB,U 4- Ça iB;,— 4" C^B,V4- C^—— 4- C^B«W== o,
a(p "^ cvw

CaC,^.+C.C.U+C.,C/^+C<,,C.V+C,.,C/^+C^C^+C^C.\^^^^^^

C^,!),^ -t-C^D/-^ 4-Ca,J)3W+Ca^)»AJ +GaD3U+C^D,V=0.
<:./o ' ay ' ^9

("' ("'
Les trois premières équa t i ons dé te rmineront les rapports —^ -^5

si.

A^^+^f.-AJJ -A.V A^-.A^4-A,W
(;/y c/y "92 ^y

»,-. 1),^+B,D ".^+It.v 1).;^+B•W

C,^^," <.C.V C.^C.^C,W

pour 9 = ço. Cette équation ©, = o déterminera p2. Il nous reste encore
une condition, savoir la quatrième (9). Comme l 'équation (7) est du
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neuvième ordre, nous aurons besoin de hui t conditions pour déter-
miner à une près ses constantes. Une des conditions est celle qui reste
des condit ions aux limites (9). On trouvera une seconde, en expr imant
que l'intégrale générale de (7) ne devient pas infinie au pôle. Les six
autres condi t ions s 'obtiendront ainsi dans les deux cas suivants :

i°- Cloche libre. — Dans ce cas, on peut exprimer que le mouvement
du centre de gravité et les rotat ions de la cloche au tour de ce centre
sont nulles (car on tiendrait compte à part de ces mouvements d'en-
semble par les équations relatives aux corps rigides) ; alors l ' impulsion
totale sera nulle et le mouvement d'ensemble aussi et l'on écrira le
théorème des quant i tés de mouvement et de moments (en les égalant
à zéro).

2° Cloche immobilisée par le sommet. — On écrira que, pour le pôle
(ç == o), les trois déplacements et par conséquent u, ^, w sont nul les ;
de même, que le plan tangent en ce point (<p == o) ne bouge pas ; enf in
qu 'une ligne particulière assignée de la surface moyenne, qui passe par
le pôle, est immobile.

Le son fondamental, s'obtient toujours quand les lignes nodales mé-
ridiennes sont ÎH.I nombre de deux et rectangulaires entre elles; il cor-
respond donc à a == 2.

Si l'on choisit comme deuxième méridien origine (f^ === o) le demi-
méridien qui est pincé ou. frappé parle battant ou l'archet, on voit que
la cloche rend, le son fondamental quand les lignes ventrales sont les
demi-méridiens

i . 7C , , , 3 TT^=o, 4;=^ ^•=:7r et ^="^-

Par contre, les demi-méridiens

, 7T 3 7T 5 7T 7 7T. i —», _ /
r w ^ 4, ? T' J

sont les lignes nodales.
Le premier harmonique s'obtient pour a==:3, et alors les lignes
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ventrales correspondent à
, 7T 371 /}.'̂  ^TC
^0, -^ -^ 7T, -^ ^-,

ce qui a été confirmé par l 'expérience.
Les expériences ne nous ont pas donné des lignes nodales parallèles,

mais rien n'assure qu'elles ne puissent pas exister.

II. — Battements.

On remarquera que/?2 est toujours mult ipl ié par — ) tandis que les
autres termes ne contiennent pas I), ni, [JL expl ici tement; p sera donc
proportionnel à y ^ ; d'où la loi suivante :

La hauteur du son est "proportionnelle à sa 'vitesse de propagation dans
la matière de la cloche.

On peut démontrer cette loi. pour tous les corps homogènes et iso-
tropes de la nature, très faci lement .

Supposons maintenant que par le coup d'archet ou du battant la clo-
che subisse un élargissement dans une partie ; elle subira du même coup
un rétrécissement dans la direction perpendiculaire à la première, et
la section normale, qui étai t un cercle, devient une ellipse temporaire.
En réalité, une cloche n'est jamais de révolution; le rayon, qui était
constant dans un m,ême parallèle, dépend de ̂  et de deux axes de l'ellipse,
par conséquent, la hauteur du son en dépendra aussi. A cause de la
petitesse de la déformation, on pourra traiter les cloches comme étant
de révolution. Et, comme on l'a vu(Chap. II), la insistance à la flexion
et la torsion est très pet i te ; il faut donc nous attendre à des flexions
et des torsions de la clocheyîw^ par le coup d'archet. A cause de l'el-
l ipt ici té de la section normale, il est probable qu'il y ait des sons à
deux périodes très voisines y rendus par les deux molécules de la
cloche.

Transportons-nous au domaine de l'expérience et cherchons ce qu'elle
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nous montre. Si, l'on tapisse de sable la surface intérieure d 'une cloche,
dont l'axe est horizontal et la tige du verre l;)ien encastrée de façon à
ne pas pouvoir se mouvoir, on voit le sable sauter, et, si l'on frappe la
cloche sur le demi-méridien diamétralement opposé, en bas se trouve
la l'inné ventrale ^ == TC. On voit aue cette ligne, au lieu de rester immo-
bile^ se déplace lentement et exécute une série d'oscillations autour de sa
position d'équilibre. Chaque point de cette l igne paraît tourner autour
de l'axe de la cloche; ces osci l lat ions suivent les bat tements de la
cloche. Si l'on tourne la cloche de façon à faire coïncider tous ses
méridiens avec le plan vertical, et si l'on répète la même expérience,
on rencontre deux plans méridiens de la cloche perpendiculaires entre
eux pour lesquels la ligne ventrale n'oscille pas. Alors les battements
sont très amoindris . Il est clair que ces deux méridiens sont les sec-
tions de deux plans de symétrie de la cloche et leurs intersections avec
un autre plan perpendiculai re à l'axe de la cloche seront les deux axes
de la section e l l ip t ique . Si donc on frappe sur l 'un des deux plans de
symétrie, tout est symétrique de part et d'au Ire du point frappé et les
sons rendus sont simples.

En résumé, à côté des vibrat ions in f in iment petites dans les cloches,
il y a des vibrations à longue période, e l l e s battements proviennent
de 1,'ellipticité.

Ces considérations m'ont amené naturellem..eni à penser que tous les
autres corps minces, étant en vibration, présentent des ba t tements» En
effet, en expérimentant sur des plaques planes et d 'épaisseur con-
stante, j'ai reconnu non seulement que les battements existent, mais
encore que dans la plaque circulaire les l ignes nodales subissent un
déplacement circulaire, autour du centre de la plaque, quand l ' inten-
sité du son est grande. Par exemple, une plaque circulaire méta l l ique
me d o n n a i t des sons durant soixante-quatorze secondes et p lus avec
des battements, mais le déplacement circulaire des lignes droi tes
nodales ne se présentait que pendant les trois premières secondes.
On conçoit sans peine que ce mouvement périphérique de la plaque
est difficile à se produire, et il f au t /pour cela que l'énergie ai t une
valeur notable. La seule déformation facile de la p laque est la flexion,
qui donne des courbures à ses feui l le ts ; mais la p laque ne se courbe
pas de la même façon pa r tou t^ de manière qu' i l y ait bien une symé-
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trie complète. En effet, la partie qui subit le coup d'archet est plus
recourbée et l 'amplitude de l'oscillation à longue période est plus
grande que dans toute autre région.

Les plaques m'ont donné un autre phénomène. En rapprochant mon
orei l le aussi près que possible de la plaque vibrante, les bat tements
cessaient d'avoir lieu et on entendait un son plein. En examinant de
près ce phénomène, j 'a i reconnu qu ' i l se manifeste seulement quand les
sons rendus sont faibles et peu perceptibles par l 'oreille dès qu'il est
éloigné de la plaque de quelques décimètres. La cause en est, peut-
être, à ce que les vibrat ions à longue période n'ayant plus l ieu, la
vibration est devenue simple.


