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ETUDE

SUR LES

EQUATIONS FONCTIONNELLES,

Psr M. A. GREVY,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERILURE.

INTRODUCTION.

1. Lasuite a,, a,, ..., o, est dite converger réguliérement vers une
limite a, lorsqu’a un nombre positif ¢, aussi petit que 'on voudra, on
peut en faire correspondre un autre N, assez grand pour que, sous la
seule condition pZ N, on ait

o, — x| <<e.

Lorsque la suite proposée ne présente pas ce caractere, mais que la
suite que I'on en déduit, en prenant les termes de £ en £, le présente,
on dit que la suite converge périodiquement vers la limite x; £ est la
période.

2. Soit une fonction ¢ (z) uniforme dans tout U'intérieur d’une ré-
gion R du plan et jouissant de la propriété que, si z est I'affixe d'un
point intérieur & cette région, z, = ¢ (z) est également I'affixe d’un
point intérieur & larégion; si nous posons z.,., = ¢ (z;), les points dont
les affixes sont

- ” ~
A1y L9y “eey ~ps

sont tous intérieurs a la région R.
Ann. de U’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X1, — Aovur 1894. 32
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M. Keenigs a établi a I’égard de cette fonction la proposition suivante,
qui sert de base a ce travail :

Lorsque la suite z,, z,, ..., 5, converge régulierement vers une li-
mitez, qui n’est pas pour ¢ (z) un point essentiel,  est une racine de
la fonction ¢ (z) — = et cette racine doit vérifier I'inégalité

lo'(z) <.

Réciproquement, soit 2 uneracine de ¢ (5) — 5, vérifiant 'inégalité

|9"(x)| <1, le point d’affixe @ est centre d’un cercle (’r, a lintérieur
<P( ) —
.Z

duquel : 1° ¢ (s) est holomorphe; 2° le module de £-=2=% reste con-

stamment inférieur & I'unité et differe méme de I’ umte d’une quantité
qui reste finie.
En appelant H une quantité comprise entre o et 1, on peul poser

|

Spg — &
55—

n‘h

——g'<n l”f’“ |<n

5, — z
d’ou 'on déduit

Sp1— xl < Hr+t r,

rétant le rayon du cercle C,.
Or, ¢ étant une quantité positive si petite que 1’on voudra, posons
.
1+¢

Lﬁ

¢= partie entiére de -

Sil’on prend pZ N;, le module de 5, — « sera constamment inférieur
a x, ce qui démontre la convergence réguliere de la suite 5,, z,, ..., 2.

3. Ce qui précede conduit & une notion importante, dont nous ferons
usage dans la suite.

Soit T, un cercle concentrique au cercle C, et de rayon e inférieur &
r; apres N, substitutions relatives & un pointintérieur 4 C,, on trouvera
un point d’affixe =y, intérieur au cercle I'..

Le nombre N, de substitutions nécessaires et suffisantes pour con-
duire d’un point z du cercle C, & un point intérieur au cercle T, s’ap-
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pelle Ia hauteur du point = par rapport au cercle I';; ce nombre est fini
et parfaitement déterminé pour chaque point intérieur au cercle C,.

Siune fonction 0(z) est holomorphea’intérieur du cercle T, la fonc-
tion 9(z;) sera holomorphe dans tout le cercle C,, si 7 est au moins
égal & la hauteur maxima des points intérieurs au cercle C, par rap-
port au cercle I'..

4. Je vais monltrer comment on peut déterminer le cercle C, en
choisissant un exemple simple, dont nous aurons & nous occuper plus
tard.

Considérons la fonction

9(5)=-

b élant une constante de module inférieur & 'unité; je supposerai
méme, c¢ qui ne changera rien aux résultats que j’ai en vue, que & est
un nombre compris entre o et 1.

L’équation ¢ (2) == x a pour solutions

5} ct r(v--0),
et on a

(0)=10, ¢[r(1—0)]="

Le seul point limite & convergence réguliere est ici lorigine;
I"autre solution donnerait un point limite pour la substitution inverse.

Sil'on suppose rréel et positif, lafonction ¢ (z) estholomorphe dans
le cercle C du rayon r dont le centre est Porigine.

Cherchons maintenant le rayon du cercle C,; pour tous les points
intérieurs i ce cercle, on doit avoir

bz
——=|<[s],

I — -

r

br<|r—z|.

Le point d’affixe = doit donc étre extérieur & un cercle de rayon br el
dont le centre A est le point d’affixe r.
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On voit donc que tous les points intérieurs & un cercle de centre O
et de rayon r(1—b) sont tels que ¢(z) est holomorphe et que
<=l

Ce cercle est donc le cercle Cgj car, si ’on prend un cercle de centre
0 et de rayon supéricur & r(1 — b), les deux propriétés précédentes
ne subsistent pas pour tous les points intérieurs a ce second cercle.

Nous pouvons d’ailleurs calculer aisément les valeurs de z,, 5., ...,
z,3 0n trouve ainsi

=,

bn—H z

5,= ————
n [ — b+l 3

Cette fonction, holomorphe dans le cercle C,, a ses dérivées holomor-
phes dans le méme cercle; de plus, pour z = o, cette fonction a ses
dérivées toujours positives.

On sait, d’apres les résultats obtenus par M. Keenigs, qu’il existe une
fonction holomorphe dans le cercle C,, qui satisfait & 'équation fonc-

tionnelle

bz

’_5 = b f(3).
1 —— —

Iz

S

Cetlte fonction est, & un facteur constant pres,

=)

5. Geénéralisant ces résultats, nous allons former une fonction holo-
morphe dans le cercle C, et satisfaisant & une équation linéaire homo-
gene par rapport a cette fonction et ses transformées au moyen de la
fonction ¢ (z).

Posons
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et d’une facon générale

] 51— D"
r r—béb
S(&n) = ———>
z

I_I'(I—Z))

Zay ..., 3, Gtant les transformés de z.

P
Dy Doy e

Pour trouver f(=,), supposons que I'on ait

51— br—t

I-_..- ———————

r 1—>ob
S(3p—) = ——r——-

S ri—=10)

Substituant s, & z, on trouve

| — Hn—t bz
) 5 z b — bn 31— b
rir—= [— =1+ — — 2 7
N r r 1—b | _ ri—b
S (o) = bz I I b 1 s
r(1—10) AT =0 r(1—>o)

Cette relation, ayant lieu pour »n =1, aura lieu pour n =2, ..., et

sera générale.
Soient maintenant A,, A,, ..., A, des constantes dont la somme est

égale & 1; on a identiquement

z . 5 1—0b"
1 A =7 An roi—b
= + ..+
ol 1— 2 % I el 5
r(-—2o) r r(xr—2b) r 1—0o r(—o)
ou
A An
J(5) = —— f(z) + - - I——/)"f(w‘)’
r rr—20o

les coefficients de f(z,), ..., f(5,) étant holomorphes dans le cercle
C ettels que la somme de leurs valeurs pour z = o soit égale a r.
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Nous pouvons, de plus, remarquer que les fonctions

1

Ty

51— bt
I——_—_——_-
ri—=ob

égales a I'unité pour z = o, ont pour cette méme valeur de = leurs d¢é-

., .. . 1— bf, ..
rivées toutes positives, le coefficient — étant positif.

Supposons de plus que les constantes A,, A,, ..., A,soient toutes
" positives; nous aurons alors formé une fonction

1

fa)= et
] —

r(t—b)
Satisfaisant 4 une équation fonctionnelle
1(z) =Py f(51) + Py f(51) ...+ Py f(50)

dont les coefficients holomorphes dans le cercle C, sont, ainsi que

leurs dérivées, positifs pour la valeur z = o.
: ‘ . . N bz
De plus, la fonction de transformation ¢ (5) == -

a ses dérivées

Stat

toutes positives pour cette méme valeur z = o.

CHAPITRE I.

1. Soit ¢(z) une fonction de transformation et  un point limite
a convergence réguliere; nous nous proposons de rechercher s’il existe
une fonetion f(z) holomorphe dans le cercle C, satisfaisant & I’équa-
tion fonctionnelle

Po(%) f(20) + pi(5) f(51) 4. - .+ pa(5) f(5n) =0,
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dans laquelle po, ..., p, sont des fonctions holomorphes dans le
cercle C,.

La recherche de telles fonctions repose sur le théoreme suivant :
St le coefficient p,(z) ne s'annule pas au point z, et st Uon a la
relation
Po(&) +pi(x)+.. .+ pa(2)==0,
st, de plus, il n’existe aucune relation de la forme
Po(®) 4+ pr(x) @*(x)+ po(x) ¢**(z)+.. .+ py(x) o"*(2) =0,

« étant entier posuif, 'équation fonctionnelle admet une solution holo-
morphe dans le domaine du point x el ne s’annulant pas en ce point; sa
valeur en ce point est d’ailleurs arbitraire.

Avant d’établir cette proposition, je remarque que je puis, sans
restreindre la généralité, supposer que le point x est I'origine, en
prenant alors pour s la valeur 2’ + «; cela revient & faire un change-
ment d’origine; les transformés s, z,, ... seront

Dans ces conditions, la fonction de transformation est nulle a ori-
gine. ‘ .
Je mettrai de plus I’équation fonctionnelle sous la forme

(1) y=mi(8) Y1+ ma(8)yak - oo T (5) Vs
en posant
s P
yi=Jf(s1), T Po

S’il existe une fonction holomorphe y satisfaisant & cette équation,
nous pourrons la développer en série ordonnée suivant les puissances
entieres, positives de z et, pour avoir les coefficients de cette série,

il suffira de connaitre les quantités
y(o), y'(0), ..., yW¥(o),

Nous pouvons, en supposant toujours y holomorphe, différentier
les deux membres de I’équation (1).
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En différentiant 7 fois par rapport & =, nous obtenons des relations
entre les fonctions y, y,, ..., y, et leurs dérivées jusqu'a Pordre ;
cherchons les termes qui contiennent les dérivées d’ordre 7, dans la
derniere de ces relations; en différentiant =; y;, on trouve

diy;  .dm; dily;
Wl i SRS

Le premier terme donne seul la dérivée d’ordre ¢ de y;; on a d’ailleurs

([iyj _ [li.yj ( C[zj de“l . _{{E}_)z + P,

dst 7o dst \ds;_y dj_y dz

P ne contenant que des dérivées de y; d’ordre inféricur & ¢, et les con-
tenant linéairement.
Si Ion fait ensuite dans I’équation obtenue = =0, on a

d"Zj - f{‘y (c[s.,- R
() =(2),  (E5)=vo

On voit donc que, en réunissant les dérivées de méme ordre, la

., [(div . o, . R .,
quantiteé (———) est fonction linéaire et homogene des quantités
0

dst
dy di=ty
Yoo <ZE>07 te (27;._1:-1')0

ai dy aly o c (LY
Sidoncon connait y,, <ZE>0’ e <-€75:; ;) on pourra calculer <;-[:7 J

A moins que la relation trouvée ne se réduise & une identité; il est aisé
de voir que cela n’a pas lieu en général; calculons, en effet, le coeffi-

. i J . h .
cient de (%2) . Le terme = .y, fournit le coefficient
dst / I

ds; \¢ [dz,_\¢ dz\¢ .
(0 (-——-’ > < Ed 1) <—-—> =m;(0)9"(0).
7 )_dzj_, o \d3;-3/0 dz ), s(0)¢(0)
Réunissant ces coefficients dans le premier membre, on voit que le
v dt
coefficient de <»{—’> est
0

ds

1— 7 (0) ¢/ (0) —...—m;(0) 9" (0) —...—m,(0) ¢'7i(0),

quantité qui a été supposée différente de zéro.
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. d'y .
Ainsi, nous pouvons calculer (=) par récurrence.
Natdad 0

Il suffit de connaitre y, pour en déduire les valeurs des dérivées
pour = = o.

Pour avoir y,, il semble que 'on doive faire = = o dans I'équation
fonctionnelle, 1l vient alors

Yot —m(0)—m(0) —...— m,(0)] =03

la quantité entre crochets étant nulle, on voit que y, est arbitraire;
toutefois, nous prendrons pour y, une valeur différente de zéro, sans
quoi, les dérivées y,, ... seraient nulles, et il n’y aurait pas de fonc-
tion satisfaisant & I’équation fonctionnelle.

2. Apres avoir ainsi calculé les coefficients de la série y, il faut
établir que cette série est absolument convergente dans le domaine
du point origine : elle représentera alors une fonction holomorphe
dans cette région; il restera & montrer que la fonction ainsi définie
vérifie 'équation fonctionnelle.

Pour établir que la série formée est absolument convergente, il
suffira, suivant une méthode classique, de la comparer & une série de
méme nature, et que I'on sait étre absolument convergente.

Lafonction

~
S

> holomorphe dans un cercle de rayonr(1—>5)

r(i— )
et dont le centre est I'origine, est développable en série absolument
convergente dans ce cercle; cette fonction satisfait & I’équation fonc-
tionnelle

(2) Y=DP Y+ Py Yy+4...+P, Yy,
A
dans laquelle P;= T
1 R
ri—b

Nous pouvons d’ailleurs calculer les coefficients de la série au
moyen de I’équation (2) par le procédé indiqué plus haut; les valeurs
trouvées étant uniques, nous sommes assurés que ce seront bien les

Y , I . \
coefficients du développement de ———————; sil’on donne a Y(o) la

S

valeur 1. )
Ann. de Ufic. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Aour 1894. 33
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Nous voyons que les relations qui fournissent

— et (==
5t /g dst ],

ne different que par le changement de P; en =; et de

~”
S

en o(z).

1 —

z
r

Je poserai, pour simplifier, @ (s) = —~b—5—-etje supposerai b >|9’'(0)|,
I —

Sia

ce qui est possible, ¢’(o) ayant un module inférieur a l'unité et b
¢tant quelconque et assujetti & la seule condition d’étre inférieur &
Iunité.

Ceci posé, comparons les valeurs trouvées pour

dary diy

. (3
Le coefficient de (%—}f—) est
~ 0

1 —P,(0)bi—Py(0) 0¥ —. .. — P, (0) b

P,(0),...,P,(0) étant par hypothese des quantités positives, la quan-
tité P,(0)b*+...+ P,(0)b™ décroit constamment quand ¢ augmente,
puisque b est inférieur & 'unité et cette quantité, égale 4 1 si¢= o,
est constamment positive; le coefficient considéré est donc toujours
inférieur & 1, croit avec ¢ et tend vers I'unité si 7 augmente indéfini-
ment.

1
Le coefficient de <Cf{—3’> est
& /o

1—pi(0)¢'4(0) —...— pa(0) ¢ (0).

Ce coefficient n’est jamais nul par hypothese, si ¢ est différent de
zéro; d’autre part, il differe de zéro d’une quantité qui reste finie; en
effet, ¢ étant un nombre fini, le polynome en ¢’(o) n’est pas nul : il
differe donc de zéro d’une quantité finie; son module est supérieur a
un certain nombre «; sizaugmente indéfiniment, ce module differe de
I'unité de moins en moins; on peut donc écrire

[1—pi(0) ¢"(0)—...— pn(0) 9" (0)| > a > a|1— Py (0) bi—...—P,(0) b
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<

Examinons maintenant les numérateurs des expressions de

d'Y diy
(@), = (&)
Les termes de ces numérateurs different par le changement de P en=
et de @ en ¢.
Soit p le rayon d’un cercle de centre O dans lequel =,, ..., =, sont

holomorphes, et appelons M;le module maximum de =; dans ce cercle,
on a

dkm; ok M; . - M;
—(?;:/TL ;[:7 —: <I.A4‘../A—P—E"
P/ o
D’autre part, on a
M, d/c[)j . ) I
o <,.Ek_l7.c_>o_..le1.2. A

Sk L— b \E
1 — 07

Posons
1 < I
P/: ’.h ,]_____,_/L i
1 — Of
On aura alors
(l/fTL'/ d/" Mjpj
ds® |, T dst k|

L’inégalité écrite plus haut sera vérifiée pour toutes les valeurs de /,
sil'on a

rZp.

Nous pouvons établir une relation du méme genre entre ¢ et @5 re-
marquons que le module maximum de ¢ est o : on a donc

ke /e 4
e <d‘<__r:: <te. kb
1

dzt |, T ds®

0
drd

dsh

p
, —=r1.2.. ké-;’—
0 rk

Posons
br _ p

;—,;>E,;:
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inégalité toujours satisfaite, si I’on prend

r<pb,
sauf pour £ = 1; mais, dans ce cas, nous savons que |¢'(0)| << b; on a
donc bien dans tous les cas
ko
dsk

ds*

drd ,
0

0
Ces inégalités étant établies, désignons par M le plus grand des

M N .
nombres —7-1 et donnons & y, une valeur dont le module ne soit pas
ke
L. T < : 3 [J. ’
supérieur a 'unité; la valeurde y; sera de la forme ’;—‘; celle de Y, sera
1
’
' [ .
de la forme % Sil'on remarque que le module de la somme est plus
1

grand que la somme des modules ct que tous les termes de ) sont
positifs, et que ceux de w., renferment =, et les dérivées linéairement,

on peut éerire
[vi] > vy, || <My,

p , M
,.70]<Y0;;'

i
Vi

Le numérateur de y renferme linéairement © et ses dérivées, ainsi
que y,; mais il renferme les produits de y, par = ou ses dérivées, de
telle sorte que les termes du numérateur-de Y, sont supéricurs aux

n . . ) o 1 _ ol . 1
modules des termes de y, multipliés par M M = piz On aura done

M2,
el <—z Yo
et d’une facon générale on a
S ME,
|77 1 < 5 Y(G)

Nous sommes mainlenant en mesure de comparer les deux séries
formées.
La série
Yok S5 A e
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a ses termes de module respectivement inféricurs 4 ceux de la série

Y,M s YoM
Yo+5 -t — ...

j o4 I. 24

&)

Cette seconde série étant convergente dans le cercle de rayon

r(t—2b)a
M

pb(1—0b)e

ou M

il en sera de méme pour la série proposée, qui représente des lors une
fonction holomorphe dans ce cercle.

3. Pour démontrer completement notre proposition, il reste
établir que la fonction définie plus haut est une solution de I'¢qua-
tion fonctionnelle.

Les fonctions z,, 54, ..., 5,, étant des fonctions holomorphes de =
dans le cercle Cy, sont développables en séries ordonnées suivant les
puissances entieres, positives de z, dans ce cercle et par suite dans
le cercle de convergence de la série y formée plus haut.

Soit . ' .

5=l 5wy . ap st

By, 5y« .y 5, ayant un module inféricur & celui de z, la série

yi=y+ Lri Ty
est absolument convergente dans le cercle considéré; cette série, con-
sidérée comme série & double entrée, est donc une série absolument
convergente ordonnée suivant les puissances positives, enticres de z.
Les termes =;y;, produits de deux séries absolument convergentes,
sont des séries absolument convergentes, et le second membre de
I'équation cst alors développable en série absolument convergente;

quant au premier membre, il se réduit a la série

~ =2
Yot TYot T o e

Voyons s’il y a identité entre les séries qui figurent dans les deux
membres de P'équation fonctionnelle.
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Nous aurons

YYo= D4 T Yos
Yo=Z2m(0)yyal + Zm;(0) yo=Emi(0) yi[¢i(0)] + Xm;(0) yo-

Ce sont les équations qui nous ont fourni les valeurs y,, ¥, - - .-

. L’existence d’une fonction holomorphe non nulle 4 I'origine est

donc établie dans un cercle de T' de rayon p(~— b) ba

nombre inférieur & 1 et supérieur & [¢’(0)|; on peut étendre cette
définition de la fonction y & tout le cercle C, de rayon p, intérieur au
cercle C, et dans lequel les coefficients =; sont holomorphes; C, peut
d’ailleurs coincider avec C,.

Soit z un point de hauteur égale & 'unité par rapport au cercle T,
ce point étant intérieur au cercle C;; les points z,, =,, ... sont tous
intérieurs au cercle I'; la fonction /(z) définie plus haut est donc dé-
finie pour les points z,, ..., 5,; les expressions

/(51)1 f(z‘).): rrry f(:'n)
ont un sens bien déterminé et sont holomorphes dans les domaines
3y, By, « -y 3,3 12 fonction
1 (3)f(5) +. .. + 7w (2)f(5n)
est définie et est holomorphe dans le domaine du point =, pourvu que
tous les points de ce domaine aient une hauteur au plus égale & 1 par
rapport au cercle I'.

Désignons cette fonction par F(z); pour établir que celte fonction
satisfait & I’équation fonctionnelle, il suffit de montrer que 'on a

F(s)=/(s1).

» b étant un

Formons F(z,)
F(z)=m1(21) /(%) +7:(50) f(55) + o+ 7 (51) S (501a) 5
d’autre part, la fonction f(z,) satisfaisant & I’équation
J(50) =1 (5,) f(52) 4+ o+ o (51) f(Zas1)s

on a bien I'identité
F(z,):f(zl).
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Ce raisonnement peut étre alors appliqué aux points de hauteur
2, 3, ... par rapport au cercle I' et montre que ’on peut étendre 2
tout le cercle G, la définition de la fonction f(z).

5. Nous avons supposé jusqu’ici que les coefficients =, (z), ...,
T,(=) étaient holomorphes dans le cercle C,; si C, coincide avec C,,
le théortme est completement établi; si C, est intérieur & Cy, il nous
reste & examiner ce que devient la fonction /() dans P'aire comprise
entre ces deux cercles.

Soit A un point singulier (pole ou point essentiel) des coefficients
7, (%), ... T, (5); je suppose qu’il n’existe aucun point singulier de
module inférieur; décrivons un cercle I'" concentrique & C,, compre-
nant A & son intéricur et tel que la hauteur maxima des points de ce
cercle soit égale & 1 par rapport au cercle C,.

Dans I'aire comprise entre C, et I' il peut y avoir plusieurs singula-
rités telles que A; nous admettrons d’abord que =«,, ..., T, sont uni-
formes, ¢’est-a-dire que les points A sont ou des poles, ou des points
singuliers essentiels.

Pour tous les points autres que A, la fonction /(=) est holomorphe,
comme on I’a vu plus haut; considérons maintenant un point A et fai-
sons déerire & la variable = un contour fermé entourant A et intérieur
a I'aire limitée par I et Cy; =, ..., 5, décriront des contours fermés
entourant les transformées A, A,, ..., A, de A, et tous ces contours
seront intéricurs a C,; les fonctions /(z,), ..., f(z,), étant uniformes
dans ce cercle, reprendront les mémes valeurs quand z,, ..., 5, et,
par suite, = seront revenus & leur point de départ; il en sera de méme
pour =, (z), ..., ©,(z) supposées uniformes; on en conclut done que
la fonction

T (3) S (51) + 72 (5) S (52) 4 - . 7 (5) [ (35)

est une fonction uniforme de # dans tout le cercle I'; si, d’autre part,
on désigne par F(z) cette fonction, on sait que, sauf peut-étre aux
points singuliers de =, (z), ..., ©,(2), on a identiquement

F (&) =/ (51)-

D’apres le théoreme de Riemann, les fonctions F(z,) et /(=,) coin-
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cident dans tout le cercle, et la fonction f(z) satisfait & 'équation
fonctionnelle et n’admet que les singularités des coefficients; d’ail-
leurs, si plusieurs coefficients admettent la méme singularité, la fonc-
tion /(=) peut étre holomorphe dans tout le cercle.

. N . - I
Ainsi, la fonction ——————— holomorphe dans tout le cercle est

T

solution des équations, & coefficients non holomorphes,

i L (- B
/(s) = _1(—3zma . ,-> ./_(51)+~.~—a - /> (50,
e 1«—;(1—-{)) 21— )
- , - oy 3
1 e”“(x-—:'—. —1 et ”\l»—‘-:'-_ — 1
J) =] e —a - ) J(3) + =T f(5,),
1= 2 (= 0) = (1= 1)

dans lesquelles on suppose |a|<r(1— 6), la fonction ¢(z) étant
.. bs
ich ———

[ —
I

6. On voit aisément qu’en un point =z quelconque du cercle C,, qui
n’est pas un point singulier pour les coefficients et dont les transfor-
més z,, 5,, ... ne sont pas singuliers pour ces coefficients, la fonction
J(z) est holomorphe; en tout autre point, elle est ou holomorphe, ou
affectée de singularités analogues & celles des coefficients en ce point
ou en ses transformés,

En particulier,siAest un péle,ainsique sestransformésA;, A;, ..., A,
Pordre maximum dupoélede la fonction /(=) au point A sera la somme
des ordres des poles A, A;, ..., A, des coefficients.

7. Examinons en dernier lieu 'hypothese de points critiques pour
les coefficients.

Sil'on a adopté pour les coefficients une branche déterminée des
fonctions =, on définit une fonction f(z) dans le cercle C,.

Soit B le premier point critique que 1’on rencontre; si on I'entoure
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d’un cercle de hauteur 1 par rapport au cercle C,, dans lequel les coef-
ficients sont holomorphes, les chemins transformés de ce cercle ra-
menent pour f(z,), ..., f(z,) les valeurs initiales; la fonction

F(z)=m(3)/(51) +...+m(5) [ (3,)
devient alors
F’(S) = TE’l(s)./.(\z1.) kI ﬁ;l(:)./.(sll)7

w,(z), ..., @, (=) étant les nouvelles valeurs des cocfficients apres
une relation autour de B; si la fonction non uniforme, ainsi définie,
satisfaisaita 'équation fonctionnelle, on aurait, en revenant du point B
d son premier transformé,

F{z)) = (5) f(30) oo o=, (5)) /(S041)
et
F(sy)=m(5,)/(5:) +...+T(50) S (5ns1)>

ce (qui n’a pas licu généralement.
Cela peut avoir lieu si 'on suppose, par exemple, que le point B est

tel que

™ (s) _ _ m(s) ,

T (%) T, (3)

k étant une constante; on a alors

F'(5) == LT (3).

CHAPITRE 1I

1. On a, dans ce qui précede, établi I'existence d’une fonction ho-
lomorphe dans un certain cercle, dont le centre est un point limite «
a convergence réguliere de la fonction de transformation; mais il a
fallu supposer que les coefficients =; étaient holomorphes au point z,

Ann. de U fic. Normale. 3° Série. Tome X1. -~ Seprexsre 1894. ' 34
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satisfaisaient a la relation
1= (x)+mle)+...+m,(x)
el ne satisfaisaient & aucune relation de la forme
v=m ()¢ (2) - m(E) o () () ¢ ()

dans laquelle £ est entier positif.
Nous allons déduire de ce théoreme un moyen d’obtenir la solution
la plus générale de I'équation fonctionnelle

PoY = piYi e PaYa 0,

dans laquelle p,, py, ..., p, sont des fonctions holomorphes de = dans
le domaine du point limite a et en supposant, de plus, que p,(x) et
p.{2) ne sont pas nuls.
Rappelons d’abord quelques résultats obtenus par M. Koenigs (').
[’équation fonctionnelle

J(31) =9/ (w) [(5)
admet une solution holomorphe dans le cercle C,; cette solution, dé-
signée par B(z), est la limite du rapport

EBp-w
L' () ]”
pour p infini.
De la relation

on déduit
B%*(3,) = W% (x) B%(s),

« étant une quantité quelconque.
On en déduit encore, en prenant les logarithmes des deux membres,

logB(z,) = logB(z) +-logg'(x).

(") dnnales de I’ Ecole Normale supcricure, 1884,
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La fonction

log B(z)
b(sz e
() logo'(2)

satisfait & ’équation fonctionnelle
b(z,) = b(3)+1.
Enfin la solution la plus générale de I’é¢quation

J(51) =9 (2) [f(3)
est
B%(3)Q[b(3)],
Q étant une fonction périodique dont la période est égale & unité.
Tous ces résultats supposent ¢’(x) 77 o3 c’est ce que nous ferons
d’abord, nous réservant d’examiner ensuite le cas ot ¢’ () est nul.

2. Ces résultats étant rappelés, considérons I'équation algébrique
(1) Jolx) 4= pla)l = py(x)i ...+ py(x)tt=o0,

que nous appellerons équation caracteristique; nous allons montrer
comment & une racine de cette équation correspond une fonction qui
satisfait & I'équation fonctionnelle.

Soit @ une racine de 'équation caractéristique; posons
Loga

ol (2 T s e
@@z, “ Logo'(x)’

et supposons qu’il n’existe aucune autre racine de la forme ¢'*+ (),
k étant un entier positif.
Posons (")
¥ =Y B*(3);
’équation fonctionnelle i laquelle satisfait Y est alors

oY B2(3) + p Y B*(5) 4. o+ pa Y, B%(3,) =0
ou
B(s)[poY -+ pro®(2)Yy+... o ppo**(2)Y,] = o.

(1) On peut d’ailleurs Glablir toute cette théorie, sans avoir reeours & la fonction B(z)
en faisant la substitution y = Yz%; ceci permet méme d’obtenir B(z) comme conséquence
de ee qui préedde; toutefois, I'introduction de B(z) évilant d’étudier les singularités rela-
tives aux zéros de g (z), nous avons préféré suivre la voie indiquée plus haut.
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L’équation caractéristique correspondante
(2) Po(2) -+ pi(x) o' (x)t+. ..+ pu(x)9/"*(2)tt =0

admet pour racines les racines de I'équation (1) multipliées par
o'~*(x); clle admet done la racine 1 et aucune racine @' (2), £ étant
an entier positif.

On en conclut, d’aprés le théoreme fondamental, qu’il existe une
fonction Y non nulle & 'origine, et holomorphe dans le domaine du
point &, qui satisfait & I’équation

Po(B)Y - pi(5) % ()Y, 4. .. pu(3) o'**(2)Y,— o.

Nous voyons, en particulier, que, si a est entier positif, I'équation
proposée admet une solution holomorphe dans le domaine du pointx
cette solution admet e point limite comme zéro d’ordre a.

Si e est enticr négatif, il y a une solution méromorphe au point
limite, qui est pole d’ordre «.

Si « est fractionnaire, le point limite est un point critique algé-
brique.

Nous pouvons maintenant partager les racines de 'équation carac-
téristique en groupes tels que les racines d’un méme groupe soient les
produits de 'une d’entre elles par une puissance entiere positive de
9'(x)-

A chacun de ces groupes correspondra une fonction de la forme
B*(=)Y; nous avons donc déjaautant de solutions que de tels groupes;
mais on peut aller plus loin et trouver une solution qui corresponde
4 une racine quelconque de I'équation caractéristique, si cette racine
est simple; /solutions correspondantes a laracine de I’¢quation carac-
téristique, si cette racine est multiple d’ordre /.

3. Pour trouver la forme de ces fonctions, il est nécessaire d’étu-
dier quelques équations du premier ordre, qui sont des généralisations
des équations d’Abel et de M. Schreeder.

Premier exemple : y == py,.

Sip(x) est différent de zéro, on peut poser

pla)=[o(x)]*;
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il existe une solution de la forme
[B(z)]*Y,

Y étant holomorphe dans le domaine du point et ne s’annulant pas
en ce point.

La solution générale est alors

[B(s)]*YQ[b(3)],

Q étant une fonction périodique de période égale & I'unité.

Dans le cas particulicr olt p(x) est unc constante égale & 'unité,
la solution se réduit & Q[6(=z)].

Deuxieme exemple : y, - y = u, u ¢tant une fonction holomorphe
dans le domaine du point x.

Pour ramener cet exemple au précédent, posons

o= logy, yi—logey,
o
loge, - loge — «, log -—(»)1 =, P e

e “est une fonction holomorphe dans le domaine du point x; nous
pouvons alors distinguer deux cas :

19 I((ﬂ:) == 0.

L’équation caractéristique a alors la racine 1, car on a

e—wl&)

Laissant de coté le cas olt u(ix) serait constant [cas qui se résout au
moyen de la fonction Ab(=), A étant constant], on voit qu’il existe
une fonction ¢, holomorphe et non nulle au point @, qui satisfait
I"équation

p oo e v,

Prenons une détermination de la fonction loge; ¢ ne s’annulant pas
au point 2, on peut choisir le domaine de ce point de facon que Loge
soit une fonction uniforme dans ce domaine; la fonction Loge, sera
alors parfaitcment déterminée, et 'on aura ainsi vérifié I'équation

IJ()g g = IJOgV = U
ou
Yi—Yy=u.
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2° u(a)#o.
La racine de I’équation caractéristique, qui correspond & I'é¢qua-

tion
p == ¢, e~ u(3)]

est alors

en(x) ;

Posons
w(x)
O T e i
Log ¢'(x)
Il existe une fonction ¢ de la forme
[B(=)]*V,
V étant holomorphe et non nulle au point z.

La fonction y == Log[B(=)[|*V admet en « un point logarithmique.
Si I'on fait décrire & la variable un chemin qui n’entoure pas I'ori-
gine, et si 'on suppose que le domaine du point 2 ne conticnne au-
cune racine de B(z), on peut définir la fonction

. Yi== Log[B(z)]*V(5,);
I’équation
,}’l . ‘)/ —— u(:)
admet done une solution de la forme
' aLogo'(%).0(s) -+ LogV(s),
Log V(z) étant holomorphe au point «.
Troisiéme exemple : y, — y == b"~"(z).
Posons
y = aybt(s) 4o, b= (3) di o, b(3),
yi=o[b(s) + 1]t 4o [b(5) 1] ooy [ D(5) 1]

Voyons si 'on peut déterminer les coefficients «,, o, ..., a,._,, de
facon & vérifier I’équation
Yi—y = b (3),

nin-—1) n-——1
Gy - - I

v e =
n(n-—1)(n-—2) (n—1)(n—=2) n--9
“0 p '“2..'..3 —pe :Zl e e———— ,.IA..:;‘._.,.__._.__ ._*_ a2 __.__‘__._ — ()’
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De ces équations, on tire successivement «,, o, ... en fonctions
de a,; quant au coetficient de 6" ~'(z), il est égal & n«,; il suffira donc

de prendre pour «, la valeur 71'

4. Des exemples qui précedent, on peut en déduire quelques autres
dontla solution se déduit aisément des solutions que nous venons d’ob-
tenir; on y parvient a 'aide d’une formule analogue & celle de P'inté-
gration par parties.

Si nous désignons par Ay la fonction y, -- y et par Vy une fonction ¢
satisfaisant & ’équation ¢, — ¢ = y, nous avons identiquement

Aup==wy¢ - wp = (uy— )+ (0= 9= (1, —wu) (¢ 4+ Av) -+ (¢, — ¢) u,

ou
Auy == vAu ~+- ulAv -+ Au Ay.

D’autre part, si entre les fonctions o, 5, v, ¢, existe la relation
(1) Ace == AP -+ Ay - Ao,

on en déduit
[o A (3 - '/ —- (3,

en négligeant le terme Q[ 0(3)].
La relation (1) peut s’écrire en effet

oy By = By o by B

Cette équation admet pour solution générale la fonction Q[b(z)]; -
on voit done que la relation (1) équivaut i la relation

=By +0-+8[0(5)]
De I'identité que nous avons écrite plus haut, on conclut I'identité
we =V (pAu)+V(uldo) - V(AulAv) + Q[ b(3)].
Nous allons appliquer cette formule & quelques exemples.
Premier exemple :

yi—y=ub(s),
}-:::Vub(:).
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Remplacant dans la formule précédente u par Vu et ¢ par 6(z), on
trouve, en tenant compte de la relation b(z,) — b(z) =1,

DIYVu=Vub(s)+V[0(s)—0()|Vu+Vu[b(5)—0()]+Q[b(3)],
b(z3)Vu=Vub(z)+VVu+Vu+ 2[b(3)],
Vub(z)=[b(z)—1]Vu—~SVu--2[b(3)].

Si «(x) est nul, Vi est une fonction holomorphe dans le domaine du
point ; si u(x) # o, Vu est de la forme

aloge’ (z).b(3) + [(3),

/(=) étant une fonction holomorphe.
On a alors

VWu=ValLogo(x).0(3)+V [(5)==0a,b*(z) + B, 0(3) -+ f1(3),

«,, B, étant des constantes et /, (z) une fonction holomorphe.
On voit done que Vub(z) est de la forme

2O2(5) +pb(s) +d(3)

A, étant une constante, 1. ety (z) des fonctions holomorphes; la solu-
tion générale est la précédente augmentée de Q[0 (z)].

Deuxicme exemple :
Yi—y = ubt(s) y=Vub"(s).
Remplacant dans la formule « par Vu et ¢ par 6%(z), on trouve

b7 (5)Vu = Vab®(3) -+ VVu[ b (50) — b (5))} + V][ 6" (5,) — b (2)]}
== Vb (5)+ V[ nb*=1(5) o= 1] Ve + Viu[ b= (5) .. 1]).

Vi est de la forme ab(z) + f(z), « étant une constante. Si 'on met
cette expression a la place de Ve, on voit que I'on a

b (5)Vu =Vub"(5)+Vnab(z)

-+ V

nf(z) - nu-- nin- TuaJ b=t (z) 4+ ....

1.2
De cette relation, on déduit

V(w-t+no)b"(5)=0"(5)Vu — VF(z)
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I (=) étant un polynome de degré » — 1 en b(z), dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes de z.

Sil'on admetque VF(z) estun polynome de degré n en 4(z) i coef-
ficients holomorphes, on voit que

Vub®(5)=0"(5)Vu —VF(z) —Vnad"(s)

est un polynome de degré n -+ 1 en b(z) & coefficients holomorphes.
Ce théortme ayant ¢té établi pour un polynome F(z) du premier degré
en b(z) est ainsi démontré dans le cas général; on a done

Vaubn(3) =/ () 0P+ (5) 4. ..+ fi(3) b1 (2) . .o furr (3).

On peut remarquer d’ailleurs que le coefficient de 07+ (=) est une
constante, et les coefficients suivants des fonctions holomorphes de z
au point x.

De la résolution de cette équation, on déduit celle de I'équation

yi—y =uwulLogey Log¢' ... Loge(®,

w, ¢, ..., 0 ¢tant des fonctions holomorphes qui peuvent étre nulles
au point .
¢ ¢tant de la forme (s — 2)f 'V [V(x)] # o, on peut écrire

Loge = Log(s — 2)*V + Log B#(s) — LogB#(s),
x”

~ . &
:'._._—:~__ L0 k ot
B -+ LogB%(3s),

I

-
Loge == LogV l’ ~~~~~~~~~ . J ~+ LogB%(s)=LogV'(35) -+ A Logao'(x).b(5),

LogV'(s) é¢tant une fonction holomorphe dans le domaine du pointx.

Le produit wLoge. Log¢ ... Loge™ est donc un polynome de degré
n+1 enb(z) i coefficients holomorphes et y sera un polynome de de-
gré n + 2 en (=) a cocfficients holomorphes.

5. Nous avons jusqu’a présent étudié des équations de la forme
Yi—y=u b (=),

dans lesquelles « est holomorphe; nous aurvas besoin pour I'étude
des groupes de racines de I'équation fonctionnelle homogene d’ordre n

, s r
Ann. de I'Fie. Normale. 3* Sésie. Tome XI. Seprimsre 1897%. 35
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de connaitre la forme de la solution d’équations de méme forme dans
lesquelles « admet un pole au point ; il nous reste a examiner de
telles équations.

Premier exemple :

y [ __a.l____ ~- + CZA'-.I
ot B’-( ) Bz T B

[AY
~

o, %, ..., 0y, ¢tant des constantes.

Posons
— A M
V=BG T T By
yi= : -+. —}——)’“‘ o
S @"(J)B"( ) %' (x) B(5)

Sk

) [a‘ér) =

Nous aurons résolu I'équation proposée en posant

L . Y
r= = | guga | o

i

équations qui fournissent les valeurs de &, ..., A4, puisque o'(x)
est supposé compris entre zéro et 'unité.
Deuxiéme exemple :

iU

.J’:'—J’:“(;:_—;;)‘/r’

la fonction « étant supposée holomorphe ¢t non nulle au point .
Sil’on pose

A -
Bz T T By

y=t+ +

B/r( )

’équation devient

A 1 7 7\/_ I u
[P— _— — k=1 SR
: +Bw>[ ‘J*“*M)[ ] (5=a)F
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On a d’ailleurs

W=y~ (5 —x)+ay(s—x)+... +ap(s—2)+..

i i
I ay - o

e T -+ ++°’5+°’f+1(5"¢")+

Bi(3) 5-—x)t (5 —a)—!

i

Nous pouvons alors déterminer les coefficients A de facon A faire
disparaitre les termes qui contiennent s —a en dénominateur; il

suffit de poser

- R
P
llrm—lla‘;—-—ao,

On tire de ces relations les valeurs de A, A,, ...; on voit facilement
que les coefficients aﬁ, of =1, ... sont différents de zéro, sans quoi

0
! ? a1 ey 2 3 H \ Y A ’ 2 » ;
ek aurait pas le point « comme pole d’ordre .

¢t est alors une fonction de la forme
pb(=)+/(3),

p ¢tant une constante et /(z) une fonction holomorphe.
On voit que I'équation

. 144
NS R
admet une solution de la forme
2 7~1 )J:—i - Pl o
Bi(s) TG T T B +pb(s)+/(5)
ou
P(s)
G +pb(z),

P(z) étant une fonction holomorphe en z, et non nulle.

Troisiéme exemple :
wbh(z)
NI
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Appliquons ici la formule
up =V(vAu) -+ V(uAv) + V(AuAp),

en remplacant w par V — et o par b(s).
b(s)v(;_”a.)k: <Mi(1))' v (z_"x)k +V o
v (;—l-l oYk (:l’i:;)k -+ pb(3),
W (Z—Ux)/f (;(%12)4- + 1 0*(3) 4+ P b(3),
B(a)Y ot = ) R 3)

['équation a donc une solution de la forme

Pi(5)+Py(5)b(s)

(5—a )k +vbi(s),

P, et P, ¢tant des fonctions holomorphes, ¢ une constante, P, (z) étant

différent de zéro.
Quatrieme exemple :
_ubr(s)
Y1)y = (:—.1')&"
Admettons que I'on ait

wb=(z) _ Pi(s)+Py(s)b(s)+...+P,(5)b*"(z)
(s —a)k ™ (5 — )k

-+ v b (3),

nous allonsmontrer que la loideformation estencore vraie pour I’équa-

tion

Dans la formule déja employée, remplagons u par V

b (=)

), ety par

b (5)V e Y +V[n b1 (5)]V —r +V

g ( ) ( )/ 4 ( >( )/ Lb ( ) ( )] (3 /L')k (5
n n s n=1(n .._t_('.__. s s Y e

Vor (s )( ),..,b (z)V 27 V(nbr=1(z)+...)V G= 7 V(z

1% )
- ;‘V' [n® b= (3)+...

ol @)=l
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On a
u P(z)
‘ = b(3).
(5——.L)A (;_‘Z.)/L'—I-IJ' ( )

Le second membre contient donc des termes de la forme

yR) 07 (s) - g Ra(s) bn2(s)

(z—x)F (z—ax)f
dont les valeurs sont de la forme

Pi(z)+4...+P,(5) b1 (5)

(: — .L')/"'

“+ ¢ b*(z),

et le terme
P(z)0"(3)
n-41( ~
ob (~)—+—————-———-(:~_.n)k >

dans lequel P(a) est dillérent de zéro, de telle sorte que 'on a bien

-+ Q0% (5
’)._I' -+ \"I) ( )+an+x(:),

(5—x)f

ce qui établit le théoreme d’une facon générale.
Remarquons que Q, (x) n’est pas nul.

CHAPITRE III.

1. Soit I'équation fonctionnelle
Po(2)y +p1(8))s oo Pa(3)Yn== 0,
dont I’équation caractéristique
po(z) +p(z)t—+...+pa(2)t" =0

admet la racine a d’ordre p.
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Posant @ = [¢’(2)]*, & toute solution y correspond une solution Y
de I’équation
Po(3)Y +pi(3) [¢" (@)Y i+ 4 pa(3) [9(2)]"* Y, = 05

réciproquement i toute solution Y correspond une fonction y solution
de la premiere équation; entre ces fonctions, on a la relation
y=Y[B(z)]*

Au lieu de rechercher les solutions de la premiere équation, nous
allons chercher celles de la seconde; I'équation caractéristique relative
a cette seconde équation, ayant pour racines celles de la premiere équa-
tion caractéristique divisées par [¢'(@)]*, admettra la racine 1 comme
racine d’ordre p.

Ce sont les fonctions qui correspondent & cette racine que nous
allons étudier.

2. Nous savons déja qu'il existe une fonction holomorphe non nulle
au point x qui satisfait & 'équation en Y; soit Y’ cette fonctions si
nous posons Y= Y'V, I'équation devient

Py(z5) YV-4+P, ()Y, Vi+...+P,(5)Y,V,=0,
en posant, pour abréger,
Pi(2) =pi(z)[¢' ()],
ou, en tenant compte de la relation
P(3)Y+Py(5)Y, +...+P,(3)Y,=o0,
Pr(2)Y'V 4P (5) YV, +. ..
— [Pe(5) Y +P ()Y, +...+Py(5)Y,_,1V,=0,

[)O(Z)Y,(V - V”) + P, (:') YI1 (V —_ Vn.—i) L
—+ P,-1(3) Y’n,v~1 (an--x —V,)=o.

Prenant maintenant comme fonction

v =V,—=Y,
w, =V,—V,,

Upmy = V,— VIL—17
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&
|
Ne]

ou
Vo— Vi = tp—y,

V n Vn—-‘.’ = lUp—y Up—g,

Nous trouvons ainsi la nouvelle équation

Po(s)Y' (€~ w4 o4 tep—y)
+ P Y (e, oty ) =P (3) Yty =0,

Po(3)Y 4+ [Py(3)Y'+P(5) Y, Jtty+...
P () Y+ Pi(5) Y, . Py (5) Yo J e =0,

équation fonctionnelle d’ordre »n — 1 en w; les coelficients sont holo-
morphes etle coefficient de w n’est pas nul au point . Cette équation
est done bien de la forme déja étudiée.

Formons son ¢quation caractéristique

Py(x) Y (x) 4+ | Po(x) Y (x)+P ()Y ()]t +...
| Py(x) Y (x)+...+Ppg(2) Y, (2)]tr1=o0.

Remarquons que I'on a
Y(z)=Y (x)=...=Y,_, (x).
[’équation caractéristique peuts’éerire
Py(x) - [Py(2) - Py ()]t ... [Po(2) + P (2) ...+ P, (z)] (*'=o.
Le premier membre de cette équation étant le quotient par £ — 1 de
— [Py(z) + Pi(x)t+...+ P,(z) "],

celte équation admet encore la racine 1 & Iordre p — 1. L’équation
fonctionnelle en « admet alors une solution holomorphe non nulle au

point x.
A cette fonction correspond donc une fonction V="Vu de la forme

kb(z)+ f(5),

k étant une constante, f'(z) une fonction holomorphe au point .
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L’équation en Y admet donc les deux solutions
Y, Y[kb(s)+S(5)],
et I'équation donnée admet les deux solutions
VB, YIB()M[k0(s)+/(3)]

Si la racine @ est double, nous avons ainsi deux solutions correspon-
dant a cette racine.
Admettons qu'a une racine @ d’ordre p — 1 correspondent les p — 1

solutions
Y'[B(z)]% YI[B()]*[,b6(G)+/1(3)], ...
Y[B(3)]*[hpabP~2(5) 4 froa,1 (®) 0P (3) .. . [, p—2(5)]-

Nous allons démontrer qu’a une racine @ d’ordre p, correspondent
les p solutions

Y'[B(5)]* ... Y[BGI* A, P~ (3) 4 frey 4 (3) 00 2(3) = oot Sy ey (3)],

Si nous admettons le théoreme pour la racine p — 1, U'équation en «

a les solutions
w, wlmb(s)+d(s), ...,
”[”3[:——2 /),"‘2(3) -+ ’#;:-2,1(,3) /)[>~:i(z‘) I '#1:—-1,11—2(5)]'

A ces p—1 solutions correspondent pour V les solutions
Vu, Vg wlmyb(zs) -+ (s) ;, ey
qui sont de la forme

k' b(3)+ [1(3), /"’zbz(z) +f2,1(5)b(5) “+fo,0(5)y ..,
/‘Jﬂ—l br=1(z) +/;) ~1,1(‘7) br=2(z) .. '+f;;-1./)—1 (=).

[équation en y a donc bien p solutions de la forme indiquée; nous
remarquons que £, ..., /c'/)_, sontdes constantes, /, (=), ...,‘/[’,_,’,,—‘(:)
des fonctions holomorphes.

Nous voyons d’ailleurs que les constantes £, ..., £, , ne peuvent
étre nulles; on peut, en effet, par le procédé employé obtenirune série
de transformées de I'équation jusqu’a ce que 'on parvienne & une
équation fonctionnelle dont I'équation caractéristique admette la ra-
cine simple 1; 'équation précédente a alors pour solutions une fonc-
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tion holomorphe non nulle en « et une fonction qui a la forme d’un
polynome du premier degré en &(z), le coefficient de b(=) étant diffé-
rent de zéro au point z.

Le terme en () de I'équation qui précede sera dans les mémes
conditions, puisqu’il provient uniquement du terme en (z); en conti-
nuant ainsi, on voit aisément que les constantes £, ..., 75'[,_, sont dif-
féerentes de zéro.

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

A une racine [ ' (x)|* d’ordre p de Uéquation caractéristique corres-
pondent p racines, qui sont les produits d’une fonction [B(z)]*Y par des
polynomes de degré o, 1, ...,p — 1 enb(z); les coefficients de ces poly-
nomes sont, ainst que X', des fonctions holomorphes de = dans le voisinage
du point z, les coefficients de la plus hawte puissance de b(z) élant des
constantes différentes de séro.

Nous avons négligé constamment les termes Q[b(z)], mais nous
voulions simplement obtenir p solutions correspondant & une racine
dordre p de I'équation caractéristique; nous verrons plus tard com-
ment on peut trouver la solution générale de I'¢équation au moyen de
solutions particulieres.

3. La méthode que nous venons d’employer permet également de
trouver les solutions qui correspondent aux groupes de racines indi-
quées plus haut.

Soient [¢' ()], [¢'(x)]* ™, ..., [¢' (x)]* - p racines de I'équa-
tion caractéristique, £,, ..., £,—, étant des nombres entiers positifs,
qui ne vont pas en décroissant.

A la racine [¢/'(2)]* de I'équation caractéristique correspond une
fonction [B(z)]|*Y’ de I’équation fonctionnelle; I’équation fonction-
nelle & laquelle satisfait Y* étant

Po(s)Y+Pi(5) Y +...+P,(5)Y,=0o0,
P,, P,, ..., P, étant les fonctions
po(s) [0 (2)]* ...y pa(z)[¢'(2)]"

Les racines de ’équation caractéristique correspondant a I’équation

Ann. de ’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XI. SEptomBrE 1894. 36
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en Y sont, relativement au groupe considéré,
5, [e(@)] 5, o, [9/(@)]7
Si nous formons la transformée en u, en posant
Y=YV, V,—V=u,
nous trouvons I’équation fonctionnelle

Po(3) Y u+[Py(5)Y + Py(5) Y Juy+. ..
+[Po(3)Y' + ..+ Py (5) Y, JUp—y =0,

dont I’équation caractéristique admet les racines
[o" ()] oo (97 (@)] -
Il existe donc une solution z de la forme
[B(z)]"" e,

u étant une fonction holomorphe au point , et non nulle.
La fonction V correspondante sera

u 174

V: poronmad ’
VBT T G=a)k

u étant holomorphe au point .

On a donc
V— P (z)

=G=ak Tt pb(s),
w étant une constante, P(z) n’étant pas nulle au point x.
L’équation proposée a donc les solutions

P(s)

G—a)k

VB, VB + pb(2)]

ou
(z—=2)fi(2), (2 —2)*Ffo1(5)+ (2 —2)*b(5)/2,0(5),
J1s Sfois fa élant holomorphes; f, (x) et f,, () n’étant pas nulles.
Admettons que, & un groupe de p — 1 racines, correspondent p — 1
solutions qui ont la forme de polynomes en b(z) de degrés o, 1, /,
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p — 2; les coefficients de ces polynomes étant les produits de fonc-
tions holomorphes par les binomes (z — 2)%+, «;,; correspondant
[6(=)), [¢'(2)]% étant la (Z)™e racine, en supposant ces racines
rangées par ordre de croissance des exposants.

Dans cette hypothese, une solution de I'équation en « sera

(5 — @)~k (2) =+ (5 — 2)~hins§a(2) B(5) 4. . .+ (5 — @)~ R (3) b= (5),

on a ‘
j=i
V=Vu= Y V(s —2) iy (5)bi~/ (5)
j=1
J=i L
— O Qo+ Qib(’v')“:-'-’+‘/9i—j[b(z)]l~1_Pbi—j+1(z)
(..—-:L')‘l
J=1
et

J=i .
y:Y’[B(z)]“ 2 Qo+ Q.b(5)+...+ Qz’—j[b(z)]i /

(5 —a)ki

+ p bi—i+1(z).

j=1

Les seuls binomes qui soient en dénominateurs de [6(z)] sont
(z — ), (z — @)k, ..., (s — @)"; de sorte que I'on peut écrire

"(z "(8)b(s iy [O(5)]1 ;

y=Y[B(2)]*

ou
¥y =J1(5) (5 — @) i [ (5) (5 — @) R b (3) o fria(3) (5 — 2)*[ 6(3)]'

En donnant successivement & ¢ les valeurs 1, 2, ..., p —1, nous
aurons, outre la solution Y'[B(z)]% les solutions

J2,1(5) (5 — @) fr,0(5)(5 — 2)*b(5),

Jpa(8) (5 —2)*Hps fp,2(5) (53— 2)*Fp=2b(2) 4 - . = fp,p(3) (s —2)*[b(2)]7 .

Si, dans ce qui précede, on suppose différentes quantités £ égales
entre elles, tout ce que nous avons dit subsiste.

Si, aux conditions déja énoncées, nous ajoutons que la fonction
p.(z) ne s’annule pas au point x, nous voyons qu’une racine quel-
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conque de I’équation caractéristique peut étre mise sous la forme
[¢'(2)]*, et nous pouvons énoncer le théoreme général suivant :

A une racine simple [ o' () |* de I'équation caractéristique correspond
une solution de la forme

(s —=)%f(5)-
: / o Al V1% ’ o, pe

A un groupe de racines [ o' (x) |, [9'(x)]*, e [¢'(2)]* dont les
exposants ne vont pas en croissant et sont égaux ou différent d’un nombre
entier, correspondent les p solutions
( —x)a'fl(z))
(2 —2)* fo,1(5) + (53— 2)* fo,0(5) b(5),

3]

58— )% fp1(8) + (58— &)1 fpa(5)0(58) 4+ ...+ (55— 2)% [, ,(5) 0P~ (5),

b(z) étant une fonction qui admet au point x un point logarithmigue,
S1(5), - [ p(5) étant des fonctions holomorphes en .

Remarquons en terminant que certaines de ces fonctions peuvent
étre identiquement nulles, comme cela a lieu pour les équations &
coefficients constants, que nous étudierons plus tard, les fonctions /,,
Soyis oo fpu Wétant pas nulles & 'origine, si toutes les racines sont
simples.

Examinons d’un peu plus pres la composition de ces solutions
lorsque des racines du groupe sont multiples; supposons [¢ (2)]*
racine d’ordre A,, [¢' (2)™ d’ordre A,, ...

A la racine «, correspondent A, solutions

[B()IA[Sea(5) +S02(5) 0(5) -+ f1u(5) 677 (5)],

7 pouvant prendre les valeurs 1, 2, ..., A; f; () est différent de zéro.

En appliquant la méthode déja employée, nous scrons amené i
considérer une série d’équations fonctionnelles, les a, — 1 premieres
conduisant aux A, solutions précédentes, la af™ ayant une équation
caractéristique n’admettant plus la racine [¢'(2x)|*, mais ayant la
racine [9'(a)]** a lordre A,. Celte équation fonctionnelle a donc
des solutions de Ia forme

BL(a)]% [ 14 (3) + /1,0 0(5) +- . .+ fiu(5) b7 (2)],

/i,:(%) n’étant pas nulle au point .



ETUDE SUR LES EQUATIONS TONCTIONNELLES. 285

L’équation fonctionnelle de rang o, — r admettait alors la solution

YVIB()]%™ [ i1 (3) 4o o fii(5) 071 (3)]

7 it 5
Nous savons que V[]—Fi;’(?l)———]-;(q) est de la forme

]’)0 - Pl I)(z) [ ])l'—l b[—[(z)
LI;(S )]OC,—O(u

-+ pbi(s),

v pouvant étre nul, mais P, (2) ne I’étant pas, f;, étant supposé
différent de zéro.

L’expression V[B(z)]|*~*]| f;,(z) +...] contient donc un terme
Py 07 (s) . Ji—2( . N ‘
B (A" le terme en 6*-*(z) peut fournir également un terme en
b*=' (=), mais, son coefficient étant une constante, on voit que le coeffi-

cient de
bi-1(z)

[B(s)]%=

sera une fonction holomorphe non nulle au point .
La solution de I'équation de rang «, — 1 est alors

J(5) 4 S1(5)0(5) - fi(3) B (5) -+ fraa(5) b(3)
[B(=)]%

?

[:(x) étant différent de zéro et [, () étant nul; on a

Si1 ()= [J.Y [B(z)]%%.

i LY . bi=1( 3
Si I'on remonte & I'équation de rang «, — 2, les termes W

G : o LG S1(5) b(5) 4o+ [fi(5) 677 (3) Can ferme
(uiproviennent de : (B[ donnent un terme
bi=1(3)
[B(z)]%=%
1 Yb!(z) peut donner un terme en b-'(s); mais le coefficient de ce

, < b1 (s , Ly
terme étant holomorphe, le terme en [—-I—-;(;)L]a—z; que 'on en déduit

en dont le coefficient ne s’annule pas au point z; le terme

aura un coefficient nul au point 2; on en conclut que dans la solution
, . n bi1(s ]
de I’équation de rang «, — 2, le coefficient du terme “—3(—;—55—&)_—1 ne

s’annule pas 4 'origine.
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Nous pouvons répéter ce raisonnement et nous arriverons finalement
A trouver pour I’équation proposée une solution de la forme

[B(z)]%[Fi(5) + Fy(5) b(5) +.. .-+ Fu(5) &71(5)] + [B(3)]*[. .. ],

F;(z) n’étant pas nulle au point z.

Il est manifeste que, sil’on considére les solutions qui correspondent
i la racine [o'(@)]* d’ordre Ay, ces solutions correspondent a des so-
lutions de la o™ équation d'une forme analogue, le coefficient de la
puissance de 4~'(z) étant différent de zéro, les coefficients suivants
contenant en facteur [B(z)]%*%, tandis que les coefficients des
puissances [6(z)]°, [6(=)], ..., |b(=)]~" ne contiennent pas le
facteur [B(z)]*.

En remontant 4 la premiere équation, on trouvera

[B(a)%[F) (3) +Fy(3) b(5) ...~ Fi(5) bi=1(2)]
B AL ]+ [B(s)]%. ...

Nous pouvons alors préciser la forme des solutions qui correspondent
a un groupe de racines; pour cela, nous supposerons que la racine
multiple d’ordre A est remplacée par A racines; ces racines seront
¢videmment égales, mais nous les distinguerons, pour la commodité
du langage, en leur assignant un rang.

Soient oy, &g, ..., %; ... les exposants de ¢’(x); une solution de
I'équation fonctionnelle sera de la forme
[B(a)]%[f1(2) +/2(5) 0(%) 4. ..+ [ (3) 671 ()] + [B(&)]% ... ]+ . o,
si elle correspond a la ji™ racine [¢'(x)|%, et o; étant inférieur i
Olfy e Oy

Le coefficient £;(z) est holomorphe et ne s’annule pas au point .
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CHAPITRE 1IV.

1. Le théoreme général sur I’existence d’une fonction holomorphe

7

non nulle satisfaisant & I’équation fonctionnelle, sous la condition
po(xZ)+pi(x)+...+p,(x)=0o0,

suppose simplement que ¢(«) a un module inférieur & P'unité; mais,
dans I'étude qui a été faite ensuite de ’équation, on a supposé que
¢’(2) n’était pas nul, en faisant correspondre & un nombre [¢'(2)]*
une solution de I'équation fonctionnelle. En supposant ¢'(x)= o,
nous allons chercher & former une fonction analogue a lafonction B(s);
cette fonction ne sera pas holomorphe dans le domaine du point x,
ainsi qu’on peutle voir aisément @ prior:; pour trouver cette fonction,
nous établirons les théoremes suivants :

Tutorime I. — Si la fonction ¢ (=) est de la forme
z+c(s—a)*[1+4(2)],

a étant un entier posiif, ¢ une constante, Y (z) une fonction holomorphe
dans le domaine du point x et nulle en ce point, il existe une fonction
- holomorphe unique satisfaisant & I’équation

yi=c(s—az)y.
Cette fonction a le point 2z comme séro simple.
Posons y =(z — «)Y, la fonction Y doit satisfaire & I’équation
(51— )Y, =c(z—2)* (s —2)Y,
Y= (o Ys
Y=[1+¢(s)]Y:

Cette équation fonctionnelle admet une solution holomorphe dans le
domaine du point x et cette solution n’est pas nulle en ce point; on en
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conclut qu’il existe une solution y =(s —x)Y satisfaisant a I’équa-
tion
yi=c(s—z)*y.

Cette solution est seule holomorphe ou, du moins, les autres solutions
holomorphes sont le produit de y par une constante.

Leé raisonnement que nous venons de faire suppose ¢(«) non nul
identiquement; dans le cas oi I’on aurait

o(s)—z=c(s —a)%
on voit de suite que la solution holomorphe unique y est
. 5 — .
Cette fonction holomorphe est d’ailleurs la limite du rapport

5, — 2 .
(s —x)* 1 (53— a)* V(S — 2)%

on le voit facilement en multipliant membre & membre les identilés
yi=c(s—x)* 1y,

Ye=c¢(s—x)* yy,

,)’/LZC(%—P" x)u—q,}’n-—h
ce qui donne
Ye=ct(5—x)* 1. . (5pg— x)%1 y.

Posant y = (s — x)Y, on trouve

(sn—x)Y,=c"(z—2)* .. (53— x)* 1y,

. S,— X %
Y oG =a)e . (spg— )i

Si n augmente indéfiniment, Y, a pour limite une constante et le rap-
port considéré a une limite qui est & un facteur pres la fonction y.

On pourrait, cn suivant une marche analogue & celle qu’a adoptée
M. Keenigs pour la fonction B(z), montrer que le rapport

Bp— &
(5 — 2)%t (B — )%
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représente pour n infini une fonction holomorphe dans le domaine du
point x, et en déduire que ce rapport est solution de I’équation

yi=c(s—x)*ty.

On voit d’ailleurs que =, — « est divisible par (s — 2)*; le dénomina-
teur est divisible par

[(s—2)(zs —2)*...(z—2)*']*! ou (5—z)*,
en sorte que le rapport est divisible par z — .

Tutorime Il. — ¢(z) étant de la forme indiquée dans le théoréme pre-
cédent, il existe une fonction holomorphe unique dans le domaine dupoint
x, telle que on ait

Y11= Y-

o'(s
[~
Cette fonction est nulle au point x, qui est racine simple.

I’équation peut s’écrire

_c(z—a)*!
P

L el Y] + (5= )W (),

- J—
S

i [ TR O] P2

Soit Y la fonction holomorphe solution de I’équation
Yi==c¢(5— 2)*'Y;

. it L isfaire 4 16 i
le rapport ¢ devra satisfaire & I'équation

)Lt 2] @)

équation qui admet une solution holomorphe unique et non nulle au
point x.
Il existe donc bien une solution holomorphe y en x, le pointx étant
comme pour Y un zéro simple.
Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome XI. SepTEMBRE 1894. 3y
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Cette fonction est la limite du rapport

a”(sp,— x)
=7
S

5,5 ...
z'; désignant la dérivée de 5, — a par rapport a z;_,.
Tutorime 1. — L'égquation fonctionnelle
Y11=y

admet, dans les mémes conditions que précédemment, une solution ayant
au point zunpoint logarithmique. Il v’ cxisie aucune solution holomorphe
ou meromorphe au point x.

Nous avons, dans le théoreme précédent, établi I'existence d’une
fonction holomorphe Y, dont le point & est un zéro simple, solution de
I’équation

y,= %Gy,
o

La fonction YI{ est donc solution de I'équation

(7). 7 1==(3);
(¥).=76 (1)

le point x étant un pole simple de cette fonction.
Considérons I'intégrale prise entre deux points x, et z du domaine

du point
F(:):fr:{;d:.

*o

C’est une fonction holomorphe pour tout point qui n’annule pas Y;
si, dans cette fonction, nous faisons la substitution |z,9 ()], nous obte-

nons
F(z)= f

40

I
g4

fonction holomorphe, si Y ne s’annule pas, « variant de z, 4 z,.
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On peut écrire

-’-x[ Sy I
Y‘i‘“ﬁ, Y

et, en posant z, = 0(3), z,= 9(x,),

Xy

oy :_m_i____(, B L :_i__ L :_I_ ) i i
](%)m.,_r, Y[cp(z)]?(“)d“__a[, Y05 u_aﬁ‘ Yd~—i—:z ; Yde.

0

La fonction F(z), ainsi définie, vérifie donc I'équation fonction-
nelle
Xy
F(z) =aF(3) + af %a’s: aF(s) +am,
J'I .
m ¢tant une constante.

Posons alors
y=F(z) -+ F,

k étant une constante arbitraire,
n=FGE)+kik=all(zs) +am+k=ay+am—(a—1)k.
Sil'on détermine % par la condition
am— (a—1)k=o,
on a formé une fonction y vérifiant I'équation

yi= oy

La détermination de £ est possible dans le cas actuel, puisque, par
hypothése, o est supéricur a 1.

Nous avons supposé que ’on ne passait par aucun point racine de
Y et de Y, ; ceci est toujours possible, le point « n’étant pas un point
singulier essentiel; il reste 2 examiner ce qui arrive si I’on décrit un

x

. . ., o
contour entourant le point x; laissons de coté la constante ?a’z

o

que ’on peut obtenir en allant de «, et x, sans entourer le point «, et
supposons que = partant de x, entoure l'origine. Soient ¢ et ¢’ le con-
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tour primitif et le contour actuel; on a

f dd_f d~+f27r pleze
Y Y Yipei6] %’

en posantz — x = pe'd,

Tpie" df —A ‘”‘sz()dg f fi‘i.e o,

étant une fonction holomorphe au point x, A étant le résidu dc

ft:—-dzﬁdeﬂ—l—zmA

On a, d’autre part, ¢, et ¢, étant les contours relatifs a z,

1y 1 P et df A
fc’ﬁcwl_fci?—ldﬂ+!\/°‘ i = Yld.,l-}— 2(T

car le contour ¢, est formé de « contours fermés entourant le point x,
en vertu de larelation

YI
on a donc

sy=c(s—2)* 1+ b(3)];

chacun de ces contours étant décrit quand l'argument de z varie
2T
de —

La fonction F(z) admet le point 2 comme point logarithmique, et

I’on a encore la relation
Yr=ay.

Il est facile d’établir qu’il n’existe aucune fonction holomorphe ou
méromorphe vérifiant I’équation
Fr=ay.

Si 'on suppose d’abord que cette fonction ne soit pas nulle et soit
holomorphe, on doitavoir y, (x) = y(x) ou « ==1; et on sait d’apres le
théoreme général (Chap. I) que cette fonction estalors une constante;
si « est racine d’ordre £, y,(z) admet  comme racine d’ordre ok et
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il ne peutyavoir identitéentre y, etay; il en estévidemment de méme,
si x est pole d’ordre £.

TusorimE V. — [ existe une fonction satisfaisant a U'équation fonc-
twonnelle
.}/1 —J/ =1.
Cette fonction est le quotient par loge du logarithme de la fonction
qui satisfait & I'équation
Yi=— %Y.

Je désignerai dorénavant par

A(z) la solution de yi=c(s—x)* 1y,
(=
D(3s) » yl::(?iz )y,
C(s) » Yi=ay,
c(s) » Yi—y=1.
Remarque. — Si Q(=) désigne une fonction périodique de période
égale & 'unité, les solutions générales des équations précédentes sont
A(s)  [e(2)]
D(s) L[e(s)],
C(s) R[e(3)],
¢(s) + L[c(3)]
Exemple. — Prenons comme exemple le cas ot la fonction ¢(z) est

égale i z*; le point limite est ici o et le cercle C, est de rayon 1.

Les fonctions A(z) et D(z) sont égales & z; leur définition s’étend
donc & tout le plan.

La fonction C(=) estf -dz, sa transformée étant f —dd,, on

peut prendre «, = 1 et la fonction Logz satisfait dans tout le plan & la
relation
Logz, = a Logs.

Enfin, dans cette méme hypothése, on a

LogLogs

c(s)= Log



294 A. GREVY.

2. Les fonctions C(s) etc(z) sont analogues aux fonctions B (=) et
b(z) de M. Keenigs; elles donnent, comme ces dernieres, la solution de
quelques équations particulieres, au moyen desquelles on peut ré-
soudre ’équation fonctionnelle d’ordre 7.

Si nous remarquons que ’équation

Y=PY1

dans laquelle p(x) est égal & 'unité, admet une solution holomorphe
non nulle au point , et que les résultats obtenus (Chap. II, n* 3, 4)
dépendent non de la forme des fonctions B(s), 6(=), mais de la pro-
priété qui a servi & leur définition, on en conclut'que ces résultats sont
applicables au cas qui nous occupe; nouspouvons donc écrire de suite
les solutions des équations fonctionnelles suivantes :

Premier exemple. — 1° L’équation y = py,, dans laquelle p () =a~*
a pour solution le produit d’une fonction holomorphe non nulle au
point « par la fonction [C(z)]".

2° L’équation y, — y =u, u étant une fonction holomorphe au
point «, admet une solution holomorphe en ce point si u(x) est nul.

Cette équation admet une solution de la forme

Ae(=) + f(=),

J (=) étant holomorphe et A une constante, lorsque u(x) est différent
de zéro.

3° L’équation y, — y = ¢"(=) a pour solution un polynome entier
de degré n -+ 1 en c(z), les coefficients de ce polynome étant des con-
stantes.

4° L’équation y, —y = u[c(%)]", dans laquelle u est une fonction
holomorphe au point «, admet une solution de la forme

Jo(@)Le ()" 4+ fi(s)[e(a)] - .+ fasra (),

Jis «oos [urd étant des fonctions holomorphes au point z; f, étant une

constante.
5° L’équation y, — y = [—(4(2\:3—]7’ A étant une constante, a pour solu-
ok

tion W m .
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6° Soit I’équation y, — y = C(u_), u holomorphe au point .

La méthode employée (Chap. II, n° 5, 2°) n’est plus applicable ici;
nous verrons, d’ailleurs, que la solution ne renferme pas la fonction
¢(z) analogue 4 &6 (z).

@

C(3)

, 1l vient

Posant y =
[ _ v u

C(s) C(s) ~ C()’

[t

P

— ¢ = U.

Dérivons les deux membres de cette équation

z j-f{—: ¢(s)— 2 =,
doy étant la transformée de dv var Ja substituti Sil’ se
7 pr stitution |z, ¢(z)|. Si 'on pose
alors
dy ¢t
ds — D(s)’

ou

en tenant compte de la relation

1)(51):‘?;“)1)(;).

Le second membre de I’équation fonctionnelle en ¢ est holomorphe
dans le domaine du point et est nul en ce point en méme temps que
la fonction D(z); il existe donc une fonction holomorphe ¢ vérifiant
Péquation (2,2°).

Cette fonction étant définie & une constante pres, on peut supposer
qu’elle est nulle au point z; de telle sorte que le rapport i)_(l?j soit holo-

morphe au point «; I'intégrale v de ce rapport représente alors une
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fonction holomorphe dans le domaine 2. On en conclut que 1’équation
proposée admet comme solution le quotient par C(z) d’une fonction
holomorphe.

7° Hquation y, — y = [C——(l—f-)—]—,;, u holomorphe.

Faisons la transformation y = E—(J—(%]—, :

1 . (% . 174
[CaOE ~ [C=)TF — [C)TF

9
2 =u.

ok

Dérivons cette équation

1 dy, de !

—_— ! ~ —
e T I

En prenant comme fonction inconnue la fonction ¢ définie par

dy ¢
dz — D’
on trouve
;/r_-_*{ —t=u'D.

En opérant sur cette équation comme sur I’équation en ¢, on trouve

e _
ds— D’
E(;?:Lz —w=(u'DYD.

En continuant ainsi, nous arriverons & une équation
S —S=(|[(«'D) DID}|"...) D,

dont le second membre holomorphe est nul au point 2, puisqu’il con-
tient le facteur D(z).

Si nous remontons successivement aux fonctions qui satisfont & des
équations de la forme

L&) oy =F(s)D,

o =2
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nous aurons 4 prendre les intégrales de fonctions holomorphes au
point ; une quelconque f de ces fonctions est donnée par larelation

f(i)(z):f.f("—;;(s).

Or, fv+'(z) étant déterminée h une constante prés, puisque ¢’est une
intégrale, on peut supposer que f“+"(x) = o, et alors le quotient
S(s)

D(z)

Nous arriveronsainsifinalement a une fonctionholomorphe V, de telle
sorte que I’équation fonctionnelle proposée a pour solution le quotient
par [C(z)]" d’une fonction holomorphe au point .

ue(z)

R IENT
maine du point 2.

Appliquons la formule

sera holomorphe au point «.

8y, — ———» « 6tant une fonction holomorphe dans le do-

we = V(ulAv) 4+ V(rAu) + V(AuAy)

en remplacant « par V ety par ¢(z)

U( )I’

- w L ue(s) + v i
)Y oty = Vet Ve CET

en tenant compte de 'identité
c(z)—c(z)=1 ou Ve(z)=1.
On tire de la relation précédente

uc(z) u VY “__
Vir =) fwrer ~ Ve~ Y er

we(s) _ f(s)es) . fils)
VicH T = e eGP

f(z) et f,(z) étant des fonctions holomorphes dans le domaine du
point .
9 yi—y= [(([‘C( )]],, » u holomorphe.

Ann. de U’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X1, Ocronre 18g/. 38
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Appliquons la formule employée précédemment, en remplacant u par

L“( T et v par [¢(z)]

[ )—1 VL‘( )]/MVL( ("l)_( )IV](( )I/

~+ Ve (3) ol 3),7]/" + ¥V [ “(GJZII" ¢ (51) —c* (5)],
g uet(3) ue (s) — . "Vw—‘—i"-.--—-v.l’,,_ \-_ﬁ(__ —P,_ ?_:L_’
DI e A S R T

P,_, étant un polynome en c¢(s) a coelficients constants, et de degré
n—im.

“ l’ est de la fornw[‘r/:(-_z)J S (=) détant une fonction holo-
molphc.
o l( )
L(( )J%
[C(3)]" d’un polynome de degré » — 1 en ¢(z) & coefticients holo-

morphes, on a

On voit done que, si 'on admet que V- est le quotient par

cue(3) _[e()(s) | Qe

[CEI G [

Q.- étant un polynome de degré n — 1 en¢(s) a coefticients holo-
morphes
L’ b(]lld[lOl] a donc pour solution le quotient par [C(z)]* d’un poly-

nome de degré n en ¢(z), & coeflicients holomorphes.

CHAPITRE V.

1. Nous pouvons maintenant trouver la forme des solutions d’une
¢quation fonctionnelle d’ordre 2 dans le voisinage d'un point & con-
vergence régulicre de la fonction de transformation, en supposant
toujours que les cocfficients p,, p, ne s’annulent pas au point .

Rappelons que, si I’on a la relation

W Po(‘l) _.l-_/)l('”) ‘k"---‘Jf"/)n('l')'—":O’
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sans qu’il existe aucune relation de la forme (2 entier, positif)
(2) Po(z) +pi(2)[¢(2)]"+...=0,

il existe une fonction holomorphe au point 2, non nulle en ce point,
vérifiant
Po(3)y +pi(S)yir. A pa(5)ya=0;

cette fonction peut d’ailleurs se réduire & une constante (Chap. I,
ne 1).

Dans le cas actuel, ¢'(a) étant nul, on sait qu’il n’existe aucun
nombre entier positif 7 tel que la relation (2) soit vérifiée; le premier
membre de cette relation se réduit & p,(x), que nous avons supposé
différent de zéro.

2. Considérons en méme temps que I’équation fonctionnelle
oy - PirYiteo ot PpYn=0,
I'équation algébrique caractéristique
Polx) +pr(@)l -+ pa(x) 4. .= py(x)t" =o.

Soit @ une racine de cette équation; posons a = o, « étant I'expo-
sant de la plus haute puissance du binome z — 2, qui divise ¢ (z) — 2.

Si nous admettons l'existence d’une fonction y correspondant &
cette racine, nous pouvons poser

y=Y[C(=)]%
Y étant une fonction qui doit satisfaire & I’équation
P ) YLCE 4+ pi(5) Vi [C (0] + ... =0,
ou (Chap. 11, Th. IIT)
[C)] [ po(5)Y - pi ()oY o= pu(3) 2 Y, ] =0,

L’équation en Y a ses coefficients holomorphes, les coefficients ex-
trémes étant différents de zéro au point x; de plus, son équation ca-
-actéristique admet la racine 15 on en conclut (Chap. I, n° 1) qu’il
existe une fonction Y non nulle au point « et holomorphe, qui vérifie
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I’équation; ceci établit I'existence de la fonction y, qui est le produit
par [C(z)]* d’une fonction holomorphe.

Ainsi, & toute racine simple correspond une solution; il n’y a pas
lieu ici de considérer les groupes de racines; il reste simplement &
examiner lecas des racines multiples de I'équation caractéristique ; nous
suivrons la marche déjh adoptée pourle cas de ¢'(x) % o (Chap. I, n°2).

Nous pouvons supposer que la racine multiple est la racine 1, la
transformation qui précede permettant toujours de ramener a cette
hypothese ’hypothese d’une racine quelconque.

Soit Y’ la solution holomorphe non nulle, qui vérifie I'équation

Poy Y1+ PaYn =0,
Si nous faisons les transformations
—=Y'¢, L— = u,

on trouve (Chap. [1I, n° 2), pour déterminer la fonction «, I’équation
fonctionnelle

7!

PoY u+ (P Y+ YDA A= ()Y A Pt Y Uy =2 0,

)

équation & coefficients holomorphes, dont les termes extrémes ont
des coefficients différents de zéro.

L’équation caractéristique de cette équation admet laracineral’ordre
m —1, si la précédente avaitla racine 1t de 'ordre 7 (Chap. 111, n° 2).

Nous voyons que I'on peut appliquer ici tous les raisonnements
employés dans le Chapitre III; les équations que 'on aura i résoudre
ne different de celles que 'on a employées que par le changement de
b(z) en c(=z); comme nous avons vu que ces équations s’integrent de
la méme facon, nous pouvons étendre au cas actuel les résultats oh-
tenus dans I’hypothese ' ()72 0; nous énoncerons alors la proposition
suivante :

A une racine o' d’ordre m de I’ équation caraciéristique correspondent
m solutions de [ équation fonctionnelle; ces solutions sont les produils de
Y'[C(=)|* par des polynomes en c¢(z) a coefficients holomorphes; les de-
grés de ces polynomes sont o, 1, ..., m — 1, et, dans chacun d’eux, le
cocfficient de la plus haute puissance de b(z) est constant; X' () est une
JSonction holomorple, non nulle au point .
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Nous avons ainsi formé n solutions de I'équation fonctionnelle
@’ovdre n," puisque 1’équation caractéristique a » racines, dont au-
cune n’est nulle, ni infinie; de telle sorte que l'on peut toujours
mettre une quelconque de ces racines sous la forme of; il reste &
montrer comment de ces solutions on peut déduire la solution géné-
ale de I’équation fonctionnelle.

CHAPITRE VL

Apres avoir établi existence de fonctions solutions d’une équation
fonctionnelle, nous allons étudier les relations qui lient ces solutions;
les résultats sont les mémes, que I'on suppose ¢'(x) nul ou non, et,
de méme que 'on a pu remarquer I'analogic entre la forme des solu-
tions déja trouvées et celle des solutions de I’équation différentielle
linéaire et homogeéne, nous allons voir que cette analogie se poursuit,
quand on associe différentes solutions.

1. Sin fonctions y', y", ..., y* sont telles que le déterminant

! ! ’ ’
Y Yv Y2 oo Yaa
L S O

(n) (n) (n) ()
e TR £ cee Yaot

sott identiquement nul, il existe entre ces n fonctions une relation linéaire
et homogene, dont les cocfficients sont des JSfonctions périodiques, de pe-
riode 1, des fonctions b(z) ou c(z), suivant que ¢'(x) est différent de
zero ou est nul.

Ce déterminant étant nul, il existe des fonctions C', ..., C® telles

que l'on ait
C/y/ 4 C”}'” ‘. C(n)y(u) =o,
Cy) +Cy, +...+CMy" =o,

Sy Gy e Gy =0,
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Dans ces relations, faisons la substitution |z, ¢(=)| et désignons
par CY" la valeur de C?[4(=)[; nous avons les nouvelles relations

Cy +Clyi+... +CWy"=o,
Gy +Clylto . + G =0,

N o o n MO nh oo
Cly oy + Gl Yoo e+ Gyl =0,
~ 7 N n NN e
{Jl.yn. -1 (ﬂtyn Bt Cll Yo' == 0

Sinous comparons les n — 1 premieres équations de ce systeme aux
n — 1 dernieres équations du systeme précédent, nous voyons que les

valeurs C', ..., C® sont proportionnelles aux valeurs C, C', ..., el

¢, _.¢ _ _GY

-C- o) —17 =...3Z ‘C" ._.7;(27).

Les fonctions C’, C’, ..., C* sont done solutions de I’équation fonc-
tionnelle

J(50)=2(3)/(3)-

Si /(=) est solution de cette équation, toute solution est le pro-
duit de /(=) par une fonction périodique de période 1 de 6(=) ou de
¢(z) suivant que Uon a ¢/ ()70, ou ¢'(x) = o.

La relation trouvée peut alors s’écrire

Sy 4+ Loy .- 2,y == o,

ce qui établit la proposition.
La réciproque de ce théoreme est évidente, les fonctions Q étant
inaltérées par la substitution |z, 2(z)|.

2. Siy',y", ..., y* sont nsolutions d’une équation d’ordre n entre
lesquelles n’existe aucune relation de la forme indiquée dans le théo-
reme précédent, nous dirons qu’elles constituent un systeme fonda-
mental de solutions.

Nous allons, relativement & un tel systeme, établiv un théoreme
analogue au théoreme de Liouville :

Le déterminant d’ordre n formé avec les n solutions d’un sysiéme fon-
damental d'une équation fonctionnelle d’ordre n satisfait ¢ une équation
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fonctionnelle du premier ordre a coefficients holomorphes, non nuls. au
point x.

Soit le déterminant
N
D=| 2" Y o Vi
yeye ik
Si I'on fait la substitution |z, ¢(z)], on trouve
! ’ 4
Yi Y2 oo Yn
D= P e D

JAn)

Ln) (n)
Ji Ya SR |

ou, tenant compte de I’équation fonctionnelle,

’ ’ 12 l)l) ! [’1 ! /’11-—1 o
Ye Yoo e Y 7T Yo=Y e T Y
Pn Pn Pn
l)‘: sas e s asssenseae e se s aessseasaan
yuu J,m) y:n) . [3_9_ ,y(n) . _/_i_l_ y(n) . 1_)!%:_1_ .(n)l
Jo1 2 A PAES Py 1 Tt Jon-
Pn Pnr Pn

En tenant compte des colonnes identiques, on voit que ce détermi-
nant se réduit a

! V' S /)() W
.,Vl ‘)2 “ . ‘)/1"-1 — /71),
1 1" " /,’)“ o
Yoo Ve oo D TOR) _ Po
1)1: [)”, — (___])n;_)l_ll)

(n) (n) () Po o
Y Y e Yae _;}i.y( )

Le déterminant D est donc solution de I’équation
Dipy—(—1)p, D =o.
Ce sera une fonction de la forme
[B(5)}#d ou [C(5)]*0,

k étant la somme des exposants des racines de I’équation caractéris-
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tique; on voit, en effet, que la racine de I'équation caractéristique de
I'équation
poD —(—1)p, D=0
est
2 Po()
— I ’
=" )

c’est-h-dire le produit des racines de I’équation
Polx)+p(x)t+. ..+ py(x)t" == o.

3.8y, y", ..., y™ forment un systéme fondamental, toute solution
de l’équation fonctionnelle sera de la forme

QY 4+ Loyt 4. ..+ Q,yn,

Q, ..., Q, étant des fonctions périodiques de b(z) ou dec(z) de pé-
riode 1.

Soit, en effet, y+" une solution de cette équation; on a les identités

Py Yy A Y, =0,
Poy’ + Y e papy =0,

Poy(/z) ”"[)l.}/‘{“ ey Pu}’(n'.” =o0,
poy(n-;—l) +P’y(1n+1) 4 .__*_1)”),(’?-5«1\ = 0.

Ces équations linéaires en p,, ..., p, ont un systeme de solutions
différentes de zéro; le déterminant formé des coefficients de v/, ...,
Y
Yonr oo ™, Lo, ¥, étant, par hypothese, différent de zéro, on a

/ Y / '
Y Y1 co Yo Yn
I " " ]
.y .yl M .}//L»-l .yn
e v e e PP = 0.
(n) (r2) ()
y(ll) yl A .:Vllw-‘l .7:;
+1 (n+1) (n+1) (n+1)
Yoy DI L o

On en conclut la relation

yet) = Qy y e Qy Y 4 Q,y ),

4. Tout systéme de solutions Y',Y", ..., Y™ est fondamental ou non,
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suipant que le déterminant des coefficients Q est différent de zéro ou
est nul.

Ce théoreme se démontre immédiatement en remarquant que le dé-
terminant relatif au systeme Y est le produit du déterminant relatif au
systeme y par le déterminant des coefficients Q.

5. Les solutions trouvées précédemment (Chap. III et V') constituent un
systéme fondamental.

Je supposerai ¢'(x) # o, la démonstration étant la méme que ¢'(x)
soit nul ounon; si[¢'(x)]™, ..., [¢(x)]* sont les racines de I’équa-
tion caractéristique, une solution quelconque est de la forme

B(s)e[u® 4+ u®b(z)+...],

uY, ... étant des fonctions holomorphes qui peuvent étre nulles au
point x, & 'exception du coefficient de la plus haute puissance de
b(=), si I'on suppose [¢'(x)]* racine multiple ne faisant pas partie
d’un groupe.

Dans tous les cas, le déterminant formé avec les solutions et leurs
transformées contiendra en facteur [B(z)}fvthrt+hi et sera de la

forme
[B (=)t -+ [ Qe(5) + Qi(5) b(5) +...],

Q,, Q, étant des fonctions holomorphes au point .

La quantité entre crochets ne peut étre identiquement nulle que si
ona (')

Qu(5)=Q(5)=...=o.

Pour établir que nous avons ici un systeme fondamental, il suffit de
montrer que 'un des coefficients Q,(z) n’est pas nul identiquement,
et, en particulier, pour z = «; il sera alors différent de zéro dans un
domaine du point 2. A une racine [¢'(x)|* d’ordre A de I’équation ca-
ractéristique correspondent, si cette racine ne fait pas partie d’un
groupe, A solutions de la forme

y=[(s)= [B(z)]’f{u("’”—i— WD b(z) +. ..+ whH[b(z5)]! %, (=1, «yy

(1) TANNERY, Annales de I’ Fcole Normale, p. 1453 1875.
Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome XI. Ocronre 1894. 39
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les fonctions u(", ..., u®d, ..., u®» ne s’annulant pas au point z,
non plus que leurs transformées (Chap. III, n° 2).
Les transformées de Ja solution écrite ici sont

Pr= 1) = B AT @V uf o i b(E) + ] oot a9 [5() 41

(J=1,2, ..., n—1).

Les X lignes du déterminant Q,, qui proviennent de ces A solutions,
sont constituées par les termes indépendants de &(z) dans ces solu-
tions et leurs transformées; ce seront des lignes de la forme

w2 Q@) L. b [ef ()],

......................... cen teser s e nanny

en supprimant les facteurs B(z).
Si I'on fait z =, on remarque que I'on a

whi(z) = uM (z) =...= ul) (z).

Supprimant alors dans ces lignes les termes qui fourniraient des
lignes identiques en développant les termes polynomes, on voit que,
o I 5 poly
a un facteur u®>"u™* . . pres, on peut écrire

T [(P’(.Z')]/U . [(P’(Z')](”_”/",
o [g(&)]F ... (n-—1)[e(x)]r-DE,

o [o(2)]F ... (n—1)t[¢/(z)]n-1E,

les facteurs négligés étant différents de zéro.

Si la racine [¢' (2))* fait partie d’'un groupe de racines et est mul-
tiple d’ordre ., toute solution, ainsi que ses transformées, qui corres-
pond & cette racine, estune somme de termes ayant en facteur [B(s)}
et d’autres termes ayant en facteur une puissance de B(z) d’exposant
k+ 1, étant entier positif; de telle sorte que si, apres avoir divisé
chaque ligne par [B(z)]", on fait s ==, les termes de la seconde
partie disparaissent et il ne reste que des termes analogues A ceux
que nous avons trouvés plus haut; ici encore, les coefficients des plus
hautes puissances de b(z) ne s’accumulent pas pour s =a; nous

[} - (n = )] 4o (= P g/ ()
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voyons alors que, sans s’occuper des groupes, si
[¢'(@)]=a, [e(2))=a, ..., [¢(2)]i=a

sont les racines d’ordre A,, ..., A; de I’équation caractéristique, on a

1 oa a? ay ... ay™t
a, 2a? .. ... (n—1)a}™!
a, 22a? .. ... (n~—1)2a}™!
Qu(z)=A|0o a 2h—lg? .. .. (n—1)hTlal!
1 a, ai ay!
0 a, 2MTla, .. ... (R—1)kTlgl!

Ce déterminant, qui présente la plus grande analogie avec celui de
Vandermonde, ne s’annule que si deux des quantités a;, a; sont égales,
ce qui est contraire & I'hypothese; d’autre part, A étant différent de
zéro, on voit que Q,(x) n’est pas nul: ¢’est ce que nous voulions
établir.

Il est manifeste que tout ce qui vient d’étre dit subsiste, quand
on suppose ¢'(x) = o; il suffit de remplacer B(z) par C(z) et (=)
par c(s).

6. Le procédé qui nous a permis de trouver les solutions qui cor-
respondent & une racine multiple permet de ramener le probleme a
celui de la recherche d’une solution d’une équation fonctionnelle
d’ordre moindre d’une unité; nous pouvons ainsi parvenir a une équa-
tion du premier ordre; la difficulté du probleme résidera alors dans
la résolution d’équations de la forme

Yi—)y=u,

u étant une solution de 1’équation obtenue en faisant disparaitre de
I'équation une solution connue; cette méthode est celle qui permet
d’abaisser 'ordre d’une équation différentielle linéaire et homogene,
connaissant une intégrale de cette équation ; supposons que I’on sache
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résoudre toutes les équations (1), les solutions de I’équation fonction-

nelle seront
Y, YVu, YVuVy,

Ce systeme de u solutions est un systéme fondamental.
Supposons, en effet, qu’il existe une relation de la forme

Qy + QyVu+QYVuVo+...==0
ou
Q4+ QVu + Q"VuVp +...==o.

Faisons sur le premier membre I'opération A.

On a
Q— Q-+ [ (Vu),— QVu] +...=o.
Q, ... étant fonctions périodiques de (=) ou ¢(z) de période 1, on a
Q=0 Q=9 ..,
QU(Vu) — (Vu)] + Q[ (VuVe)y — (VuVe) ] 4-...== 0,
Qu~+QuVy+...z=o.

On peut opérer sur cette relation comme sur la précédente et 'on
arrivera facilement & Q™ = o; les autres quantités Q devront alors
étre nulles, comme on le verrait en reprenant ces diverses relations
en sens inverse.

Le systeme considéré est donc fondamental.

7. Nous avons trouvé plus haut un systeme de ¢ fonctions correspon-
dantes & une racine d’ordre ¢ de 'équation caractéristique; ces fonc-
tions sont des polynomes en &(z) ou en ¢(z); il existe entre les coef-
ficients des puissances de (z) ou de ¢(z) des relations simples, qui
feront ressortir davantage I’analogie avec les solutions d’une équation
différentielle linéaire, homogtne, dans le voisinage d’un point cri-
tique.

Supposons que la racine multiple ne fasse pas partie d’'un groupe
et supposons, pour simplifier, que la racine de I'équation caractéris-
tique soit I'unité, le cas général se ramenant & celui-ci en introdui-
sant le facteur [B(z)]*.
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Soient alors deux solutions

Y+Yo(z)+Y'02(z)+...+ YO [b(3)].
y—l—ylb(z).}_).ﬂb‘l(:) -+ -+y“'+”[b(:)]i+!_

Admettons que les coefficients y soient liés aux coefficients X par
les relations, 'indice étant supérieur & & — 7,

PED = e YO,
y(i) =dy, i Y~1) 4 o i Y(i),
PUY =ay e Y= oy g YD 4 oty YO,

yOI D = oy g ey YD ety g i YO ey YD,

les coefficients « étant des constantes telles que le rapport de deux
coefficients qui, dans deux lignes consécutives, ont méme rang, soit
égal au rapport des indices du coefficient de la ligne supérieure;
c’est-d-dire que ’on a

Fimjttyimj L) 2, Oimjietyd==jt-t __ L — ]+ '-",
Ofm jte2, i j+1 L— -+ 1 Olim jot2, i—j4-2 t—]+2

Ofmjt, imj+1 L ) 3,
O e jeteyy [ — 42 L— ] +2

On conclut d’abord de ces relations que, si deux coefficients ont méme
rang, leur rapport est égal au rapport inverse de leurs premiers
indices : _
i Fid S
i1, - i"‘,]"'i"I,
remarquons que tous les seconds coefficients ont méme valeur. Ceci
admis, nous allons montrer qu’il enest de méme pour ’expression de
¥ et que I'on a (J étant inférieur a )

y(i—f) = Oy, it Y (i=j=1) 4 O, imy Y(i-7)
= Otpmjyie et YD ey, YO,
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avec les relations

OC,'._J" i—j—1 __ t— ] I ,

O jt1, i -f t—J

ALi—j, i—j __l—.]+l',
Kjm jirt, i—j+1 t— /) +1

Gimjrimjrt L) L
Ximj,imjtr L]+ 2

Ai—ji—1 . t—] -+ 1

Oljmjiet, £
a;;,; étant arbitraire.
Pour établir cette relation, écrivons que les fonctions

Y+Y0(5)+...+=YO[b(5)],
Y+ yo(zs) . Ay [D ()]

vérifient I'équation fonctionnelle

o=polY +Yb(5)+...+ YO[b(5)]]
+ i)Yo Y, [0(5) 1]+ o = Y[ B(5) + 1]+ .
+Pal Yot V,[0(3) +n] +...+ Y[ 6(3) + ]},

0:1)(,[.)’ + Y O(3) ..yl b(z)“"g .
PPt yulb(5) = n] e I 0(3) + R ]

Ces deux équations, dont les seconds membres sont des polynomes ¢n
b(=) & coefficients holomorphes, ne peuvent étre vérifiées que si ces
seconds membres sont identiquement nuls, ce qui nous donne les
relations

YD = p YD 4 p, Y =o,
PoYUED 4 p YU o p, YD - Cp (P Y +2p, Y - np, YY) =0,
Po Y= 4 p YD L+ p, Y
F Coma (P YD 2pa Y04, V)
A Cp s (P YV 4. .= n2p, Y)Y =0,

PoYU= - ]),,Y‘,f—j’
= Cim a1 (PL Y7+ e 2 p, YE/+0 e - pp, Y741
A Cimjun, o (P YT+ - n2p, Y42y L
A Gt jmt (U YV o+ 0=, YEY) + G (2 Y 4+ oo+ 0 p, YY) == 0,
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l)l)17(1-"—j—1) “+... +Pn_}",f-j—“
-+ Ci”jyl(pl Y{:-—“"*" e np, YR

J11

-+ Ci—j+l,2(1)1 Y‘xi—j_'_“ -+ nzp”Y%'—j%l)) +-...
 Coma, (P YD oot I P YD) 4 Cy o (i Y o I, YO = o,

....................................

Relativement 2 y, on aurait les mémes relations; écrivons seulement

la relation

Py =) 4 py D +..
+ Cicja,1 (Pl.?’(xi—jﬂ) -+
e Ci-—j+2,2([71}’(1i_j+2)+~
-t C,'--j.,.];’/c(p;‘}/(f_j"'k)—{—. .
A Ciget, jo1 (P1y(1i+” -+

Remplagons dans cette équation y#+", ..

faisant des Y; nous aurons

(i—-1)
n

I)“‘:y(["j) _*_.pl‘:y.l'(i—f) ... ——|—l)n
Kim 41,8~

-+ Lz—j+1,1

(P Y
—+ Ctimjoit, i—j 1 (P1 YQZ—IH) ..

A Payi

A rpay i)

L J% 4 At S
o+ ki)
i, )

= 0.

.,y par leurs valeurs en

A np, YY)
-+ ]ZPILYng_j-’_i))

-+ ..

ity (P YY A+ np, Y
Gy, gt (PLYF T P YY)

T N
-+ Ci—j-r—a, o —t Cli—jyo,imj+l (p1 Y({_j"-k) -+ -+ nQ[)nY(:{—jH”)

e e e e e e

= Olj— v, i ([-MY({) I niPanz”)
B R
A Cipq, jr O, i (P Y9 A ndp, YY) =o.

Retranchons de cette équation les produits des premiers membres

des équations en Y par

Cimjrt

Al
Cimjur1n
= E— Al
) Cijrr

Lz’—j,t

KLfm jtet 1= ] >

Aimjtt,i=jt1s o0y

Cin

Cimjora,t .
" Ol j1,13
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les termes facteurs de C,_;.,,, disparaissent; nous allons montrer qu’il
en est de méme des autres termes en Y.
Le groupe qui renferme en facteur C;_;.4x est

jmjtle—1) k (i—j+k~1)

di—j+/:,i—j+/:—1(p1Y(1l / “+...-=n ])nYn d ) )
-J Ak e i j+k)

= Gt ki (p Y{E+R ..+ nfp, XY )

Gy s
+ i, i (P Y .40k p, YY)
On a retranché de ce groupe

Ciy . -
—J+1,1 gl i—j+k—1) 3 ({--j+k—1)
=L oy renyiej Cimjarnim, 1 (P Y +. ..+ nfp, Y, )

Cimj1
Cijir1,1 - .
=-J- -k A (E~j+k)
o+ Lt %ijrtyimjrt Cimjat e (PL Y o= nfpy Y/
Ci—j+1,1
Lot e
Ciojria ; :
Ak 3] ) i ()
C*j"f " Oljmjb 1, ik 1 Ci,l;([’lY(; . nf Pn Y.
i—k+1,

Cette différence est identiquement nulle; pour le voir, il suffit de ve-
marquer que I'on a

Ci-
i jorteyim jotlimt Cim s Jo o — __(':_/:tl_' O jotet,imj Cimjietimt == O
i=j,1
ou
imjrtyi=j __ Cicjerge Cimgy =)+ k.
L jurtiyimjoidimt Cimjardier, e Cim jrty1 i—j—+1
relation que nous avons supposée vraie.
On a d’une fagon générale
C Ci——j+1,l
Oljm jote by i jotele! bl fote ey S ™ C“‘" e O fe ] Lo fepe b =l Ci—j+lc',k
o ool T 1

X (P YEIHED e nkp, Y IR

Le coefficient peut s’écrire en supprimant des facteurs non nuls

Ci—j+1,1 Ct—j+lc’,lc Cofm ftet e ot S — ot ) ,

O jotr ey =+ I Ct-—j+k,k (1 - C
i—jAl — k1,1 bi—j+lc, ) O o Ty i J - K
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ou
i—j+1
Lot liyimj 40 Cimjor iy [I — l-'*—l"-j*_"/]‘/"‘/-i;"{
- v A
E—j DL (=)L Aol |,
/\I(l"""l—l—/fl—/f)' (l-——/-!— /I.)' O ey i—

@i jcttyim joiett Cim josetio [1 — (L—T-/j*—kl—:k T2)~ilr/ + &) gf,‘a,#f”'“"'ﬂ] ’
’ ’ (Z'—/ -+ 2)...(!—,/ —I‘/A") (27 Wy

D’apres les hypotheses, on a

{— ) +2
=4+ — e+’
{—j+3
= =k 3
.................................. ,
e R S el
i jtyioejrte =]+ K

et, en multipliant,

Fimjrtsivjititsr . (E—j2) (Lmf k)
PPl ¢y Py iy Sy S ¢y o

Le coefficient de (p, Y7/ 4. ..+ nfp, Y/ est done nul, et 'on
parvient ainsi 4 la relation suivante entre ™/ et les Y

s i .
Poly— oy j iy YOI o —oy o YUY
" aplief) 7(i=j=1) [~
[P — iy YT = i YTV
o [ grti=il (~j—1) FI=1)] —
+[)/1,[,)'(/L[ /) ai—j,i—j—-lY% / ~+.. '_ai——j,i—-IYuI ] = 0,

dans laquelle les coefficients « satisfont aux relations

Gimgyizj=t b/ T e et I il B St
Afjm jotety (= j t—J A jte1, i1 L=

Si nous prenons comme inconnue la fonction

y(l""./) J— ai—j, i1 Y(["/'—“_ P al’—j, i—1 Y(l*—”’

nous voyons qu’elle satisfait & I’équation fonctionnelle proposée et,
comme elle est holomorphe, elle est nécessairement égale au produit

Ann. de I’ Fe. Normale. 3° Série. Tome XI. — Ocronre 1891. 4o
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de la seule solution holomorphe Y par une constante arbitraire c;_; ;.
Ainsi, nous arrivons a cette conclusion :

St I’équation caractéristigue a une racine multiple d’ordre i, les solu-
tions sont des polynomes en b(z) dedegrés o, 1, ..., — 1; les coefficients
d’un polynome sont des fonctions linéaires a coefficients constants des
coefficients du polynome précédent.

Cela résulte de ce qui précede et de ce fait, que on vérifie immé-
diatement, que la loi admise pour les coefficients est vérifiée dans le
cas des polynomes de degrés o et 1, ainsi que pour les termes y’, y”
de la fonction précédente.

Seul le terme indépendant de &(z) ne dépend pas des coefficients
des polynomes qui précedent.

On reconnait dans cette propriété un résultat analogue a celui qui
est relatif aux fonctions qui correspondent & une racine multiple de
Iéquation fondamentale dans les équations différentielles linéaires.

Il en est d’ailleurs de méme si la racine 1 fait partie d’un groupe de
racines; dans ce cas, en elfet, nous savons que les solutions sont
encore des polynomes en &(z), les coefficients étant holomorphes ou
ayant au point & un pole; si nous nous reportons a ce qui précede, le
raisonnement subsiste en rendant tous les coefficients holomorphes,
c’est-a-dire en multipliant les équations en Y et y éerites plus haut
par des puissances convenables de B(z).

Ceci explique que le déterminant, formé avec les n solutions et
leurs transformées, soit (2) de la forme

[B(=)]*0, ou [C(z)]*a.

Les coefficients des termes (=) ou ¢(z) sont nuls.

Dans le cas d’une racine faisant partie d’un groupe, le coefficient
de [&(=)]* n’étant fonction linéaire que des coefficients de la solution
précédente qui correspondent & [0(z)]='[b(z)]’..., nous retrouvons
bien la forme étudiée plus haut.

L’analyse précédente montre que les seules solutions de 1I’¢quation
fonctionnelle qui aient la forme de polynomes en b(z) ouc(z)4a coeffi-
cients holomorphes ou méromorphes sont telles que les coefficients
soient fonctions linéaires des coefficients des polynomes de degré
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moindre, sauf pour les termes indépendants de b(z) ou ¢(=); on en
conclut que, si ces solutions sont

fi,l’
Jo+fa b(5),

Sin+Sfiab(5)+. .+ fi:[0(5)) 1,

les f dont le second indice est supérieur & 1 s’expriment en fonctions
linéaires & coefficients constants des f dont le second indice est
I'unité. '
D’autre part, si f;,, ..., /;; sont déterminés, f;, est également par-
faitement déterminé, a la fonction f; , pres.
Soient, en effet, deux solutions

Sin+Sipb(s) 4.+ fi:[b(z)]Y,
Sin+Ji20(5) 4.+ fii[0(5)] 1

leur différence est égale & f;, — /5 ¢’est une fonction holomorphe,
qui vérifie I'équation proposée; elle est donc égale & aof, ,, « étant une
constante.

Mais il y a lieu de remarquer que les fonctions f; ., fis, ..., fi; ren-
ferment des constantes non déterminées, ces constantes étant les
coefficients de f;_, ., dans les expressions de f;,, ..., f;—, en fonc-
tion des f;_,.

Il semblerait donc que les différentes solutions ne soient pas bien
déterminées; cela tient & ce que la somme de ces solutions est égale-
ment solution de I’équation; si ’on consideére en effet une solution

Vo F,'ﬂ -+ F[,Q b(z) -+ = b‘i,[[b(S)]i""l,

dans laquelle les constantes arbitraires o ;, A;_y ;5 - .., a;; ont des va-
leurs données, et si, d’autre part, on considere un systeme de solutions
bien déterminées que nous désignerons par «,, ..., w; la solution v,
est nécessairement une combinaison linéaire a coefficients constants
de u,, ..., u;.

Si 'on admet le théortme pour les solutions d’indice inférieur a
et si 'on remarque que I'on a F;;=«;,;f, , = Af;; A étant une con-
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stante, on voit que
vi— AU

est une solution de I’équation ne contenant plus 4~'(z), ¢’est-a-dire
que v;— Au; est combinaison linéaire & coefficients constants de
Uy« ..y Uiy, ce qui démontre le théoreme. On vérifie d’ailleurs aisé-
ment que 'on a

Vo= Ay Uy~ Ay Ul

9. Nous arrivons donc 2 la conclusion suivante :

Toute solution ayant la forme d’un polynome en b(z) ou ¢(z) a coe/-
fictents holomorphes ou meromorphes, et correspondant a une racine 1 ou
a une racine du groupe dont 1 fait pariie, est combinaison lincaire d
coefficients des fonctions délermindes u,, u,, .. ., u,.

Soit, plus généralement, une solution relative a une racine [ ¢’ ()|
[B(2)1% | foamt Sfiab(5) oo i ()1

Faisons décrire 4 la variable un cercle autour du point«; 6 (=) prend
la valeur 6(z) + £ et la fonction devient

[B (5 )] i+ fis| b(5) - K] oo fral () - K11

Elle satisfait encore & I'équation fonctionnelle et a la forme d’un
polynome de degré i — 1 en (=) & cocfficients holomorphes ou méro-
morphes; c’est donc une combinaison linéaire de w,, ..., u,_,u; le
degré en b(=) étanti — .

Si, d’ailleurs, on retranche ¢*™iu;, on trouve un polynome de degré
i — 2en b(z), qui doit étre une combinaison linéaire de u,, wy, ..., tt;,;
nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

St [ ¢ (x)]* est racine mudtiple d’ordre '\, ou fait partic d’un groupe
comprenant N racines de l'équalion caractéristique, o, élant le plus
grand exposant, les ) solutions correspondantes sont telles que I on ait,
| u] désignant la valeur de [ u] aprés un tour autour du point x,

[, ] == e*™% uy,

[e] = wgy by~ ™ uy,

L] = ongtty~+ g o~ oo~ @) ey Unmy + €270
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St les racines de I’ équation caractéristique sont d’ordres Ny, Nyy .., 4,
ou si elles se partagent en groupes comprenant X, ..., A, racines, on
Sormera ), +...+ h,, = n groupes de solutions jouissant de la propriété
enoncee.

Ce théoreme subsiste, d’apres la remarque faite plus haut, si I'on
remplace u,, u,, ..., u, par des combinaisons linéaires de u,, ..., u,
ces combinaisons ne renfermant pas de fonctions d’indice inférieur &
celui des fonctions qu’elles remplacent.

Ce théoreme permet de voir ce que devient une solution quelconque
de I’équation fonctionnelle quand la variable tourne autour du point x;
remarquons, d’ailleurs, que ce théortme suppose essentiellement

o' (x)# o.

CHAPITRE VIL

,

Appliquons les résultats obtenus dans la théorie générale au cas
particulier des équations a coefficients constants.

1. Soit
Po}’ +[31.}’1+- . -+])nyn: o
unc telle équation; si son équation caractéristique admet la racine r,
la solution holomorphe se réduit & une constante; le calcul de la dé-

rivée donne

<Z’—Z’) (po+ p1@'-+...4+p,o'") =o.
~ x

Les dérivées sont toutes nulles et 'on voit directement qu’une con-
stante quelconque vérifie 'équation.
Si cette racine 1 est multiple d’ordre A, les solutions sont

L, b(z), [b(=)]% ..., [0(s)P .
Ecrivons, en effet, que 1 est racine d’ordre A de I'équation

Po-t+Pit—+p 24 . 4=pytt=o,
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on a
p0+[71+P2+. . ‘+p/L: 0.
La dérivée est
pr1+2pet—+...+np,tt~t=o,

qui doit admettre la racine 1 & I'ordre A — 1; il en sera de méme de
I’équation

Pit+2pyti—+...+np,tt=o,
dont la dérivée sera

Pr+2ipyl~+. ..+ nPp,n—t=o.

En répétant le méme raisonnement, on voit que, sila proposée ad-
met laracine 1 2 ordre A, les équations

Po + Pl A+ Pulih=o0,
Pil=+ 2py*--... np,th=o0,
Pl 2 py ...+ nip,st==o,
Prb—=221p2itae - pd=lp pne= o

admettront cette racine, c’est-a-dire que 'on a les identités

Pot+ Pr-t.. ok Pr==0,
P1+ 2Pyt np,==o,
Pt 2Pyt RPpp=o,

Pi+ 22 tpy. . nrlp,=o.

Ceciposé, onvérifie que [b(z)]* ot 7 est inférieur a A est solution de
I’équation fonctionnelle

Pobi+p(6+1) 4. . . 4 pu(b+n)=o;
les coefficients de &%, b-*, ... sont

P0+ p1—’(".~-+ [Jn =0,
Cip(pr=+2 po+...4n py)=o0,
Cro(pr1-+2*pe~t-...+n"p,) =o,

Cii(pr+2tpe+...+nlp,) =o.
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Dans le cas d’une racine ne faisant pas partie d’un groupe, on trouve
des résultats identiques.

Supposons maintenant que ’équation caractéristique ait les racines
[¢"(@)]* [¢' ()™, ..., [¢'(@)]**"i. A ces racines correspondent
les solutions holomorphes ou méromorphes

[B(2)]% [B(s)]*+%, ..., [B(s)]*+k.

Nous avons donc ici un exemple dans lequel aux racines d’'un
groupe correspondent des solutions dans lesquelles les coefficients des
puissances de b(z) sont nuls.

2. Il est aisé de voir que ¢’est 12 un cas exceptionnel.
Supposons, en effet, qu’il existe, pour une équation fonctionnelle,

deux solutions
[B(s)]*e et o,

u et u’ étant des fonctions holomorphes, £ un entier positif; I'équation
caractéristique ayant la racine 1, on peut choisir arbitrairement la va-
leur y,; si I’on calcule les dérivées successives, on (rouvera zéro pour

dk y . , , ,
—-—> » le terme indépendant étant généralement
x

le coefficient de (dﬁ
différent de zéro; la fonction ne peut done pas, en général, avoir au
point @ une valeur non nulle; si 'on donne & y, lavaleur zéro, on ob-
tient la fonction [B(z)]*u et non la fonction w'.
Ainsi, en général, il n’est pas possible de trouver deux fonctions
holomorphes vérifiant I'équation. )
Toutefois, si le second membre de I'équation qui fournit <—‘7~'—3—’>x

. o
est nul quelle que soit y,, nous pouvons prendre pour (%;%’) une
ad x

valeur arbitraire et continuer le calcul des valeurs des dérivées au

point x.

Nous trouvons ici, pour définir la fonction, deux constantes arbi-
traires; ceci s’explique aisément en remarquant que I’équation admet-
tant les deux solutions holomorphes

[B(z)]*u et o

admet la solution
[B(s)]*u+ o/,
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ol u(a) et w' (2) sont arbitraires; on peut encore vérifier ce fait en
développant en série.

3. Sil’on sait & I'avance qu’une équation fonctionnelle admet plu-
sicurs solutions holomorphes ou méromorphes, on peut affirmer que
les coefficients de cette équation doivent vérifier certaines relations.

Considérons I'équation

Poy -+ Pryi+- .- -+ [)nyn,: O,

Pos Pis -+ - Pn €tant constants, et supposons que les racines de 'équa-
tion caractéristique soient 1, ¢’ (), ..., [¢' (%)]*~"; I'équation admet
alors les 7z solutions holomorphes

o B(z), [B(=) ..., [BG)]*

On en conclut que les seconds membres des équations qui donnent

d dr=1ty . R . .
les valeurs (d)_’> s ey <'d‘,,z_‘2<> doivent étre nuls identiquement.
~/x ~ x

Ces seconds membres sont

l ‘j: dy; d?o;
2 <zr>x(m <
=1

i==n

O oL, (AP do; d?o; N\ dy; d*o;
280 ( s >x<21~>x< 4= ) + 2 <d~>x<d>
i=1

En développant ces expressions, on trouve entre les quantités p et
le nombre ¢'(«) des identités qui résultent simplement des identités

Do+ pr@F - pao® 4. . - p, o't = 0.

Je remarquerai simplement que, dans certains cas, nous aurons la
une méthode qui pourra donner naissance & des identités que I'on vé-
rifierait difficilement par un calcul direct; j’indiquerai, sans le déve-
lopper, le cas de I’équation & coefficients constants dont toutes les
solutions ne sont pas holomorphes.
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4. On peut ramener la résolution de I'équation fonctionnelle

PoY 1 Y1+t PayYa==0,
dans laquelle
Po==a, f(3), Po=a, f(35), e, Pru=0,j(3n),
a,, - .., a, sont constants, i celle d’'une équation fonctionnelle & coeffi-
cients constants.
Il suffit de poser Y = y f(=),
Ay A Yyt @y Y O
5. Siléquation est & coefticients constants dans 'hypothese
o' (&) = o,
les solutions fondamentales sont de la forme
[C(3)]% [e(s)]".

6. Nous avons donné la solution générale de I'équation fonc-
tionnelle, en supposant que son équation caractéristique n’avait pas
de racine nulle ou de racine infinie.

Je n’ai pu former de solution correspondant & une racine nulle ou
2 une racine infinie dans le cas général; il est toutefois un cas parti-
culier dans lequel cette détermination est possible.

Supposons que I'équation caractéristique ait une racine infinie,
¢’est-d-dire que p,(x) =03 posons

¥y =Yf(3),
/(=) étant une fonction solution de I’équation
S50 = =gy S5
Y (=) n’étant pas nulle en x, 'équation fonctionnelle deviendra
P YS(3)+pi Yo f(5) +eo i puYa S (34)=0.
Si, de plus, on a

pi(s)=(5— &)k,
Ann. de I’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X1. -— Ocronre 1894. 4]
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k; étant un entier positif, £, = £,= o, on voit que I'équation caracté-
ristique de I'équation en Y n’a plus de racine infinie; elle n’a
d’ailleurs aucune racine nulle.

Si, au lieu de la forme précédente, on avait

pi(3) = (5 — a)i+k,

A, k; étant des entiers positifs ou étant nuls, on serait parvenu au méme
résultat en faisant la transformation

y=Y[f(s)]"

Tout ceci suppose que ¢'(x) n’est pas nul.
Le probleme est alors ramené & celai de la recherche de la fonc-
tion f(z).

Considérons la fonction

On a
41

Sla) =[BT * [¢(a]” 7,

~1 IR
S(51) =B(z) *[¢"(2)] * [(3);
. . s LogB(s
b(=) étant égal & T%g?((}l)’ on a
_Logbia
L ] — 1 —— 2
Le'(2)] * =[¢'(&)] *1[¢'(#)]5¥]

_1 _LogB() 1 !
=[o¢'(2)] *e * =[¢'(x)] *[B(3)] %
etl'on a
S(z)=[e'(2)] ¥ [B(2)]""f(=).

La fonction /(=) ainsi définie est done solution d’une équation de
la forme indiquée.

7. Supposons en second lieu que I'on ait ' (z ) =o, et que ¢(z) =2
soit divisible par (z — z)*.
Nous avons vu que, dans cette hypothese, il existait une fonction
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A(=)ayantle point & comme zéro simple et vérifiant I'é quation

= ye(s— ey,

1

a1

La fonction y *~'sera alors solution de I'équation

_t ! A
y, o i= C—oTl"l(:' _ x)—xy-a—x .
On aura

1 1 1
Tl =1 N\ =14, G—1
Ya =c (51— x)ty,

N Bt ey G V=1, G—1
Jn =c (Sp—1— ) Yn-1
1 n 1

P =T (5 ) (5= &) (s — ) hy T,

1
%=1

le coefticient de y*=1 étant divisible par

AN ]

(53— _1;‘)~«(l~»!-1 AR S S —';:(3 — ‘1,)_ PR

Sil'on fait alors la transformation déjh indiquée pour 'équation fone-
1
tionnelle d’ordrer en prenant cette fonction y*~' pour f(z), on pourra

ramener I'équation fonctionnelle & la forme étudiée. Sil'on a

1
:L...__l +/pl-

pi(s)=(s—z)*=t 7,
k; étant un entier positif, nul pouri=o et =n.

9. Le cas de la racine nulle de I’équation caractéristique se traite-
M ~ n . . . I
aitde laméme fagon; il suffirait de remplacer la fonction /(=) par Yok



