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L'ÉVALUATION

DES INTÉGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
AU MOYEN

DE LA TRANSFORMATION DU SECOND DEGRÉ,

PAR M. J.-C. KLUYVER.

A côté des méthodes usuelles d 'évaluation fondées sur le dévelop-
pement en séries, il en existe une autre moins élégante mais plus
élémentaire, simple et u t i le application de la t ransformat ion du se-
cond degré.

Dans une foule de cas, cités et exposés dans les Traités, u n e sem-
blable transformation donne lieu à des calculs remarquablement ra-
pides. Toutefois, les procédés et les formules sont toujours adaptés
aux notations anciennes de Legendre et de Jacobi, de sorte qu' i l y a
quelque intérêt à étudier les changements qu'i l faut y porter quand
on fait usage des notations de M. Weierstrass. C^est ce qu'on se pro-
pose dans les pages q u i su ivent .

Nous considérons donc la fonct ion pÇu\ co, o./; e^ ^, ̂ ), aux pé-
riodes 2 CD, 2ù/, aux racines ^, <%, e.^ l ' invers ion de l ' intégrale

//== r -=:̂ ^^^^^^^ = r ^,.,.,,,,...,_..,.,...^^^^^^^^^^^^^^^^^^^7^,y^op""'^y(p ~^j<j)-'^) ' j^^y^i"^^^^^^^^
ensuite les fonct ions ^u et afu qui remplacent les anc iennes K(u) et
ÏlÇu, a). Quand ces fonct ions sont in t rodui tes dans le calcul numé-
rique, il est tou t d'abord indispensable qu'on sache trouver les pé-
riodes 2œ, .aoV et les quant i tés ^OJ^T], '(o/^-/]', les racines é t an t
données. En second l i eu , il faut savoir calculer l 'argument ^, connais-
sant pu, et, inversement, savoir trouver pu, *C^, rfu, quand on se
donne l 'argument .
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On va reconnaître que la transformation offre tons les moyens, et
l'on s'y attend, pour effectuer ces calculs d 'une manière fac i le et,
sûre, et avec une approximat ion voulue. Avant tout , i l convien t do
rappeler succinctement en quoi consiste la t ransformation du. second
degré ( / 1) . Or on sait qu'elle exiû;e la so lu t ion du problème s u i v a n t :
Si l'on considère une fonction e l l i p t i que F, on se propose de cons t ru i re
une fonction nouvelle F^ qui a une période de c o m m u n avec F, t a n d i s
que l 'autre est le double de la seconde période de F. Nous a l lons donc
•envisager ce problème pour la fonc t ion p{u; o.), o,/; e^ <^, ^), dans
la supposition qu'on veut mul t ip l i e r par 2 la période ao/* Los don-
nées du problème seront les racines e^ <^, ^ a ins i que co et o,/; les
inconnues seront les racines e\, e.^ e^ de la fonct ion n o u v e l l e
p(o(^î o^ 20/; e\, ^,e;).

Soit OABC ( / / g ' î ) le para l lé logramme des périodes p r i m i t i v e s de
pu, aux côtés O A = = 2 0 ) , OC:r=aû/ ; si l 'on j o in t les m i l i e u x 1) et K

de OA et de BC, le parallélogramme ODEC aura év idemment pour
côtés les périodes primitives co et W de la fonct ion p^^iu. En même
temps p^2u sera doublement pér iodique dans le paral lélograrmmï
OABC, qui renferme les deux pôles doubles 0(u^ o) et " Ï ) ( u ̂  o.));
d'après un théorème connu p^^iu peut donc être expr imé ra t ion-
nellement p a r j î ^ e t sa dérivée p ' u . Or la fonction p^^u é tant paire
et n 'ayant que des pôles doubles, il est clair qu'on pourra poser

P(D % u = A p u -}- Bp ( // + (,} ) -h (':;.

( ^ T A N N E B Y et MOLK, ÉlêmeitU de Ici. théorie des fûncdûits olUptùfU^^ p* %O(L
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Les coefficients A et B se déterminent en a t t r ibuant à u successive-
ment les valeurs o et œ, ce qui donne A == B = {. Les trois demi-
périodes de P(|) seront les quanti tés co, o 4- 2 a/, 2o/; en posant

P( 1 ) ̂  •=- e\, PU ) ( ̂  4- '•?' ̂ / ) === ^2 ? P( 1 ) °- cl)/ = ̂  »

les subs t i t u t ions successives ^ == œ ? co -h o/, a)' donnent
2 2

6^ r= I 6^1 -4- | y/( C\ — 02 ) ( Ci — é?3 ) -1- C,

e:̂  = ̂ - ei — i v/C ̂ i — e^ ) ( € i — e^ ) -4- C,

^ •= l ̂  -+- i ^2 + G.

En t enan t compte de e\ -+- e[, -{- é^ ==o, on trouve C == — ^c-», , et le pro-
blème est ent ièrement résolu.

Dans la su i t e» nous écrirons, pour abréger,

V^l —— ^3 == (So? \/<?1 —— ^2 = 7t)ïan, \ j e . — e

^2 — e\ = a^ ^^ — 6-3 == (3i, ^^ == ^; ==: 71,

et les formules de transformation s'écrivent

(i)

/ 4p(i^==j.)^-+-p(^ 4-^)—^,
| 4^1 ==e^^y^ ^i=i(Po~"7o),
^ 4^==ei-2yf , P^K^+yo),
\ 4. e; = — 2 ̂ , 71 = </po y^.

A ces formules, qui seront d ' u n usage cont inue l , on pour ra i t en-
core ajouter la re la t ion su ivante , faci le à vérifier,

j) a = j)( i ) a -+- j)( i ) ( u -+- a G/ ) — ̂ .

Remarquons qu'on ne saurait se prononcer sur les signes des ra"di-
caux qui figurent dans ces équations, ni sur leur réali té ; pour cela, i l
faudrai t connaître à fond la nature des quant i tés e^ e^, <^, a», a/.

Dans la sui te , i l est nécessaire de ne pas perdre de vue la divis ion
des fonctions el l ipt iques en deux classes, selon le signe du discr imi-
n a n t . Par leurs propriétés, les fonctions à discriminant posit if se rap-
prochent plus que les autres des fonctions anciennes; c'est un motif
pour les considérer en premier l ieu.
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Discriminants positifs-

Les racines e^ ^, ^37 rangées par ordre de grandeur, sont réet lesy
la demi-période co est réelle et posit ive, l 'autre o/ est p u r e m e n t inu-t"
ginaire, ^- est positif, le parallélogramme des périodes est un re'c-i
tangle. On a

p G) =r <?i, p ( O) -(-" ^/ ) = <fïâ» ,P /))/:= ̂  *

La fonction transformée p«) est de la même classe, r?p ^, ^ son!
réels et en ordre décroissant. Les formules ( i ) on t l i eu sans change-
ment ancuny tous les radicaux a, ^ y sont réels et do iven t être pris
posit ivement.

La fonction pu peut dégénérer en fonct ion c i r c u l a i r e ou b ien expo-
nentiel le . La première circonstance a, l ieu quand ^3 tend vers r^. Dans
le cas l imi t e où ̂  ^t e•,i coÏnc identy on a

po=yof aï-:::o,
f l/l) U — C](i =: — arc col.1---"-11".—1-11-- y

po p»
J )^ • : - ^ l4 . - (3 ï cû l a ( / / p„ ) .

II en suit CD == —; q u a n t à o-»^ cette deni i - [pér iode s'est accrue e i>
là ^o

deliors de (oute l im i t e . Comme l 'on sait , l ' app l i ca t ion répétée de la
t ransformation permet de ramener l 'é tude de la fonct ion pu k celle
de sa dégénération (1) circulaire. En effet, par l 'appl icat ion des for-
mules (i), on remplace en que lque sorte la fonct ion pu par la fonc-
t ion P(I)^, don t la période imaginaire est deux fo i s p lus grande; î.t son
tour p^u sub i t la t ransformat ion et est remplacé par p^u h la pé-
riode 8(0', et ainsi de su i t e . Il suffît généralement d ' u n petit nombre
de transformations successives pour arriver à une fonction p^^i dor ï t
la période ^^a/ est d 'une si grande valeur absolue par rapport k
celle de la période réelle, restée égale à 2fo), que cette fonction p^u
peut être identifiée avec sa dégénération circulaire^ qu/on appellera

f 1 ) Nous prenons le terme dé^énércition au sens ooneret de fo/tetîm dé^éndréc.
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pour abréger, la cotangentielle de pu. De cette manière on peut, dans
le calcul numérique, substituer à pu une série de fonct ions circu-
laires.

Semblablement, on pourrai t faire usage de la dégénération expo-
nentielle qu'on obtient en faisant tendre e^ vers e ^ . Quand les deux
racines vont coïncider, on aura

Maintenant c'est la période rîco qu i est in f in ie , tandis qu'on a
^- = —a-- Si l'on emploie des formules de transformation analogues
qui, expr iment la relation entre p(^; co, oY) et p ^ ) ( u ' y 20, oY), i l est
clair qu'on pourrai t substi tuer successivement à pu des fonc t ions
dont les périodes réelles iraient toujours en croissant, de sorte que,
f inalement , pu serait exprimé par des fonctions p^ ne d i f fé ran t p lus
sensiblement des exponent iel les .

Il n'y a pas, d'ailleurs, une différence essentielle entre les deux
modes de dégénérat ion; on reconnaît , à l 'aide de l 'homogénéi té

/ / , — f i t c»/ . \y ( ii ; G), G)' ; ei, e^ e^ ) = — p 1 - ; —, G.) i ; — e^ — e^ — e^ ) ,

que la dégénération exponent ie l le de — pu est ident ique à la dégé-
nération c i rcu la i re de pu. Si l 'on se demande à quelle dégénération
on arrive après le plus peti t nombre de transformations, il est évident
que c'est la cotangentielle dans le cas e^ — ̂  > e^ — <^, co < <f},, l'ex-

ponent ie l le dans le cas contraire ^ — ̂  << ̂  — ^;p ^ > ̂ •

Calcul des demi-périodes. — Supposons d'abord 0 plus peti t que ^-7

ou tout au plus égal à ̂  la fonction p^'u et mieux encore p^u mon-
trera déjà une ressemblance plus ou moins marquée avec la cotan-

Aiiîï» de l'/^c, Normale. 3° Série. Tome XL— FFVlUEn 1894. 6
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gentlelle, et, approximativement, on pourrai t prendre celte ï^sscrn"
blance pour l'identité.

Cela revient à admettre qu'on a
, / . ^ 7:""' 7^ , „ / 'r. f f " \
4 j:)̂  2 U -== p U -+- p ( // "h G) ) — ^ rr -^ -h ̂  COl, " ( -^ } 5

ou bien

i6p^) 4^•=:J I)^-^-p^^-^ ̂  ̂ p(u 4- <,) )4-J)^^4- L)^ - •^Y— ^';

SîT2 47T2 ,/9.nU.\-^ ^ -i-.-col,11 ~- "
do)2 Gr \ fx) /

Développons dans ces deux équations les deux membres, s u i v a n t , 1^
puissances ascendantes de u, c'est-à-dire substituons

p u ̂  l -i- ̂  a2 -h....
^2 ao

( fx) \ f») , d} , „ (,)? ^ -4- \ = y ^ p/ ^ ,,̂  ^ -^ ̂  ̂  ...;.„..., _ ^
^•î / --S 2 ,.5

J) ( U + 0) ) == ^i -1- •I J.̂  ^î ^2 4- . . ̂

/ 3 &) \ 3 r,) , 3 r,> 3 r»)p ̂  ̂  ̂  = p ̂  + ^ ̂  „ ^ ^ ̂  ̂ . ̂  ^.. _^

^ . fT:U\ fi) ï TT/ /

^ o) ) TT// 3 r<) " " * ?

/3jr^\ _ (»» r ^'KI.I
\ G) / "'""" 2 77 a 3, G)

On trouvera, en égalant les coefficients dos termes en le dans la pro
mière équation,

(2) ^y :::::- 3^ .13^;

dans la seconde,

(33) (y'=-~ïi/^4-.YVi.^^^^^^

Le degré d'approximation de ces formules suffit dé jà dans u r r ^ n m d
nombre de cas. Prenons,, par exemple, les intégrales

_ r^_dp _ r " ^ 4^
JpH ^P13--! Jpu ^p^ • 1 - 1 - 1 i)0p —^
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pour lesquelles on a

dû of / f ûJ /> ,..
Ci) •==. — := I,ô5407;:», £0 = ——— == 0,6071627,? i\/3

Les formules donnent

( a ) co== i,854
0) GO ==1,854075

GJ == 0,6071627.

Il va de soi que ces formules ne sont plus applicables quand on a
co>^-, mais évidemment le simple changement de co, e^ e^ e^ en

~y — 6^3, — ^, —- ^^ suffit pour en faire usage pour le calcul de (JÙ^-
Toutefois les résultats ainsi obtenus sont toujours un peu incer-

tains. Par l'emploi de l'algorithme, indiqué par Gauss, il est aisé
d'obtenir autant d'approximation qu'on pourra le désirer. D'après cette
méthode, on calcule successivement pour toutes les fonctions transfor-
mées j3(i), P^), p(3), ..., les racines e^ e^, e^ ou plutôt leurs différences.
Les formules (i) ind iquent le chemin à suivre. Elles montrent qu'on
aura

P^-HPo-i-yo). yi^lV^,
P2=-HPi+yi). 72=^7yL

C'est en prenant continuellement la moyenne arithmétique p/, et la
moyenne géométrique y^, qu'on parvient à connaître les racines des
fonctions transformées. Si l'on procède ainsi, la différence p/, — y^
diminuant de plus en plus, bientôt ne sera plus sensible, et p/, — ̂
pourra être négligé.

Cela comporte qu'on admette a2^ == o et qu'on identifie p^u avec la
cotangentielle. Alors les quantités ?„ et y,, ont acquis une valeur
limite qu'on appelle la moyenne arùhmético-géométrique de po ^t Y(P
et l'on aura

_ TT _ 7T
a) ~~" 2"̂  ̂  ay^ "

De cette manière, l 'approximation peut être poussée aussi loin qu'on
le désire.
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Pareillement, on parvient à calculer ^ - » pourvu qu'on considère

main tenan t la fonct ion j )(- ; ^ri oj?; — ^ , —^ , — ^ i )• Les q u a n t i t é s
a, [3, Y doivent êire remplacées par

C =. \A?i — (^ , I? =~ \/^ — ^;t , .A, -r,: \ / ( ' ^ '— ^3 ,

et les relations (i) par

B^=n.Ao^Bo), Ai=v/Â7Bo,
B,=:-^(Ai+I^), Aa^v/ÂTB'i,

Si l 'on arrive à la cotangent ie l le après/'z I r ans fb rn îa l ions successives,
c'est-à-dire si, la, difïerence B,/, — A^ e^t négligeable:';, ors doi l , adr iBt^l . rc
C^ —. o, et il, s 'ensuit

r»/ 71 TT
/ """"" i>/B^ ""~ - ^ A ^

Evidenirnent la recherclic des quan t i t é s A/^ l1}/^ (.I/, n'es!, a u f r e (^ l iosc
que le calcul des quant i tés a^, f^,/,, Y.,.^, à i n d i c e né^al if . Sans [ H u n e ,
on é t a b l i t les relat ions

a1-^ « f3-1^ „...,.„ y-^ «..,/,
A'ï " "!Ç "1"1"" C; "" " •

I n u t i l e de rappeler que, dans le cas co <^ ^-? c'est, le ca lcul de Q)» < * ( ,

que, dansie cas contraire, co > ^-5 c'est celui de o/ qui va le p lus v i le .

Ordinairement, même dans le cas le moins favorable ro —: ^., i l s(!(Ïi1^ 1

de faire trois t ransformations successives. C'est ce que mont ren t , les
exemples suivants :

^r^^—- —r --^^^^^^^^^^
J ^ v/4p3 ~ p Ji^fi\/(\ ̂  — f»oj;) — 8H '

Po^ ^ 70= 0,7071068, P(,— a,G3^î48, y(,== ^42/}6o,
(Si =: o,8535534., yi =:; 0,8/108963, (3i :::= 2,587804, yi ::::,: a,58(xH6,
p^—o, 84729,4,9, 72=o,847^oî4» pg^' %,587110=1= ya, '

i^==o,8472i3a ==:y^

^) r = - . - = : i ,354074» ^ 1 ^ = r/s- == 0,607 i 6^7.
2p3 <•} p3
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Calcul de la quantité q == e tô '. — En général, on a besoin de con-
naître en même temps les deux périodes, et c'est une circonstance
fâcheuse qu'à cet effet il faudrait calculer deux systèmes de quanti tés
auxiliaires, à savoir les quantités ?, y et aussi les A, B. Legendre a
montré qu'il est possible d'éviter ce double calcul, et qu'i l suffit de
connaître co et les quantités (i, y pour en déduire la valeur de co'. En
effet, Legendre a établi une relation entre le module îc et la quantité

_ («Ï'W

q = e w i . Nous allons conformer sesfor.mu.les aux notations actuelles.
„/

Soit œ <; —5 supposons que 3^ — y^ soit négligeable ainsi que a;^,if
la fonction p^u s 'identifie avec la cotangentielle, et nous aurons

f,e^-^ 4.y;i coi2 ( U7T} = p^ u + p^ ( u + ̂ ) - ̂ -1).
\ &} /

La fonction p^^u a la demi-période imaginaire û'== a^oV; substi"
o/

tuons u === rl; en tenant compte de
/ /»(») —— /a(^--l) i _ o .,,24 6 ^ — 6^ -+- 3 y,,,

et de
^ /^ \ ,,, ,,

P(^-l) — + P(n-l) — + û> = 2 ̂ -15,
-A • \ î̂ /

on trouve
cot2

^/!—2,//,-\ 52 «4-*i/2 ft
•a _','' ^ __ __ j^/?.^i "T~ //z, __ __ ? /i!

a) / """ 2 yl "~" y/^-i

La quant i t é 4- étant réelle et positive^ on conclut toujours en négli-
geant a; [non pas a^ quanti té égale à -K'f^ - T^OL

2"'—1 tô'TC^ — — ^ —— ̂ ^
6 _/7 __ ———,

4 P/î

Ç :

A vrai dire, cette relation ne subsiste que dans la supposition que
a^ est négligeable; on obtient donc^ puisque lima,2 ===o, une expres-
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sion de q absolument exacte, en faisant inf ini le nombre n des transfor-
mations successives. Transformons dans ce but l'expression (le y, à
l'aide des équations suivantes, faciles à vérifier,

^-.i^^Y ^-/W11"'1 ^ _ î—^
ï "" P,A 4 / ? 4 "" \ 4 ; P.pi...,.., ̂ :,. *". pf'̂

et il viendra
a-^ î ^ . .q - 4 T~-;—i ' '"'JL

ft'a ffi'^ ^H ^a"-2

Pâ P.» P,'(. • • * P/fc

Maintenant , faisons ^ s'accroître indéf in iment , il en résolte la for-
mule dont il s'agissait

(4.) ^Ê±^^^
piprp^.-

où q est exprimé par un produit i n f i n i *
(Test par cette équation que la valeur de ^- s'ol)lient pourvu qu'on

connaisse celles de œ et des quantités ̂  y. I/erreur a craindre dépéri"
dra, pour la plus grande part, de celle commise dans la d é t e r m i n a t i o n
de P o ~ ~ T u - Ordinairement , i l suffi t de prendre

/^iV-yo ï-q ,„,„ ̂ — ^—,
(3j (3]

Naturellement, dans le cas o^>^., il y a avantage a chercher, en
premier lieu, les quantités A, B et la demi-période o/, et à calculer,
après, la demi-période o, au moyen de la relation analogue

(5) ^e Bo — AQ î
8 Bh^lîi'•"2 * '2 ^/f. * * •

Les quantités ̂  y exprimées par q. — La formule que nous venons
d'établir se prête à éclaircir la véritable nature des quantités 6, y et
de mettre au jour leurs rapports avec les demi-périodes. Considérons
une (onction pu qui dégénère après cinq transformations successives.
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On aura, en remplaçant ?o — To par la quantité égale 2{^ - ̂ ),

po -^4^1 K K K'

Si l'on observe que, pour les fonctions intermédiaires p^, p^, p^,
p^, la quantité analogue à q est devenue q\ q\ q\ y16, on aura de
même pi-^=4^ypi

P^=4çW
P3-P4=4^

^-^=4^. .

Dans ces équations, on peut regarder po, j^, ^ 2 » Ps» (^ comme les
inconnues, dont les valeurs exprimées en Rg et q se déterminent faci-
lement, si l'on observe qu'il faut négliger toutes les puissances de q
dont l'exposant surpasse 3i, puisqu'on a

^-.p^y^^
on trouve

•+2^ v^1-2^ W^'
^=^t, \/|h- '̂ ^l-^

(6) ( ̂ /| =i+2î'.+ay'«, ^ =,-2r/+2y"., ^ ̂  =:y +^+f',

/^ i /y" i " si. isi
=I+2ç2+2^-l•-2<718, t / ̂  ^.-J-a^+ay^-ar/8, ^ i/.^ ̂ ^g^ç ^ +y 2 ,

/Yo I /On •1- i 2J' •4-':1 -1-21

— =I+2<7 +3^-2^+2^% i/ ̂ - =I--3^-}-2^—2^+2Y, - i/ - rr^^h^4-!- r/ 4 +(/ 4 +^ r'.
P^ V ya ^ v ps

Des expressions des quantités ?, on dédui t immédiatement les ex-
pressions ci-jointes des quantités a, y.

Il suffit de substituer 8.== — dans les trois dernières équations1 1) 2(0 A

pour reconnaître les premiers termes des séries de Jacobi. Le change-
ment de a), q, po, yo, QtQ en ̂  /, Bo, Ao, Co donne encore trois équa-
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t i ens analogues. C'est à l'aide de ces six é q u a t i o n s^U^a.

(7)

qu'on parvient à calculer les racines, quand. on se donne les deux
périodes. Il va^le soi que le nombre des termes dans ces é q u a t i o n s
s'augmente quand le nombre n des t r ans fo rma t ions nécessaires pour
arriver à la cotangentiel le devient plus grand.

Calcul de u, connaissant pu. — Quand on c o n n a î t la. v a l e u r de p u ,
l 'argument n'est pas encore complètement déterminé. Pour év i t e r
toute ambiguïté, il suffit de supposer, comme nous le ' ferons dans b
suite, que le point u, représentant u sur le p lan complexe, se t rouve
toujours sur, le contour ou bien à l ' intérieur du rectangle q u i a pour
sommets les points o, co, co^, o/.

Prenons Sabord pu réel et plus grand, que ^, , l ' a r g u m e n t ^ Hera
réel, positif et moindre que œ; pour le trouver, nous n'avons qu'a
changer légèrement les formules usuelles de la subst i tu t ion de
Landen. La formule (i)

4 p(^ // == p u -h y ( u + &>) — ci

peut être écrite de la manière suivante :

,, , . {pu— Ci— y^)9'4(p(i)^ u - e\ ) === \L—^^liL.
p u — (:. i
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Posons
</p u —~~e~ v/.p n )2 u — <?'ico {.Q^~=. LA————1, col y i =- -(L—————- >1 0 yi r 72

il viendra

(8) colyi== • cet 200.
72

II convient de prendre \/pu — e^ pos i t ivement ; alors yo pourra être
pris entre o et 7r-

On conclut de la relation

^fi _ ^yi sinsl?l
6/îp y g s î n ' ^ayo '

que (po et cp^ varient dans le même sens. Si l'on f a i s a i t varier l'argu-
ment u de zéro vers o, 20-), 3co, . . . , les angles ^po et cpi s 'accroîtraient
aussi et prendraient s imul tanément les valeurs o, o; ^ IT; 'îr, 27r; ....
Quelle que soit donc la valeur de <po, par la relat ion (8), 'Pan^lc 'P( se
trouve par fa i tement déterminé.

Quant aux fonctions intermédiaires , nous posons

VW^^I ̂  ̂ ^ ^Pi[)î 3 ̂  coly., ...,
y» y/.

ce qui en t ra îne les relat ions

C0tîp2== /2 COt2Cp, ,i ^ y, ^

1 C 01. <f 3 = '-3 C 01 3 ̂  g,y y/»

a l'aide desquelles les angles 9a» î a» -- peuvent être trouvés facile-
ment, les relations entre ^ et cpa, ça <3t ç;p » • • étant tout à fai t .ana-
logues à celle entre 9.» et y, .

Supposons qu'on néglige a^ et que p^u ne diffère plus de la cotan-
gentielle, on aura

. = ..-..̂
2^

.^/ï^. ^6* /'/Je. Normale, Ï9 Série. Tome XI. •— l̂ viuro 1894- 7
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ou bien, puisqu'on a coty,,== "7^ cet 29^, y,,i== y^,
7//.4-1

(.0) «=^.

On le voit, ce calcul ne diffère presque en rien de celui qu i sort à
évaluer l 'intégrale

^ d<f
^ ^••^^•-^^^ -"/̂ 0

l 'amplitude y étant connue. Remarquons qu'on peut calculer en sens
inverse et trouver la valeur (le pu pour un argument réel donné.

Passons au calcul de l 'argument imaginai re (;; la valeur donnée de
pu est alors réelle et moindre que ^3. Si l'on veut éviter l 'emploi des
quantités auxi l ia i res A, B et se servir seulement des quan t i t é s [î, y,
il suffit de poser

i_<_ — col <o ^^"r^^11^ ^^^ ̂— --. coicpo, ———.-—— — coicpi, —.-̂ «.,,-.̂ .«,.._. -^ (;<>(,cpg, . , . ,
/l /l /a

ce qui revient à changer partout dans les formules (9) coty en
4cot9. Par ce changement, les relations entre deux angles consé-
cutifs dev iennen t

^ iang<pi=: n g in 219^,

( f l ) J yltangya=== ^smayi ,
' 72

et, au lien de ( ro ) , nous aurons

( ï 2 ) ' ?=^logcot(j^^).

On remarquera que, cpo étant pris entre o e t 7 T , tous les angles y, en

vertu des équations (n), seront également moindres que 2> de sorte
qu'il n'y a pas d'erreur possible dans leur déterminat ion.

Nous avons désigné par v un argument purement imaginaire entre
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o et o/, il est nécessaire de restreindre davantage le champ de cet
argument. En effet, en prenant par exemple pv == e.^ les formules pré-
cédentes ne pourraient servir à calculer ^ qui devrait se trouver égal
à oo". Cela serait incompatible avec la supposition selon laquelle 2 / /—-
est, inf in iment grand par rapport à œ. Aussi trouve-t-on pour pv == e^

7T , &/
cp^_i=== ̂  ^-j =00,

comme cela doit être. Pour des arguments ^ très vois ins de o/, le der-
nier angle auxi l ia i re ç,̂  se rapproche encore très sensiblement de ^
et l'usage de la formule (12) n'est pas commode. Comme nous al lons
le voir, l'emploi de cette formule n'offre plus de dif f icul tés et l'on ob-
tient un résultat méri tant de la confiance, quand on a ^ == ^ ; il su f f î t1 ! a
donc pour remédier aux inconvénients i n d i q u é s de ne considérer que
des arguments imaginaires entre o et ^-- Le calcul d 'un a rgumen t v

/
qui surpasse "̂  doit être remplacé par la dé te rmina t ion de o/— 9, ce
qui n'exige que la connaissance de la valeur de ^ ( û / — ^ ) , facile à
déduire de celle de pv. Il reste à se convaincre de ce que la formule
subsiste pour p== ^-" Faisons actuel lement cette s u b s t i t u t i o n ; en né-
gligeant a2^, on aura

P^)^-^ == ̂ -^ a,̂  p,̂ , colcp,^^ i/^2,
y |ĵ -.,.i

^ --) = (^Ti^y- -a - --)= W. = ""-•
d'où il su i t

^/ ï , /TT \^^^logcot^-y^,

ce qui jus t i f ie l'assertion que nous venons d'énoncer.
En faisant main tenant l 'argument suivre le contour du rectangle

aux sommets o, co, o/', oY, il prend des valeurs complexes de la forme
u + o/ ou v + 03, les valeurs de pÇu + ̂  ) et de p(^ + œ) étant tou-
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jours réelles. Ces cas sont immédiatement réduits aux cas déjà consi-
dérés, quand on d iminue l 'argument d 'une demi-période.

Le cas où le point représentant l ' a rgument est situé à l ' intérieur du
rectangle des demi-périodes est un peu plus compliqué. L'argument
est complexe de la forme u -h ^, où nous prenons u réel et positif. Pre-

. r,/ . . .nous soin auparavant que v ne surpasse pas —? ce q u i , toujours en

admettant pour -r des valeurs négatives, est facile à réaliser par l'addi-
tion ou la soustraction convenable d'une demi-période.

La valeur donnéede p^-M-') estcomplexe; il est donc tout i n d i q u é ,
eu égard aux cas précédents, de poser

^£^±1^ = cotyo^ ^^[^^ = coi^iilii-^

Dans la première équation, on peut prendre ço^^? (^ est égale-

ment moindre que ^ et a le signe de ^ Les angles ç., 0 < seront liés
Si t, '

à y^ , Oo par
.. cot„âcp(^r•l-â/lo«— ï y,

CO'tCpî <?•"<0« = .————.-^i-.,.————^^^^^^^ fly

2 COlÇo^-1^0») YÏ

ce qui entraîne les deux égalités

( i3 ) 7! cotyi cos0i= cos^o cotayo, ys col 91 sin^ =::: s in0o ................l-...-,7i 1 yi ' snr2^(,

d'où il suit, en outre,

04) cot9i= col0o cos^9o.

La dernière équat ion détermine 0^ comme un angle positif ou négatif
en valeur absolue moindre que ^. De l 'une ou. de Fautre des premières
équations, il résulte une valeur de ̂  parfa i tement déterminée si l'on
se rend compte seulement que, ç tendant vers zéro ainsi que 0, et 0^
les angles 9^ et y, tendent à devenir les angles auxil iaires d'un argu-
ment réel.

Le passage aux fonctions intermédiaires p^, p^, ... se f a i t de la
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même manière. En posant

vp^4^^^
73

VS!IE±̂  = cot^ e^

nous aurons

-•cotcp2cos02== cos(?i cota 91, cet 02== col^i cos2epi,
72

' ^COtOî - t C0s6^:= COS^> COtâîpo, C0t0-}= C0t0q COS2Ûîa,
73

Admettons que la fonc t ion p^ dégénère, il s'ensuivra

^-»i ^ ^ ̂  ^ ^ y^ _^ ^^^ ^^^ ^ ̂ ^ ̂ ^ ^ e"1^'^ ).

La séparation en quant i tés réelles et imaginaires donne en f in

( r6)
u =: "^--— arc lar )g( tang2(p^_i cos^i),

2 7^
^ _, _^_ i,,,, L±:i[ll5 ,̂rî ^̂ .
l ~' '2'/^-•-ly„ ' & i •— s inay/^i sin^,,-i*

11 faut prendre ici la va leur réelle du logari thme; quant à l'are de la
première égalité, il faut choisir cette valeur qui tend vers 2îp/^ quand
0^ s'évanouit .

Comme dans les applications, les arguments réels et imaginaires
in terv iennent ordinairement en même temps, le calcul que nous
venons d'exposer n'est pas sans quelque utilité; d'ailleurs, comme ou
le verra, les angles ç, 0 se présentent dans le calcul, des fonct ions a1.

Pour avoir un exemple de calcul numérique, considérons de nou-
veau la fonction pÇu, oj, a/, ^ o, — ^), l 'inversion de l'intégrale

r <? .// ::= i •1-~=1:::.:,:11---•—:- ;j v/4j)^.j)
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prenons pu •== 3 ̂ , pv =

v!-
yi

( 1 0 )

7̂i

( 1 2 )

.Î.-C. K L U Y V E R .

: — 3^ et par là pÇu -h- p} = — l11^ On aura

Calcul de u.

col yo, cpo== a 5 . 5 3 , 4 6 3 3 y
yi= 52. o. o,8,
(pâ= iô4.. o. 0,9.

^==^=0,535623.
4y3

Calcul de v»

= col yo> ?o ""̂  ^^ . "48115' , a,
9t==33.4S. 5,
y,=4.3.28.53,5,

— logcot ̂  - ̂  ̂  o,5356â3.

Calcul de a 4- ï.\
*/_ i a / _irry 'y ^ — ^

^^eolyo^0", ¥0= 32!io'.5,^4/ 0o= 53^ 7^8^,/i
yi=-. 47 • i 2 - î ^?^ . QI^ 7^. . t . ï 5 , 6 ,
9, == i 33.39.33,9. 0, ̂  - 88.34 .^3,5,

( 1 6 )
^ = g _ a r c l a n g - ( l a n g î î 9 2 c o s ^ ) = o, 53562^,
(' «^ i i.,,ï "+" ̂  ̂  ?2 sin ûâ ,.̂^^^log^^^^^ =:.o,535622.

La fonction ^u. — Les intégrales de la seconde espèce de Jacobi
sont remplacées par la fonction i^, qu'on pourra i t déf inir par les
égalités

d^ti f ï \
-^—pu, lim Ç^ - -l . o,du

Pour pouvoir s'en servir dans le calcul numérique, il nous f a u t d'a-
bord connaître les quanti tés Çœ == T], Ço/^ Y]', liées par

( ï7 ) ^/yj ̂ , ^^/ ^TT
"•"1"1 ?
2

si l'on prend ^- posit ivement-
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Dans ce but, intégrons la formule fondamentale

4p( l )2^= :p^+J3 (« 4- U) — < ? i ;

i l viendra

(18) — 2 Ç ( i ) 2 ^ = — Ç ^ — - Ç ( ^ - 4 - c o ) — - ^ i Z ^ 4 - C .

Faisant tendre u vers zéro, on trouve C = Y], de sorte que nous aurons

2Ç(1) 2 U ==. Çu -+- Ç ( / < 4- &3) — Y) 4- ^i ^,

ce qui donne pour u = ^ après une légère réduction

(19) 2 7 ] ( i ) = Y 2 + (?i a).

A cause de cette égalité et des égalités analogues

2TJ(2):=:^)+^ ̂

2Y1(3)==^(2)-4--^ -?
.•î

le calcul de ^ se rédui t à la détermination de T]^), quant i té analogue
appartenant à la cotangentielle. On trouve, en effet,

Y)-4CO^=: 9^(y^)—-lo)6^5) — 0(^-4-20(1 4- S2^^. . .-h'?^'-2^).

Quant à ï]^), puisqu'on a

pc^^^^^p^cor^?//^),
Çr,,) a == I p^ ̂  + ̂ n cot ( ̂  (3,,, ),

on obtient
^^iP^^o)^.

Il en résulte
2. :^^, ̂  — (a;+ 2a|-h â^-h.. .+ a^-^^i),
G)

Toutefois, l'usage de cette formule exigerait les connaissances des
quantités a; il est préférable de n'employer que les quant i tés p, y, que
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le calcul de co a déjà fait connaître. Quelques simples réductions suf-
fisent pour obtenir

(20) 71=2^2p^^(^+yî+2y^^-^7S+..."^•^^3y,^,).
Oi)

Même dans le cas le moins favorable o) ==: 4-? il suf f i t o rd ina i r e rnen t
L

de prendre n == 3, ce qui donne la fo rmule très s imple

^="^-yî+^.

La quanti té Y] une fois connue, la relation (^7) donne immédiate-
ment la valeur de Y]^ Si l'on avait œ ^> ^-î i l serait préférable de faire
intervenir les quant i tés auxil iaires A, B et la demi-période (»/, pour
calculer d'abord Y]', et d'en d é d u i r e ensui te la va leur de T],

Ma in tenan t , nous sommes en état d 'évaluer la (onct ion *Ca pour u n
argument donné , qu'on suppose réel ou bien imag ina i re* A cause d u
théorème d 'addi t ion, il n'y a pas d ' in térê t à supposer l ' a rgument com-
plexe.

Reprenons les équa t ions ( ï8) et (19)

2 Ç( ̂  2 u = Ç n 4- Ç ( //- -•1- 6) ) — n "h Ci { / ,

( i )2r](i)=:n +e^,.&
On en déduit

( . 1 ) (ç,^^^^)^fç^^\+ - ̂ ,̂\ û) ) \ co y 4 p ^ — 6 ' i
ce que nous écrivons

/<. "^(13 .2 U\ ( ^ 'f\U\ ,
( ?(i) ^ ̂  — -—^^^^^^^^^ = C^ ~ — — ^o.
\ ^) / \ &} /

Pour les fonctions ̂  ̂  . . . , Ç^, on établit des équations, sem-
blables. En les addi t ionnant , il vient

ç^^=(^^^Ï^^
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Prenons d'abord l'argument réel, identifions p^ avec la cotangentielle,
on aura, en faisant usage des angles auxiliaires (po, y, , . . . , <p^ (qu'on
doit supposer connus, puisque, dans les applications, l 'argument u
est toujours donné par la valeur de p u )

(23) ' Ç^^u—^^-^^z^Y^oi^^
w

et par là
<- 'n u / ^ -5 .jÇu — —— =y,, cotcp/,-4- (.l•()~^-.)!l4-. . .-hc)',^i).

Dans cette formule, on ne connaît pas encore les quantités S : on les
trouve de la manière suivante. De la formule fondamentale (i), on
dédu i t

^ --J^Lĵ Ji— -: JBLfL^ x ÏL!l^i^Lll
" p ( i ) -2 // — e \ " p a—Ci ' p it, •— É? i — y ï

ou bien
,̂ 0 -= a c]̂  ces a q-'o.

Pareil lement, on aura
J'i= a ̂  cosay.1,
^-=â^a cosaya,
. . . . . . . . . . . . . . .

et le calcul des quant i tés ^se trouve réduit à l 'évaluation de la quan-
tité de ^, pour laquelle on trouve immédia tement

T? „. 7^

s in 29^

On peut encore simplifier légèrement l'expression trouvée pourî^, de
sorte que, f ina lement , le calcul de cette fonction se fait par les équa-
tions suivantes :

Ç // — '^ := y,, cet y/^i + (^o + ̂ i + • • •4- ̂ -2 )»' ^ . - ^^
r<ï

J :̂= a^i cosacpo,
(a3) / î i^^^cosayi,

y//,̂.-1 sini>-9,^i
Aiin.de U Kc\ Normale. 3e Série. Tomo XI .— FÉvniKn 1894. 8
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I/emploi de ces formules est assez commode, parce que le nombre
des termes ne dépassera jamais 3. Cependant , en se servant de ces
formules , on n'aperçoit pas do terme p r inc ipa l . Dans ce bu t , s i con-
vient de transformer encore l'expression trouvée. Nous no reprodui"
sons pas les calculs par lesquels on y parvient, et nous nous bornons
à établir ici. le résultat. On trouve

ç u _ m =: ̂  cet 90 + ( (31 -- '/i ) si n ^ 9,,
0)

4- ( (3â — 7a ) si n 291(1 4- ^ ces a 90 )
.+. ([3;^— y^) s ina^ î i ( ï 4-- 2 cosiWi 4- 4 ("os^çi COH'-».^)
4,. ( ̂  _ -^ ) si ri 2 9;} ( i -h a ces a 93 "h 4 t'os ^ 9^ ces ;̂  91

4- 8 ces ^ 9 a ces a 91 ces ^ 90 )

La fo rma t ion des termes successifs est év iden te ; on r econna i t ' y^ col,^
comme le ternie p r inc ipa l . I/usa^e de celte formule se r ecommando
surtout lorsqu'on a /^3.

Il est i nu t i l e de répéter en en t ie r ces ra i sonnements pour le cas
d'un argument imaginai re c, qui do i t être compris enire o e f . - ^ ' On

n'a qu'à changer par tout dans les formules cot.^ en Tcoiç, pour i n t r o -
duire les angles auxil iaires d 'un argument i m a g i n a i r e .

De celte manière, la formule (^4) devient, en prenant n == 3,

(a5) Ç^— It =.-^y^cot9o+(Pl--yl)<rta^gîa9(,4•4p2—7a)<'tar^^9I ( 14- ~^^^^ ).
C») \ (A.);"» ft W() /

II est bon d'observer que Ferreur à craindre en employant cette for-
mule dépend, pour une grande pari, de celle commise en calculant
les différences [̂  •— y^ e t p y — y ^ . 'En efïet, il se peut que les angles
2(po et ûy,, ne di f fèrent que très peu de ^; alors les deux derniers

'Si

termes influencent très sensiblement le résultat.
Pour avoir un, exemple de calcul numérique, reprenons la fonction

p(u; o), o/; •I, o, — ^) et les arguments a et v pour lesquels les angles
auxiliaires sont déjà calculés.
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Calcul de TÎ.

<?î == -l, co == ï , 854.0745î
y ̂ =0,7071068,

|3j==0,7177900,

(20) ^ =- 6-, - y?+ 2(3J== 0,9^84732,

TJ =: 0,4a36o67,

•7Trj u == y -
4

Calcul clé 'Çu.

u == o,53 5 6 2 3,
pu^.3^ Q^^WW^'Ï,

(pi=:520 o' 0^,8,
(3^—yi- r r : o , 0 t2657 t ,
p^-— y^=: o,ooûoa3^,

(-23) Ç / < --- -̂"1 •::= y.i col9<,+ (|3.i~ 71) s in ,2îpo+ ( P a — 72) s i n a c p i ( ï 4- cosa îpo ) ,
Ç^=:i ,8644.23.

Calcul de Ç^.

(.»
- =: o,5356^3,

j,p==-3.|-, 9o=aa o 48 / l5 / / , 2 ,
y l==35 0 45 / 5^

(':i5) Ç^~^=-~^ , i ,co ly , ,+fp i—yi)<tang2yo4-( (32—y2)^
u) \ COS2©((/

Ç F : = ~ ^ X 1,864,424.

La fonction a'u. ••— On pourrait définir la fonction ^u p a r l e s éga-
lités

d i o ^ ^ u . ^ ^ u,— — ----- =: Çu., Il m — = i1.
^^ ^=0 u

L'emploi de cette ibaction n ' introduit pas de nouvelles constantes
dans le calcul. .En effet, on sait que a ' o ) , ^^ f / , a1^ s 'expriment par les
racines e^ e^, e^, l.es périodes et les quantités y] et r\'. En commençani
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par l'évaluation de a'u quand le point u est situé sur le contour du
rectangle oœoW, nous remarquons d'abord que les théorèmes con-
nus sur l 'addition d'une demi-période permettent de ne s'occuper que
des deux cas où l'argument est réel ou bien purement imaginaire.

Supposons premièrement u réel, l ' intégration des deux membres de
l'équation (21) donne

(26) l- (iQg^u - 'rl^^} == (log^a - ̂ ) + ̂ og(p^ - €,) 4- (L2 \ ù) / \ û) /

En faisant tendre ^vers zéro, on trouve pour la constante C la valeur
loga. Apres ravoir introduite en même temps que l'angle auxiliaire 90,
l'équation devient

(.7) I (log^a- ̂ ^ = (log^^ Y3^) +ilo^(2y, co^o)^
2 \ (») / \ fi) /

Les transformations successives donnent lieu à n équations semblables
à l'aide desquelles on obtient

/ T\ 11^\ T / Yt / • '') ̂ //' // ̂  \,o^.«_^)=^(,og^^.-^J^

— ̂  Iog(a7i coiyo)2 / ( l ( î îyâ cotyj2"'"""1 (^3 col y^)2" '1"1" . . . (ay/ / coly/, .,.i)2.

Nous supposons que la fonction o^u dégénère, il, est donc fac i le
d'exprimer le premier terme du second membre par les fonctions cir-
culaires. En effet , de la formule (22) il résulte immédiatement

i ^ », '̂  f /n* f 2 î n uï i sm2^/,logc^ ̂ u ~ ^——— == log———^;UJ / /;

par conséquent, en tenant compte de ce q'u^on peut changer cp^ en
29^, nous aurons

, ,. TK^ i , /smcp^.iVlog^^^-.=^log(-^)
(28)

( • , ~ ^=î log(2ylCOtyo) î lw"" l(^y2Côt9l)SÎM 's...(ây„.,lCO Ily„-.,..2)^

formule d'un usage très commode.
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Inutile de dire qu'il faut prendre toujours la valeur réelle des loga-
rithmes, et que ^u étant positif pour ^< co, on peut remplacer logtf2^
par sloga^/.

Examinons les changements à faire dans cette formule lorsque
l'argument donné est imaginaire.

Maintenant 0^2^ esl purement imaginaire, — ̂ ^v es^ ree^ ^
positif. L'équation (27) s^crit

^^^(-^^^^^^^^^^[^(^^^-^^^^(^y.c^
2 L ^ J L G) J

où cpo est l'angle auxiliaire d'un argument imaginaire.
De même, on trouve pour la fonction dégénérée 0^2^

^(-^^^-ïll^^log18^^
U) ^ /(,

de sorte qu'on trouve finalement

^(^^^-^^^logfli"!^& v / û) 2^ ^a^cot^-i/

| - ^=ïlog(27i cofcyor'^^yaCOtyO2"-2 . . .(27/^1 coly/,

II faut prendre la valeur réelle des logarithmes.
Pour la fonction a'ic, il. n'existe pas un véritable théorème d'addi-

tion comme les fonctions pu et ̂ u en possèdent; il est donc nécessaire
qu'on sache évaluer t f (^+ç^) , l 'argument étant complexe. Effective-
ment, ce cas se présente assez fréquemment dans les applications.
Dans la supposition u réel, 9 imaginaire, les quantités a'^-f-^et
^{u — P) sont des complexes conjugués. Or, comme on a

di U + V\ ^ ( ( f . — (;)—-^-A—-=^-p«'
le module de a'(u -h ^) est donné par l'équation

| ̂ [u + v) \ =:\/~ ̂ v^u,[pu. —PC);

on peut donc se contenter d'évaluer log?-^-^—-
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Dans ce but, nous remplaçons u dans l 'équat ion (26) une fois par
//, -+- ^ et après par u — ç'; on en d é d u i t

1 L Ino. ̂  2 ^ u "+" ̂  '^D • ";>'2- ^ ̂ 1ï L2 loë ̂ 7^^^ -"—^^^^^^^^^^^^^^
= l̂ ios^JiJi) ̂  in l̂ .pioc.^'1U "f- f ) — 6'i

'a— c) — ^ ,L ob^^..) .) J 1 '^y^^^^^^^^^^^

en prenant pour chacune des fonctions logari thmiques cette lrranche
particulière qui s'annule quand p s'évanouit,

Ici interviennent les angles auxiliaires ç, 0 de l 'arg-urnent complexe
que nous avons introdui ts dans le calcul en posant

i/i)( ,̂ .4, (,n — ^VAJ. .̂ _:.,.j =:coly,^-^..
/i

A leur aide l 'équation précédente s'écrit

L f, io^ ̂ (^^ ̂  ̂ ^^^^ „, ", ̂  ̂ u^) , ̂  ̂ •1 ^^ l. to ^ ( i )^(^ - c) ^ J " ;"!ob ^(r/ - Y) 1"11 '"•.r" J " 1 ' 1 ' -u y f > >

Sans peine, on é tabl i t les équations analogues pour les fonc t ions c?%p
°"%)» • - • » ^j, qui, fournissent l 'égalité

. °1^±Z) _ ^ ̂  ^tJT...- f L ,.,. ̂ '^ ̂  ( ̂  -•••i"" <Q •^/^. -^^ t\ ̂, So^ ̂ .t̂ l ~ 4 Y] ^ tJT - f (. In.. ̂ 'î) ̂  ( a ̂  ̂  'f]<^ ' '^^lïv• b ̂ u -,) ~r,r "1••~ 2- L2 ioft ^^^^^^ - "--.--.--.̂' "/ •i' ' • t "̂ ^ •'-" ̂  L2 ioft î:^^^^^^^^^^^^^^ - "---^
+^::i(2'••'^o•+^/"•l>•^l41•"...+^

Dans la supposition que a'n^Çu + ^) est une fonction dégénérée, on
trouve facilement pour le premier terme du second membre l'ex-
pression

— loff^l^I^-t^y^la^1 l b s m [ 2 ? ( ^ ~ ( / ) ^ ] "

Les arguments u et ^ s'expriment par les angles auxi l ia i res ,̂ 0. En
effet, nous avons trouvé

( 1 6 )
^ = ̂ ._ arc tang(tan,ga 9^.1 cosO,^),

^ ̂  _I_ ^^ ̂  s^rlaJ^-l sm0^i
^ ^•^y^ "^-sinay^'im^'
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II s^ensuit après quelques réductions
ï , sin l"2^' ( tt -+- (QV/ / I !
^ log sinT3«(«-,)y7J == ̂ - arc ̂ g (cos 2 y—— ̂ ë0»- ) ;

conséquemment nous aurons
1 3'( II -)- (') 4'fl "^ t

3 '^'ÏTTT-Z-TT-) — ——— =-- ^rîarclang(cos3y,,-,tang0,._i)
(3o) • ' " ^

+ 7 ,̂ ( 2"--1 ^" + 2""2 e« + • - • + 0,.-i ).
\ A

Remarquons que nous avons supposé o<;^<<co, O<^F<; ^ ^ a u e la
fonction lo^ari thniique s 'annule en même temps que v, et que, i-' ten-
dant vers zéro, tous les angles Oo, 0 , , . . . , O/^, aussi bien que la fonc-
tion arc tang(cos2y/^ tangO^), s 'évanouissent. Lorsque l 'argument
réel u s'annule, tous les angles O o , 0 , , . . . , O^., ainsi que la fonct ion
arc ta ng( ces 2^,,,..,, (ang-O,^....,^) tendent vers ̂  et on trouve (o<r< ̂  1

o'(~(~ p)
aSo^^-—^^^^^^ =:4-U7T.^ ^— ^. j

Pour avoir un exemple de calcul numér ique , la fonc t ion
J ' ) ( / / ; (,.}, W ' ; -I-, 0, "--l.)

va encore nous servir . Prenons l 'argument u + v pour lequel les ang'ies
auxil iaires sont déjà, calculés. A cause de ^ = ùi, co'= îco, nous de-
vons trouver ^ lôff-—^-—' ==-r*7:. Actue l lemenf ; nous avons :

Q rî ( u — ^ )

., , , .. . ^(U -+- t'')Calcul de 2 km'—-——.——.0 ^ ( ̂ , — p )

j:) ( ̂  -|- v ) = — ̂  i, 9 „ := Sa'*, ï o'. 51 ; 4, 0o = ^ '- 7 '-4.8 ,'4,
9i=: 4 7 - î 2 ' 3?6. ^1= 7 2 - ^ • i ^ ? 6 ,
cpâ=i33.39.33,9. ^===—88.34.23,5,

/ 2

^ =- o,533632, -î"-:—l- =: I 5 0 J / 2 o ^ 2 , a rc tan^(cos2ya tang '6 /2) = 6I057 /59 / ' ,9»
6)

) ^ ( ?< •+•" v ) 4 ^2 '̂  . ^ , / , /•, .2 log ————" rr: i-— ^ ~t- - arc lan^(cos2û^ tang'y.>j
(3o) ^( / /~P)

4,-. ^ _( 4 r^ +. 2 6', + ^ ) •= '̂ X 180° <:/ o^ 8.
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Application. — Pour montrer l 'emploi qu'on peut faire de nos for-
mules dans les applications, envisageons le problème su ivan t : Cal-
culer la distance géodésîquc s de deux points A et B, s i tués de part.
et d'autre à égale distance de Féquateur sur une ellipsoïde de révolu-
t ion d'un faible aplatissement. Le rayon do réqualeur est pris pour
un i t é , la distance du centre au pôle sera désignée» par \/i — x, la la t i -
tude réduite de A est égale à À, la d i f férence de longi tude des poin ts A
et B est r^.

Soit COSÀ le rayon du parallèle auquel la l igne,géodésique AB est
tangente, les fonctions el l iptiques s ' in t roduisen t au moyen des for-
mules ( < )
Ci — p P == 1, <?i ~ p u = 1 — K COS2 ?., y^ ::r: (.![ — (^ — 1 — x,

^ —pc:= %, ^ -"• p ̂  = x si r^ ?., <^== ^a — r'3 ::::...: x sin8 II,
e,, — p p =: x cos2 À, ^3 — p ̂  = x ( ces2 /< — ces2 ). ), (3^ -:̂  ci — (^ =;;: f -- % (îos8 //.

L'argument constante est imagina i re ; l ' a rgument u, aff ixe du ( » o i u t A,
est entre co" e tco ' ; l 'argument, affixe du point B, dont la l a t i t u d e ré-
dui te est — À , est représenté pai^û^—^. II f a u t résoudre le pro-
blème à l'aide des deux équat ions suivantes, déduites des équat ions
d'Halphen,

^ ( ^ — c)^^— a + r),, 4 =: iog ̂ ^^ .̂̂ ^^^ ̂ , ̂  .„., ç (, „.,. ̂  (, ̂  „,„,, „ ̂

,<? = ( 2 Q)^ — 2 « ) ̂  4- Ç ( 2 ô)" — ^ ) — Ç U.

Dans ces équations, nous introduisons deux arguments nouveaux, l 'un
/x? === ^ -— oy réel et moindre que co, Fautre y = o>/ ~ ç purement ima-
ginaire et moindre que ^•-

En désignant par a l'azimut de la ligne géodésique au point A, dé-
terminé par

ces hsmarr ——,,
ces A

ces arguments a? et y seront donnés par les relations

^-py^tane2^ p^-^= (±=^c^s!^] t^i^^
cos2.^ ' 1 1 "

( 1 ) H.^LPIIÏSN, Trcdtê des fonctions eUiptique^ t. 11, p. 286.
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L'introduction de oc et y donne

(3.) ^=log^^+^+.(.-.)(^44^-J,

T)'X(82) szzz^i^—x^e^-^-^n—i^x——à—'•—•px—e^

Dans la première équation, la fonction logarithmique s'annule pour
y == o, les points A et B étant alors sur le même méridien.

Il s'agit maintenant d' introduire dans (3i) les angles auxiliaires
des arguments x^ y et x -hy. Posons

(33) vS^^cot^, ^IF=cot^, ^^--^cotcpo^.

A cause de la petitesse de x, nous pouvons provisoirement négliger x'"2,
ce qui entraîne ^ = = y i . L'équation (3i) devient, après quelques ré-
ductions,

^=arctang(cos2q3otan^0<,)-+-0o~ 7^-^ (yi c o t c p — -1-. —£^_Y
7i V ^ ^ p y — ^ }

En négligeant toujours les termes en x2, on vérifie facilement les rela-
tions suivantes :

o^arccot [!̂  (i+^sinV.)] , ^cot<po- ̂  ̂ p^ =^cosÀ,

^-arctanêT^Cï-i.cos^)], col^o=^-ng2^
L smA J ' I—• |x( I -4-COS 2 A)

d'où il suit, après quelques réductions,

0o~i- arc tang(cos 290 tang^o) = a arc tang(tangasinÀ),
TT — 29^ / , i p f y \
—-—— (y i cotcpo— ~. ——t/-— ) =.--KCOS/I x a rccot (cosacosÀ)

/i \ 26 py — (?3 y

et, par conséquent,

^=2a rc t ang ( t angas inÀ) — z c o s / i x arccot(cosacotÀ).

Considérons maintenant sur la sphère deux points A' et B7 de lati tude,
\ et — X ayant une différence de longitude ^/, choisie de manière que
le grand cercle AB est tangent à un parallèle de rayon cos/i. L'azimut

Ânn. de VÉc. Normale. 3e Série. Tome XI. — FÉVRIER 1894. 9
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de ce cercle au point A! sera a. Désignons par s ' la longueur de l'arc
A'W, et nous aurons

^ == ^ /— i-^x cos/<.

Cette équation (1) va nous servir à déterminer les premières approxi-
mations de h. Prenons un t r iangle sphérique P'A'IV aux côtés

^ yA!= fK '- \ yW= 7T -4- 'À avec l'angle compris A'P'B^ ̂
% '.3l

On calcule le troisième côté s'^ et la hauteur À() qui sont évidem-
ment des approximations premières de s ' et de A. De l'égalité

4/ç=:^-+ i.^îccos/4,

on déduit la première approximation ^o» ût le triangle sphérique aux
côtés - — X et TC +À maintenant avec l'angle compris A7 P7 B'=='^p
nous fournit par la valeur/^ de sa hauteur la seconde approximation
de À.

Pour trouver des valeurs de /// encore plus exactes, reprenons (3:i,)
et introduisons-y de nouveau les angles auxil iaires (33) y", ^ et rp, Û ,
en retenant ma in tenan t les termes en x, x^ x3 et en négligeant \m
termes en x'\ c'est-à-dire en supposant py == y^.

On obtient ainsi

/ ^ == -I arc la n g ( ces 2 yi lang 0i ) -4-1- Oi 4- 0^

w \ - [̂r,".,;-(p,-,,)^ .̂-î;.̂ ].

On calcule les angles auxiliaires à Faide des relations

coty; == un^ v/r="xœs^, cotv, == V/IEIi ,̂1 0 y iCûsa1 ' 9 T o y iCosÀ

cot^o^ — [tang2^ 4- (i — x) sm2^], tang0o== un^ ̂ ^^^^^yi smA

Cela se fa i t , ainsi que le calcul des quantités ̂  y, à l'aide de la va-

(i) Cette formule se trouve chez Halphen, II, p. ^98, (33). Incompatible avec elle est
la formule (44) : ̂ ^ 'V—i.^cosÂ, établie p. 3oa*
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leur h^ après quoi l 'équation (34) nous donne une certaine valeur r^
de ^- La correction première de h se déduit de la différence ^—^,
quantité du même ordre que x2, en posant

dh.\ » . „ , d'i -,—• ==:— -I sm2^ cos -pcot^,

ce qui est exact, à des quantités près du même ordre que x.
La valeur h^ a in s i obtenue sera exacte à des quantités près du même

ordre que x3; en répétant ce calcul, on trouve enfin la valeur h.^ et
l'erreur commise sera comparable à x7'. C'est en employant cette va-
leur de h qu^n calcule ensuite la distance géodésique^' au moyen de
l'équation (Sa), qui s'écrit, après l ' in t roduct ion des angles auxi-
liaires (33),

?l;_2l ̂  -„ ay^ cotç;- ^ (P i—y i ) sin29^ - p^j^i -,. ^ i ^^ ̂  •y o ^ \ ^ i /1 / •-'1 A x •-' r i) ,,-. .̂ /,
/à J-' •z' — '-':i

Discrilninants négatifs.

En considérant les fonctions el l ipt iques à d iscr iminant négatif, nous
examinerons d'abord la manière s u i v a n t laquelle il faut m a i n t e n a n t
effectuer la transformation.

Le parallélogramme des périodes primitives de pu n'est plus un
rectangle, c'est main tenant un losange OABC {fi^- ^), dont. la diago-
nale OB coïncide avec l'axe des quantités réelles.

Fig. 2.

2(«>a

A

Avec une modification inévitable de la notation, on a

OA == a6)i, OB = 2Cx)2, OC =: 2 M;î,

pCOî •= ^i, p02=: <?2, pC03=: É^.
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La racine ^ est réelle ainsi que la période 20)3, les deux autres ra-
cines é?.i et e^ sont, comme les périodes correspondantes, des complexes
conjugués. Il y a, en outre, une période purement imaginaire

2 COg -"=: 01) = îï 0)3 - 3 &) i

^ûù^ étant égal à e^, mais OB et 01) ne peuvent pas être considérés
comme une paire de périodes primitives.

Avant d'effectuer, une transformation du second degré, des trois
quantités 20^, ^o^, 20)3, il nous f au t en choisir une, qui sera une
des périodes de la fonction transformée p^^u.

Si l'on choisit 20)1, ou bien 20)3, le parallélogramme des périodes de
P^)U ne serait ni un rectangle, ni un losange, par conséquent les nou-
velles racines e\, ë^ <^, toutes les trois seraient complexes. C'est ce
qu'on doit éviter dans les calculs pratiques : il faut donc transformer
pu de manière que 20)2» et en même temps 20)y, devienne une des
périodes de la fonction p^u.

Au lieu du losange, prenons OBEC Çfig' 3) pour parallélogramme

des périodes de la fonction p(u; o)^ 0)3; ^, ^, ^3), et considérons la
fonction P(^(^; c^, 20)3; e\, e'^ ^) dont le parallélogramme des pé-
riodes estOBFG, aux côtés OB === 20^, OG == 4 G);,.

En suivant les raisonnements antérieurs, on reconnaît OKHC comme
le parallélogramme des périodes de la fonction p^^u, et l'on trouve,
en tenant compte des deux pôles doubles que cette fonction possède à
l'intérieur de OBEC,
( 35 ) 4p(i) a u = p u -4- p ( u -i- os ) — <?2.

Évidemment, il est loisible de regarder le rectangle OBGD, au l ieu
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de OBFG, comme le parallélogramme des périodes de la fonction trans-
formée. Autrement dit, la multiplication par 2 de la période 2003 n'a
pas eu d'autre effet que de changer pu à d iscr iminant négatif en une
fonction p^u à d iscr iminant posit if , qui, a pour périodes primitives
les quanti tés 2002 et 2co^, et qu'on peut par conséquent désigner par

P(I)O-Î ̂  ^2; e\, e^ <?3).

Pour déterminer les racines e\, e'^ e[, liées aux périodes par les
relations

e\ = P( I ) ^2, e^ = P(I) (0)3 -4- c4 ), ^ == p;^ 0)3,

on attribue à u dans (35) successivement les valeurs ^? ^^l^, 0^,
' / 2 2 Si

et l'on trouve
i 4. e\ •= ^a + a \/( ^2 — <?i ) ( Ê?7::-'"ff7),

(36) U^=-2^4,^=:::— 2^,

4^;=:<?â—2\/(^- • ^ l ) ( ^ — ^ ) ?

ou bien, en posant

(37)

^^/( j))^^.?3—^?—^,

4. a^ = — 3 ̂  4- 2 ̂ Jîç^

4pî= 4V7 "̂).
4y ï= S^+^vy^)-

On passe maintenant de p^ aux fonctions transformées suivantes
P(2)? PO)» • • • ? P^)? qui seront toutes à discr iminant positif comme
nous l'avons exposé dans la première partie de ce Mémoire; c'est seu-
lement le passage de pu à p^u qui nécessite dans nos formules les
quelques changements que nous allons sommairement indiquer.

Calculées périodes ^o^ et so^. — D'après les formules (37), on ' fa i t
l'évaluation des quantités a^ [3,, y^ après quoi, si l'on a o^<;^, on
calcule ^ la moyenne arithmético-géométrique de (3, et y^ La demi-
période réelle se trouve égale à -l--

2 \J ̂

Si l'on a, au contrairey ^^^>^^, et par conséquent o>2^>^ nous
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désignons les quantités a ^ , p i , y^ par A^ B,, C, , et nous cherchons la
moyenne arithmético-géométrique B^ de A ^ et B ^ .

C'est alors la demi-période imaginaire qui est donnée par l 'égalité

fx) ,> 7T

i """ 2:B,,

En désignant ensuite par cj^ et q\^ les quantités ^ ilû•î el ^ ^^ , on
aura

l . ̂ .Pi-yi __L|q ï w - -<7i ==

q\^=

pi

Bi

—yi
8

— A
8

(

1 1 1 'pi^pî...
1 Ï

1 1, 1.
T>2 î>4 TtH1> 3 .1> /,, A> ^ ...

(38)

Calcul de u connaissant pu. — Supposons d'abord u réel i no ind re
que o->2» il convient main tenant de poser

V£^E^ - eot ̂  l̂ï̂ E^ ~ col o ^Pw4^^^^^^^^ —co i fo» y^ -,..00191, ....-...-.-,.,-,..̂

et l'on aura

(Sg) cotyi—- 1 1 colayo, côicp2:= .//2 coU<pi,
72 Y;}

— (îot,9^ ,..,

^=^;:^.
-V'-'y,,

Pour l 'argument imaginaire ^ que nous supposerons tout au p lus
égal à ^5 afin que, après la première transformation, l 'argument 2^

soit moindre que ^/nous aurons de même

^^=cot^ ^^I^==cot^ V^^^ ,.,

(4o)

/ tang9^-=: ^s inayo.
pi
y'itangç2== ^-sinayi,
72

^^^(j-^-i)-ï a-y,
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Enfin, dans le cas de l'argument complexe u -4- ̂ (^ ^ h on pose

\/p ( u 4- (;) — ^2 . /r>YjL^——_Z——_2 ̂  çot^ ̂ ,(̂
Pi

\/P1ÏII(]̂ ^ ^ coty, .-\
72

^_4(^+-7y^g- _^ ̂ ^ ̂ _,^
» ^

• • • • • • • • • • • • • • • • • ' " • • • • • • • " * • »

et l'on trouve

^ COtyi COS0i= COS^o C0 t2yo? •^3 COtÇaCOS^^r: COS0i COt2Cpi , . . .,1 pi 72
^ cot6'i=r= cos0o cosacpç, cot02== cot0i cos^epi, ...,

( 41 / 1 ^ == —— arc tang ( tang 2 9,,-i cos 0/,-i ),^ y/&
^ ̂  _î_, î î l̂ iĵ Liî î .̂
[ — ^^îy^ • & i—iïn2^_i sm^-i'

On le voit , pour avoir ces formules, il faut seulement changer <?, et
y^ en <?a et ?, dans les formules que nous avons déduites pour le cas
du discriminant posit if .

Remarquons que le champ de l 'argument imaginaire v s'est encore
/ / lî /

restreint : de xéro il ne s'étend qu'à ^2- Si, l'on avait ̂  <^<1 -4^1 4 4 4
il faudrait introduire au lieu de v l 'argument complexe ^ — ^ 3 ; dans le

ry i
1—2- <^ ^ <^ ^a» on in t roduira i t co^ — v.

La fonction ̂ u. — Les constantes à évaluer seront maintenant
Ço)3=:y]2, Ç&)g:=Y/^

entre lesquelles il y a la relation

^2 '^2—— Co.)2'/Î2== ^>

On trouve bientôt qu'il suffit de remplacer <?i et ̂  par ^2 et ^ dans
la formule (20).
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(42) ^ = a'1-2^., - (<°2+ (3? + ayj + ̂  +...+ a'1-3^2..,).
00 à

Dans la formule (23), pour le calcul, de '(,u dans le cas d 'argument '
réel, il n'y a aucun changement. On a toujours

Ç u — -^ •= yn cet 9,,»i -h (.fo 4- ̂ i 4-... 4- ,̂»2 )»
^g

S^^cosacpo»
(43) < ^1=2^ s inay i ,

,_^q?cJ rt—l • si a a y,,.«.i

La formule (24), qui sert également à évaluer ^u, se modifie eL
s'écrit maintenant

Ç^ — rh..u = ̂  cotyo — (P i— 71) s in^Ço
2

4.. ( p^— y^) sin 2 91 ( r -4.- a ces 2 y,,)
(44) -h (Pa— 73) s ina (pâ ( i -h 2C032<pi4- 4cos^yiCos ' j s9y)

4"" (P/,— 5/4) sina 93(.i4- acoy'Ay*^-!-- 4 cosa^cos'-tçi
-h 8 co s a y^ cos a yi cos ̂  90 )

+...........................................

On remarque que, dans le premier terme de (^4), Yi est remplacé
par ^, et que le second terme a changé de signe.

Pour l'argument imaginaire ^(^ ̂ , on trouve, en prenant n^3

(45)
^-^=-^10019,

&)2

— ( Pi — Yi ) î tang 2 90 4~ ( P^ — y^ ) ^ tang ̂  Ci ( i + ... --....9'--..-....-
A, COS2(py,

La fonction a'u. — L'argument u étant réel dans la formule ('28),
on n'a qu'à changer -yi en p i . II vient

log^u — M^2

^2

= ̂ log^^y-- ^log(2plCOt^)^- l(2y,côtçO^^ .. (2y^,cot¥/^)2?



L'ÉVALUATION DES INTÉGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 78
/

également pour l 'argument imaginai re ^$ ̂  on aura , au lieu de (29),

(l0,(-,.,,)-^

^?l°s(,,!î'^—i-)'-,-i31°6t'13•c°t''•''"''(al/•c»t^''"''••-(2^-•l!•'l?'• •''•A \£ j[ fi OUly/i—i/ •*

Dans la formule (3o), il n'y a rien à modifier : on aura toujours

olo"'^"""1'^ —i^-ï2
•) Ift"' • ' —— ' '2
a 10& ,^( «,-;-(,) "(,„ •

== -7^5 !>rc tang(cos2y»_, tang0,,_i) -l- ̂  (2"-1^ + a"-^, -4-...+ 9«. ,)•

a 10& ,^( «-;-(,) "c,,, •w \.
== -7^5 "rc tang(cos2y,,-i tang0,,_i) -î- ^j

//na. rfc /'A'<;. Normale. 3' Série. Tome XI. — MARS 189^. 1 0


