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SUR LES

SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES
A DÉTERMINANT (—1),

PAB M. G. WEILL,
P R O F E S S E U R AU L Y C E E CE V E S Û U L .

Si l'on passe d'un système d'axes de coordonnées rectangulaires a
un autre système d'axes rectangulaires (fueïconques, les anciennes
coordonnées se, y , s d'un point M sont liées aux nouvel les coordon-

nées X, Y, Z (/ig. i) du même point par les formules suivantes .

( I )
(')
(3)

' (3)

a;==a;a+ aX+a'Y-l-c^Z,
j=^+(3X-hi3'Y+|S"Z,
; ï :=^+yX4-7'Y+/X.

Nous appellerons substitution orthogonale complète celle qui permet
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de passer des variables X, Y, Z aux variables x, y , ^. Nous d i rons que
la substitution est homogène lorsque les constantes ^, =70 = ^o = °-

Nous désignerons par D le déterminant

I) : p ^ ^

7 7' 7'

et nous dirons qu'une substitution orthogonale est positive lorsque
D == 4- i ; négative lorsque D == — r . Dans le premier cas, le t r i edre
des nouveaux axes (VXYZ a même disposition que l 'ancien Oxyz.
Dans le second cas, il a la disposi t ion inverse,

Mais une substi tution linéaire est susceptible d 'une autre i n t e r -
préta t ion : on peut considérer les axes comme fixes. Alors X, Y, Z
étant les coordonnées d'un point M de l'espace, x , y , s sont les coor-
données d'un autre p o i n t P. C'est à ce point de vue que nous nous
placerons. Envisagée ainsi, une subs t i tu t ion orthogonale complote
représente le déplacement le plus général d ' une figure invar i ab le , si
D = = 4 . - ï . C'est le cas où. D == — i que nous a l lons étudier . Nous
appellerons inversion l 'opération q u i consiste à prendre le symétr ique
d'un poin t par rapport à un plan (on peut la considérer comme un
cas par l icu l ie r de la t ransformat ion par rayons vecteurs réciproques),
et inversion centrale le passage d'une iîgure à sa symétrique par rap-
port à un point : on peut considérer cette dernière comme remplaçant
trois inversions successives par rapport à trois plans rectangulaires
quelconques se croisant au centre.

Cela posé, une substitution orthogonale négative peut être considérée
comme représentant une inversion suivie d'un déplacement, ou un dé»
placement suivi d9 in version.

En effet, changeons les signes des termes du deux i ème membre
de l'égalité (3), nous obtenons une subst i tut ion .orthogonale posi"
tive. Les égalités (i), (2) et (3) représentent donc u n déplacement
suivi d 'une inversion par rapport au plan des xy.

En changeant les signes des trois seconds membres, on a un dépla-
cement suivi d'une inversion, relative au centre 0.

La substitution (I) représente aussi une inversion par rapport à
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l 'un des plans coordonnés suivie d 'un mouvement . Pour le démontrer ,
il suffît de changer de signe tous les termes variables d ' u n e môme
colonne des équations (I); en faisant , par exemple,

^=X,
/=Y,

le point m', de coordonnées x', y\ z\ est le symétrique du poin t M de
coordonnées X, Y, Z par rapport au plan des xy, le point m de coor-
données x, y, z se dédu i t de m' par un déplacement .

On peut encore remarquer qu 'un déplacement suivi d 'une invers ion
par rapport à un certain plan P équivaut à une inversion par rapport
à ce même plan P, su iv ie d 'un déplacement hé l ico ïda l dont les élé-
ments sont symétriques par rapport au plan P des éléments du pre-
mier déplacement hélicoïdal.

Dans cette représentation géomét r ique , le plan d ' inversion est
quelconque, car c'est l'un des plans coordonnés.

Réciproquement, la transformation géométrique précédente a pour
représentation ana ly t ique une subs t i tu t ion négative; pour s'en con-
vaincre, il su f f i t de prendre le plan de symétrie pour l 'un des p lans
coordonnés.

Nous nous proposons de profiter de l ' indéterminat ion du plan de
symétrie pour opérer, sur les subs t i t u t i ons négatives, une réduc t ion
analogue à celle du théorème de Chasies pour les subs t i t u t i ons posi-
tives. Nous a l lons démontrer le théorème s u i v a n t :

Toute inversion suivie de déplacement peut être remplacée par une i/i-
version suiçie d'une rotation autour d'an axe perpendiculaire au plan de
symétrie corresp on dan t.

Cet énoncé comporte un cas l im i t e où l'axe de rotation s'éloigne à
l ' in f in i . Dans ce cas, la rotation est remplacée par une translation pa-
rallèle au plan de symétrie.

Nous donnerons plusieurs démonstrations de ce théorème.
Dans la première, nous remplacerons l ' inversion re la t ive au plan P

par une inversion centrale relative à un point 0 du plan P, su iv ie
d 'une rotat ion de 180° a u t o u r de la perpendiculai re élevée au p lan P

Ann. de é'Rc. Normale. 3e Série. Tome X î . — JANVŒH îSr)^. 4
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par le point 0. Cette rotation, suivie du déplacement donné, équ ivau t
à un certain déplacement. Nous avons donc une inversion centrale 0
suivie d'un déplacement, lequel se décompose en une t ransla t ion i
suivie d'une rotation. L'inversion par rapportai! centre 0, suiv ie de la
translation t, équivaut à une inversion par rapport au centre O',
obtenue en imprimant au point 0 la translation -* La t ransformation
est donc réduite à une inversion centrale (Y suivie d 'une rotat ion.
Remplaçons l'inversion 0' par une inversion relative au plan m menée
par /Y perpendiculairement à Faxe de la rotation, suivie d^une rota-
tion de 180° autour de la perpendiculaire élevée au point (Y sur le
plan iîï. Cette rotation et celle qui la su i t s'exécutant autour d'axes
parallèles, leur succession équivaut à une rotat ion un ique au tou r
d'un axe parallèle aux deux premiers, et par conséquent perpendicu-
laire au plan 0. Le cas limite se présente lorsque la deuxième rota-
tion est de 180°. Nous appellerons le plan ^ plan principal et l'axe de
rotation correspondant aoçe central du système.

Dans la deuxième démonstrat ion, nous nous appuierons sur le théo-
rème suivant : Une inversion relative à un plan P é q u i v a u t à une in-
version relalive à un plan P', suivie d ' une rota t ion au tour de Finter-
section des deux plans d 'un angle double de ce lu i q u i s'étend du
plan P au plan ¥ , mais en sens contraire. Si P' est parallèle à I\ la
rotation devient une translation double de la dislance de P a P\ mais
•en sens inverse. Cela posé, considérons une inversion relative à un
plan P, suivie d'un mouvement hélicoïdal dont l'axe cl a un point.
commun avec le plan P, et un seul; soient / la translat ion et y/la rota-
tion dont la succession const i tue le déplacement; soit A l ' incl inaison
de l'axe de rotation sur. le plan P. Je dis que cette t ransformat ion
équivaut à une inversion relative à un plan rr?, su iv ie d 'une ro ta t ion
autour d'un axe OB perpendiculaire à m. En effet , si le plan P egt per-
pendiculaire à l'axe du mouvement , il suffit de déplacer P parallèle-
ment à lui-même d 'une longueur égale à la moitié de la translation t,
et la réduction, est opérée. Supposons d oblique à P; décomposons la
translation t en deux autres, l'une1 ï! normale au plan P, l'autre f per-
pendiculaire à d. L'inversion suivie de la translation t! équivaut à, une
inversion relative à un plan Q, parallèle à P; la tramialion i\ suivie
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de la rotation a autour de d équivaut à une rotation a autour d'une
droite OA parallèle à d. Nous avons donc ramené la transformation à
une inversion suivie d'une rotation; cette première rédaction revient
à faire disparaître les constantes a^,yo» zo des équations (I) et à ra-
mener ainsi la subst i tut ion à être homogène.

Pour réduire cette transformation, faisons tourner le plan Q d'au
angle ç autour de la projection /de OA sur le plan Q, il prend la po-
sition îsr. On peut remplacer l 'inversion relative au plan Q par une
inversion relative au plan ns suivie d 'une rotation (— 2<p) autour de/;
cette rotation, suivie de la rotation a, équivaut à une rotation autour
d'un axe OB. Disposons de y de façon que OB soit perpendiculaire
à/; pour cela, d'après la règle de composition des rotations, il suffît
de faire tourner le plan A/autour de OA de l'angle a et de prendre
l'intersection de la nouvelle position de ce plan avec le plan normal
à la droite /; l'angle dont il faut faire tourner le plan A/ autour
de / pour l'amener à coïncider avec /B est alors — ( — 2-^) ===ç •
II faut donc faire tourner ON de l'angle ç autour de /pour l 'amener
sur OB; mais le plan Q, perpendiculaire à ON, a tourné de l'angle y
autour de/pour venir en TD': donc OB est perpendiculaire au plan ^.

G. Q- F- H-

CONSÉQUENCE. — Si l'on considère une substitution homogène, elle a
pou?' traduction géométrique une suite doublement infinie d9 inversions
sûmes de rotations; si l'on projette char/ue axe de rotation sur le plan
(F inversion correspondante le lieu de cette projection est un plan, qui est
le plan central du système.

Calculons la rotat ion co autour de OB et l'angle ç qui détermine la
position du plana. Coupons les divers plans et droites de la figure par
une surface sphérique de rayon quelconque R ayant son centre au
point 0. Pour évaluer la rotation co, considérons la position finale de
la droite/: elle est symétrique de la première par rapport au plan OAB,
donc l'angle des plans /B, AOB est w; dans le triangle sphérique
rectangle ANB, on a
, . . w . ^ . y.( i) sm — == smÀ sm~-

2 2
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Cette formule montre que sin^ est d i f l e r en t de zéro, car a est d i f fé -
rent de S/CTC, et À dif ïerent de ÂTT, la t r ans fo rma t ion ne peut se réduira
à une inversion, il y a réellement rotat ion. Le même tr iangle donne

( 2 ) tan g 9 = ces À ta ri g- ;" •

Si a=='n:, (D==2À, o == ~? l'axe OB est dans le plan Q, (»(. réciproque-
ment.

On peut aussi calculer sinç par la f o r m u l e

^ . acas À y in -
(3) • s inç>== "—••—•"•—^~—— .

G)
cos -"

2

La Géométrie permet d'arriver di rectement aux formules précédenf.es:
soient C le point où /perce la sphère Ç/ig. 2), et I) la posi t ion, f i n a l e

de G; évaluons de deux façons la moitié CM de la corde Cl) : 1° dans h1

grand cercle décrit de B comme pôle; 2° dans le petit cercle décri t .
de A comme pôle; on obtient ainsi l'égalité

R s i n ^ ^ R s i n Â s i o ^ "^ " 1 1 1 ;>-
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L'égalité (3) n'est autre que l'analogie des sinus : on en dédu i t la for-
mule (2).

Nous obtenons une troisième démonstra t ion du théorème général
en combinant les principes des deux démonstrat ions précédentes.
Ayant fai t disparaître la translation, remplaçons l ' inversion relative
au plan P par une inversion centrale relative au p o i n t 0, suivie d 'une
rotation de deux angles droits autour de ON; cette rotat ion, suivie de
la rotation a autour de OA, équivaut à une rotat ion un ique autour d 'un
axe OB. D'autre part, l ' inversion centrale 0 équivaut à une inversion
relative au plan rs mené paru perpendiculairement à OB, suivie d'une
rotation de deux angles droits autour de OB. Le théorème se trouve
ains i démontré, et le triangle sphérique ABN (fig- 3), rectangle en N,

fourni t pour y et OD les valeurs précédentes; deux évaluat ions diffé-
rentes de la corde NI) fournissent Fanalogie des sinus

R ces À sin - == R sin © ces -^-
3 ' 2

On peut enfin donner une quatrième démonstra t ion, fondée sur le
principe suivant, qui nous a été i n d i q u é par M. Darhoux : Deux inver-
sions planes successives équivalent à une rotation autour de l'intersec-
tion des deux plans, d 'un angle double de celui qui s'étend du premier
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plan au deuxième; il résulte de là qu'on peut faire tourner d ' u n angle
quelconque l'ensemble des deux plans d'inversion autour de l'axe de
rotation. Soit donc une inversion relative à un plan P, su iv ie d ' u n e
rotation d'un angle a autour d'une droite OA, Remplaçons cette rota-
tion par une inversion relative au plan mené par OA, perpendiculaire-
ment au plan P, suivie d'une inversion relative au plan P\ obtenue en
faisant tourner le précédent autour de OA de l'angle ^ • Les deux pre-
mières inversions, relatives à deux, plans rectangulaires passant par/,
équivalent à une rotation de TT autour de /; cette rotation é q u i v a u t ii
une suite de deux inversions relatives à deux plans rectangulaires
passant par /. Plaçons ceux-ci clé façon que l 'un d'eux, îy, soit perpen-
diculaire à P"; la droite OB, intersection de l 'autre avec P7, est per"

^•^

pendiculaire au plan TOT. On a donc f ina lement une inversion relatm*
àcï, et âne rotation autour de OB d'un angle double de a0/(y^\ 4,).

(L Q. F. î).

Loi de distribution des axes de rotation.

Considérons une substitution homogène, nous savons qu'elle se
réduit à une rotation d'un angle co au tour d 'un axe passant par 0,
suivie d'une inversion par rapport à un plan mené par 01 perpendicu-
lairement à cet axe; conservant les notations précédentes, je1 désigne
par ç l'angle dont tourne le plan d'inversion, et par a la nouvelle rota"
tion; je rappelle que, /étant l'intersection des deux plans d'inversion,
le nouvel axe de rotatio.n OA se trouve dans le plan mené par/nor-
platement au nouveau plan d^inversiony On \ a » entre les1 éléments des
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deux correspondances, les relations suivantes :

co . ^ . asm- == sinÀ sin -?
2 2

tango= COSÀ tang-"

3î

On en déduit, en fonction de la constante œ et de la variable <p, les
valeurs p, et a par les formules ( 0 = ^ — "X)

\ 2 /

cotÀ == tang/j. ===siii9 cot-"- 5

a c*,)
cos— ==cos 9 cos— •

On voit ainsi que l 'angle d'un plan avec l'axe correspondant a un
minimum, qui est atteint lorsque le plan passe par l'axe central.

Deuxième cas. — Supposons maintenant l'axe
ràllèle au plan d'inversion ou situé dans ce plan.
sa projection sur le plan d'inversion P (fig. 5).

du mouvement pa-
Soient h l'axe, et c
Faisons tourner le

Fig. 5.

plan P autour de c de l'angle a? il prend Ja position a; l 'inversion
donnée équivaut à une inversion relative à CT', suivie d'une rotat ion
(— a) autour de c; celle-ci, suivie de la rotation a au tour de b, équi-
vaut à une translation perpendiculaire à la droite b. Coupons par un
plan Q perpendiculaire à b ; soient B, C les points où les droites &, c
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percent ce plan, et désignons par P et nff ( fig. G) les traces sur le p l a n Q
des plans de même nom* II résulte de la rb^lc de composi t ion dos
rotations que la translation CI) est parai Icle au plan v5; el le so coin-

Fig. G.

pose avec la t ranslat ion donnée /, paral lèle ao p l a n m, puismrdie c,st
parallèle à la droite h; la t ranslat ion résul tante est donc pa ra l l è l e h m.

c. o. i-\ i » ,

On peut considérer ce deuxième cas comme l i m i t e du cas général
lorsque l'axe du déplacement hélicoïdal tend à devenir para l lè le au
plan d'inversion; le p o i n t u s 'éloigne alors à l / inf ini , la droi te/de-
vient c, les formules qui donnent ù) et y s 'appliquent encore, la trans-
lation résultante a pour composantes rectangulaires l cl ^s in^-

Cherchons main tenan t un caractère a n a l y t i q u e q u i d i s l i n ^ u c w cas
du cas général. On voit f ac i l emen t qu'on peu t modi f i e r la décomposi-
tion en inversion, rotation et t ranslat ion, de façon que l 'axe de rota-
tion ait un point dans le plan d/inversion ; dès lors, comme i l l u i est
resté parallèle, il y est tout ent ier . Or, les f o r m u l e s ( I ) ofirent inw
telle décomposit ion. Posons, en c f ï c t ,

( H )
^^ax^^y+c^x,
/r-pX-h^Y-h^Z,
^^yX^ -y 'Y+y^Z ,
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les formules (I) deviennent
X == XQ -4- X ,

y = jo -+- y\

33

les formules (II) représentent une inversion suiv ie d 'une rotation
autour d'un axe situé dans le plan d ' invers ion. Cette suite de deux
opérations équivaut à une inversion. Il suffi t , pour le voir , (le faire
tourner le plan d ' inversion autour de l'axe de ro ta t ion . Or l ' inversion
est une t ransformation réciproque ou iwolutive. Si donc on résout les
équat ions ( I I ) par rapport à X, Y, Z, les formules

( X==a .^-+-(3 y -+- y .3',

(IÏ1) Y-:a/ .z• /-^iB /y-+-7 /-^,
( Z ^a^+fây-h/.^

doivent avoir respectivement les mêmes coefficients que les for-
mules (II) ; par suite

p=:^
y =:a\
/ := ̂ ,

et le dé terminant de la substitution doit être symétrique. Nous dirons
alors que la substitution est réciproque. Les trois égalités précédentes
se réduisent d'ailleurs à une égalité distincte, la subs t i tu t ion étant
orthogonale. Cette condition d'égalité exprime (sauf un cas particu-
lier que nous allons examiner) que la transformation représente une
inversion suivie d'une translation parallèle au plan d ' invers ion. Pour
qu'elle représente une simple inversion, il faut et il. su f f i t que , dans
toute décomposition en inversion et t ranslat ion, celle-ci soit perpen-
diculaire au plan d' inversion; par suite, on a les deux égalités

l 'équation

-^ == 2l ̂  fo
a — r (3 y ?

(a — i).y-4-|3y"+"y^=:o

représentant le plan d'inversion en direction.
Ann. de l ' É c . Normale. 3" Série. Tome XI. — JANVIER iSg^.
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"Réciproquement, si l 'on se demande ce que représente u n e substi-
tut ion à déterminant symétr ique, il su f f i t de se reporter a u x formes
géométriques réduites de la t r a n s f o r m a t i o n . Il faut que la t r ans forma-
t ion soit réciproque : pour cela il f a u t que, dans le cas l imi te , ( d i e
soit une inversion; et, dans le cas général, que la ro ta t ion égale T:
Dans ce cas, la transformation n'est autre qu 'une invers ion centrale ,
et elle s'exprime par les formules suivantes :

.r= ,^o— X,

y--^o-Y,
.3 :::r .Jo """"• /».

On voi t que tous les é léments du d é t e r m i n a n t de la s u b s t i t u t i o n sont
nuls, sauf ceux de la diagonale pr incipale , et que chacun de eeus-ei
égale — i . On peut remarquer cette propr ié té de la t r a n s f o r m a t i o n
où G) === T:, queX == ~ et a = TC, quel que soit y. Ce deux ième cas de
déterminant symétrique est très par t icu l ie r , et l'on en d i s t ingue im-
média tement le cas général. On p e u t remarquer que, dans en de rn ie r
cas, la somme des éléments de la d iagonale p r inc ipa l e égale î .

Signalons encore, parmi les conséquences algébriques du théorème,
les suivantes : La transformation étudiée, répétée, é q u i v a u t a inu* ro-
tation ou à une t rans la t ion . Donc toute s u b s t i t u t i o n pos i t ive homo-
gène est le carré d 'une s u b s t i t u t i o n négative. I l n'en est p lus de même
d 'une subst i tu t ion complète. Il f a u t que cel le-c i représente u n e s<du-
tion ou u n e t r a n s l a t i o n . Soit

x^ — ̂  4- a .ri 411-1- hy^ 4- c ̂
r^=y(r+- ̂ .r, -4- b'y^ 4". </,^

^"= ^+a^4-.- ^ y i + ^ s ,

une s u b s t i t u t i o n pos i t ive . Pour qu ' e l l e représente une r o t a t i o n , i l
faut que la t r ans la t ion soit perpendicula i re a Faxe de rotat ion, et par
sui te

( a" -h c ) ̂  4- ( b" 4- € ' ) y, 4- ( ̂  - h' - a 41- ï ) ̂  = o-

Dans ce cas, il existe une subs t i tu t ion négative qu i , répétée, é q u i v a u t
à la s u b s t i t u t i o n donnée.



SUR LES SUBSTITUTIONS OimiOGONALES. 35

De même que nous avons étadié la distribution des axes de rota-
t ion, on peut étudier celle des axes du mouvement hélicoïdal corres-
pondant à des plans d'inversion quelconques. On obtient à ce sujet,
en appliquant les règles de composition des rotations et des transla-
t ions, les théorèmes suivants :

i° Lorsque le plan d'inversion tourne autour d 'une droite du plan
central, l'axe de rotation correspondant décrit un plan. Ce plan passe
par l'axe central.

û° Lorsque le plan d'inversion se transporte parallèlement à lui-
même, l'axe du déplacement hélicoïdal décrit un plan.

Ces deux théorèmes s'appliquent à la fois au thème général et au
cas l imite; dans ce dernier cas, tous les axes forment un complexe
singulier, le complexe de droites parallèles au plan central.

On peut donner du théorème fondamental un énoncé q u i comprend
les deux cas; remarquons que des inversions quelconques en nombre
pair équivalent à un déplacement; d'après cela, une suite d'inversions
quelconques en nombre impair équivaut à trois inversions, deux des plans
d'inversion étant perpendiculaires au troisième.

De même le théorème de Chasies : « Tout déplacement peut être
produit par un mouvement hélicoïdal », prend la forme su ivan te :
« Une suite quelconque d'inversions en nombre pair équ ivau tà quatre
inversions, deux des plans d'inversion étant perpendiculaires aux
deux autres )).

Si, dans ces systèmes de trois ou quatre inversions, deux plans se
confondent, on n'a plus qu 'une inversion dans le premier cas, deux
dans le second cas.


