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SUR LES

SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES

A DETERMINANT (—1),

Par M. G. WEILL,

PROFESSEUR AU LYCEE DE VESOUL.

Si I'on passe d’un systeme d’axes de coordonnées rectangulaires i
un autre systeme d’axes rectangulaires quelconques, les anciennes
coordonnées x, y, 5 d'un point M sont liées aux nouvelles coordon-

Fig. 7.
< VA

nées X, Y, Z (fig. 1) du méme point par les formules suivantes .

S(r) x=xy+ aX +a'Y 4+ "7,
(I) < (2) y=y+BX+pY+p"Z,
L (3) 5= 54+ yX +7'Y + 4L

Nous appellerons substitution orthogonale compléte celle qui permet
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de passer des variables X, Y, Z aux variables @, y, z. Nous dirons que
Ja substitution est Zomogéne lorsque les constantes @, = y, == 5, = 0.
Nous désignerons par D le déterminant

o al OC”

D= ﬁ ﬁ’ @” e il BN

7
et nous dirons qu'une substitution orthogonale est positive lorsque
D = + 1; négative lorsque D = — 1. Dans le premier cas, le trivdre
des nouveaux axes O’'XYZ a méme disposition que I'ancien Oxys.
Dans le second cas, il a la disposition inverse.

Mais une substitution linéaire est susceptible d’une autre inter-
prétation : on peut considérer les axes comme fixes. Alors X, Y, 7
étant les coordonnées d’un point M de I'espace, x, ¥, s sont les coor-
données d’un autre point P. C’est & ce point de vue que nous nous
placerons. Envisagée ainsi, unc substitution orthogonale compléte
représente le déplacement le plus général d’une figure invariable, si
D=+1. Cest le cas olt D==—1 que nous allons ¢tudier. Nous
appellerons inversion 'opération qui consiste & prendre le symétrique
d’un point par rapport & un plan (on peut la considérer comme un
cas parliculier de la transformation par rayons vecteurs réciproques),
et inversion centrale le passage d’une figure & sa symétrique par rap-
port & un point : on peut considérer cette dernitre comme remplacant
trois inversions successives par rapport & trois plans rectangulaires
quelconques se croisant au centre.

Cela posé, une subsiitution orthogonale négative peut étre considéree
comme représentant une inversion suivic d’un déplacement, ou un dc-
placement swior d’ingersion.

En effet, changeons les signes des termes du deuxieme membre
de Pégalité (3), nous obtenons une substitution orthogonale posi-
tive. Les égalités (1), (2) et (3) représentent done un déplacement
suivi d’une inversion par rapport au plan des ay.

En changeant les signes des trois seconds membres, on a un dépla-
cement suivi d’une inversion relative au centre 0.

La substitution (I) représente aussi une inversion par rapport i
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I'un des plans coordonnés suivie d’'un mouvement. Pourle démontrer,
il suffit de changer de signe tous les termes variables d’une méme
colonne des équations (I); en faisant, par exemple,

x'= X,
y = Y,
5'=—1,

le point 7', de coordonnées x', y’, 5', est le symétrique du point M de
coordonnées X, Y, Z par rapport au plan des xy; le point m de coor-
données z, y, = se déduit de 72 par un déplacement.

On peut encore remarquer qu'un déplacement suivi d’une inversion
par rapport & un certain plan P équivaut & une inversion par rapport
a ce méme plan P, suivie d’un déplacement hélicoidal dont les ¢lé-
ments sont symétriques par rapport au plan P des éléments du pre-
mier déplacement hélicoidal.

Dans cette représentation géométrique, le plan d'inversion est
quelconque, car ¢’est I'un des plans coordonnés.

Réciproquement, la transformation géométrique précédente a pour
représentation analytique une substitution négative; pour s’en con-
vaincre, il suffit de prendre le plan de symétrie pour I'un des plans
coordonnés.

Nous nous proposons de profiter de I'indétermination du plan de
symétrie pour opérer, sur les substitutions négatives, une réduction
analogue 4 celle du théoreme de Chasles pour les substitutions posi-
tives. Nous allons démontrer le théoreme suivant :

Toute inversion suivie de déplacement peut éire remplacée par une in-
version suivie d’une rotation autour d’un axe perpendiculaire aw plan de
syméltrie correspondant.

Cet énoncé comporte un cas limite ol I'axe de rotation s'éloigne i
Uinfini. Dans ce cas, la rotation est remplacée par une translaiion pa-
ralléle au plan de symétrie.

Nous donnerons plusicurs démonstrations de ce théoréme.

Dans la premiere, nous remplacerons I'inversion relative au plan P
par une inversion centrale relative & un point O du plan P, suivie
d’une rotation de 180° autour de Ja perpendiculaire ¢levée au plan P

Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XI.— Jaxvier 1894, 4
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par le point O. Cette rotation, suivie du déplacement donné, équivaut
3 un certain déplacement. Nous avons donc une inversion centrale O
suivie d'un déplacement, lequel se décompose en une translation ¢
suivie d'une rotation. L’inversion par rapportau centre O, suivie de la
translation ¢, équivaut & une inversion par rapport au centre 0,

obtenue en imprimant au point O la translation - La transformation

est donc réduite 4 une inversion ‘centrale O’ suivie d’une rotation.
Remplagons I'inversion O’ par une inversion relative au plan @ menée
par O’ perpendiculairement a I'axe de la rotation, suivie d’une rota-
tion de 180° autour de la perpendiculaire élevée au point O sur le
plan w. Cette rotation et celle qui la suit s’exéeutant autour d’axes
paralleles, leur succession équivaut & une rotation unique autour
d’un axe parallele aux deux premiers, et par conséquent perpendicu-
laire au plan w. Le cas limite se présente lorsque la deuxieme rota-
tion est de 180°. Nous appellerons le plan w plan principal et axe de
rotation correspondant axe central du systeme.

Dans la deuxieme démonstration, nous nous appuicrons sur le théo-
reme suivant : Une inversion relative & un plan P équivaut i une in-
version relative & un plan P, suivie d’une rotation autour de I'inter-
section des deux plans d'un angle double de celui qui 8" ¢tend du
plan P au plan P, mais en sens contraive. Si P’ est parallele & P, la
rotation devient une translation double de la distance de P & P’, mais
-en sens inverse. Cela posé, considérons une inversion relative & un
plan P, suivie d’un mouvement hélicoidal dont Paxe « a un point
commun avec le plan P, et un seul; soient ¢ la translation ¢t~ la rota-
tion dont Ia succession constitue le déplacement; soit A Iinclinaison
de I'axe de rotation sur le plan P. Je dis que cette transformation
équivaut & une inversion relative & un plan &, suivie d'une rotation
autour d’un axe OB perpendiculaive & w. En cfet, si le plan P est per-
pendiculaire & I'axe du mouvement, il suffit de déplacer P parallele-
ment & lui-méme d’une longueur ¢gale & la moitié de la translation ¢,
et la réduction est opérée. Supposons d oblique & P; décomposons la
translation ¢ en deux autres, I'une ¢ novmale au plan P, I'autre ¢ per-
pendiculaire & . L'inversion suivie de la translation ¢ équivaut i unc

[y

inversion relative & un plan Q parallele & P; la translation ¢, suivie
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de la rotation « autour de & équivaut a une rotation o autour d’une
droite OA parallele & 4. Nous avons donc ramené la transformation &
une inversion suivie d’une rotation; cette premiere réduction revient
a faire disparaitre les constantes x,, ¥,, 5, des équations (I) et & ra-
mener ainsi la substitution a étre homogene.

Pour réduire cette transformation, faisons tourner le plan Q d’un
angle ¢ autour de la projection f de OA sur le plan Q, il prend la po-
sition @. On peut remplacer I'inversion relative au plan Q par une
inversion relative au plan & suivie d’une rotation (— 2¢) autour de /;
cette rotation, suivie de la rotation «, équivaut & une rotation autour
d’un axe OB. Disposons de o de facon que OB soit perpendiculaire
a f; pour cela, d’apres la regle de composition des rotations, il suffit
de faire tourner le plan A fautour de OA de I’angle g et de prendre

'intersection de la nouvelle position de ce plan avec le plan normal
a la droite f; l'angle dont il faut faire tourner le plan A/ autour

de / pour 'amener & coincider avec /B est alors [- <— 2%’) =go_l-

Il faut donc faire tourner ON de I'angle ¢ autour défpour I'amener

sur OB; mais le plan Q, perpendiculaire & ON, a tourné de I'angle ¢

autour de /pour venir en @ : donc OB est perpendiculaire au plan .
- C. Q. F. D.

CoNsEQUENCE. — St L'on considére une substitution homogene, elle a
pour traduction géomeirigue une suile doublement infinie d’ingersions
swivies de rotations; st l'on projetie chaque axe de rotation surle plan
d’inyersion correspondant, le lieu de cette projection est un plan, qui est
le plan central du systeme.

Calculons la rotation w autour de OB et I'angle ¢ qui détermine la
position du planw. Coupons les divers plans et droites de la figure par
une surface sphérique de rayon quelconque R ayant son centre au
point O. Pour évaluer la rotation v, considérons la position finale de
la droite f: elle est symétrique de la premiere par rapport au plan OAB,
donc l'angle des plans /B, AOB est f;—); dans le triangle sphérique
rectangle ANB, on a

L . . o
(r) sin — = sinA sin —-
2 2
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. ) s ’ o
Cette formule montre que sin— est différent de zéro, cav o est diffé-

rent de 24w, et A différent de £, la transformation ne peut se réduire
2 uné inversion, il y a réellement rotation. Le méme triangle donne

o
(2) tange = cosh tang - -

. - T ,oe
Sia=m=, 0o=24 9= I'axe OB est dans le plan Q, et réeiproque-
ment.

On peut aussi caleuler sing par la formule

. 74
cosh sin =
(3) - Sing = — .

La Géométric permet d’arriver directement aux formules précédentes
soient Gle point ou / perce la sphere (fig. 2), et D la position finale

Tig. o.

de C; évaluons de deux faconsla moiti¢ CM de la corde CD : 1© dans le
grand cercle décrit de B comme pole; 20 dans le petit cercle déerit
de A comme pole; on obtient ainsi I'¢galité

. - . .
Rsin— =R sink sin —-
2 2
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L’égalité (3) n’est autre que ’analogie des sinus : on en déduit la for-
mule (2).

Nous obtenons une troisieme démonstration du théoreme général
en combinant les principes des deux démonstrations précédentes.
Ayant fait disparaitre la translation, remplagons I'inversion relative
au plan P par une inversion centrale relative au point O, suivie d’une
rotation de deux angles droits autour de ON; cette rotation, suivie de
la rotation o autour de OA, équivaut & une rotation unique autour d’un
axe OB. D’autre part, I'inversion centrale O équivaut & une inversion
relative au plan @ mené par O perpendiculairement a OB, suivie d’une
rotation de deux angles droits autour de OB. Le¢ théortme se trouve
ainsi démontré, et le triangle sphérique ABN (/fig. 3), reclangle en N,

0

fournit pour ¢ et w les valeurs précédentes; deux évaluations diffé-
rentes de la corde ND fournissent I'analogie des sinus

. o . (1)
R coshsin ~ = Rsing cos é—

On peut enfin donner une quatritme démonstration, fondée sur le
principe suivant, qui nous a été indiqué par M. Darboux : Deux inver-
sions planes successives ¢équivalent & une rotation autour de I'intersec-
tion des deux plans, d’un angle double de celui quis’étend du premier
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plan au deuxiemej il résulte de Ia qu’on peut faire tourner d’un angle
quelconque ’ensemble des deux plans d’inversion autour de I'axe de
rotation. Soit donc une inversion relative 2 un plan P, suivie d’une
rotation d’un angle « autour d’une droite OA. Remplacons cette rota-
tion par une inversion relative au plan mené par OA perpendiculaire-
ment au plan P, suivie d’une inversion relative au plan P’, obtenue en

. ;o o
faisant tourner le précédent autour de OA de I'angle = Les deux pre-

mieres inversions, relatives 4 deux plans rectangulaires passant par /,
équivalent & une rotation de = autour de /7 cette rotation équivaut i
une suite de deux inversions relatives & deux plans rectangulaires
passant par /. Plagons ceux-ci de fagon que I'un d’eux, @, soit perpen-
diculaire & P’; la droite OB, intersection de l'autre avec I, est per-

Fig. 4.

pendiculaire au plan . On a donc finalement une inversion relative
ao, et une rotation autour de OB d’un angle double de «O f (fig. #).
G. Q. . D.

Loi de distribution des axes de rotation.

Considérons une substitution homogene, nous savons qu’elle se
réduit & une rotation d’un angle o autour d’un axe passant par 0,
suivie d’une inversion par rapport 4 un plan mené par O perpendicu-
lairement 4 cet axe; conservant les notations précédentes, je désigne
par ¢ 'angle dont tourne le plan d’inversion, et par « la nouvelle rota-
tion; je rappelle que, / étant Uintersection des deux plans ’inversion,
le nouvel axe de rotation OA se trouve dans le plan mené par / nor-
malement au nouveau plan d’inversion, On a, entre les éléments des
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deux correspondances, les relations suivantes :

) . . o
sin— =sina sin —»
2 2

(24
tango = cosk tang =~

2

On en déduit, en fonction de la constante » et de Ja variable o, les

valeurs p. et « par les formules <p. = g — 7\>

. (]

coth =tangp =sinocot >
24 (3]

COS— ==CO03 9 COS—»

On voit ainsi que 'angle d’un plan avec I'axe correspondant a un
minimum, qui est atteint lorsque le plan passe par I’axe central.

Deuxiéme cas. — Supposons maintenant 'axe du mouvement pa-
rallele au plan d’inversion ou situé dans ce plan. Soient & I'axe, et ¢
sa projection sur le plan d’inversion P (/fig. 5). Faisons tourner le

Fig. 5.
8

T ——— e

~

——— e O

plan P autour de ¢ de I'angle ;“, il prend la position @; l'inversion

donnée équivaut a4 une inversion relative & @, suivie d’une rotation
(— o) autour de ¢; celle-ci, suivie de la rotation « autour de b, équi-
vaut & une translation perpendiculaire & la droite 4. Coupons par un
plan Q perpendiculaire & & ; soient B, C les points ot les droites &, ¢
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percent ce plan, et désignons par P et w (fig.6) les (races sur le plan Q
des plans de méme nom. Il résulte de la riégle de composition des
rotations que la translation CD est paralltle au plan & clle se com-

Fig. 6.

P \m

pose avec la translation donnée ¢, parallele au plan o, puisqu’elle est
paralléle a la droite b5 la translation résultante est done paratlele i .

On peut considérer ce deuxiéme cas comme limite du cas géndéral
lorsque 'axe du déplacement hélicoidal tend i deveniv parallele au
plan d’inversion; le point O s’¢loigne alors & Pinfini, la droite / de-
viente, les formules qui donnent w et ¢ s’appliquent encore, la trans-
lation résultante a pour composantes rectangulaires £ ¢t 2d sin 7

Cherchons maintenant un caractere analytique qui distingue ce cas
du cas général. On voit facilement qu’on peut modifier la décomposi-
tion en inversion, rotation et translation, de facon que I'axe de rota-
tion ait un point dans le plan d’inversion; des lors, comme il Tui est
resté parallele, il y est tout enticr. Or, les formules (1) offrent une
telle décomposition. Posons, en cffe(,

=X 4 'Y -+ 2"7,
( “) ‘y/ o [fj X -t (5’ Y -+ B”Z,
5= '/X +-9'Y 4+ 9",
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les formules (1) deviennent

X == xy+ &,
Y=Y+ Y
3 == 3o+ 3,

les formules (1) représentent une inversion suivie d’une rotation
autour d’un axe situé dans le plan d’inversion. Cette suite de deux
opérations équivaut & une inversion. Il suffit, pour le voir, de faire
tourner le plan d’inversion autour de I'axe de rotation. Or I'inversion
est une transformation réciprogue ou involutive. Si done on résout les
équations (II) par rapport 4 X, Y, Z, les formules

S X=az'+py+y 3,
(L) \’:a,~lr’+@’yl+yl:'l,

( VAT p/rv”_l_ 1//’,__)I

doivent avoir respectivement les mémes coefficients que les for-
mules (IT); par suite

g =2,
,r — al/,
7/ f— @II,

etle déterminant de la substitution doit étre symétrique. Nous dirons
alors que la substitution est réciprogue. Les trois égalités précédentes
se réduisent d’ailleurs a wune égalite distinete, la substitution étant
orthogonale. Cette condition d’égalité exprime (sauf un cas particu-
lier que nous allons examiner) que la transformation représente une
inversion suivie d’une translation parallele au plan d’inversion. Pour
qu’elle représente une simple inversion, il faut et il suffit que, dans
toute décomposition en inversion et translation, celle-ci soit perpen-
diculaire au plan d’inversion; par suite, on a les deux égalités

Zo  _ Yo _ B

-

a—1 B Ty

I"équation
(a—nxz+By+yzs=0

représentant le plan d’inversion en direction.

Ann. de ke, Normale. 3° Série. Tome X1. — Janvicr 18g4.

(414
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Réciproquement, si 'on se¢ demande ce que représente une substi-
tution & déterminant symétrique, il suffit de se reporter aux formes
géométriques réduites de la transtormation. Il faut que la transforma-
tion soit réciproque : pour cela il faut que, dans le cas limite, elle
soit une inversion; et, dans le cas général, que la rotalion égale =
Dans ce cas, la transformation n’est autre qu’une inversion centrale,
et elle s’exprime par les formules suivantes :

xr =2y — X,

y==ve—Y,
5= 5y~ i

On voit que tous les éléments du déterminant de la substitution sont
nuls, sauf ceux de la diagonale principale, et que chacun de ceux-ci
égale — 1. On peut remarquer cette propri¢té de Ta transformation

oll =T, queA = 5 et o =, quel que soit . Ce deuxitme cas de

déterminant symétrique est tres particulier, et 'on en distingue im-
médiatement le cas général. On peut remarquer que, dans ce dernier
cas, la somme des ¢léments de la diagonale principale égale 1.

Signalons encore, parmi les conséquences algéhriques du théortme,
les suivantes : La transformation étudice, répélée, ¢quivant i une ro-
tation ou & une translation. Donc toute substitution positive homo-
gene est le carré d’une substitution négative. I n’en est plus de méme
d’une substitution complete. 11 faut que celle-ci représente une solu-
tion ou une translation. Soit

Xy = Xy wri- by b sy,
Yo=Yy a4 Dy -k el sy,
Sy Syobdeg b Dy 0 5y
ane substitution positive. Pour qu’elle représente une rotation, il
faut que la translation soit perpendiculaire i 'axe de rotation, et par
suite
(" e)sy+4 ("4 "y yy+ (" bt 1) 54 0.

Dans ce cas, il existe une substitution négative qui, répétée, équivaut
a la substitution donnée.



SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES. 35

De méme que nous avons étudié la distribution des axes de rota-
tion, on peut étudier celle des axes du mouvement hélicoidal corres-
pondant & des plans d’inversion quelconques. On obtient & ce sujet,
en appliquant les regles de composition des rotations et des transla-
tions, les théoremes suivants : '

1° Lorsque le plan d’inversion tourne autour d'une droite du plan
central, I'axe de rotation correspondant décrit un plan. Ce plan passe
par I'axe central.

2° Lorsque le plan d’inversion se transporte parallelement a lui-
méme, l'axe du déplacement hélicoidal décrit un plan.

Ces deux théoremes s’appliquent & la fois au theme général et au
cas limite; dans ce derniev cas, tous les axes forment un complexe
singulier, le complexe de droites paralleles au plan central.

On peut donner du théoreme fondamental un énoncé qui comprend
les deux cas; remarquons que des inversions quelconques en nombre
pair équivalent & un déplacement; d’apres cela, une suite d’inversions
quelconques en nombre impair équivaut a trots inversions, deux des plans
d'inversion étant perpendiculaires au troisiéme. _

De méme le théoreme de Chasles : « Tout déplacement peut étre
produit par un mouvement hélicoidal », prend la forme suivante :
« Une suite quelconque d’inversions en nombre pair équivauta quatre
inversions, deux des plans d’inversion étant perpendiculaires aux
deux autres ».

S1, dans ces systemes de trois ou quatre inversions, deux plans se
confondent, on na plus qu'une inversion dans le premier cas, deux
dans le second cas.

e e ) e



