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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LES CAS DINTEGRABILITE

bU

MOUVEMENT D’UN POINT DANS UN PLAN,

Par M. ELLIOT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCON.

Lorsqu’un mobile est sollicité par des forces résultant d’un poten-
tiel, la condition pour que le¢ probleme admette, outre Uintégrale des
forces vives, une intégrale du second degré par rapport aux vitesses,
est que la fonction dcs forces satisfasse & une équation aux dérivées
partielles du second ordre. M. Bertrand a tiré de cette équation des
conséquences treés intéressantes sans en donner intégrale (*). Je me
propose de faire voir que I’ mtogml(- qoncralo de Iéquation ep-gues-.
tion est donnée par les expressions de la fonction des for(/(,s.,lf‘ouvo(w
par Liouville dans le Mémoire intitulé : Sur quelgues cas pdd/(,ulwls ol
les équations du mouyement d’'un point maicriel [)('uw'nt u;zm‘fwreg )-
Ce résultat se déduit aisément, comme on peut s’y attcnj re,
pression générale des ¢léments linéaires susceptibles d’ vu\(: ramenés d’

X

la forme de Liouville.
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(Y) Journal de Mathémaiiques, »° série, t. II, p. 113.
(%) Journat de Mathématiques, 1™ série, t. XI.
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10 ELLIOT.

L'équation aux dérivées partielles est, dans un grand nombre de
questions, plus commode & utiliser que son intégrale. Cest ce qu'a fait
M. Bertrand dans le Mémoire cité, en cherchant les fonctions de
forces pour lesquelles il y a une intégrale du second degré, en suppo-

“sant que les forces ne dépendent (ue des distances du mobile & des
points fixes du plan. Il n’y a aucune difficulté & étendre sa méthode
au cas o les forces dépendent de la distance du mobile & des droites
fixes du plan. Mais si I’on veut ne laisser échapper aucun cas particu-
lier, il estnécessaire de tenir compte des formes de dégénérescence
de I'équation aux dérivées partielles qui correspondent aux diverses
expressions de I'intégrale générale signalées par Liouville.

1. Proposons-nous de trouver toutes les fonctions U de x et y
telles qu’un changement convenable des variables indépendantes
transforme 1’équation aux dérivées particlles

(1) pr-qr=2U
en une autre ot les variables se trouvent séparées. La nouvelle équa-
tion, par hypothese, aura la forme

Myp? +Nigt=X,-Y,,

ol M, et X, ne dépendent que de z,, N, et Y, que de y,. Dans ce cas,
tn nouveau changement de variables @, = F(x,), y,— G(y,) per-
mettra de transformer I’équation en

Pi+qs =X+ Y,

Nous pouvons donc nous borner i chercher les équations (1) qui peu-
vent se ramener & celle-ci, olt ¢ et § sont deux fonctions arbitraires

(2) P g = e () b (ye).
Soient
(3) zy= Az, y),  yi=B(x,y)

les formules qui définiront le changement de variables. Il faudra
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d’abord, évidemment, que A et B satisfassent aux conditions de la
représentation conforme,

oA 0B oA 0B

dz  ay’ dy oz
L’équation (2) devient dans le systeme (2, ¥)

9 oA? 0A%N . \ .
(4) Pt = <(7;z + ;)3,7) Lo (A) 4 $(B)].
Le second membre de cette équation est I'expression générale que
nous cherchions pour la fonction U.

Si on considere la surface dont I'¢lément linéaire est

on saura, dans ce cas, en trouver les lignes géodésiques par des (ua-
dratures. Dans le systeme (x,, y,), cet élément se présente sous la
forme de Liouville. L’équation (1) admet alors une intégrale dusecond
degré.

2. Le second membre de I'équation (4), qui contient deux fonetions
arbitraires, est I'intégrale générale d’une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre. Nous allons la chercher en exprimant que
I’équation (1) admet une intégrale du second degré. En désignant par
«, B, v des fonctions de x et y, nous prendrons l'intégrale sous la
forme
(5) (ap -+ Bq)* 4 ay = const.

en laquelle se transforment, par le changement de variables, les inté-
grales évidentes pi — ¢ (,) == const., g7 — Y (y,) == const. de I'équa-
tion (2). La condition pour que I'équation

I _:.;112 Y A U:==0

admette 'intégrale (5) est que I'on ait

PN PN :’.ff_-f{é)__ 208 L OU L gOUY 9y 97
(2p+Bq) [p o P7<(M Foy) T ey 50), PG gy

Remplagant, dans cette équation, ¢ par 2U — p?, les termes ration-
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nels et ceux qui contiennent le radical devront ¢tre nuls séparément.
On devra donc avoir, quels que soient z, y, p,

(oc/) [])2 <32 ()(3> -+ o 0U +(335 + 2 Uf)ﬁJ

dy dy
© 0P o dr
-i—@[J(zU-—]ﬂ)(a{—: - 7)5/) f-/).()ﬁ;:::o,
o (00 0B ()U JQ_[I i 9B
(7) P [p (()x 0}’> MY +( F2U3 ()y
7 . o
o ]) <b~£ ()_}’) -+ ()}/ ......

En égalant & zéro les coefficients de p* dans les termes (6) et de p?
dans les termes (7), on obtient d’abord ces deux conditions

do  dJP 08 dal\
“ <()Jc ()y> P <()1 . ())f> -
do. 0P N AN
P (57: B 55/) e (()¢ - ()}/) =0
On en conclut, en écartant I’hypothese a* -+ 2= o,

da _ 0B Ox_._ 0B,
dz oy’ dy — de

(8)

En vertu de ces relations, les conditions pour que les termes (6G) et (7)
soient identiquement nuls deviennent

0[ JU 0P dy
T . () gy 22U r)y + 0z
59U U Jz(_)g 5 s dy
“ o TGy ARV gy e

L’¢limination de la fonction y entre ces deux équations donne I'équa-
tion aux dérivées partielles que doit vérifier U

» (a- U 920

7)+(1J —o?)

[ 0*U
dzz  Jy? ;)

Ja ¢ ()y
43 3 ()(("~——-c72 ou 4 3 0(Br—ca*) dU )=(p=-~~)

e - C

2 dy dx o dxz  dy dxdy T

(9)

Si Pon fait en particulier =1, B =o0, I'équation se¢ réduit i
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0*U
dx dy
U sera nécessairement la somme d’une fonction de « et d’une fonction
de y. Les équations qui déterminent v, dans ce cas particulier, sont

= o. Si done I’équation (r) admet I'intégrale p* -+ 2y = const.,

()/"‘0 gzI-—l—-(—)—g'—o
dy ’ dz ~ Jdx

ce qui montre que y ne peut dépendre que de .
3. Connaissant les fonctions o et §, il faut maintenant, pour définir

le changement des variables, trouver A et B. Par hypothese, les for-
mules

(10) 2= A(x,y), 7= B(x, y)

transforment I’équation (1) en une autre, ot les variables sont sépa-
rées dans le second membre, et qui adme(, comme nous venons de le
voir, Uintégrale p} + 2v, = const. Puisque U est solution de I'égqua-
tion (9), I'équation (1) admet I'intégrale

(ap +PBqg)?--27 =conslL.

D’ailleurs, la substitution (10) transforme «p + B¢ en

( gz_\_‘_ﬁ +< 0B 0By,
T 0x 21 Jdx Jdy

Il suffit done (') que les fonctions A et B satisfassent aux équations

A GON_ ()L__r()_l}
Jx dy Jx dy
A et B satisfaisant aux conditions %’2 LA ()B, on en tire
x oy’ dy dx

(_)./_\“ . o JA (_o
dx o4 B 7}7 a4 (j‘
B B oB o

(11)

dx — aro-pr’ dy T arpr

—

(1) Il'y aura évidemment d’autres facons de déterminer A et B dans le cas ou I'équa-
tion (1) admettrait plusieurs intégrales du second degré.
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Ainsi, lorsqu’on se donne « et B, on a I'intégrale générale de I'équa-
tion (9), en déterminant A et B par les quadratures précédentes et
en formant I'expression

0A®  0AZ :
(12) U= (o 5 ) Lo(A) - b(B ).

4. Si l'on veut que les résultats précédents s’appliquent & un pro-
bleme de Mécanique pour lequel la fonction des forces es( U, il faut
que cette fonction ne cesse pas de satisfaire & I'équation (9) quand
on 'augmente d’une constante quelconque, c’est-d-dire que

Observons, toutefois, que, si cette derniere condition n'est pas
remplie, la connaissance d’une intégrale complite de I'équation
p*+ ¢*=2U ne sera pas sans utilité pour la résolution du probleme
de Mécanique. Car si 'on suppose connue une intégrale complete de
Iéquation p*+ ¢*= 2(U + 4), on obtient les trajectoives en égalant
4 une constante arbitraive le résultat de la diflérentiation de I'in(é-
grale complete par rapport & la constante non additive qui y entre.
=} oot
Les trajectoires relatives a4 /% ==o s’obtiendront en introduisant cette
hypothese dans le résultat précédent, et, comme aucune diflérentiation
n’est faite par rapport & 4, on aura évidemment les trajectoires qui
répondent & 2 = o par une différentiation de I'intégrale complite de
p+q¢*=2U.

Revenant maintenant aux problemes de Mécanique que la méthode

. . , . . . ()2 LA (12
deJacobi permet d’intégrer completement, la condition .w..,%)(f!;.;),.)../m_) )
jointe a celles de la représentation conforme que doivent vérifier o et B,
et qui peuvent s’écrire

90 [(B*— ot 0 0 0 [f*— a?

— _— =0 e () e (T ) e

(T gy er=o,  tap)— 5 ( o,
déterminent « et B. On trouvera immédiatement, en désignant par
a, b, b,, c, c, des constantes, les deux relations

(13) 2 et a(y*—a*)+2by —2bx +c,

oaf = axy + byx 4+ by -+ c;4.
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5. Supposons d’abord @ 0. On pourra, sans altérer la généralité,
supposer a = 1. Cela revient & multiplier « et § par une méme con-
stante, et par suite aussi A et B. Iin outre, on voit qu’un transport
des axes permet de supposer nulles les constantes b et b,, en sorte
que o et § peuvent élre considérés comme satisfaisant aux relations

(14) R a?z= y?— 2%+ ¢, af = zy - ¢.
11 faut maintenant déterminer les fonetions A et B par les quadra-

tures (r1). Or, la forme des seconds membres montre que, si I'on pose
S(z) =a~+ B, AetB scront respectivement la partie réelle et le coef-
. . ., *dz \ \ .
ficientde ¢ dans 'intégrale //( 2y Enoutre, d’apres les relations (14),
le carré de la fonction /(=) est 2% -1- 2¢,¢ - ¢. Une rotation des axes
d’'un angle convenable o va simplifier c¢ncore cette recherche. Si
3, =, -y, désigne la nouvelle variable imaginaire apres la rota-
tion, notre intégrale deviendra

(i31
Ve (aeri— ) ei

Déterminons w de fagon que
(2ci—c)e = __ ]2,
A étant une quantité réelle, on aura
2, COS20 ~ ¢ sin2e == o, CCOS206) — 20, 8INn2 0 = 2%}

en prenant

. - 2 Cy . C T 9
singe) == — T CO820) Ik \/c “ et b2,

Iintégrale se réduit a

(15)

Appelons r et p les distances d’un point du plan aux deux points
fixes qui ont actuellement pour coordonnées (%, 0), (— h,0); on sait
que la partie réelle ct le coefficient de ¢ dans Pintégrale (15) sont des
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fonctions trés simples, l'une de 7 p, Pautre de r—p (). Il est
méme inutile de préciser la forme de ces fonctions, puisque Uexpres-
sion de U que nous voulons obtenir contient A et B sous deux fonc-

tions arbitraires.
1l nous reste i trouver I'expression de

S B
0z dy* T o+ 3?

Les formules (14) donnent
(o4 B = (2 + p* )+ 2c(y* — &%) + 8ey@y -+ ¢+ el
le second membre transformé dans le systeme (z,,y,) se réduit a
(2] + 1) -+ 22yt — i) - At

qui est le carré de ro. L’expression générale que nous cherehions
pour U est donc
T \
U:;.;[@(/'—%P>~!~4J(r—-r1),l-

C’est la forme générale trouvée par Liouville.
6. Lorsque A= o, a*- (3* devient égal au carré de la distance du
mobile & la nouvelle origine. L’intégrale qu’il faut mettre sous la

51

. N .. (ds . . 2 "
forme A+ Bz est 101/'— < A est une fonction de 2%+ y%, B une
fonction de {—‘ Done r désignant la distance du mobile a un point fixe

1

X , N
dq plan, 0 T'angle avec une dircction quelconque du rayon vecteur
joignant le mobile au point fixe, la valenr de U sera

U= g(r) - -5 (0).

7. Reste a4 examiner le cas de @ = o. Un transport d’axes permet

(1) L'équation aux dérivées partielles de Jacobi se transformora done en une autre oi
les variables seront séparées, quand on fera un changement de variables cn coordonnées
elliptiques.
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d’annuler alors les termes ¢ et ¢,. Les relations qui déterminent o et 3

sont
B*—at=2(b,y — bx), o =b,x + by.

L’expression o® + 3* est égale, & un facteur constant pres, 4 la dis-
tance du mobile & la nouvelle origine. Les fonctions A ct B sont la

. , . . 5. , s o
partie réelle, et le coefficient de ¢ dans I'intégrale ff(f—'-) ot 'on a

posé f(z) =o + Bi. Le carré de f(s) se réduit ici & 2(b+b,7)=.
Une rotation des axes permet, en négligeant un facteur constant réel,
s,
J Va
de A et B sont ya* + y* —x, et Ja? + y* + x,. En revenant au sys-
teme primitif, on voit que, si r désigne la distance du mobile & un
point fixe, et ¢ sa distance & une droite fixe, I'expression de U sera

de ramener 'intégrale & - A un facteur constant pres, les carrés

U= 2[p(r+38)+(r—0)].

Ces deux cas particuliers ont été déduits par Liouville du cas général
de la transformation en coordonnées elliptiques, au moyen de consi-
dérations géométriques.

IT.

8. On peut tirer de I’équation aux dérivées partielles que véritie la
fonction U tous les cas des problemes admettant une intégrale du
second degré, ou, ce qui est la méme chose, completement inté-
grables par la méthode de Jacobi, dans 'hypothese que Une dépend
que des distances du mobile & des points fixes ou & des droites fixes
du plan. A cause de la forme linéaire de I’équation aux dérivées par-
tielles, si 'on a obtenu un certain nombre de solutions particuliéres
ot U ne dépend que des distances du mobile & certains points ou
droites du plan, on aura encore une solution en ajoutant toutes ces
solutions particulieres multipliées respectivement par des constantes
quelconques. Il suffit de répéter les calculs de M. Bertrand en distin-
guant les divers cas qui ont été examinés dans I'intégration.

Dans le cas général, la constante @ n’é¢tant pas nulle, on peut la
supposer égale & l'unité. Le transport des axes et leur rotation re-

Ann.de U’Ec. Normale. 3* Série. Tome XI. — Jasxvier 1894. 3
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vient, comme on ’a vu, 4 annuler les constantes &, &,, ¢,. En intro-
duisant la distance 2/ des deux foyers, I’équation aux dérivées par-
tielles est

(1) 0z* ~ 0y* + (= +h2)m‘l)~ BT dy

I faut voir si elle peut admettre une solution de la forme
U=9[(z—2)+ (¥ — )]s

en déterminant convenablement la fonction @ et les constantes x,, v,.
Le résultat de la substitution est

(2) (Mmy[(x—xo)z_(y-—y0)2]+-4(y2_xz+lﬁ)(m-—-x,,)(y_yn)%q/,
? “+6(y i — 2y y ) =o.

Le polynome qui figure comme cocfficient de ¢” est seulement du
troisitme degré; il doit étre évidemment le produit du coefficient de
¢’ par une expression de la forme £[(x — ay)*+y —y,)* |, olt £ est
une constante. On reconnait tout de suite que Uidentification donne
comme condition nécessaire £ = 3 et @, y, = 0. Sil’on veut se borner
aux solutions réelles, il faut prcndrc Yo =0, ct identification a licu
effectivement en prenant «; — 4* = o.

Pour avoir la loi de la force dirigée par exemple vers le point
xy="h, y,=o, il suffit de remarquer que I'équation (2) donne, en
posant ¢ = (x — A)* -+ y?,

209"+ 3¢ = o.

En désignant par C et G, des constantes arbitraires, on en conclut

C
CP - “i“’ Al

Vv

La loi d’attraction est done celle de Newton.

Remarquons, avec M. Bertrand, qu’il y a une autre fagon de satis-
faire & I'équation (2) en exprimant que le coefficient de ¢’ est identi-
quement nul. Cela donne 2, =y, = o. La force est dirigée vers I'ori-
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gine. L’équation (2) se réduit alors & ¢” = o. La fonction ¢ est donc
du premier degré par rapport & «*—+ y?; la force est proportionnelle
a la distance.

De méme, en désignant par M, N, P trois constantes, la substitu-
tion dans 1I’équation (1) de 9(Ma + Ny + P) donne

[(M2— N2) 2y +MN(3*— 2* + ©?)]o" + 3(My — Nz)o' = o.

On doit avoir, comme précédemment,
(M:—N)zy +MN(y*—2*+A2?) =3k(My —Na) (Mz + Ny -+ P).

L’identification exige d’abord £ =3, ensuite que P soit nul ainsi
que V'une des quantités M ou N. On retrouve ainsi, avec les forces
considérées par Lagrange, celles qu'a ajoutées Liouville. Elles sont
dirigées parallelement aux "deux axes coordonnés que nous avons
choisis, et 'on vérifie immédiatement qu’elles sont inversement pro-
portionnelles aux cubes de la distance du mobile aux deux axes.

9. Dans le cas particulier ot 2= o0, I’équation aux dérivées par-
tielles devient

02U 0?0

0*U oU 0oU

3z ~— =o.

Ay

En répétant le raisonnement précédent, on voit immédiatement que
les seules forces dirigées vers un point fixe doivent passer par I’ori-
gine actuelle et que la force est une fonction quelconque de la dis-
tance.

En cherchant les solutions de I’équation (3) qui sont de la forme
¢(Max + Ny + P), on trouve aisément que la droite Mx + Ny + P = o
est une quelconque de celles qui passent par l'origine, la force de-
vant varier en raison inverse du cube de la distance.

Ainsi, dans ce cas particulier, la méthode de Jacobi ne permettra
de résoudre le probleme par des quadratures que si le mobile est sol-
licité 1° par une force dirigée vers un point fixe O et fonction quel-
conque de la distance & ce point; 2° par des forces émanant d’un
nombre quelconque de droites passant par le point O, ces forces va-
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riant en raison inverse du cube de la distance du mobile & ces diffé-
rentes droites.

10. Lorsque @ = o, un transport d’axes et une rotation convenable
qui revient évidemment a prendre comme axes de coordonnées les deux
droites rectangulaires en évidence dans les expressions de B* — o*
et de a3 du n°7 ramenent 'équation aux dérivées partielles & la forme

17L8 VNG L §| 0*U ouU
(4) x ( ) Jx

et e, 9 T T YT el § Y
Jdx? Jdy? Y oz dy
En essayant, d’apres les mémes procédés, les solutions de la forme
U=ol(@—2)+ (y —y0)*]
on trouve immédiatement que le point fixe vers lequel est dirigée la
force ne peut étre que l'origine, et que la force est en raison inverse
du carré de la distance.
Pour que I'équation (1) admette une solution de la forme

U=9(Mx -+ Ny -+ ),
on doit avoir identiquement
[(M*—N*)z +4-aMNy]o"+ 38Mg’ = o.
On peut d’abord y satisfaire en prenant M == o. La force est parallile

4 Oy, et, comme I'équation seréduit 9" == o, la force est constante.
Ce cas étant éearté, on doit avoir identiquement

(M?—N*)z - 2aMNy - 3AM(Max + Ny 4 ).

[l faut et il suffit que P == N==o0 et que £ == . D’ailleurs, en posant
Ma = ¢, I'intégration de I'équation en ¢ donne

La force dirigée perpendiculairement & Oy est inversement propor-
tionnelle au cube de la distance & cet axe.
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11. Les forces dirigées vers des centres fixes ou provenant de droites
fises du plan qui ont été trouvées précédemment sont évidemment
les seules qui donnent des problemes intégrables par la méthode de
Jacobi, si 'on veut que les intensités des différentes forces soient
indépendantes les unes des autres. Dans le cas contraire, il est pos-
sible de trouver d’autres fonctions U pour lesquelles la méthode de
Jacobi ramene le probleme & des quadratures.

Cherchons, par exemple, si I’équation (4) peat admettre une inté-

grale de la forme
U=o(x*+y*) +d(y).

La substitution donne, en posant x>+ y* = ¢,
[”,,CP//_{_ 6@/~— dH”: o,

qui ne peut étre vérifiée que si 'on a, en désignant par & une con-
stante,

V'=n, Goo"+ 60’ = A.
On en conclut

U=— \2/—:;-1— %(()—1—3)/?)—-}—/:,)'—}—/:1,
hy, k, £, désignant des nouvelles constantes. Tous les termes corres-
pondent & des forces déja examinées, sauf le second, que 'on peut
écrire tA(r* 4 3y*), r étant la distance du mobile & lorigine. Ce
terme répond a deux forces : I'une dirigée vers 'origine et agissant
en raison directe de la distance, lautre perpendiculaire i Oz, et aussi
en raison directe de la distance; mais, pour une méme distance, 'in-
tensité de la seconde doit étre triple de celle de la premibre.

Cherchons de méme s’il y a des solutions de I'équation (4) de la
forme

U=o(x*+ y*) + {(z).

Le résultat de la substitution est
ha (2?4 y*) 9" -+ 620" 4 2" -+ 3d == o,

Les variables a* + y* et & se séparent quand on divise par z. En dési-
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gnant par & une constante, et posant &*-+y*==¢, les fonctions g ety
seront déterminées par les deux équations

boo" +69' =10, l{J”*i—:ZKP"I—/L:o.

On en conclut par I'intégration
2k

U=h(le~ ta?) — e : 2; + ki,
ot les termes correspondent & des forces déja trouvées, sauf le pre-
mier, qui peut s’éerire A(3r* —a?). Il correspond & deux forces pro-
portionnelles & la distance, I'une dirigée vers 'origine, I'autre ¢ma-
nant de I'axe Oy. La premibre force é¢tant choisie arbitrairement et
étant, par exemple, attractive, la seconde doit étre répulsive, et, pour
une méme distance, son intensité doit étre les ¥ de celle de la pre-
miere.

La méthode de Jacobi ramencra donc & des quadratures le mouve-
ment d’un mobile sollicité simultanément par les forces suivantes :

1° Une force constante parallele & Oy; 2° une force perpendicu-
laire & Oy et inversement proportionnelle au cube de la distance;
3¢ une force dirigée vers origine en raison inverse du carré de la dis-
tance; 4° une force Ay émanant de Ox; 5° une foree — A, émanant
de Oy; G une force dirigée vers I'origine ¢t ayant pour expression
(5h + 5h))r.



