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RECHERCHES

D’OPTIQUE GEOMETRIQUE,

Par M. A. LEVISTAL,

DOCTEUR ES SCIENCES.

PREMIER MEMOIRE.

SUR LES PROPRIETES GENERALES DES SYSTEMES OPTIQUES
DE RAYONS RECTILIGNES.

INTRODUCTION.

. Les premieres recherches relatives aux propriétés générales des
systemes formés par les rayons lumineux remontent 3 année 1682,
et ont trait aux courbes caustiques. Elles sont dues & Tschirnhausen (),
qui se proposa de trouver I'équation de la caustique par réflexion dans
le cas particulier oli, les rayons incidents étant paralleles et contenus
dans un méme plan, la réflexion a lieu sur une circonférence de cercle.
Ce probleme, qui parait aujourd’hui fort simple, était alors d’une
grande difficulté, et la solution donnée par Tschirnhausen fut reconnue
fausse par Cassini, Mariotte et de la Hire, commissaires nommés par
'’Académie des Sciences. L’attention des géometres se trouva des lors
appelée sur ce genre de questions, dont ils ne tarderent pas & appré-
cier toute 'importance pour 'optique. Les Bernoulli, Carré, de I'Ho-
pital et plusieurs autres mathématiciens, indiquerent des méthodes
"générales pour obtenir I'équation des caustiques planes par réflexion
et par réfraction, quelle que soit la nature de la courbe réfléchissante
ou réfringente. A une époque plus récente, la théorie des caustiques

(*) TscHIRNHAUSEN, Inventa nova, etc., Acta eruditorum, année 1682, p. 364.
25.



196 RECHERCHES D OPTIQUE GEOMETRIQUE.

planes a ¢té notablement perfectionnée par M. Quetelet, qui a montré
que, dans un grand nombre de cas, ces caustiques, quoique fort com-
pliquées par elles-mémes, ne sont que les développées d’autres courbes

beaucoup plus simples, qui sont en général des épicycloides (*).

2. Malus est le premier qui ait considéré les systemes de rayons
dans Uespace. C'est dans un Mémoire sur U'optique, publié en 1810 (**),
qu’il démontra, au moyen d’une analyse assez laborieuse, le théoreme
fondamental qui porte souvent son nom. Ce théoreme peut s’énoncer
de la maniere suivante : Lorsque tous les rayons qui composent un fais—
ceau lumineux sont normaux & une méme surface, ils conservent celle
propriete aprés un nombre quelconque de reflextons sur des surfaces quel-
conques, et un nombre quelconque de réfractions par leur passage & tra-
vers des nulieux limites jouissant de pouvorrs réfringents quelconques. Une
erreur de calcul avait conduit Malus A refuser & cette proposition toute
la généralité qu’elle comporte, et & la restreindre au cas d’une réflexion
ou d’une réfraction unique. M. Charles Dupin reconnut, en 1822, que
le théoreme de Malus s’étend & un nombre quelconque de réflexions et
de réfractions, et substitua, pour le cas de la réflexion, une démons-
tration géométrique fort simple aux considérations analytiques dont
Malus avait fait usage (***). Timmermans (****) et, d’apres lui, Ger-
gonne (*'""),-traiterent d’une maniere analogue le cas de la réfraction.

L’importance du théoreme de Malus, qui n’est applicable, du reste,
qu’aux milieux isotropes, et sa relation avec la théorie des caustiques
sont faciles & concevoir. Si, en effet, un systeme de rayons lumineux
peut étre considéré comme formé de droites normales & une méme
surface, il en résulte immédiatement que le lieu des intersections de ces
rayons, ¢'est-d-dire la surface caustique, n’est autre que la surface &
deux nappes, lieu des centres de courbure de cette trajectoire ortho-

(*) QuereLer, Mémoire sur une nouvelle maniére de considérer les caustiques, soit par
réflexion , soit par réfraction, Nowveaux Mémoires de I’ Académie de Bruxelles, t. 11, p. 15.

(**) Marus, Mémoire sur I'Optique, Journal de I’ Ecole Polytechnique, X1V Cahier, p. 1.

{***) Cu. Dupix, Développements de Gdométrie; 4 Mémoire : Sur les routes suivies
par la lumiére dans les phénoménes de la réflexion et de la réfraction, p. 187.

(****) TrmmERMANS, Correspondance mathématique et physique, t. 1, p. 336.

{*****) GErcONNE, Démonstration .purement géométrique du principe fondamental de la
théorie des caustiques, Annales de Mathématiques pures et appliquéés, t. XVI, p. 307.
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gonale des rayons; la théorie des caustiques se trouve ainsi rattachée
par un lien intime & celle de la courbure des surfaces.

3. Les géometres dont nous venons de parler s’élaient occupés
exclusivement des milieux isotropes. Les systemes de rayons qui se
propagent dans les milieux de ce genre jouissent, commnie nous venons
de le voir, de la propriété d’étre toujours normaux i une méme sur-
face; dans les milieux biréfringents ou anisotropes il n’en est généra-
lement pas ainsi, ce qui a fait donner aux systemes qui se propagent
dans de tels milieux la qualification {’irréguliers. L'étude de ces sys-
temes irréguliers a été abordée pour la premiere fois par Hamilton dans
son traité intitulé Theory of systems of rays, et surtout dans un sup-
plément publié en 1830 ("). Dans ces importants Mémoires, Hamilton
prend pour point de départ le principe de la moindre action, qui,
lorsqu’on I'applique aux phénomenes de 'optique, conduit & la con-

dition
8fua's =o,

ds étant I'élément de la trajectoire suivie par le rayon lumineus, ¢ la
vitesse de la lumiere calculée dans I'bypothese de I’émission. Il fait
dépendre la solution de toutes les questions relatives i la réflexion et
la réfraction, ordinaire ou extraordinaire, de 'existence d’une fonc-
tion caractéristique pour chaque systeme optique de rayons. Cette fone-
tion est définie en général de la maniere suivante :

V= fua’s:f(x, ¥ 3,2, ), 8, ).

x, ¥, 5 sont les coordonnées du point final d’une trajectoire lumineuse,
a', ', 5 celles du point initial, ¢ une constante qui dépend de la cou-
leur. Ce qui distingue les recherches d’Hamilton au sujet de cette inté-
grale, c’est qu’il la regarde comme dépendant des coordonnées varia-
bles des deux extrémités du rayon et de la couleur, tandis que, dans
’énoncé du principe de la moindre action, ces coordonnées extrémes
et la couleur sont considérées comme constantes, et les points intermé-

(*) Hamicron, Theory of Systems of Rays, Transactions of the Irish Academy, t. XV,
p. 69, et t. XVI, p. 1 et 94.
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diaires oh s’effectue la réflexion ou la réfraction sont seuls supposés
varier. Hamilton, dans le Rapport qu’il fit sur ses travaux & I’ Association
Britannique (*), fait remarquer que la fonction caractéristique V, dans
Phypothese des ondulations, représente le temps de la propagation de
la lumiére d’'un point & un autre. Mais il se borne & indiquer ce point de
vue sans en tirer autrement parti, ce qui s'explique aisément par le
peu de faveur dont jouissait encore en Angleterre & cette époque la
théorie ondulatoire de la lumigre. Hamilton s’occupe du reste presque
exclusivement des systemes réguliers de rayons, et ce n’est qu’acces-
soirement qu’il parle des modifications introduites dans ces systemes
par leur passage & travers des milieux biréfringents.

4. Les travaux d’Hamilton n’obtinrent pas d’abord toute I’attention
qu'ils méritent, et ce n’est qu’apres un assez long intervalle que nous
voyons M. Kummer revenir, en 1859, sur le méme sujet dans un
trés-remarquable Mémoire qui porte pour titre : Théorie genérale des
systémes de rayons. rectilignes ("*). Le célebre géometre allemand s’est
proposé d'étudier dans toute leur generalité les propriétés d’un systéme
de drottes remplissant I’espace ouune portion de lespace, de telle maniere
que, par un point donné, il passe un rayon ou un nombre déterminé de
rayons. Se placant a un point de vue purement géométrique, il n’a nul-
lement & s’occuper des changements produits dans la direction des
rayons par la réflexion ou la réfraction, ni des relations de ces direc-
tions avec le systeme des ondes lumineuses. De plus, il s’éleve & un
degré de généralité qui, sans doute, a un intérét considérable pour la
géométrie, mais qui est inutile en optique. Les rayons qui se meuvent
dans un milieu homogene quelconque jouissent en effet, de quelque
maniere qu’ils y aient été introduits, de cette propriété, dont on trou-
vera plus loin la démonstration, que leur direction a avec celle du
plan tangent & la surface de I’onde une liaison déterminée et constante
pour un méme milieu. Tl résulte de la que les systemes de rayons opti-
quement réalisables dans un milieu donné ne sont pas quelconques,

(*) Report of the first and the second meetings of British Association for the advancement
of science, p. 545. :

(**) Kummer, Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme, Journal de Crelle,
t. LVIL, p. 189g.
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que leur constitution est dans une connexion intime avee celle du mi-
lieu, et qu’ils présentent un certain nombre de particularités n’appar-
tenant pas & un systeme de droites choisies tout a fait arbitrairement.

Les conséquences que comporte la théorie de M. Kummer, lorsqu’on
la restreint aux systémes de rayons optiquement possibles, ont été
développées ultérieurement par M. Meibauer (*). Cet auteur s’occupe
presque exclusivement des surfaces caustiques; c’est dans son travail
que se trouve pour la premiere fois énoncée d'une fagon nette la rela-
tion qui, dans un milieu homogene quelconque, existe entre la divec-
tion d'un rayon et celle du plan tangent & I'onde au point ou elle est
rencontrée par ce rayon.

5. Le rapide apercu historique que I'on vient de lire indique suffi-
samment le genre de questions que je me propose de traiter. Mon but
est de simplifier et de généraliser & la fois la démonstration des prin-
cipes de I'optique géométrique. La méthode a laquelle j’ai recours
consiste essentiellement a faire intervenir dans la solution des pro-
blemes qui sont du ressort de cette branche des mathématiques appli-
quées la considération des ondes lumineuses, et aussi celle du temps
employé par la lumiere pour se propager d’un point & un autre. Cette
maniere de procéder offre I'avantage de permettre de prendre pour
point de départ, non pas les lois de la réflexion et de la réfraction dans
les milieux isotropes, mais le principe général énoncé pour la pre-
miere fois par Huyghens sous le nom de principe des ondes enveloppes,
et qui est applicable a toute espece de milieu homogene. Les théo-
remes de l'optique géométrique recoivent ainsi, par l'introduction de
la notion du temps, une forme qui permet d’embrasser, dans un énoncé
unique, les propriétés des trajectoires lumineuses dans tous les milieux
homogenes, isotropes ou anisotropes.

Le présent Mémoire a pour objet 1'étude des propriétés générales
des systemes optiques de rayons rectilignes, c’est-a-dire des systemes
qui se propagent dans un milieu 2omogene quelconque (**). Les prin-

(*) MeiBaugr, Theorie der gradlinigen Strahlensysteme des Lichts, Berlin, 1864.

{(**) Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été consignés dans une Note
présentée & ’Académie des Sciences le 10 septembre 1866. Comptes rendus des séances de
P dcadémie des Sciences, t. LXIIL, p. 458.
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cipes qui y sont exposés recevront ultérieurement leur application dans
d’autres Mémoires consacrés aux surfaces aplanétiques et aux surfaces
caustiques. Les résultats acquis pour les milieux homogenes peuvent
du reste facilement s’étendre aux milieux hétérogenes, ceux-ci pou-
vant toujours étre considérés comme formés par la juxtaposition d’une
infinité de couches homogenes infiniment minces.

I. — Définitions et notations.

6. Soit, dans un milieu homogene quelconque, un centre d’ébran-
lement dont émane de la lumiere homogene : le lieu des points aux-
quels se communique le mouvement vibratoire, au bout d’un temps
donné, constitue une certaine surface; comme suivant chacune des di-
rections qui partent du point lumineux la vitesse de propagation de
ce mouvement est constante, les surfaces qui correspondent & des
temps différents sont toutes semblables et semblablement placées par
rapport au point lumineux. Le milieu étant homogene, la forme de
ces surfaces et leur orientation dans le milieu sont indépendantes de la
position du point dont émane la lumiere. Chacune d’elles a évidem-
ment pour centre le point lumineux auquel elle se rapporte; d’ailleurs,
la vitesse de la lumiere ne pouvant devenir infinie suivant aucune di-
rection, ce sont des surfaces fermées. Nous les appellerons surfaces
d’onde caracteristiques du miliew. 11 est clair, en effet, qu'un milieu
homogene est optiquement défini, du moins pour une couleur déter-
minée, lorsqu’on connait le lieu des points auxquels un mouvement
vibratoire correspondant a cette couleur et émané d’un point quel-
conque du milieu se communique au bout d’un temps donné. Connais-
sant une quelconque des surfaces d’onde caractéristiques d’un milieu
homogene, par exemple celle qui a pour centre un point pris pour ori-
gine et qui correspond a I'unité de temps, il est facile de trouver toutes
les autres; pour qu'une de ces surfaces soit déterminée, il suffit alors
de donner son centre et le temps auquel elle correspond.
~ Pour que deux milieux homogenes soient identiques au point de vue
optique (en ne considérant toujours que la lumikre d’une couleur
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déterminée), il faut et il suffit que les surfaces d’onde caractéristiques
de ces deux milieux correspondant & un méme temps, par exemple &
P'unité de temps, soient identiques. Il est cependant & remarquer que,
deux milieux homogenes étant optiquement identiques, la lumiere
peut néanmoins éprouver un changement de direction en passant de
'un dans Pautre; c’est ce qui se produira toutes les fois que ces mi-
lieux seront placés de facon que les rayons vecteurs homologues des
surfaces d’onde caractéristiques ne soient pas paralleles, comme cela a
lieu lorsqu’on superpose deux lames d’un méme cristal taillées suivant
des plans différents. Pour que deux milieux homogenes puissent étre
considérés comme formant un tout continu, il faut done et il suffit:
1° que les surfaces d’onde caractéristiques correspondant a 'unité de
temps soient identiques; 2° que les rayons vecteurs homologues de ces
surfaces soient paralleles. Pour les milienx homogenes isotropes, les
surfaces d’onde caractéristiques étant toujours sphériques, la premiere
condition est suffisante.

Les milieux homogenes dont les surfaces d’onde caractéristiques
correspondant & I'unité de temps, sans étre identiques, sont semblables,
constituent un groupe et jouissent d’un certain nombre de propriétés
communes : tel est, par-exemple, le groupe des milieux homogenes
isotropes dont les surfaces d’onde caractéristiques, correspondant &
Iunité de temps, sont toutes des spheres, mais de rayons différents.

7. Les surfaces d’onde caractéristiques d'un milieu homogene ont
une ou plusieurs nappes, suivant que, sur chaque direction, le mou-
vement lumineux peut se propager dans ce milieu avec une vitesse
unigue ou avec plusieurs vitesses différentes; les milieux dont les sur-
faces d’onde caractéristiques n’ont qu'une nappe sont dits uniréfringents ;
ceux ou ces surfaces ont deux nappes sont dits biréfringents. A un autre
point de vue, on distingue les milieux zsotropes, c’est-a-dire ceux dans
lesquels la lumiere se propage avec la méme vitesse dans toutes les
directions, et les milieux anisotropes, dans lesquels la vitesse de propa-
gation de la lumiere varie avec la direction. Le calcul et ’expérience
s'accordent & montrer, si 'on ne tient compte que des vibrations
transversales, qui seules paraissent aptes & produire I'impression lumi-
neuse, que tout milieu homogene non isotrope est nécessairement biré-

Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure. Tome IV. 26
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{ringent. Dans les milieux homogenes isotropes ou uniréfringents, les
surfaces d’onde caractéristiques sont évidemment des spheres. Quant
aux milieux anisotropes ou biréfringents, l'optique physique nous
apprend qu’ils se divisent en deux classes. Pour les uns, les surfaces
d’onde caractéristiques sont formées d’une nappe sphérique ct d’une
nappe présentant la forme d’un ellipsoide de révolution, ces deux nappes
s'enveloppant 'une 'autre et se touchant aux extrémités de I'axe de la
nappe ellipsoidale : ce sont les milieux uniaxes. Pour les autres, les
surfaces d’onde caractéristiques sont des surfaces du quatrieme degré
indécomposables en surfaces du second degré : ce sont les milieux
biazes. Remarquons dés & présent que les milieux uniaxes peuvent étre
considérés comme isotropes relativement aux rayons qui correspondent
4 la nappe sphérique et qu'on nomme rayons ordinaires. Tous les théo-
remes démontrés pour les milieux isotropes sont donc applicables aux
milieux biréfringents uniaxes, lorsqu’on se borne & considérer dans ces
derniers milieux les rayons ordinaires.

8. Nous représenterons par

‘ flz, 9, 2)=0

Péquation de la surface d’onde caracléristique d’un milicu homogene
ayant pour centre 'origine des coordonnées et correspondant a I'unité
de temps. Celle de la surface d’onde caractéristique ayant pour centre
Porigine et correspondant au temps T sera, par suite,

YA
f(T) T-a -,I;‘)-——O.

Lorsque cette derniere équation sera supposée résolue par rapporta T,
nous I’écrirons
¢(z, 9, 2)=T.

L’équation de la surface d’onde caractéristique ayant pour centre un
point dont les coordonnées sont (a, b, ¢) et correspondant au temps T

sera
z—a y—b z—c¢\ _
f( T > T T )"0’

olz —a, y—0b, z—¢)=T.

ou
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S’il y a lieu de considérer deux milieux différents, nous donnerons au
signe de la fonction fou ¢ P'indice 1 pour le milieu ol se propagent les
rayons incidents et réfléchis, I'indice 2 pour le milieu ol se meuvent
les rayons réfractés. Lorsqu’il s’agira d’un milieu biréfringent, les
indices o ou e ajoutés au signe de la fonction serviront & distinguer les
deux nappes des surfaces d’onde caractéristiques.

Quand nous parlerons de réflexion et de réfraction, nous supposerons
toujours implicitement que la surface de séparation olt s’opere le chan-
gement de direction des rayons est continue, c¢’est-a-dire qu’en chaque
point de cette surface on ne peut lui mener qu'un seul plan tangent.
Cette restriction est essentielle, car la plupart des théoremes auxquels
nous serons conduits cessent d’étre vrais lorsque la surface de sépara-
tion est formée de plusieurs portions de surfaces se coupant sous des
angles différents de zéro, lorsque, par exemple, cette surface est polyé-
drique. Le cas ou la surface de séparation présente un ou plusieurs
points saillants doit également étre réservé.

9. Nous désignerons, pour abréger, les rayons ordinaires par le
signe (0), les rayons extraordinaires par le signe (e). Lorsque la lumiere
passe d’un milieu biréfringent dans un autre milieu également biréfrin-
gent il y a en général quatre especes de rayons réfractés : nous dési-
gnerons par le signe (o0, o) ceux qu’on obtient en prenant dansles deux
milieux les nappes ordinaires des surfaces d’onde caractéristiques, les
trois autres especes de rayons réfractés seront désignées d’une maniere
analogue par les symboles (e, e), (o, €), (e, 0), la premiere lettre se
‘rapportant toujours au premier milieu, ¢’est-a-dire a celui dans lequel
se meuvent les rayons incidents. On sait d’ailleurs que la construction
qui donne certains de ces rayons réfractés peut devenir impossible, et
leur nombre se réduire & 3, & 2, 4 1, et méme & zéro. Lorsque la lu-
mikre émanée d’un point situé dans un milieu biréfringent subit une
réflexion, il y a lieu également de distinguer quatre especes de rayons
réfléchis que nous désignerons par les mémes notations que dans le cas
de la réfraction. Mais ici il faut remarquer que les rayons réfléchis (o, 0)
et (e, e) existent toujours, tandis que la construction qui donne les
rayons réfléchis (o, e) ou (e, o) peut devenir impossible. Il y a d’ailleurs
une distinction essentielle  faire entre les rayons réfléchis (o, o) et (e, ¢

26.
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d’une part, et les rayons réfléchis (o, e) et (e,0) de l'autre. Pour les
rayons du premier groupe, c¢’est la méme nappe de la surface d’onde
caractéristique du milieu qui correspond aux rayons incidents et aux
rayons réfléchis; pour ceux du second groupe, ce sont deux nappes
différentes. Il en résulte, comme cela est aisé & concevoir, que cette
derniere espece de réflexion offre plus d’analogie avec la réfraction
qu’avec la réflexion proprement dite. Nous dirons qu’il y a r¢flexion
homologue lorsque les rayons incidents et les rayons réfléchis corres-
pondent & une méme nappe de la surface d’onde caractéristique du
milieu, et qu'il y a réflexion antilogue dans le cas contraire. Les rayons
(0,0) et (e, €) sont donc des rayons qui ont subi une réflexion homo-
logue, tandis que les rayons (o, ¢) et (e,0) ont éprouvé une réflexion
antilogue. Dans les milieux uniréfringents, la réflexion est nécessaire-
ment toujours homologue. '

10. Lorsque les directions des rayons incidents qui, dans un milieu
homogene, tombent sur une surface réfléchissante ou réfringente con-
courent en un méme point situé en dega de cette surface, ce point, qu'il
soit ou non celui d’olt provient la lumiere, portera le nom de poins lu-
mineux réel; sile point de concours des rayons incidents est situé au
dela de la surface réfléchissante ou réfringente, nous dirons, pour
abréger le langage, que ces rayons émanent d’un point lumineua virtuel.
Quant tous les rayons réfléchis ou réfractés qui se propagent dans un
milieu homogene sont dirigés de fagon que ces rayons ou leurs prolon-
gements convergent en un méme point, nous nommerons ce point foyer
lotal. Si parmi les rayons réfléchis ou réfractés qui se meuvent dans un
milieu homogene il y en a une infinité, formant une surface conique,
qui, par eux-mémes ou par leurs prolongements, concourent en un méme
point, ce points’appellera foyerpartiel. Dans le cas de laréflexion, un foyer
total ou partiel sera dit rée/s’il est en dech de la surface réfléchissante,
virtuel 8'il est au deld; dans le cas de la réfraction, ce sera Uinverse.
S’il exisle une série de foyers partiels formant une ligne continue, cette
ligne recevra la dénomination de ligne focale.

11. Nous terminerons ces considérations préliminaires par quelques
remarques importantes relatives aux ondes.
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Lorsque les rayons qui se meuvent dans un milieu homogene ne sont
pas issus d’un point situé dans ce milieu, ou quand, bien qu’émanant
d’un point du milieu, ils ont subi une ou plusieurs réflexions, le lien
des points atteinls au méme instant par le mouvement vibratoire qui se
propage suivant ces rayons porte encore le nom de surface d’onde. Mais,
et ¢’est Ia un point sur lequel on ne saurait trop insister, ces ondes réflé-
chies ou réfractées n’ont pas en général, ainsi que nous le ferons voir
plus loin, la forme des surfaces d’onde caractéristiques du milieu dans le-
quel elles se propagent et ne constituent plus nécessairement un systeme
de surfaces semblables et concentriques; dans un milieu isotrope, par
exemple, ces ondes ne sont sphériques que dans des cas tres particuliers.

Soit un systeme de rayons issus originairement d’un point lumineux
situé dans un milieu homogene, et se propageant actuellement, soit dans
ce milieu, soit dans tout autre milieu homogene, ces rayons pouvant
avoir subi un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions, mais
n’ayant eu & traverser que des milieux homogenes : I'onde qui corres-
pond a ces rayons peut avoir plusieurs nappes, méme lorsque le milieu
dans lequel ils se meuvent actuellement est isotrope; c’est ce qui arri-
vera en général si ces rayons ont eu i traverser antérieurement des
milieux biréfringents. A plus forte raisonI'onde a-t-elle plusieurs nappes
quand les rayons se propagent actuellement dans un milieu biréfringent.
Il est essentiel, d’apres cela, pour donner de la précision aux théoremes
(ue nous aurons a énoncer, de grouper les rayons qui, issus originai-
rement d’un méme point lumineux, se propagent dans un miliea homo-
gene quelconque en systemes tels qu'aux rayons d'un méme systéme
correspondent des ondes dont chacune soit formée d’une nappe unique et
continue. Nous appellerons rayons de méme espéce ceux qui font partie
d’un tel systeme.

Pour que des rayons, issus originairement d’'un méme point, n’ayant
eu a traverser que des milieux homogenes et se propageant actuelle-
ment dans un tel milieu, soient de méme espece, il faut et il suffit évi-
demment, d’apres la définition que nous venons de donner:

1° Que, si le milieu ol se trouve le point lumineux est biréfringent,
ces rayons soient tous originairement de méme nature, ¢’ est-a-dire tous
ordinaires ou tous extraordinaires;

2° Qu’ils aient subi les mémes réflexions et les mémes réfractions
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sur les mémes surfaces dans le méme ordre, et, par conséquent, tra-
versé les mémes milieux homogenes;

3° Que, dans chacune de ces réflexions ou de ces réfractions, ces
rayons aient, ou tous conservé leur nature, c’est-a-dire leur qualité d’or-
dinaire ou d’extraordinaire, ou tous changé a la fois de nature.

Il faut se garder de confondre la dénomination de rayons de méme es-
pece avec celle de rayons de méme nature : des rayons peuvent étre de
méme nature, ¢’est-d-dire tous ordinaires ou tous extraordinaires relati-
vement au milieu dans lequel ils se meuvent, sans pour cela étre de méme
espece; des rayons de méme espece sont nécessairement de méme nature.

12. Considérons enfin un systtme de rayons de méme espece se
propageant dans un milieu homogene quelconque; désignons par S
'onde formée d’une nappe unique et continue qui, a un certain instant,
correspond A ces rayons, et par R un quelconque des rayons du sys-
teme. Le rayon R peut rencontrer 'onde S en plus d’un point; mais,
parmi les points d’intersection du rayon R avec U'onde S, il y en a tou-
Jours un, et un seul, ou le mouvement vibratoire est parvenu sur le
rayon R a linstant considéré, et c’est toujours ce point que nous en-
tendrons désigner quand nous parlerons du point ou le rayon R ren-
contre Fonde S. Cette remarque ne doit pas étre perdue de vue, car ce
que nous aurons a dire de ce point ne sera nullement applicable aux
autres points d’intersection du rayon R avec I'onde S, s’il en existe
plus d’un. On voit, de plus, que, toutes les fois qu’une onde S est ren-
contrée en plus d'un point par un rayon R du systeme auquel elle cor-
respond, tous ces points, saufscelui olt le mouvement vibratoire est
parvenu sur le rayon R & l'instant considéré, sont nécessairement des
points d'intersection du rayon R avec d’autres rayons du systeme.

H.— Principe de Huy ghens ou des ondes enveloppes. — Construc-
tion générale des ondes réfléchies et réfractées.

13. Les seules notions que l'optique géométrique ait & emprunter i
la théorie mécanique des ondessont :

1° La connaissance de la forme des surfaces d’onde caractéristiques
des différents milieux homogenes;
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2° Le théoreme connu sous le nom de principe de Huyghens ou prin-
cipe des ondes enveloppes (*).

Il importe, avant tout, de bien préciser la signification et la portée
de ce principe fondamental, dont nous ne ferons, pour ainsi dire, que
développer les conséquences dans tout ce qui va suivre.

Plagons-nous d’abord dans le cas le plus simple, celui ol la lumiere
émanée d’un point situé dans un milieu homogene indéfini se propage
dans ce milieu sans subir de réflexion ni de réfraction. Soit O le point
lumineux ; désignons par S la position occupée par I'onde émanée du
point lumineux au bout du temps T, par 8 la position de cette méme
onde au bout du temps T + z. Les surfaces S et ' sont des surfaces
d’onde caractéristiques du milieu; elles sont done semblables et sem-
blablement placées par rapport au point lamineux O. Il suit de la que
Ponde S’ peut étre regardée comme I'enveloppe des surfaces d’onde
caractéristiques du milieu décrites des différents points de 'onde S
comme centres et correspondant au temps ¢; ces surfaces d’onde carac-
léristiques sont ce que Huyghens appelle les ondes élémentaires. On
voit de plus que, pour avoir la direction du rayon qui passe par un
point quelconque A de l'onde &', il suffit de joindre ce point au centre
de 'onde élémentaire qui touche en A 'onde $'. Il est bien entendu
que, si le milieu est biréfringent, on doit prendre pour onde élémen-
taire 'une ou 'autre des nappes de la surface d’onde caractéristique
du milieu, suivant qu’il s’agit de la propagation des rayons ordinaires
ou des rayons extraordinaires. Les résultats que nous venons d’énoncer
s’expriment sous une autre forme en disant que, pour étudier la pro-
pagation de I’onde postérieurement au temps T, on peut supposer le
point lumineux O supprimé, a condition de considérer chacun des
points de 'onde S comme un centre d’ébranlement, mais de ne regar-
der chacune des ondes élémentaires émanées des différents points de
la surface S comme n’étant active qu’au point ou elle touche I'enve-
loppe commune. Tant qu’on se borne au cas simple de la propagation
de la lumiere dans un méme milieu homogene, le principe de Huy-
ghens n’est que ’expression d’une identité, et il n’est pas besoin de
démonstration spéciale pour faire voir qu’il ne peut y avoir & un

(*) Huveuens, Traité de la lumiére, Leyde, 16go.
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instant donné de mouvement sensible sur chacune des ondes élémen-
taires qu’au point ol elle touche I'onde enveloppe. Mais Huyghens ne
s’est point arrété la : par une sorte d’intuition il est arrivé & généra-
liser le principe des ondes enveloppes et a le faire servir & la eonstrue-
tion des ondes réfléchies et réfractées. Le principe, con¢u dans toute
son extension, peut s’énoncer comme il suit : Que les différents points
d’une surface soient atteints successivement ouw simultanément par le
mouvement vibratoire émané d’'un pownt lurineux, l'onde, a un instant
quelconque, est toujours I’enveloppe des ondes élémentaires cmancdes des
différents points de la surface et considérées dans la position qu’elles oc-
cupent & ce moment; de plus, le rayon qui passe par un point quel-
conque de l'onde passe aussi par le centre de l'onde clémentaire qui
touche en ce point I’onde enveloppe. La surface dont il s’agit peut étre,
soit une surface d’onde, soit une surface réfléchissante ou réfringente,
et, par suite, les ondes élémentaires peuvent correspondre i des temps
égaux ou inégaux. Pris dans cette acception générale, le principe de
Huyghens est loin d’étre évident par lui-méme, comme cela a lieu dans
le cas ot 'onde se propage dans un méme milien homogene sans se¢
réfléchir ni se réfracter. Il ne suffit pas, comme 1’a fait Huyghens, et
apres lui Young et beaucoup d’autres auteurs, de remarquer que les
ondes élémentaires se serrent de plus en plus & mesure que I'on se
rapproche de 'onde enveloppe : tant que I'on ne fait pas intervenir
la notion des interférences, on peut bien démontrer que, sur chaque
onde élémentaire, & une distance finie de I'enveloppe commune, le
mouvement vibratoire est tres-petit par rapport a ce qu’il est sur I’en-
veloppe, mais non pas qu’il est infiniment petit (*). Ce n’est que par
les travaux de Fresnel qu’il a été prouvé rigoureusement que les ondes
élémentaires se détruisent par interférence, en tous les points qui ne
font point partie de ’enveloppe commune, et que I’emploi du principe
de Huyghens s’est trouvé justifié dans tous les cas.

1%. Prenons donc ce principe pour point de départ, et, avant de

\

passer & la construction générale des ondes réfléchies ou réfractées,

(*) Cest ce que M. Verdet a prouvé par l'analyse dans les premiéres lecons du Cours
d'optique supérieure professé a la Sorbonne en 1865.
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appliquons-le & la solution d’un probleme qui se présentera constam-
ment & nous par la suite. Soit donnée une onde S correspondant & un
systeme de rayons de méme espéce el se propageant dans un milieu
homogene; cette onde, comme nous 'avons déji fait remarquer, n’aura
pas en général la forme des surfaces d’onde caractéristiques du milieu
ol elle se propage, parce que les rayons pourront ne pas étre issus
d’un point situé dans ce milieu, et que, méme lorsqu’ils émanent d’un
point situé dans ce milieu, ils pourront avoir subi une ou plusieurs
réflexions. Il s’agit, la position de 'onde S étant connue A un certain
instant, de trouver la position de cette méme onde au bout d'un
temps T positif ou négatif, c’est-a-dire & une époque postérieure ou
antérieure de T & l'instant considéré, en supposant que, pendant ce
temps T, 'onde ne subisse niréflexion ni réfraction. D’apres le prin-
cipe des ondes enveloppes, il suffira, i cet effet, de décrire de chacun
des points de la premiere onde comme centre une surface d’onde carac-
téristique du milieu correspondant au temps T; si le milieu est biré-
fringent, on prendra la nappe ordinaire ou la nappe extraordinaire de
la surface d’onde caractéristique, suivant que les rayons du systéme
sont eux-mémes ordinaires ou extraordinaires. L’'enveloppe des por-
tions des surfaces d’onde caractéristiques ainsi décrites qui se trou-
vent, si T est positif, en avant de la premiere onde, si T est négatif, en
arriere de cette onde, sera ’onde cherchée. Il pourra se faire que I'onde
obtenue au moyen de cette construction soit, en totalité ou en partie,
en dehors des limites du milieu; ¢’est ce que nous exprimerons en disant
que cette onde est virzuelle en totalité ou en partie. La considération
des positions virtuelles de l'onde, c’est-a-dire des positions qu’elle
occuperait & des époques antérieures ou postérieures a celles ou cette
onde passe par ses positions réelles, si le milieu dans lequel elle se meut
se continuait au dela des limites qui le séparent des milieux contigus,
nous sera d’an grand secours dans la démonstration de plusieurs théo-
remes.

Remarquons encore que, d’aprés la construction que nous venons
d’indiquer, toutes les fois que 'onde qui se propage dans un milieu
homogene ne coincide pas avec l'une des surfaces d’onde caractéristi-
ques de ce milieu, les différentes positions qu’elle occupe successivement
ne constituent plus un systeme de surfaces semblables et concentriques.

Annales scientifiques de U’Ecole Normale supérieure. Tome IV. 27
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15. 1l est facile de traduire la construction précédente en langage
analytique. Désignons, en effet, par

(1) bz, y' 5" ) =0
I'équation de 1'onde considérée dans la position qu’elle occupe a un
certain moment pris pour origine, et soit

.ﬁ(x:.}") 3):0

I’équation de la nappe, de méme nature que les rayons, de la surface
d’onde caractéristique du milieu décrite de I'origine comme centre et
correspondant & I'unité de temps. L’équation de la surface d’onde ca-
ractéristique du milieu, décrite d’'un point quelconque (2, ¥/, 5') de
I'onde primitive comme centre et correspondant au temps T, sera, en
ne considérant que celle des nappes de cette surface qui est de méme
nature que les rayons,

, z—x y—y z—23
(2) ,ﬂ( T y - T": T ):0.

L’onde au bout du temps T est P'enveloppe des surfaces représentées
par P’équation (2). Pour obtenir cette enveloppe, il faut, entre les
équations (1) et (2), éliminer l'un des trois parametres variables «’,
Y's =/, par exemple z’, ce qui donne une équation de la forme

(3) O (z,y, 5 2y, T)=o,
qui ne contient plus que deux parametres arbitraires x’ et y’. Si, entre

I'équation (3) et les deux équations qu’on obtient en la différentiant
par rapport aux deux variables «’ et y', équations quisont

dd dd
— ’=0,

d = dy’
on élimine «' et y’, on arrive & une équation de la forme
F(z, 9,2 T)=o,
qui représente 'onde dansla position qu’elle occupe au temps T.

16. Nous pouvons maintenant aborder le probleme général de la
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construction des ondes réfléchies ou réfractées. Soient deux milieux
homogenes séparés par une surface continue; supposons que, dans I'un
de ces milieux, se propage un systeme de rayons de méme espece, issus
originairement d’'un point lumineux situé dam ce milieu ou dans tout
autre milieu homogene, mais n’ayant eu & traverser que des milieux
homogenes. A ce systeme de rayons correspond un systeme d’ondes
que nous nommerons ondes incidentes, et, comme les rayons sont de
méme espece, chaque onde incidente est formée d’une nappe unique
et continue. Lorsque les rayons incidents viennent & rencontrer la sur-
face de séparation des deux milieux, la lumiere se divise, du moins en
général, en deux parties, dont I'une rebrousse chemin dans le premier
miliea et est dite réfléchie, tandis que 'antre pénetre d‘ms le second
milieu et est dite refractée.

Ceci posé, considérons I'onde incidente dans une certaine position S,
ol elle coupe la surface de séparation des deux milieux, et proposons-
nous de trouver la position de I'onde réfléchie ou réfractée. Nous ferons
encore usage du principe des ondes enveloppes. Supposons, en pre-
mier lieu, qu’il s’agisse de 'onde réfractée. Des différents points de la
courbe suivant laquelle I'onde S coupe la surface réfringente comme
centres on décrira des surfaces d’onde caractéristiques du second mi-
lieu correspondant au temps T; on cherchera ensuite I'intersection de
I'onde incidente postérieure de = & I'onde S avec la surface réfringente,

des - différents points de cette courbe comme centres, on décrira
des surfaces d’onde caractéristiques du second milieu correspondant
au temps T — 7. On donnera a t toutes les valeurs positives com-
prises entre zéro et T, et toutes les valeurs négatives comprises de-
puis zéro jusqu’a une certaine valeur limite pour laquelle 'onde in-
cidente devient tangente & la surface réfringente et cesse de la couper;
’enveloppe des portions situées dans le second milieu des surfaces
d’onde caractéristiques ainsi décrites des différents points de la sur-
face réfringente comme centres seral’onde réfractée au bout du temps T.
En d’autres termes, de chaque point de la surface réfringente comme
centre on décrit une surface d’onde caractéristique du second milieu
correspondant au temps T — 1, 7 étant U'intervalle qui s’écoule entre le
moment ol ’'onde incidente passe par la position S prise pour origine,
et celui ou elle passe par le point considéré, et ce temps = étant pris

. 27.
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positivement ou négativement, suivant que le premier de ces deux
moments est antérieur ou postérieur au second; I'enveloppe des por-
tions situées dans le second milieu de toutes ces surfaces d’onde carac-
téristiques est 'onde réfractée demandée. Une construction absolument
semblable & la précédente donne la position de 'onde réfléchie au bout
du temps T; mais, dans ce cas, les surfaces d’onde caractéristiques
qu'on doit décrire des différents points de la surface réfléchissante
comme centres sont celles du premier milieu, et c’est 'enveloppe des
portions situées dans le premier milieu de ces surfaces d’onde caracté-
ristiques qui est 'onde réfléchie cherchée.

Pour avoir les directions des rayons réfléchis ou réfractés qui pro-
viennent d’'un rayon incident donné, il faut chercher les points o1 la
surface d’onde caractéristique, décrite du point A ol ce rayon incident
rencontre la surface de séparation comme centre, touche 'enveloppe
commune, c¢'est-2-dire 'onde réfléchie ou réfractée, et joindre ces
points au point A. Dans le cas de la réflexion, on obtiendra toujours
par cette construction un rayon réfléchi unique si le premier milieu
est uniréfringent, mais on pourra en trouver deux si ce milieu est biré-
fringent. Dans le cas de la réfraction, cette construction ne fournira
jamais plus d’un rayon réfracté si le second milieu est uniréfringent,
mais pourra en donner deux s’il est biréfringent.

Si le second milieu est biréfringent dans le cas de la réfraction, si le
premier milieu est biréfringent dans le cas de la réflexion, 'onde réflé-
chie ou réfractée aura en général deux nappes, ce qui signifie qu’a un
systeme de rayons incidents de méme espece correspondent alors deux
systemes de rayons réfléchis ou réfractés, qui doivent étre considérés
comme d’espece différente.

Il peut arriver que la surface d’onde caractéristique décrite, dans la
construction précédente, d’'un certain point de la surface de séparation
comme centre, ne coupe aucune de celles décrites des autres points de
cette surface comme centres, et ne touche pas par conséquent ’enve-
loppe commune; c’est a ce caractére qu’on reconnaitra 'impossibilité
de la réflexion ou de la réfraction. Supposons d’abord qu’il sagisse
d’une réfraction : si, le second milieu étant uniréfringent, la surface
d’onde caractéristique décrite d’un certain point A comme centre
ne touche pas I'enveloppe commune, cela indique qu’il n’y a pas
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véfraction en A, et que, par suite, le rayon incident qui aboutit en A
subit en ce point une réflexion totale; si le second milieu est biréfrin-
gent, de ce qu'une des nappes de la surface d’onde earactéristique dé-
crite du point A comme centre ne toucke pas I'enveloppe commune, il
faut conclure qu’il n’y a qu’'un seul rayon réfracté; mais lorsqu’au-
cune des nappes de cette surface ne touche I'enveloppe commune,
il y aréflexion totale. Examinons maintenant le cas de la réflexion : si
le premier milieu est uniréfringent, chacune des surfaces d’onde carac-
téristiques touche nécessairement I'enveloppe commune, et, par suite,
a chaque rayon incident correspond un rayon réfléchi unique; si le
premier milieu est biréfringent, celle des nappes de chacune des sur-
faces d’onde caractéristiques, qui est de méme nature que le rayon in-
cident, touche nécessairement I’enveloppe commune, et, par suite, &
chaque rayon incident correspond toujours au moins un rayon réfléchi,
qui est le rayon (0, 0) ou le rayon (e, e), suivant que le rayon inci-
dent est ordinaire ou extraordinaire; mais I'autre rayon réfléchi, le
rayon (o, €) ou (e, 0), peut manquer, et manque en effet si la nappe de
la surface d’onde caractéristique décrite du point d’incidence comme
centre, qui est de nature différente de celle des rayons, ne touche pas
Yenveloppe commune.

17. La construction générale que nous venons d’exposer permet de
trouver I’équation de P'onde réfléchie ou réfractée, considérée dans la
position qu’elle occupe au bout d’un temps donré, I'équation qui repré-
sente I'onde incidente 4 un certain moment étant coanue.

Soit donnée, en effet, la position de 'onde incidente & un certain
moment que nous prendrons pour origine du temps: I'équation de cette
onde incidente, dans la position qu’elle occupe au bout d'un temps ¢,
positif ou négatif, compté & partir de cet instant, pourra s’obtenir
comme nous ’avons indiqué plus haut (15), et cette équation sera de
la forme

F(z, 7, 5, t)=o0;
soient d’ailleurs

Jilz, y,2)=0,
et

Silz,y; 3) =0,
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N

les équations des surfaces d’onde caractéristiques du premier et du se-
cond milieu décrites de I'origine comme centre et correspondant &
l'unité de temps, et enfin

?(i; 71" C):O,

’équation de la surface réfléchissante ou réfringente.

Proposons-nous de trouver I"équation de I'onde réfractée, considérée
dans la position qu’elle occupe au bout d’'un temps T, compté & partiv
de U'instant pris pour origine. Soient £, «, § les coordonnées d’un point
de la surface réfringente atteint par l'onde incidente au bout d’un
temps positif ou négatif que nous désignerons par @; nous aurons

{1} F(E7 n, &, 9):0’
et
(2} QP(E’W"Q):C"

D’apres la construction précédente, il faudra, du point £, v, ¢ comme
centre, décrire la surface d’onde caractéristique du second milieu cor-
respondant au temps T— ¢, surface dont I'équation est

x—E y—un z2—¢°
(3) ﬁ('r—qe’)f-—e’ T—e)=°'

I’onde cherchée est I’enveloppe des surfaces représentées par I'équa-
tion (3). Pour trouver cette enveloppe, il faudra, en premier lieu, entre:
les équations (1), (2) et (3), éliminer ¢ et I'une des trois variables &, 4
et , par exemple &, ce qui conduira 2 une équation ne renfermant
plus que deux parameétres variables £ et v, équation qui sera de la forme

(I)(.Z‘, ¥ 2, T, Z: 7)) == o.

Si, entre cette équation et celles qu’on obtient en la différen-
tiant par rapport aux deux parametres variables £ et v, équations qui
sont

@ _,

de — 7
el

dod

—_——0
dn ’
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on élimine les deux variables £ et v, on arrivera définitivement & unc
équation de la forme
. » "
J(x)}‘; 2, f)IO,

qui représentera ’onde cherchée.

La marche & suivre pour trouver I'équation de I'onde réfléchie est
absolument semblable a celle que nous venons d’indiquer, avec cette
seule différence que, dans I'équation (3), la fonction f; doit étre rem-
placée par la fonction f;, qui représente les surfaces d’onde caracté-
ristiques du premier milieu.

Dans le cas particulier ot les directions des rayons incidents con-
courent en un méme point lumineux, réel ou virtuel, I'équation de
Ponde incidente devient, en désignant par (a, b, ¢) les coordonnées du
point lumineux, et en comptant le temps & partir de I'instant ol la
lumiere part de ce point,

f.(x_‘aa y'—b’ z—c)zo,

4 I3 1

et 'équation (1) prend la forme

_ o v _
.ﬁ(zeaa ﬁoba "ec>:o.

18. Afin d’éclaircir par un exemple ce qui précede, nous allons faire
te calcul de 'onde réfractée dans le cas simple otr, les deux milieux
étant isotropes, la surface de séparation est plane et les rayons émanent
d’un point situé dans le premier milieu. Nous prendrons la surface ré-
fringente pour plan des zy, et la perpendiculaire abaissée du point
lumineux sur ce plan pour axe des z. Nous représenterons par ¢ la dis-
tance du point lumineux au plan réfringent, et nous désignerons par ¢
et ¢ les vitesses de la lumiere dans le premier et dans le second milieu.
Nous prendrons pour origine du temps le moment olt la lumiére part du
point lumineux, et-nous nous proposerons de calculer I’équation de
P'onde réfractée dans la position qu’elle occupe lorsque le temps T est
égal & zéro. Cette position est évidemment virtuelle, mais nous la choi-
sissons parce que c’est celle ou 'onde réfractée a la forme la plus
simple. Les équations (1), (2) et (3) deviennent, dans le cas particulier
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olt nous nous sommes placés,

\ >

Z:_,}_.,‘v:_!_('c__c)'z.____(v,e@z’ {=o, f.Z‘—E)2+(j"-‘YJ)"+(Z—'C_)’::(/zgz-

En éliminant 6 et £ entre ces trois équations, il vient

(A) Vg 4+ )= (2 —EfF + (y— )+ 25

cetie derniere équation différentiée par rapport aux deux parameétres

variables £ et n qu’elle contient donne

cr”E-—FV‘(.’L‘—E):O, "’27)—'-"2(}”-'72):05

k] R
d’ol
E sz 07‘/;4'
— vy = —
- P U/g’ ! ot — ‘,12’
, vz 0’2 g
x—-g:-——————-—uz_vlgg }—-'/1:-—-___02_0;2.

En substituant ces valeurs dans 1'équation (A), on obtient
l'onde réfractée cherchée I'équation

g2 — 2 ot — g2
I e P (et
- % v
fui, en posant
v
7 =n,
devient
1—n?
xz—i—y?—{—(r—n’)z’.—;( - )c'ﬁ.

On voit immédiatement que les surfaces que peut représenter

pour -

cette

équaltion, lorsqu’on donne & r différentes valeurs, sont toutes des ellip-
soides ou des hyperboloides de révolution autour de ’axe des z, ayant
un de leurs foyers au point lumineux et leur centre & 1'origine, ¢’est-i-
dire au pied de la perpendiculaire abaissée du point lumineux sur le
plan réfringent. L’onde réfractée correspondant & un temps égal & zéro
est un ellipsoide de révolution si n est plus petit que I'unité, ¢’est-a-
dire si le second milieu.est moins réfringent que le premier; c’est un
hyperboloide de révolution lorsque le second milieu est plus réfringent
que le premier. Sila position du point lumineux par rapport au plan
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réfringent change, c¢’est-d-dire si I'on fait varier ¢, le rapport des axes
de la courbe méridienne demeure constant, car ce rapport est égal
ayn*—1 oud yr— n® suivant que n est supérieur ou inférieur &
unité : il résulte de 12 que, sila courbe méridienne est une hyperbole,
elle conserve les mémes asymptotes lorsqu’on fait varier c.

D’apres le théoreme de Malus, les rayons étant toujours normaux &
I'onde dans un milieu isotrope, on voit que, lorsque deux milieux iso-
tropes sont séparés par une surface plane, et que les rayons incidents
émanent d’un point ‘umineux situé dans le premier milieu, les rayons
réfractés sont normaux & une surface de révolution du second degré.
Pour avoir I'onde réfractée correspondant & un temps quelconque T, il
suffit de porter sur chacune des normales & cette surface une longueur
égale & ¢'T; la surface qui passe par tous les points ainsi obtenus sera
Ponde cherchée.

19. La construction bien connue indiquée par Huyghens pour trouver
la direction du rayon réfléchi ou réfracté, connaissant la direction du
rayon incident et aussi celle du plan tangent a la surface réfléchissante
ou réfringente au point d’incidence, se déduit aisément de la construc-
tion générale de I'onde réfléchie ou réfractée. Il suffit pour cela d’ima-
giner que le rayon incident fasse partie d’un systeme de rayons paral-
leles de méme espece, que la surface de séparation soit plane et que
cette surface se confonde avec le plan tangent i la surface réfléchissante
ou réfringente au point d’incidence, hypotheses quine changent en rien
la direction du rayon réfléchi ou réfracté. L’onde incidente est alors
plane ainsi que 'onde réfléchie ou réfractée. Soient OA le rayon inci-
dent, P 'onde plane incidente passant par le point d'incidence A, P’ la
position de I’onde plane réfléchie ou réfractée au bout d’'un temps égal
4 l'unité compté a partir du moment ot 'onde incidente occupe la
position P. L'onde P’ est tangente i celle des nappes de la surface
d’onde caractéristique décrite du point A comme centre et correspon-
dant A I'unité de temps, qui est de méme nature que les rayons auxquels
se rapporte cette onde P/, cette surface d’onde caractéristique étant
celle du premier milieu s’il s’agit d'une réflexion, celle du second s’il
s’agit d’une réfraction. En joignant le point de contact au point A, on
a le rayon réfléchi ou réfracté cherché. Le plan P’ coupe d’ailleurs la
28
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surface plane de séparation des deux milieux suivant la méme droite
que onde incidente considérée dans la position qu’elle occupe au bout
de P'unité de temps. Pour trouver cette position de I’onde incidente, il
suffit évidemment de décrire, du point A comme centre, la nappe, de
méme nature que les rayons incidents, de la surface d’onde caractéris-
tique du premier milieu correspondant 4 'unité de temps, et de mener
a la portion de cette nappe qui est comprise dans le second milieu un
plan tangent parallele au plan P; on peut encore, ce qui revient exac-
tement au méme, mener & cette nappe, au point ou elle est rencontrée
par le rayon incident OA prolongé, un plan tangent, plan qui est néces-
sairement parallele au plan P.

Nous arrivons ainsi & la construction suivante, qui n’est autre que
celle de Huyghens. Du point d’'incidence comme centre, on déerit les
surfaces d’onde = et 3’ caractéristiques du premier et du second milieu
et correspondant a I'unité de temps; par le point'de rencontre du rayon
incident prolongé avec la surface = si le premier milieu est uniréfrin-
gent, avec celle des'nappes de la surface = qui est de méme nature que
lui s1, le premier milieu étant biréfringent, le rayon incident est seule-
ment ordinaire ou seulement extraordinaire, on mene un plan tangent
A celte surface ou & cette nappe; si, le premier milieu étant biréfrin-
gent, le rayon incident est a la fois ordinaire et extraordinaire, on
mene par les points ol ce rayon prolongé rencontre les deux nappes
de la surface = des plans tangents & ces nappes. Pour avoir les rayons
réfractés, par la droite ou par les droites d’intersection de ce plan tan-
gent ou de ces plans tangents avec le plan tangent & la surface de sépa-
ration au point d’incidence, on mene autant de plans tangents qu’il est
possible a la portion de la surface =’ comprise dans le second milieu,
et on joint les points de contact au point d’incidence; pour avoir les
rayons réfléchis, on mene par les mémes droites d’intersection autant
de plans tangents qu’il est possible & la portion de la surface = comprise
dans le premier milieu, et on joint les points de contact au point d’in-
cidence.

Nous ne nous arréterons pas a discuter les conséquences connues
qui résultent de cette construction pour les milieux biréfringents &
deux axes, ol la surface d’onde caractéristique présente des points sin-
guliers et des plans tangents singuliers. Les phénomenes particuliers
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qui peuvent alors se produire pour certaines directions du rayon inci-
dent ont été étudiés au point de vue théorique par Hamilton et expéri-
mentalement par Lloyd, et constituent ce qu’on est convenu d’appeler
la réfraction conique intérieure ou exterieure.

IlI. — Relations entre la direction du rayon et celle du plan

tangent « l'onde. — Généralisation du théoréme de Malus.

20. Soit dans un milieu homogeéne quelconque un systeme d’ondes
correspondant & un systeme de rayons issus originairement d’'un méme
point et de méme espece. Prenons pour point de départ une de ces
ondes, que nous désignerons par 3, et soient S, §, §”,... les positions
occupées successivement par 'onde qui se propage dans le milieu sans
se réfléchir ni se réfracter. Considérons un rayon du systeme qui ren-
contre 'onde = au point O, les ondes S, §", 8”,... aux points A, A, A”,....

D’apres la construction indiquée plus haut (14) et fondée sur le prin-
cipe des ondes enveloppes, les ondesS, §', S”,..., aux points A, A", A", ...
sont respectivement tangentes aux nappes, de méme nature que les
rayons, de surfaces d’onde caractéristiques du milieu déerites du
point O comme centre et correspondant & des temps différents. Ces
nappes étant des surfaces semblables et semblablement placées par
rapport au point O, et les points A, A’, A”,... s¢ trouvant sur une
méme droite, les plaps tangents & ces nappes aux points A, A, A”,...,
et par suite aussi les plans tangents aux ondes S, §', §”,... en ces
mémes points, sont paralleles entre eux; d’ol la proposition suivante :

TrtorkmE 1. — Lorsqu’un systéme de rayons issus originairement d’un
. A \ A 2
méme point et de méme espéce se propage dans. un milieu homogene quel-
conque, les plans tangents menés aux ondes qui correspondent a ces rayons
auwx points ou ces ondes sont renconirées par un méme rayon, sont paral-
leles entre eux.

Il est & remarquer que ce théoreme est vrai, quel que soit le nombre
des réflexions et des réfractions qu’ont subies les rayons.

~21. 1l résulte de ce qui précede que, lorsqu’un systeme de rayons
issus originairement d’'un méme point et de méme espece se propage

28.
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dans un milieu homogene quelconque, la direction d’un de ces rayons
est déterminée dés qu'on cennait celle du plan tangent mené & ['une
des ondes correspondant au systbme des rayons, au point ol elle est
rencontrée par ce rayon, et que, de plus, si le milieu est biréfrin-
gent, la nature des rayons est donnée. Soit, en effet, a trouver la di-
rection du rayon qui rencontre I'onde S en un certain point A; d'un
point quelconque comme centre on décrira la nappe, de méme nature
que les rayons, d’une surface d’onde caractéristique du milieu corres-
pondant & un temps quelconque, et on menera & cette nappe un plan
tangent parallele au plan tangent en A & I'onde S: le rayon vecteur
qui joint le point de contact au centre de la surface sera parallele au
rayon qui passe par le point A.

Réciproquement, étant donnée la direction d'un des rayons du sys-
teme et sa nature, il est facile de trouver la direction commune des
plans tangents menés aux ondes aux points ol elles sont rencontrées
par ce rayon. Il suffit pour cela de décrire, d’un point quelconque
comme centre, la nappe, de méme nature que les rayons, d’une sur-
face d’onde caractéristique du milieu correspondant & un temps quel-
conque, et de mener un rayon vecteur de cette surface parallele au
rayon donné : le plan tangent & la nappe ainsi décrite au point ol elle
est rencontrée par le rayon vecteur aura la direction cherchée.

Ces deux constructions, réciproques I'une de I'autre, peuvent étre
réunies dans I'énoncé suivant :

Tagortme II. — Lorsqu’un systéme de rayons issus originairement d’un
méme point et de méme espéce se propage dans un miliew homogéne quel-
conque, il existe, entre la direction du plan tangent & !’ onde qui correspond
@ ces rayons et la direction du rayon qui passe par le point de contact, une
liaison qui est constante dans un méme milieu homogene pour des rayons
de méme nature, et cette liaison est la méme que celle qui existe entre la
direction du plan tangent & la nappe, de méme nature que les rayons,
d’une des surfaces d’onde caracteristiques du nuliew et la direction du
rayon vecteur de cette surface qui passe par le point de contact.

Nous exprimerons la relation ¢ui, dans un milieu homogene, existe
entre la direction d’un rayon et celle du plan tangent & I'onde au point
ol elle est rencontrée par ce rayon, en disant que ces deux directions
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sont conjugudes 'une & l'autre; si le milieu est biréfringent, suivant
que le rayon est ordinaire ou extraordinaire, nous dirons que les deux
directions sont conjuguées ordinairement ou extraordinairement I'une &
Pautre. Il peut arriver, comme cas particulier, que, dans un milieu bi-
réfringent, les directions des plans conjugués ordinairement et extraor-
dinairement 2 la direction d’une méme droite se confondent : pour
cela, il faut et il suffit qu’en décrivant, d'un point quelconque comme
centre, les deux nappes d’une surface d’onde caractéristique du milieu,
et en menant un rayon vecteur parallele i cette droite, les plans tan-
gents i ces deux nappes aux points ol elles sont rencontrées par ce
rayon vecteur, soient paralleles entre eux. Nous exprimerons la rela-
tion qui existe entre les directions d’un plan et d’une droite qui sont
conjugués & la fois ordinairement et extraordinairement I'un & l'autre,
en disant que ces directions sont doublement conjugudes. Ainsi, dans
un milieu biréfringent & un axe, la direction d’une droite parallele ou
perpendiculaire & Faxe du milieu et celle d’un plan perpendiculaire &
celte droite sont doublement conjuguées.

22. Le théoreme précédent, dont le théoreme de Malus n’est qu'un
cas particulier, est la clef de la plupart des questions d’optique géomé-
trique; il joue un role important dans la théorie des surfaces caustiques
et daus celle des surfaces aplanétiques. Nous allons en développer quel-
ques conséquences immeédiates.

Dans les milieux homogenes isotropes ou uniaxes, les surfaces d’onde
caractéristiques ne présentant ni points singuliers ni plans tangents
singuliers, c’est-d-dire ces surfaces n’étant tangentes en chacun de
leurs points qu’a un seul plan, et chacun des plans tangents & ces sur-
faces ne les touchant qu'en un seul point, & chaque direction donnée
pour le rayon est conjuguée une direction unique pour le plan tangent
a l'onde, la nature du rayon étant assignée; réciproquement, dans ces
milieux, & chaque direction du plan tangent & 'onde est conjuguée
une direction unique pour un rayon de nature donnée. Dans les mi-
lieux biréfringents & deux axes il en est de méme, sauf deux excep-
tions, qui proviennent de ce que, dans ces milieux, chaque surface
d’onde caractéristique présente quatre points singuliers et quatre plans
tangents singuliers. Les quatre points singuliers sont ceux ou la sur-
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face est tangente & un cone au lieu d’étre tangente 3 un plan; ils sont
disposés symétriquement deux par deux sur deux droites passant par
le centre : nous appellerons les directions de ces deux droites direc-
tions singulieres du milieu. Les plans tangents singuliers sont ceux qui
touchent Ia surface le long d’une courbe au lieu de la toucher en un
point unique. Nous allons examiner les particularités qui résultent,
pour la propagation de la lumiére dans les milieux biréfringents a deux
axes, de D'existence de ces points singuliers et de ces plans tangents
singuliers. '

23. Soit, dans un milieu biaxe, un rayon faisant partie d’un systéme
de rayons issus d’un méme point et de méme espece; si ce rayon se
propage parallelement a 'une des directions singulieres du milieu, le
théoreme 1II se trouve en défaut et n’est plus suffisant pour déterminer
la direction du plan tangent 2 I'onde au point ou elle est rencontrée
par ce rayon. Tout ce qu’on peut affirmer, c’est que ce plan tangent
est parallele & 'un des plans tangents au cdne qui touche la surface
d’onde caractéristique du milieu en celui de ses points singuliers qui
est situé sur un rayon vecteur parallele au rayon considéré, et que ce
plan tangent reste parallele a lui-méme pendant que I'onde se déplace.
En général, 'onde ne présente pas de point singulier au point ou elle
est renconirée par un rayon parallele & I'une des directions singu-
litres du milieu; car, si I'onde en ce point touche une surface d’onde
caractéristique du milieu en un de ses points singuliers, il n’en résulte
pas qu’elle doive étre tangente au cone qui touche en ce point singu-
lier la surface d’onde caractéristique; il suffit que le plan tangent en
ce point a I'onde soit aussi tangent & ce cone. La direction du plan tan-
gent & 'onde au point ol elle est rencontrée par un rayon parallele
a I'une des directions singuliéres du milieu ne peut étre en général
déterminée d’une maniere complete que lorsqu’on connait les chan-
gements de direction et de nature qu’a subis ce rayon avant de se pro-
pager suivant la droite qu’il parcourt actuellement.

Il existe cependant un cas tout a fait spécial, ol I'on peut affirmer
que I'onde présente un point singulier au point ou elle est rencontrée
par un rayon parallele & I'une des directions singulieres du milieu :
c’est celui ol ce rayon provient d’une infinité de rayons qui, en se ré-
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fractant ou en se réfléchissant, se sont réunis en un seul. Le cone tan-
gent & I'onde au point ol elle est rencontrée par ce rayon, a alors ses
génératrices paralleles & celles du cone tangent & la surface d’onde
caractéristique du milieu en celui de ses points singuliers qui est sitaé
sur le rayon vecteur parallele au rayon considéré; quand I’onde se pro-
page dans le milieu, son point singulier se déplace en suivant une
droite parallele & I'une des directions singuliéres du milieu.

24. Dans les milieux biréfringents 4 deux axes, & chaque plan tan-
gent singulier de la surface d’onde caractéristique sont conjugués une
infinité de rayons vecteurs, formant une surface conique et allant abou-
tir aux différents points de la courbe suivant laquelle ce plan touche la
surface. '

Il est facile de voir, d’apres cela, que, si, parmi les rayons issus d'un
méme point et de méme espece qui se propagent dans un tel milieu, il
y en a un qui soit parallele & I'un des rayons vecteurs de la surface
d’onde caractéristique du milieu conjugués & un plan tangent singu-
lier, il y aura nécessairement dans le systtme une infinité d’autres
rayons paralleles chacun & 'un des rayons vecteurs de la surface d’onde
caractéristique conjugués 2 ce méme plan tangent singulier. Cela est
évident quand les rayons émanent directement d’un point lumineux
situé dans le milieu; si, avant de prendre leurs directions actuelles, ils
ont subi un certain nombre de réflexions et de réfractions, on peut
remarquer que, dans la derniere réflexion ou réfraction, qui a fait
prendre & ces rayons leurs directions actuelles, un rayon incident
ayant donné naissance 2 un rayon réfléchi ou réfracté parallele &
I'un des rayons vecteurs dont nous venons de parler, le plan tan-
gent & la surface d’onde caractéristique du milieu décrite du point
d’incidence comme centre au point ol elle est rencontrée par ce
rayon réfléchi ou réfracté, touche cette surface suivant une courbe.
Donc, d’aprés la construction de Huyghens, toutes les droites qui
joignent les différents points de la portion de cette courbe située
dans le milieu au point d’incidence, sont autant de rayons réfléchis ou
réfractés provenant du méme rayon incident. Ces rayons forment une
surface conique, et chaque onde, le long de la courbe suivant laquelle
elle est coupée par cette surface conique, est tangente & un méme plan,
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qui est paralléle & 'un des plans tangents singuliers de la surface d’onde
caractéristique du milieu.
Nous arrivons ainsi au théoreme suivant :

Tugoreme lII. — Lorsque, dans un milieu homogene biaxe, se pro-
page un systéme de rayons issus d’un méme point et de méme espece, st
{’on peut mener a 'une quelconque des ondes correspondant a ce systéme
un plan tangent parallele a U'un des plans tangents singuliers de la
surface d’onde caractéristiqgue du milieu, ce plan touche I’onde le long
d’une courbe. Les rayons qui passent par les différents points de cette
courbe forment une surface conique dont le sommet se trouve sur la sur-
Jface ow ces rayons ont subi la réflexion ou la réfraction qui leur a donné
leurs directions actuelles, ou au potnt lumineux si les rayons émanent di-
rectement d’un point situé dans le miliew. Chacun de ces rayons est paral-
lele @ l'un des rayons vecteurs qui, dans la surface d’onde caracteristi-
que du mulieu, sont conjugues au plan tangent singulier de cette surface
parallele au plan tangent singulier de I’onde. Enfin, pendant que I’onde
se propage dans le milieu, son plan tangent singulier se deplace en restant
parallele a lui-méme.

Il suit de Ia que, toutes les fois que, dans un milieu biaxe, le plan
tangent & P'onde est parallele & 'un des plans tangents singuliers de la
surface d’onde caractéristique du milieu, la direction du rayon qui
passe par le point de contact est indéterminée, en ce sens que ce rayon
peut étre parallele & 'un quelconque des rayons vecteurs conjugués &
ce plan tangent singulier.

25. Dans un milieu biréfringent & un axe, les deux nappes de la sur-
face d’onde caractéristique du milieu sont tangentes I’'une a 'autre en
deux points situés sur une droite passant par le centre commun de ces
deux nappes et dont la direction est ce qu’on appelle 'axe du milieu.
Concevons dans un tel milieu un systeme de rayons qui, avant la ré-
flexion ou la réfraction qui leur a donné leurs directions actuelles,
étaient de méme espece; a ces rayons correspond un systeme d’ondes a
deux nappes. Si parmi ces rayons il s’en trouve qui soient paralleles a

I'axe du milieu, chacun de ces rayons paralleles & I’axe rencontrera
évidemment au méme point les deux nappes-de chaque onde; car,
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suivant la direction de 'axe, les vitesses ordinaire et extraordinaire de
la lumiére sont égales entre elles. De plus, en ce point commun, les
deux nappes de 'onde doivent étre tangentes I'une a l'autre, car en ce
point le plan tangent & chacune de ces nappes doit étre paralléle au
plan {angent mené & la nappe correspondante de la surface d’onde
caractéristique du milieu au point ol elle est rencontrée par l'axe,
plan qui est perpendiculaire a I’axe. Donc :

Tadortme IV. — Lorsque dans un milieu biréfringent a un axe se
propage un systeme de rayons issus d’un méme point, et qui, avant de
subir la reflexion ou la réfraction qui leur a donné leurs directions ac-
tuelles, étaient de méme espece, les deux nappes de chacune des ondes cor-
respondant a ce sysiéme de rayons sont tangentes l'une a {’autre au point
ou elles sont rencontrées par tout rayon paralléle a I’axe du milieu, et le
plan tangent commun en ce point aux deux nappes de Uonde est perpen~
diculaire a I axe.

26. Dans les milieux isotropes, les rayons vecteurs de la surface
d’onde caractéristique sont tous normaux & cette surface, qui est sphé-
rique. Dans les milieux biréfringents & un axe, il en est de méme si
I'on se borne & considérer la nappe ordinaire de la surface d’onde carac-
téristique. Cette remarque nous permet de déduire du théoreme II le
théoreme suivant, qui n’est autre que celui de Malus :

TatorimE V. — Lorsque dans un milieu homogéne isotrope se propage
un systéme de rayons issus d’'un méme point et de méme espéce, ou
lorsque dans un miliew homogene uniaxe se propage un systeme de rayons
ordinaires issus d’un méme point et de méme espéce, ces rayons sont tou-
Jours normaux & lU'onde qui leur correspond, considérée dans une quel-
conque des positions quelle occupe successivemend.

Le théoreme de Malus se trouve généralisé dans cet énoncé, en ce
sens que les rayons, avant de pénétrer dans le milieu ol ils se meuvent
actuellement, peuvent avoir traversé des milieux homogenes quelcon-
ques, anisotropes aussi bien qu’isotropes, et avoir subi dans ces milieux
des réflexions en nombre quelconque, sans que le théoreme cesse d’étre
applicable.

Le théoreme V nous conduit au corollaire suivant : les ondes. corres-
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pondant & un systeme de rayons issus d’un méme point et de méme es-
pece qui se propagent dans un milieu isotrope forment un systeme de
surfaces telles, que toute droite normale & 'une d’elles est en méme
temps normale & toutes les autres; ¢’est ce qu’on est convenu d’appeler
des surfaces paralléles. 11 en est de méme dans un milieu biréfringent &
un axe pour les ondes ordinaires. Si 'on considere, au contraire, un
systeme de rayons issus d’un méme point et de méme espece, extraor-
dinaires dans un milieu biréfringent & un axe, ordinaires ou extraordi-
naires dans un milieu biréfringent & deux axes, on voit que ces rayons,
sauf quelques directions particuliéres, ne sont plus normaux aux ondes,
et que celles-ci par conséquent ne constituent plus des surfaces paral-
leles, du moins dans le sens qu’on attache le plus souvent a cette ex-
pression. Ces ondes ont bien leurs plans tangents paralleles en des
points situés sur une méme droite, mais les droites qui passent par les
points de contact des plans tangents paralleles ne sont pas en général
normales aux ondes.

La réciproque du théoreme V est vraie : si, en effet, dans un milieu
homogene peut se propager un systeme de rayons issus d’un méme point
et de méme espece, non paralléles entre eux, qui soient tous normaux
aux ondes quileur correspondent, il faudra en conclure que les rayons
vecteurs de la surface d’onde caractéristique du milieu, ou du moins de
la nappe de cette surface qui correspond aux rayons, sont tous normaux
a cette surface ou a cette nappe, qui, par suite, ne peut étre que sphé-
rique. Donec :

Takorime VI. — Lorsque dans un milieu homogéne peut se propager
un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéece, non paral-
ralleles entre eux, qui soient tous normaux aux ondes qui leur correspon-
dent, ce nlieu est isotrope ou biréfringent a un axe, et, dans ce dernier
cas, les rayons sont nécessairement ordinaires.

Si les rayons du systeme sont tous paralleles entre eux, de ce qu’ils
sont perpendiculaires aux ondes qui leur correspondent, il n’est pas
permis de conclure que le milieu est isotrope, ni méme uniaxe. Il en
résulte seulement que le rayon vecteur de la nappe, de méme nature
que les rayons, de la surface d’onde caractéristique du milieu, mené pa-
rallelement & la direction commune des rayons, est normal & cette nappe,
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ce qui peut avoir lieu pour certaines directions du rayon vecteur méme
dans les milieux biaxes.

27. Du théoreme II et des différentes propositions que nous en
avons déduites comme corollaires nous pouvons tirer cette conclusion,
qui résume tous les développements précédents : si, dans un milieu
homogene, les ondes qui correspondent & un systeme de rayons issus
d’un méme point et de méme espece ne présentent pas nécessairement,
lorsque ces rayons avant de prendre leurs directions actuelles ont eu &
subir un certain nombre de réflexions et de réfractions, la forme des
surfaces d’onde caractéristiques du milieu, du moins la nature de ces
surfaces d’onde caractéristiques imprime, pour ainsi dire, un cachet
spécial A toutes les ondes qui peuvent se propager dans le milieu, sur-
tout en ce qui concerne les relations entre les directions des rayons et
celles des plans tangents aux ondes, et certaines particularités de ces
surfaces d’onde caractéristiques se trouvent reproduites sur toutes les
ondes qui peuvent cheminer dans le milieu.

28. Nous allons maintenant mettre en évidence plusieurs consé-
quences du théoreme II relatives au cas ol les rayons qui se propagent
dans un milieu homogene sont paralléles entre eux. Remarquons d’abord
que, dans un milieu homogene quelconque, en vertu de la construction
indiquée précédemment (14), une onde plane, quelle que soit sa
direction, reste toujours en se déplacant plane et parallele a elle-méme.
Ceci posé, nous pouvons énoncer les deux propositions suivantes :

Tuiorkme VII. — Si les rayons issus d'un méme point et de méme
espéce qur se propagent dans un milieuw homogéne quelconque sont tous
paralléles entre eux, U'onde qui correspond a ces rayons est plane dans
chacune des positions qu’elle occupe successivement et se propage en res-
tant parallele a elle-méme.

En effet, d’apres le théoreme II, les rayons étant paralléles, le plan
tangent & I’'onde doit avoir la méme direction en tous les points de cette
onde, ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que P'onde est plane. La
direction de I’onde plane est toujours conjuguée a la direction commune
des rayons paralleles, ordinairement ou extraordinairement, suivant que
ces rayons sont eax-mémes ordinaires ou extraordinaires. Par suite, si

29.
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le milieu est isotrope ou s'il est uniaxe, les rayons étant ordinaires, le
plan de 'onde est toujours perpendiculaire aux rayons paralléles.

Mais, de ce que 'onde plane est perpendiculaire aux rayons paral-
leles, on peut conclure uniquement que le rayon vecteur de la surface
d’onde caractéristique du milieu qui est parallele & ces rayons est nor-
mal & celle des nappes de cette surface qui est de méme nature que les
rayons; par suite, si le milieu est isotrope ou s’il est uniaxe, les rayons
étant ordinaires, ces rayons peuvent avoir une direction quelconque;
mais si le milieu est uniaxe et les rayons extraordinaires, ils sont né-
cessairement paralléles ou perpendiculaires & I'axe du milieu, et si le
milieu est biaxe, ils sont nécessairement paralleles a I'un des trois axes
de symétrie du milieu.

Le théoreme VII souffre une exception tres-particuliere a la vérité,
mais que nous ne devons pas omettre de signaler : cette exception se
présente dans le cas ou, le milieu étant biaxe, les rayons sont paralleles
a I'une des directions singuliéres du milieu: dans ce cas, comme nous
'avons vu (23), la direction du plan tangent & 'onde peut varier, celle
du rayon restant constante, et, par suite, bien que les rayons soient
paralltles entre eux, 'onde qui leur correspond n’est plus nécessaire-
ment plane. .

Tutorime VII. — Si, dans un milieu homogene quelconque, I’onde
correspondant & un systéme de rayons tssus d’un méme point et de méme
espcce est plane dans une quelconque des positions qu’elle occupe successive-
ment, tous ces rayons sont paralleles entre eux.

En effet, la direction du plan tangent i l'onde étant constante aux
différents points de cette onde, il doit en étre de méme de la direction
des rayons qui passent par ces points.

Ce théoreme est soumis, comme le précédent, a une exception. Si,
dans un milieu biaxe, il se propage une onde plane parallele 2 I'un des
plans tangents singuliers de la surface d’onde caractéristique du milieu,
cette onde reste bien parallele & elle-méme en se déplacant, mais les
rayons qui lui correspondent ne sont plus tous paralleles entre eux. Ces
rayons forment alors, en effet, des surfaces coniques dont les sommets
se trouvent sur la surface o ces rayons ont subi leur dernigre réflexion
ou leur derniére réfraction (24); les génératrices de tous ces cones sont
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paralleles; il se propage par conséquent dans le milieu une infinité de
systemes de rayons paralleles, chaque systéeme ayant une direction dif-
férente, eta tous ces systemes de rayons correspond un systeme unique
d’ondes planes et paralléles entre elles.

Au lieu de supposer tous les rayons d’un systeme paralléles entre
eux, on peut imaginer qu’une partie seulement de ces rayons, formant
une surface continue, soient paralléles; on arrive alors aux théoremes
sulvants :

Treorime IX. — Si, parmi les rayons issus d’'un méme point et de
méme espéece quu se propagent dans un milieu homogéne quelconque, il s’ en
trouve une infinité formant une surface continue qui soient paralleles entre
eux, chacune des ondes qui correspondent au systéme-des rayons est tan—
gente a un méme plan le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée
par la surface cylindrique que forment les rayons paralleles. (Sauf le cas
ow, le milieu étant biaxe, les rayons sont paralléles a I'une des directions
singulieres du milieu.)

Tatorime X. — S, dans un milieu homogene quelconque, une onde
correspondant a un systéme de rayons issus d’un méme point et de méme
espéce est langente a un méme plan le long d’une courbe continue, les
rayons qui passent par les différents points de la ligne de contact sont
paralléles entre eux et forment une surface cylindrique continue, & moins
que, le muilieu étant biaxe, ce plan ne sovt paralléle a I’un des plans tan-
gents singuliers de la surface d’onde caractéristique du muliew.

IV.— Recherche de la surface réfléchissante ou réfringente, étant
données U'onde incidente et I'onde réfléchie ow réfractée. —

Construction réciprogue de celle de Huyghens.

29. La construction générale de 'onde réfléchie ou réfractée (16)
montre immédiatement que la surface réfléchissante ou réfringente peut
étre considérée comme le lieu des intersections des ondes incidentes
avec les ondes réfléchies ou réfractées correspondant au méme temps.
Cette remarque va nous permettre de résoudre le probleme suivant :

Etant données une position réelle S de I’onde incidente et uné postitior
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également réelle S' de 'onde réfléchie ou réfractée, ou d’une des nappes
de cette onde, si elle en a deuzx, et connaissant de plus le temps T que met
la lumiére pour se propager de l'onde S a U'onde S', trouver la surface re-
Jléchissante ou réfringente.

1l s’agit uniquement de déterminer les ondes incidentes et les ondes
réfléchies ou réfractées qui correspondent au méme temps. Soit une onde
incidente postérieure de 7 a I'onde S, 'onde réfléchie ou réfractée qui
correspond au méme temps est antérieure de T — v &4 'onde §' si 7 est
compris entre zéro et T, postérieure de t — T & 'onde S’ si © est plus
grand que T; soit maintenant une onde incidente antérieure de t 2
I'onde S, l'onde réfléchie ou réfractée qui correspond au méme temps
est antérieure de T+ 7 & l'onde §'. En définitive, la surface réflé-
chissante ou réfringente est donc le lieu des intersections des ondes
incidentes séparées de l'onde S par un intervalle de temps 7, avec
les ondes réfléchies ou réfractées séparées de ’onde S’ par un intervalle
de temps T — 7, en convenant que I'onde incidente doit étre regardée
comme postérieure ou comme antérieure a 'onde S, suivant que t
est positif ou négatif, et que 'onde réfléchie ou réfractée doit étre con-
sidérée. comme antérieure ou comme postérieure a ’onde ', suivant
que T — 7 est positif ou négatif; = devra du reste recevoir toutes les
valeurs pour lesquelles il y a intersection. Le probleme est impossible
lorsque, pour aucune valeur de = il n’y a intersection entre I’onde
incidente et I’onde réfléchie ou réfractée correspondant au méme temps.
Il est évident d’ailleurs que, quelles que soient les ondes S et S, il existe
toujours certaines valeurs de T pour lesquelles le probleme est pos-
sible; car, si 'on imagine une onde incidente postérieure de = a
I'onde S, on peut toujours trouver pour T une valeur telle, que cette
onde incidente soit coupée par 'onde réfléchie antérieure de T— 7 &
Ionde S'. Si 'on donne & T toutes Jes valeurs pour lesquelles le pro-
bleme comporte une solution, on obtient le systeme des surfaces réflé-
chissantes ou réfringentes qui peuvent transformer I'onde incidente S
dans I’onde réfléchie ou réfractée S'.

Comme cas particulier, on peut supposer que les ondes S et S se ré-
duisent chacune 2 un point, c’est-a-dire chercher les surfaces réfléchis-
santes ou réfringentes qui font converger en un point donné les rayons
émanés d’un point lumineux également donné; ces surfaces recoivent
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la qualification d’aplanétiques, et leur théorie compléte exige des
développements assez étendus, qui feront I'objet d’un chapitre spécial.

30. Revenons maintenant au cas général et proposons-nous de le
traiter par le calcul. Etant donnée ’équation de 'onde incidente S,
connaissant de plus la nature des rayons et par suite I’équation de
la nappe, de méme nature que ces rayons, de la surface d’onde carac-
téristique du premier milieu, on peut, en suivant la marche indiquée au
n° 15, trouver I’équation de 'onde incidente postérieure de = 2 'onde S,
équation qui sera de la forme

F(x,y, 2, 7)=o.

De méme, étant donnée I'équation de I’onde réfléchie ou réfractée S,
connaissant de plus la nature des rayons réfléchis ou réfractés, et par
suite I’équation de la nappe, de méme nature que ces rayons, de la sur-
face d’onde caractéristique du milieu ol ils se propagent, on peut, en
suivant une marche analogue, trouver I’équation de P'onde réfléchie
ou réfractée postérieure de ¢4 'onde §', équation qui sera de la forme

$(z, ¥, 5, t)=o.

D’apres la construction indiquée dans le paragraphe précédent, on ob-
tiendra I'équation des surfaces réfléchissantes ou réfringentes capables
de transformer ’onde incidente S dans ’onde réfléchie ou réfractée S,
en éliminant ¢ entre les deux équations

F(z,y,3t)=0
et .
F(z, ¥, 3, 7—T)=o,
ce qui conduira & une équation de la forme
Q(z,,5 T)=o,
ou T pourra recevoir toutes les valeurs possibles.

31. Soit S une onde correspondant & un systeme de rayons issus d'un
méme point et de méme espéce; supposons que ces rayons, apres avoir
subi un nombre quelconque de réflexions et de réfractions en traver-
sant un nombre quelconque de milieux homogenes, isotropes ou ani-
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sotropes, restent de méme espece, et soit alors S’ une des ondes qui
leur correspondent. D’aprés ce que nous venons de voir, il est toujours
possible de trouver une surface réfléchissante ou réfringente capable de
transformer I'onde S dans I'onde $'; si nous remarquons, de plus, que,
dans le méme milieu, la nature des rayons étant donnée, aux mémes
systemes d’ondes correspondent nécessairement les mémes systemes de
rayons, nous sommes conduits au théoréme suivant, démontré par Ger-
gonne (") pour le cas particulier des milieux isotropes, et qui se trouve
étendu i toute espece de milieux homogenes.

TakorimE XI. — Lorsque des rayons issus d’un méme point et de
méme espéce subissent un nombre quelcongue de réflexions et de refrac-
tions en traversant un nombre quelconque de milieux homogenes, isotropes
ou anisotropes, Ueffet de ces réflexions et de ces réfractions peut toujours
étre remplace, sott par celui d'une réflexion unique, soit par celui d’une
réfraction unique.

32. La construction de Huyghens permet encore, étant données la
direction d'un rayon incident et celle d’un rayon réfléchi ou réfracté
provenant de ce rayon incident, de déterminer la direction du plan tan-
gent 2 lasurface réfléchissante ou réfringente au point d’incidence, en
supposant la nature de chacun de ces rayons connue si le miliea ot il
se propage est biréfringent. A cet effet, du point d’incidence comme
centre on décrit les surfaces d’onde = et 3 caractéristiques du premier
et du second milieu, et correspondant & I'unité de temps; par le point
ol le rayon incident rencontre celles des nappes de la surface 3 qui est
de méme nature que lui, on méne un plan tangent P a cette nappe: parle
point ol le rayon réfléchi rencontre celle des nappes de la surface = qui
est de méme nature que lui, ou bien par le point ou le rayon réfracté
rencontre celle des nappes dela surface 3" qui est de méme nature que
lui, on méne un plan tangent P"a cette nappe. Enfin, par la droite d’in-
tersection des plans P et P’ et par le point d’incidence on fait passer un
plan, qui estle plan cherché. Si les deux plans tangents P et P’ sont pa-
ralleles entre eux, le plan demandé est paralléle & ces deux plans. La
droite d’intersection des plans P et P’ ne pouvant jamais passer par le

- {*) GERGONNE, Aﬁnales, t. XIV, p. 129.
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point d’incidence, la construction que nous venons d’indiquer donne
toujours un plan et un seul, sauf le cas particulier olt, 'un des deux
milieux étant biaxe, le rayon incident ou le rayon réfléchi, si ¢’est le pre-
mier milieu, le rayon réfracté, si c’est le second, rencontre la surface
d’onde caractéristique de ce milieu en un de ses points singuliers. Ce-
pendant le probleme n’est possible, quelles que soient les directions
données pour les deux rayons, que s’il s’agit d’une réflexion homologue.
S'1l y a réfraction ou réflexion antilogue, le probleme peut devenir
impossible pour certaines directions des rayons donnés : c’est ce qui ar-
rive, dans le cas de la réfraction, si le plan déterminé par la construction
que nous venons d’indiquer est compris dans 'angle formé par le rayon
incident prolongé et par le rayon réfracté, et pour la réflexion anti-
logue si ce plan est compris dans ’angle formé par le rayon incident et
le rayon réfléchi. "

33. Nous allons maintenant nous proposer de chercher les condi-
tions qui doivent étre remplies pour qu'un rayon se réfléchisse en reve-
nant sur lui-méme ou se réfracte sans déviation.

Considérons en premier lien le cas d’une réflexion homologue. Si un
rayon se réfiéchit alors de facon a revenir sur lui-méme, la construction
du paragraphe précédent montre immédiatement que le plan tangent &
la surface réfléchissante au point d’incidence est parallele au plan tan-
gent mené A celle des nappes de la surface d’onde caractéristique du
milieu décrite du point d’incidence comme centre et correspondant a
I'unité de temps qui est de méme nature que le rayon incident, au point
oll cette nappe est rencontrée par le rayon incident prolongé. La con-
struction de Huyghens montre d’ailleurs que cette condition est suffi-
sante. Donec :

Tarorivwe XII. — Pour qu'un rayon qui se propage dans un milieu
homogéne quelconque se réfléchisse en revenant sur lui-méme, la reflexion
etant homologue, 1l faut et il suffit que le plan tangeni a la surface re-
Jléchissante au point d’incidence ait une direction conjuguce & celle du
rayon incident, ordinairement ou extraordinairement swwant la nature
de ce rayon.

Si le milieu est isotrope, ou si le milieu est uniaxe et le rayon ordi-

Annales scientifiques de I Ecole Normale supérieure. Tome IV. 30
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naire, pour qu'un rayon revienne sur lui-méme par suite d’une réflexion
homologue, il faut et il suffit, d’apres le théoreme précédent, que ce
rayon soit normal & la surface réfléchissante.

En passant au cas de la réfraction, nous pouvons nous proposer,
étant données la direction d’'un rayon incident et sa nature, ainsi que
la nature du rayon réfracté, de déterminer la direction que doit avoir le
plan tangent & la surface réfringente au point d’incidence pour que le
rayon incident et le rayon réfracté soient sur le prolongement I'un de
l'autre. La construction de Huyghens nous fournit encore la solution de
ce probleme. D’un point quelconque O comme centre on déerit les
nappes = et 3 des surfaces d’onde caractéristiques des deux milieux
correspondant a I'unité de temps qui sont respectivement de méme na-
ture que le rayon incident et que le rayon réfracté; parle point O on
meéne une droite paralléle & la direction donnée pour le rayon incident;
cette droite rencontre les nappes = et ' en deux points, situés du méme
coté du point O, par olt on mene deux plans tangents P et P’ & ces deux
nappes; enfin, par la droite d’intersection des deux plans P et P’ et par
le point O on fait passer un plan, dont la direction est la direction cher-
chée. On voit que ce probleme comporte toujours une solution et une
seule.

Lorsque les nappes = et 3’ sont semblables et semblablement placées,
les plans P et P’ sont paralleles entre eux, el, par suite, pour que le
rayon incident et le rayon réfracté soient en ligne droite, il faut que le
plan tangent a la surface réfringente au point d’incidence soit parallele
aux plans P et P'. Cette condition est évidemment suffisante; donc :

Tatortme XIII. — Lorsque les nappes des surfaces d’onde caracterss-
tigues de deux milieux homogénes qui correspondent respectivement au
rayon incident et au rayon réfracté sont semblables et semblablement pla-
cées, pour que le rayyon incident et le rayon réfracté soient sur le prolonge-
ment Uun de Uautre, il faut et il suffit que le plan tangent a la surface
réfringente au point d’incidence ait la direction qui, dans l'un et I’ autre
milieu, est conjuguée a celle du rayon incident, ordinairement ou extraor-
dinairement suivant la nature de ce rayon.

On peut remarquer que, dans ce cas, le rayon incident et le rayon
réfracté sont toujours de méme nature. On voit encore que, si les nappes
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des surfaces d’onde caractéristiques des deux milieux qui correspon-
dent respectivement au rayon incident et au rayon réfracté sont sphé-
riques, pour que le rayon incident et le rayon réfracté svient sur le
prolongement 'un de 'autre, il faut et il suffit que le rayon incident
soit normal & la surface réfringente.

Un probleme inverse du précédent est celui qui consiste, étant
données la direction du plan tangent & la surface réfringente au point
d’incidence, la nature du rayon incident et celle du rayon réfracté, a
chercher la direction que doit avoir le rayon incident pour pénétrer
dans le second milieu sans se briser. Pour répondre 2 cette question,
on décrit encore d’un point quelconque O comme centre les nappes 2
et 3'; on mene par le point O un plan paralléele au plan donné, et on
cherche sur ce plan une droite telle, que les plans tangents menés par
cette droite aux parties des nappes = et 3’ qui se trouvent d’'un méme
c¢oté de ce plan touchent ces surfaces en deux points qui soient en ligne
droite avec le point O : la droite qui passe par le point O et par les

“deux points de contact a la direction cherchée.

Quant au cas olt un rayon doit se réfléchir en revenant sur lui-méme,
la réflexion étant antilogue, il se traite en suivant exactement la méme
marche que pour la réfraction; les surfaces = et 3’ sont alors les deux
nappes de la surface d’onde caractéristique du premier milieu; ces
deux nappes ne pouvant jamais étre semblables, il n’y a pas lieu
d’énoncer une proposition analogue au théoreme XIII.

V. — Des foyers totaux et partiels et des lignes jfocales. —
Tautochronisme des trajectoires lumineuses aboutissant au

méme. foyer.

34. Supposons que dans un milieu homogene quelconque, isotrope
ou anisotrope, tous les rayons réfléchis ou réfractés d’une certaine
espece soient dirigés de fagon & concourir en un foyer total O, réel ou
virtuel. Soit S une quelconque des ondes réelles ou virtuelles qui cor-
respondent & ce systeme de rayons; prenons sur cette onde un point
quelconque Aj; si du point O comme centre nous décrivons la nappe,

de méme nature que Ies rayons, d’une surface d’onde caractéristique du
3o.
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milieu correspondant & un temps tel, que cette nappe passe en A, cette
nappe sera, en vertu du théoreme II, tangente en A & I'onde S. Ce rai-
sonnement étant applicable & tous les points de I'onde S, cette onde
doit étre en chacun de ses points tangente & la nappe, de méme nature
que les rayons, d’une certaine surface d’onde caractéristique décrite du
point O comme centre. Si cette surface d’onde caractéristique n’était
pas la méme pour tous les points de 'onde S, cette onde enveloppe-
rait des nappes de méme nature de surfaces d’onde caractéristiques
décrites d’'un méme point O comme centre et correspondant a des
temps différents, ce qui est impossible, puisque ces nappes ne pour-
raient se couper. L’onde S est donc tangente en tous ses points a la
nappe, de méme nature que les rayons, d’'une méme surface d’onde
caractéristique décrite du point O comme centre, et, par suite, coincide
avec cette nappe. Réciproquement, si une quelconque des orides, réelles
ou virtuclles, correspondant au systeme des rayons, coincide avec Ia
nappe, de méme nature que les rayons, d’une surface d’onde caracté-
ristique du milieu décrite d’un certain point O comme centre, les direc-
tions de tous les rayons du systeme concourent au point O. En effet, si
cette condition est remplie, les directions conjuguées, ordinairement
ou extraordinairement suivant la nature des rayons, aux plans tangents
menés & cette onde en ses différents points, passent tous par le point O;
or, d’apres le théoreme II, ces directions sont précisément celles des
rayons (ui passent par les différents points de 'onde; donc ces rayons
concourent tous en O. :
Nous arrivons ainsi au théoreme fondamental dont voici I’énoncé :

Tarkorime XIV. — Pour que tous les rayons refléchis ou refractés issus
d’'un méme pointet d’une certaine espéce qui se propagent dans un milieu
homogene quelconque congergent er. un foyer total O, réel ou virtuel, il
Saut et 1l suffit que l'onde qui correspond & ce systéme de rayons, consi-
dérée dans une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles, coincide
avec la nappe, de méme nature que les rayons, d’une surface d’onde
caractéristique du milieu décrite du point O comme centre. Dot il suit .
1° que 'onde au moment ou elle passe par le foyer total se réduit a un
point; 2° que si, dans un miliew homogeéne quelconque, tous les rayons
refléchis ou réfractés issus d’un méme point et d’une certaine espéce vien-
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nent converger en un méme foyer reel, tous ces rayons emploient des termps
egaux pour se propager du point lumineux au foyer, et v arrivent par con-
séquent sans différence de phase.

Ce théoreme est vrai, quelles que soient les réflexions et les réfrac-
tions que les rayons aient subies avant de prendre leurs directions ac-
tuelles, a condition cependant que ces rayons ¢manent originairement
d’'un méme point et qu'ils soient restés de méme espece.

Le tautochronisme des trajectoires lumineuses aboutissant au méme
foyer constitue une proposition d’une importance capitale : c’est la
base principale de la théorie. des surfaces aplanétiques, et on doit né-
cessairement y avoir recours pour justifier emploi des lentilles dans
I'observation des phénomenes d’interférences et de diffraction (*).

Il résulte du théoreme précédent que, pour que les ondes réfléchies
ou réfractées qui se propagent dans un milieu homogene quelconque
affectent la forme que présente dans ce milieu celle des nappes de la
surface d’onde*caractéristique qui est de méme nature que ces ondes,
il faut et il suffit que tous les rayons réfléchis ou réfractés soient dirigés
de facon & concourir en un méme point.

Remarquons enfin que, si du foyer total O comme centre on décrit
la nappe, de méme nature que les rayons, d’une surface d’onde carac-
téristique correspondant & un temps quelconque T, cette nappe coin-
cide & la fois avec deux ondes, savoir : avec celle qui est antérieure
de T au moment olt 'onde se réduit au foyer total, et avec celle qui est
postérieure de T & ce méme moment. Si les rayons réfléchis ou réfractés
ne remplissent pas tout I'espace, ces deux ondes coincideront avec deux
parties de la surface d’onde caractéristique qui seront limitées par deux
courbes symétriques par rapport au foyer et pouvant empiéter I'une
sur ’autre. Mais, si les rayons réfléchis ou réfractés, avant d’arriver au
foyer, remplissent tout l’espace, comme cela a lieu, par exemple,
lorsque des rayons, émanés d'un point lumineux situé dans un milieu
homogene limité par une surface fermée, viennent apres réflexion con-

(*) Ce théoréme est connu depuis longtemps pour les milieux isotropes. Huyghens ( Traité
de la Lumiére, chap. VI) en a donné une démonstration, en s’appuyant sur les lois de la
réflexion et de la réfraction dans ces milieux. Il restait a faire voir qu'il s’applique également
aux milieux biréfringents.
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verger en un foyer unique, les deux ondes coincident chacune avec la
nappe de la surface d’onde caractéristique dans toute I’étendue de cette
nappe, et, par suite, coincident entre elles.

35. Il peut arriver que, parmi les rayons réfléchis ou réfractés d’'une
certaine espece qui se propagent dans un milieu homogene quelconque,
il y en ait seulement une partie, formant une surface conique, qui con-
vergent en un méme foyer réel ou virtuel : ce foyer prend alors le nom
de foyer partiel. En employant exactement le méme mode de raisonne-
ment que dans le paragraphe précédent, on arrive & la proposition
suivante :

Tutorine XV.— Pour que, parmi les rayons réfléchis ou réfractés issus
d’un méme point et d’une certaine espéce qui se propagent dans un milieu
homogeéne quelconque, il vy en ait une infinité formant une surface con-
tinue qui aillent converger en un jfoyer partiel O, réel ou virtuel, il faut et
il suffit que l'onde qui correspond a ce systéme de rayons, sonsiderée dans
une quelconque de ses positions reelles ou virtuelles, soit tangente le long de
la courbe suwant laquelle elle est coupée par la surface que forment les
rayons & la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d’onde
caracteristique du milieu décrite du point O comme centre. D’ ow il suit que,
si, dans un milieu homogéne quelconque, une infinité de rayons réfléchis
ou refractes issus d un méme point et de méme espece, formant une surface
continue, convergent en un méme foyer partiel réel, ces rayons emplotent des
lemps égaux pour se propager du pount lumineux a ce foyer, ety arrivent
par conséquent sans dfférence de phase.

Il peut arriver, comme cas particulier, que la surface conique formée
par les rayons dont les directions convergent au foyer partiel O se
réduise & une surface plane : le théoreme précédent subsiste alors sans
modification.

36. Lorsqu’un systéme de rayons issus d’un méme point et de méme
espece se propage dans un milien homogene quelconque, il peut se
présenter quatre cas distinets :

1° Il v’y a ni foyer total ni foyer partiel;

2° Il y a un nombre fini de foyers partiels isolés les uns des. autres;
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nous appellerons alors lignes aplanétiques, soit sur la surface réfléchis-
sante ou réfringente, soit sur les ondes qui correspondent au systeme
des rayons, les intersections de ces surfaces avec les cones formés par
les rayons qui convergent au méme foyer partiel, ces surfaces coniques
pouvant dans des cas particuliers se réduire a des plans;

3° Il y a une infinité de foyers partiels formant une ligne continue que_
nous nommons ligne focale; il existe alors sur la surface réfléchissante
ou réfringente et sur chacune des ondes qui correspondent au systeme
des rayons réfléchis ou réfractés un systeme continu de lignes aplané-
tiques, et le systeme des rayons se décompose en une infinité de sur-
faces coniques dont les sommets forment une ligne continue;

4° Tl y a un foyer total, et alors la surface réfléchissante ou réfrin-
gente est dite aplanctique.

Ce dernier cas vient d’étre étudié (34); nous nous arréterons main-
tenant quelque temps & examiner les conséquences qui résultent de
I'existence d’une ligne focale. Cette ligne focale peut étre, soit tout en-
tiere réelle, soit tout entiere virtuelle, soit en partie réelle et en partie
virtuelle; mais il y a, en outre, une distinction essentielle a faire, sui-
vant que les rayons emploient des temps égaux ou inégaux pour aller de
I'onde réfléchie ou réfractée considérée dans une quelconque des posi-
tions réelles ou virtuelles qu’elle occupe successivement aux différents
points de la ligne focale (en supposant, si cela est nécessaire pour I’éva-
luation de ces temps, le milieu ot se meuvent les rayons prolongé au
dela de ses limites, de facon & comprendre 'onde et la ligne focale). Si
ces temps sont égaux, nous dirons que la ligne focale est isockrone; dans
le cas contraire, nous I'appellerons anisockrone. On voit que, lorsqu’une
ligne focale réelle est isochrone, tous les rayons réfléchis ou réfractés
emploient le méme temps pour se propager du point lumineux aux dif-
férents points de cette ligne focale, tandis qu’en général ce sont seule-
ment les rayons aboutissant & un méme point de la ligne focale qui
mettent des temps égaux pour atteindre ce foyer partiel.

37. Soit, dans un milieu homogeéne quelconque, L une ligne focale
isochrone, réelle ou virtuelle. D’apresle théoreme XV, si on considere
I'onde S qui correspond au systeme des rayons réfléchis ou réfractés dans
une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles, cette onde doit
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étre tangente le long d’une courbe aux nappes, de méme nature que les
rayons, de surfaces d’ondes caractéristiques décrites de chacun des
points de la ligne L comme centres. Pour que la ligne focale soit iso-
chrone, il faut évidemment que ces surfaces d’onde caractéristiques,
décrites des différents points de la ligne L comme centres, et dont cha-
cune est tangente a 'onde S le long d’une courbe, correspondent au
méme temps. Réciproquement, si cette condition est remplie, les
rayons vont aboutir aux différents points de la ligne L et emploient des
temps égaux pour aller de 'onde S ala ligne L qui, par suite, est iso-
chrone. Done :

Taiorime XVI.— Pour que, des rayons réfléchis ou réfracteés issus d’un
méme point et de méme espéce se propageant dans un milieu quelconque,
une ligne L soit pour ces rayons une ligne focale isochrone, il faut et il
suffit que [’onde qui correspond a ces rayons soil dans une quelcongue de
ses posttions réelles ou virtuelles ’enveloppe des nappes, de méme nature
que les rayons, de surfaces d’onde caracteristiques du miliew décrites des
différents points de la ligne L comme centres et correspondant a un méme
temps. D'ow il suit que ['onde dans une certaine position, soit réelle, soit
virtuelle, doit se réduire @ la ligne focale isochrone.

Si, par exemple, le milieu est isotrope, 'onde est I’enveloppe d’une
sphere dont le centre parcourt la ligne focale isochrone et dont le rayon
reste constant.

Lorsqu’il existe une ligne focale isochrone, chaque onde correspon-
dant au systeme des rayons réfléchis ou réfractés présente un systeme
continu de lignes aplanétiques. Pour trouver sur I'une de ces ondes la
ligne aplanétique qui correspond & un point donné de la ligne focale,
il suffit évidemment de décrire, de ce point comme centre, une sur-
face d’onde caractéristique dont la nappe, de méme nature que les
rayons, soit tangente a 'onde; le contact entre les deux surfaces a lien
le long d’une ligne qui est la ligne aplanétique cherchée. Sur la surface
réfléchissante ou réfringente il est également facile de trouver la ligne
aplanétique qui correspond & un point donné A de la ligne focale iso-
chrone. En effet, comme dans une de ses positions 'onde se réduit
cette ligne, on obtient les rayons qui convergent en A en menant les
droites dont les directions sont conjuguées ordinairement ou extraordi-
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nairement 'suivant la nature des rayons, & celles des plans tangents 2 la
ligne focale en A, c’est-d-dire de tous les plans qui passent par la droite
tangente en A & cette ligne. Ces rayons forment une surface conique
pouvant, dans des cas particuliers, se réduire & une surface plane et
dont I'intersection avec la surface réfléchissante ou réfringente est la
ligne aplanétique demandée.

Si le milieu est isotrope ou si le milieu est uniaxe et les rayons ordi-
naires, les rayons qui convergent en un méme point A de la ligne focale
1sochrone doivent étre perpendiculaires aux plans tangents en A a cette
ligne focale, et, par suite, 2 la tangente menée a cette ligne par le
point A. Ces rayons sont donc tous contenus dans un méme plan nor-
mal en A & la ligne focale; d’oli le théoreme suivant :

Tutorime XVII. — Si, dans un miliew homogéne isotrope ou dans un
mulieu homogéne uniaxe, les rayons éiant ordinaires, des rayons tssus
d’un méme point et de méme espéce donnent naissance a une ligne
Jocale isochrone, ceux de ces rayons dont les directions convergent
en un méme point réel ou virtuel de cette ligne sont contenus dans un
méme plan normal a la ligne focale, et par suite les lignes aplanétiques,
tant sur la surface réfléchissante ou réfringente que sur les ondes qui cor-
respondent au systéme des rayons, sont planes.

38. Quand il existe une ligne focale anisochrone, I'onde, considérée
dans une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles, est encore
I'enveloppe des nappes, de méme nature que les rayons, de surfaces
d’onde caractéristiques du milieu décrites des différents points de cette
ligne comme centres; mais ces surfaces d’onde caractéristiques ne cor-
respondent plus a des temps égaux. Les lignes aplanétiques sur les
ondes qui correspondent au systeme des rayons réfléchis ou réfractés,
s’obtiennent dans ce cas par la méme construction que dans le cas d’une
ligne focale isochrone (37); cette construction est encore applicable
lorsqu’il existe un nombre fini de foyers partiels isolés.

Quand la ligne focale est anisochrone, 'onde ne se réduita celte ligne
dans aucune de ses positions, soit réelles, soit virtuelles; elle passe
donc successivement par les différents points de cette ligne. Considé-
rons 'onde dans la position réelle ou virtuelle ol elle passe par un
point quelconque A de la ligne focale anisochrone : d’aprés le théo-
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reme XV, tous les rayons qui convergent en A arrivent en méme
temps en ce point. L'onde au point A doit donc étre tangente a la fois
i tous les plans conjugués aux rayons qui arrivent en A, ordinairement
ou extraordinairement suivant la .nature des rayons; l'enveloppe de
ces plans est en général une surface conique, mais cette surface peut se
réduire & une ligne droite : c’est ce qui arrive, par exemple, si, le
milieu étant isotrope, les rayons qui aboutissent en A sont contenus dans
un méme plan.

Il résulte de ce que nous venons de dire que Ponde présente en A ce
qu’on appelle ur point singulier; il n’y a d’exception a cette régle que
dans un cas tres-particulier : ¢’est celui olt, le milieu étant biaxe, cha-
cun des rayons qui convergenten A est parallele & 'un des rayons vec-
teurs qui, dans la surface d’onde caractéristique du milieu, sont conju-
gués aux plans tangents singuliers. Tout & que nous venons de dire
s’applique évidemment au cas ot ’onde passe par un foyer partiel isolé.
Réciproquement, si 'onde, dans une quelconque de ses positions
réelles ou virtuelles, présente un point singulier, on peut affirmer que
ce point appartient 2 une ligne focale anisochrone, ou constitue un
foyer partiel isolé; car, en ce point, 'onde est tangente a une infinité
de plans ayant pour enveloppe une surface conique, ou, dans des cas
particuliers, une ligne droite, et a ces plans sont conjugués une infinité
de rayons formant une surface conique qui peut se réduire & une sur-
face plane. Ici encore la régle générale présente une exception parti-
culiere : en effet, si, le milien étant biaxe, la surface conique tan-
gente & Ponde au point singulier a ses génératrices paralleles a celles
du cone tangentd la surface d’onde caractéristique du milieu en un de
ses points singuliers, & tous les plans tangents 2 'onde au point singu-
lier est conjuguée une direction unique, qui est 'une des directions
singulieres du milieu; il ne passe alors en A qu'un rayon unique, mais
ce rayon, d’apres une remarque faite précédemment (23), est constitué
par la superposition d'une infinité de rayons réfléchis ou réfractés pro-
venant d’'un cone de rayons incidents.

Les remarques précédentes se résument dans le théoreme suivant :

Trtortme XVIII. — Toutes les fois que, dans un nuliew homogene
quelconque, 1'onde correspondant & un systéme de rayons issus d’un méme
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point et de méme espéce passe par un foyer partiel réel ou virtuel ne
Jasant pas partie d’une ligne focale tsochrone, elleprésente en ce foyer un
point singulier, a moins que, le milieu étant biaxe, le plan tangent &
l’onde, mené par ce foyer, ne soit paralléle & I’un des plans tangenis sin-
guliers de la surface d’onde caractéristique du muliew. Réciproguement,
toutes les fois que I'onde, dans une quelconque de ses positions réelles ou
virtuelles, présente un point singulier, ce point est un foyer partiel n’ap-
partenant pas & une ligne focale isochrone, a moins que, le milieu étant
biaxe, le cone tangent & ’onde en ce point singulier n’ait ses généra-
trices paralléles & celles du cdne tangent a la surface d’onde caracteris-
tique du muliew en un de ses points singuliers.

De ce théoreme résulte une construction qui permet de trouver sur la
surface réfléchissante ou réfringente la ligne aplanétique qui correspond
a un point d’une ligne focale anisochrone ou & un foyer partiel isolé.
En effet, sauf I'exception signalée plus haut, I'onde, lorsqu’elle passe
par un tel point, y est tangente & un cone; si 'on meéne par le point sin-
gulier de 'onde les droites dont les directions sont conjuguées, ordi-
nairement ou extraordinairement suivant la nature desrayons, a celles
des plans tangents & ce cone, ces droites forment une surface conique
dont l'intersection avec la surface réfléchissante ou réfringente est Ia
ligne aplanétique cherchée. ,

Si le milieu est isotrope, le cone formé par les rayons qui aboutissent
au foyer partiel a ses génératrices perpendiculaires a celles du cone
tangent & 'onde en ce foyer partiel, et alors le premier cone se réduit
a une surface plane lorsque le second se réduit & une ligne droite.

39. Les remarques que nous venons de faire sur les relations entre
I'existence des foyers ou des lignes focales et les affections présentées
par les ondes, peuvent se résumer comme il suit :

1° Si Ponde qui correspond A un systeme de rayons réfléchis ou ré-
fractés, issus d’'un méme point et de méme espeéce, se propageant dans
un milien homogeéne quelconque, ne se réduit, dans aucune des posi-
tions réelles et virtuelles qu’elle occupe successivement, & un point ou
i une ligne, et que, dans aucune de ses positions, elle ne présente de
point singulier, il n’y a ni foyer total, ni foyer partiel (2 mioins que, le
milieu étant biaxe, une infinité de rayons incidents, formant une sur-

31.
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face continue, ne donnent naissance & une infinité de faisceaux coniques
de rayons réfléchis ou réfractés, qui, en s’entre-croisant, peuvent donner
lieu & des foyers partiels sans que I'onde présente de point singulier).

2° Silonde, sans jamais se réduire ni 2 un point ni & une ligne, pré-
sente, dans une ou plusieurs positions isolées, un ou plusieurs points
singuliers, ces points singuliers sont autant de foyers partiels isolés
(toutefois, sile milieu est biaxe, les points singuliers de I'onde ou le
cone tangent i l'onde a ses génératrices paralleles & celles de I'un des
cones tangents  la surface d’onde caractéristique du milieu en ses points
singuliers, sont la reproduction des points singuliers de cette surface
d’onde caractéristique et n’accusent pas I'existence de foyers partiels).

3° SiI'onde, sans jamais se réduire ni & un point ni 2 une ligne,
présente, dans une série continue de positions, un point singulier, la
ligne décrite par ce point est une ligne focale anisochrone (sauf 'excep-
tion indiquée dans le cas précédent).

4° Sil’onde, dans une certaine position, soit réelle, soit virtuelle, se
réduit & une ligne, cette ligne est une ligne focale isochrone.

5° Sil'onde, dans une certaine position, soit réelle, soit virtuelle, se
réduit & un point, ce point est un foyer total.

VI. — Propriété fondamentale des trajectoires lumineuses :
le temps employé a les parcourir est en général un minimum
OlL LI MAXIMUm.

40. Quoique nous ne nous proposions pas d’exposer ici spécialement
la théorie des surfaces aplanétiques, il est cependant indispensable,
pour arriver a la démonstration simple et générale d’une propriété fon-
damentale des trajectoires lumineuses, d’entrer plus avant que nous ne
I’avons fait jusqu’a présent dans I'étude de ces surfaces.

Supposons que tous les rayons réfléchis ou réfractés d’une certaine
espece qui correspondent & des rayons incidents émanés d’un point lu-
mineux réel O, aillent converger en un méme foyer réel O’. Désignons
par T le temps employé par un rayon de méme nature que les rayons
incidents pour se propager dans le premier milieu du point O 4 un
point quelconque M; par T’ le temps employé par un rayon de méme
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nature que les rayons réfkéchis ou réfractés pour se propager, dauns le
second milieu s’il s’agit d’une réfraction, dans le premier milieu s'il
s'agit d’une réflexion, du point 0" au méme point M. Il résulte immé-
diatement du théortme XIV que, pour tous les points de la surface ré-
fléchissante ou réfringente, la somme T + T’ est constante, et que, réci-
proquement, si cette somme est constante sur une surface réfléchissante
ou réfringente, cette surface est aplanétique pour les positions O et O’
du point lumineux et du foyer. On voit donc, qu’étant données les posi-
tions du point lumineux et du foyer, supposés tous deux réels, et la na-
ture des rayons incidents étant assignée ainsi que celle des rayons réflé-
chisou réfractés, il existe une infinité de surfaces aplanétiques constituant
un certain systeme. Sur chacune des surfaces de ce systeme la somme
T+ T’ a une valeur constante; mais cette somme varie quand on passe
d’unede cessurfaces 2 une autre; d’oltil snit que les surfaces aplanétiques
faisant partie d’'un méme systéme ne peuvent jamais se couper et s’en-
veloppent complétement les unes les autres.

Considérons en premier lieu le cas de la réflexion : les surfaces apla-
nétiques qui correspondent & des positions données du point lumi-
neux O et du foyer O’ supposés tous deux réels, sont alors fermées, et
chacune d’elles comprend dans son intérieur les points O et O’. De
plus, il est évident que la somme T + T’, constante sur chacune de ces
surfaces, va en augmentant & mesure que ’on considere une surface de
plus en plus éloignée des points O et O’, ou, en d’autres termes, quand
on passe d’une surface aplanétique & une autre qui renferme la premiere
dans son intérieur. Il résulte de la que, si 'on désigne par C la valeur
particuliere de la somme T + T’ sur l'une de ces surfaces aplanétiques,
surface que nous nommerons S, pour tout point extérieur a la surface S,
la somme T + T" aura une valeur supérieure a C, et pour tout point inté-
rieur a cette surface, cette somme aura une valeur inférieure & C. On voit
encore que, si, en un point quelconque de la surface S, on mene un plan
tangent a cette surface, la somme T + T’ aura, en tous les points de ce
plan autres que le point de contact, une valeur supérieure i celle qu’elle
prend en ce point de contact, ¢’est-a-dire une valeur supérieure a C; elle
aura donc sur le plan, au point de contact, une valeur minimum.

Passons maintenant au cas de la réfraction. Les surfaces aplané-
tiques passent alors nécessairement entre les points O et O’. Supposons
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d’abord que, suivant la direction 00, la vitesse dans le premier mi-
lieu d’un rayon de méme nature que les rayons incidents, soit plus
grande que la vitesse dans le second milieu d’un rayon de méme na-
ture que les rayons réfractés; la somme T + T’ va alors en croissant &
mesure que la surface aplanétique rencontre la droite OO’ en un point
plus voisin du point O. De plus, dans ce cas, les surfaces aplanétiques,
du moins dans la partie de leur étendue qui sert réellement 2 la ré-
traction, tournent leur convexité vers le point O. Ceci posé, désignons
par C la valeur de la somme T + T’ sur I'une de ces surfaces aplané-
tiques, surface que nous appellerons S, et soit M un point qui n’est as-
sujetti qu’a la condition de se trouver sur la partie de I'une quelconque
des surfaces aplanétiques du systeme qui sert réellement a la réfraction.
On doit conclure de ce qui précede qu'au point M la somme T+ T’ a
une valeur supérieure & C si ce point se trouve a ’extérieur de la sur-
face S, c’est-a-dire du méme coté de cette surface que le point O, une
valeur inférieure & C si ce point est situé a 'intérieur de la surface S,
c’est-a-dire du méme coté que le point O'.

Si, au contraire, suivant la direction 00’, la vitesse dans le premier
milieu d’un rayon de méme nature que les rayons incidents, est plus
petite que la vitesse dans le second milieu d'un rayon de méme nature
que les rayons réfractés, la somme T + T’ va en croissant & mesure que
la surface aplanétique rencontre la droite OO0’ en un point plus voisin
du point 0. Mais, comme alors les surfaces aplanétiques, du moins dans
la partie de leur étendue qui sert réellement 2 la réfraction, tournent
leur convexité vers le point O’, on voit que, comme dans le cas précé-
dent, la somme T + T’ a une valeur supérieure & C au point M si ce
point se trouve a 'extérieur de la surface S, c’est-d-dire ici du méme
cOté de cette surface que le point O, une valeur inférieure & C si ce
point est situé & I'intérieur de cette surface, ¢’est-a-dire du méme coté
que le point O.

Dans l'un et I'autre cas, si I'on mene & 'une des surfaces aplanétiques
un plan tangent en un point situé dans la partie de cette surface qui
sert réellement & la réfraction, tous les points de ce plan autres que
le point de contact étant extérieurs i la surface aplanétique, la somme
T+ T’ aura sur le plan au point de contact une valenr minimum. Les
surfaces aplanétiques, soit par réflexion, soit par réfraction, étant tou-
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jours convexes, ta proposition que nous venons d’énoncer, de méme

que la proposition analogue relative & la réflexion, ne souffre aucune
exception.

41. Supposons maintenant que la lumiere se propage d’un point O &
un autre point O’ en subissant une réflexion ou une réfraction, ces deux
points étant situés dans un milieu homogene quelconque s'il s’agit d’une
réflexion, dans deux milieux homogenes quelconques s’il s’agit d’une
réfraction, et la surface réfléchissante ou réfringente étant également
quelconque. Appelons R le rayon incident, R’ le rayon réfléchi ou ré-
fracté, I le point d’incidence, S la surface réfléchissante ou réfringente;
désignons par T le temps que met, dans le premier milieu, un rayon
de méme nature que le rayon R pour se propager du point O a un point
quelconque M, par T’ le temps qu’emploie, dans le premier ou dans le
second milieu suivant qu’il s’agit d’une réflexion ou d’une réfraction,
un rayon de méme nature que le rayon R’ pour se propager du point O’
au méme point M. Si nous considérons le point O comme un point lu-
mineux réel et le point O’ comme un foyer réel, les rayons incidents
élant de méme nature que le rayon R, les rayons réfléchis ou réfractés
de méme nature que le rayon R’, il y aura, d’apres ce que nous venons
de voir, une infinité de surfaces aplanétiques pour ces positions du point
lumineux et du foyer. Parmi ces surfaces aplanétiques, il s’en trouvera
nécessairement une qui passera par le point d'incidence I : cette surface
aplanétique, que nous désignerons par =, sera tangente en 1 a la sur-
face réfléchissante ou réfringente S, car au point Ila surface = doit,
comme la surface S, réfléchir ou réfracter vers le point O’ un rayon
provenant de O. Sur la surface aplanétique = la somme T + T est con-
stante (40) : donc, puisque la surface S est tangente en I & la surface =,
si, sur cette surface réfléehissante ou réfringente, on passe du point I &
un point infiniment voisin, la variation de lasomme T + T’ sera un infi-
niment petit d’'un ordre supérieur au premier; en d’autres termes, si,
sur la surface S, on considére la somme T + T’ comme une fonction des
coordonnées des points de cette surface, la différentielle de cette fonc-
tion sera nulle au point I.

Réciproquement, si, au point I, sur la surface S, la différentielle de
la fonction T + T’ est nulle, eette fonction est constante sur la surface S



248 RECHERCHES D OPTIQUE GEOMETRIQUE.

dans une étendue infiniment petite  partir du point I; par suite, la sur-
face S est tangente en I & 'une des surfaces aplanétiques pour les po-
sitions O et O’ du point lumineux et du foyer : donc le point I est tel,”
qu'un rayon émané du point O, apres s’étre réfléchi ou réfracté en ce
point, va passer par le point 0.

Nous arrivons ainsi 4 la proposition suivante :

Tréortme XIX. — Etant donnés deux points O et Q' et une surface
réfléchissante ou réfringente S, la nature des rayons incidents étant assi-
gnée, ainst que celle des rayons réfléchis ou réfractés, pour qu’une trajec-
toire partant du point O et aboutissant au point O’ en touchant la surface S
sott réellement suivie par la lumiere, il faut et il suffit qu'en passant de
celle trajectotre & une trajectoire infiniment voisine quelconque, la varia-
tion du temps employé par la lumiére pour se propager du point O au
point O’ soit un infiniment petit d’un ordre supérieur au premier.

42. Le théoreme précédent est dans la théorie des ondes I'analogue
de ce qu’est le principe de la moindre action dans la théorie de I’émis-
sion.

Il peut s’exprimer encore en disant que : pour qu’'une trajectoire
partant du point O et aboutissant au point O' soit réellement suivie par
la lumiere, il faut et il suffit qu’au point I ol cette trajectoire touche la
surface réfléchissante ouréfringente, la différentielle de la somme T + T’
soit nulle, cette somme étant considérée comme une fonction des coor-
données des points de la surface S.

Ce théoreme permet, étant données les coordonnées des points O
et O', 'équation de la surface réfléchissante ou réfringente, la nature des
rayons incidents et celle des rayons réfléchis ou réfractés, de calculer les
coordonnées des points oll un rayon parti du point O doit toucher la
surface S pour aller, apres réflexion ou réfraction, passer par le point O'.

Désignons en effet par (a, b, ¢) les coordonnées du point O, par
(a, &, ¢') celles du point 0. Soit

(1) 9 (&mn, §)=o
I'équation de la surface réfléchissante ou réfringente S,

filzx,y,2)=0
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I’équation de la nappe, de méme nature que le rayon incident, de la
surface d’onde caractéristique du premier milieu décrite de Iorigine
comme centre et correspondant a P'unité de temps,

f(x’ ¥ 3)=o0,

’équation de la nappe, de méme nature que le rayon réfléchi ou
réfracté, de la surface d’onde caractéristique du premier ou du second
milieu, suivant qu’il s’agit d’une réflexion ou d’une réfraction, décrite
de Porigine comme centre et correspondant & l'unité de temps. Le
temps T employé par la lumiere pour se propager du point O & un point
quelconque de la surface S, dont les coordonnées sont (&, n, &), est
donné par I’équation

—a n—b € —
(2) Ji (E T < IJT ’ CT c>:0-

De méme le temps T’ employé par la lumiere pour se propager du
point O’ au méme point de la surface S est donné par 'équation

(3) ﬁ(g;,aan.;,b’ ::-r—,c):(),

les deux fonctions /, et £, étant identiques quand il s’agit d’une ré-
flexion homologue.
Si des équations (2) et (3) on tire les valeurs de T et de T", et qu’on
les ajoute, on obtiendra une équation de la forme
T+T =F(E 0, ab,e, a,0,c)=o.
Entre cette équation et I’équation (1), on éliminera une des trois varia-
bles £, n, ¢, par exemple &, et on arrivera a une équation de la forme

T+ T =8(5mn, a,b, ¢, o, b, ¢').

Pour les points cherchés de la surface S, on doit avoir, d’apres le
théoreme XIX,

d(T+T)=o,

Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure. Tome 1V. 32
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équation qui, puisqu’il y a deux variables indépendantes, se décompose
en deux autres :

>

d¥
=
et i
d3
-(T;I*——O.

Ces deux dernieres équations jointes & celle de la surface déterminent
les coordonnées des points cherchés.

43. Tl est facile de voir, en se fondant sur les considérations qui nous
ont déja servi & démontrer le théoreme XIX, que le temps employé par
la lumiere pour se propager d’un point & un autre, en subissant une
réflexion ou une réfraction, est en général un maximum ou un mi-
nimum.

En effet, au point d’incidence I la surface réfléchissante ou réfrin-
gente S est tangente & une surface aplanétique 2 sur laquelle la
somme T + T’ est constante (41) : si, au point I, le contact entre les
deux surfaces S et = est simplement du premier ordre, comme cela a
lieu en général, ou si ce contact est d’ordre impair, la surface S, dans le
voisinage du point I, est intérieure ou extérieure a la surface 2, car
dans ce cas les deux surfaces ne peuvent se couper. Si la surface S est
extérieure autour du point I & la surface aplanétique 3, comme, d’apres
ce que nous avons vu précédemment (40), pour les points extérieurs i 3,
la somme T+ T" a une valeur plus grande que sur la surface =, cette
somme a, sur la surface S, une valeur minimam en I. Si, au contraire,
la surface S tout autour du point I est extérieure & la surface aplané-
tique 2, la somme T + T" a au point I une valeur maximum sur la sur-
face S. Lorsque les deux surfaces S et 3 ont au point I un contact
d’ordre pair, ce qui n’a lieu que dans des cas exceptionnels, ces deux
surfaces se coupent tout en étant tangentes, et alors la valeur de la
somme T + T sur la surface S n’est ni maximum ni minimum en I,
bien que la variation de la somme T+ T’, quand on passe du point I &
un point infiniment voisin sur la surface S, soit encore un infiniment
petit d’un ordre supérieur au premier, et que, dans ce cas, cette varia-
tion soit méme au moins du troisieme ordre.Nous pouvons donc énoncer
le théoreme suivant :
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Taforime XX. — Lorsque la lumicre se propage d'un point O a un
point O en subissant une réflexion ou une réfraction, le temps employé par
lta lumiére pour parcourir sa trajectoire est toujours un minimum ou un
maximum, & moins qu’ au point d'incidence la surface reflechissante o re-
Jringente-n’ait avec celle des surfaces aplanétiques relatives aux positions O
et O' du point lumineux et du foyer qui passe en ce point un contact d’ordre
pair.

Le temps est un minimum lorsque, tout autour du point d’incidence, la
swiace refléchissante ou refringente est extérieure a la surface aplanétique,
un maximum lorsque, tout autour du point d’incidence, la surface refle-
chissante ou réfringente est intérieure ¢ la surface aplanétique.

On croit souvent que le temps employé par la lumiere pour se pro-
pager d’un point a un autre en se réfléchissant ou en se réfractant est
toujours un minimum. Le théoreme précédent montre qu’il n’en est
rien, et indique le caractére auquel on peut reconnaitre si ce temps
est maximum ou minimum : de plus, il apprend & reconnaitre les cas
exceptionnels dans lesquels ce temps n’est ni minimum ni maximum.
Il est & remarquer que ces cas exceptionnels ne peuvent jamais se pré-
senter lorsque la surface réfléchissante ou réfringente est convexe, c’est-
a-dire située tout entiere du méme coté d’un quelconque des plans qui
lui sont tangents.

L’erreur que nous venons de signaler provient de ce qu'on ne con-
sidere ordinairement que des surfaces réfléchissantes ou réfringentes
planes. Lorsque la surface réfléchissante ou réfringente est plane, elle
se trouve tout autour du point d’incidence extérieure & la surface apla-
nétique & laquelle elle est tangente en ce point, et le temps est, en
effet, toujours un minimum.

4%. Nous n’avons considéré jusqu’ici que le cas d’une réflexion ou
d’une réfraction unique; mais le théoreme XIX a une portée plus
étendue et permet de résoudre le probleme général qui consiste &
déterminer la trajectoire que doit suivre un rayon lumineuz pour se pro-
pager d’un point donné a un autre point donné, en subissant un nombre
quelconque de reflexions et de réfractions sur des surfaces données et en
traversant un nombre quelconque de milieux homogenes également don-

3a.
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nés, la nature du rayon dans chacune des parties de sa trajectoire étant
d’ ailleurs assigneée.

Désignons par a, b, ¢ les coordonnées du point de départ, par @', 8, ¢’
celles du point d’arrivée. Soient

[ ?t(zu Y1y Z.:l)—_—'o
(A) 0:(&, M, G2)=0o,

@n(gu’ Nry Cn)zoy

les équations des surfaces réfléchissantes ou réfringentes que nous sup-
poserons au nombre de n, écrites dans I'ordre ol la trajectoire ren-
contre ces surfaces. Appelons R, la partie de la trajectoire comprise
entre le point de départ et la premiere de ces surfaces, R, celle comprise
entre la premitre et la seconde,..., R,,, celle comprise entre la der-
niere surface et le point d’arrivée. '

Soient £,, 1y, 815 Eay ey {aseees Ens Mar §n les coordonnées des points
ot la trajectoire rencontre la premitre, la seconde, ..., la n#™ surface :
ce sont ces coordonnées qu’il s’agit de déterminer. Soient encore

[ fl(x: ¥, 8)=o,
\ f?(x’.% z)=o,
(B) e e s

/j;H_t(x, ¥, 3)=o0,

les équations des surfaces d’onde caractéristiques des milieux ol se
meuvent respectivement lesrayons R, R,,..., R,, R, surfaces décrites
de I'origine comme centre et correspondant & I'unité de temps, chacune
de ces équations étant considérée comme ne représentant que la nappe
de la surface d’onde caractéristique qui est de méme nature que la
portion correspondante de la trajectoire.

Appelonsenfin T, le temps employé par la lumitre pourse propager du
point a, b, ¢ au point&,, n,, §,; T, le temps employé pour se propager
du point &,, 4,, &, au point &, 9,, §s,...; Tryy le temps employé pouar
se propager du point Z,, 1,, &, au point ', b, ¢’.
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D’aprés les équations (B), on aura

EI'—a n—b ¢ — ¢’
f‘( T, ' T, T, )

E_‘.’_El Na—" Q"‘il)_
T, ' TTx L%

f (a’—E_n b’_ﬂn C'——K,,,)
el ’ » T =
1 " Tn+1 T‘Il+l -I-n-l-l

Si, entre chacune des équations (C) et I'équation correspondante du
groupe (A ), on élimine les variables §,, ,,..., §,y, quon tire des équa-
tions résultantes les valeurs de T,, T,,..., T,.,, et qu'enfin on ajoute
ces valeurs deux & deux, on aura n équations de la forme

T+ T"‘:jl(a) b, ¢ E!: Ty E'—’y N2 ),
(D) & T'z -+ T3: fZ(El) N1, E'.‘, N2y 23’ 773):
............................. 5

E Tn+Tn+l = 'ﬁn(an—l, 'ﬂu—n, Zu, ﬂn, Cl’, bl’ 0/ )'

D’apres le théoreme XIX, on doit avoir, en considérant &, et n,
comme seuls variables dans la premiére de ces équations; &, et 4,
comme seuls variables dans la seconde,..., &, et n, comme seuls varia-

bles dans la derniere,
d (T| -+ TQ) =0,

d(T:"(” T3) '—-—:0,

. d(T:x+Tn+x)=°’
el, par suite,

i, dF, _
E——O, dn. =2
dg, d 5,
E:O, Zi_;;:_o’
d7, ds,

7%, =o, T =

Ces équations, au nombre de 27, jointes aux r équations (A), c...er-
minent les 37 coordonnées &,, 0,, §;3 Eay 125 S2sev-5 Ens Mn» Sn» €L, par
suite, la trajectoire cherchée.
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En général, il y a une solution unique ou un nombre fini de solu-
tions quand le probleme est possible, ce qui n’a pas toujours lieu,
comme il est facile de s’en assurer. Mais il peut arriver qu’il y ait un
nombre infini de solutions correspondant & une courbe sur chacune des
surfaces réfléchissantes ou réfringentes : le point d’arrivée est alors un
fover partiel pour un certain groupe de rayons formant une surface
continue. Enfin, dans des cas trés-particuliers, il peut se faire que les
valeurs des inconnues soient complétement indéterminées, ce qui
indique que tous les rayons émanant du point de départ aprés ré-
flexion et réfraction sur les surfaces données vont concourir au point
d’arrivée, ou, en d’autres termes, que les surfaces réfléchissantes et
réfringentes constituent un systeme aplanétique par rapport aux deux
points donnés.

45. Remarquonsencore que, lorsque la lumiere peut se propager d’un
point & un autre, en subissant un nombre quelconque de réflexions
et de réfractions sur des surfaces données, par plusieurs trajectoires en
nombre fini, les temps employes a parcourir ces trajectoires ne sont pas
nécessairement égauzx. Mais, lorsque la lumigre peut suivre une infinité
de trajectoires pour aller du point de départ au point d’arrivée, qui est
alors un foyer total ou un foyer partiel, les temps que met la lumigre &
parcourir ces trajectoires sont nécessairement égaux (3% et 35). En
d’autres termes, deux trajectoires partant du méme point pour aboutir
au méme point ne sont nécessairement parcourues en des temps égaux
que s’il existe une suite continue de trajectoires également parcourues
par la lumiére et dont ces deux trajectoires fassent partie.



