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DE

L'EXISTENCE DES INTEGRALES

SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE
(surte),

Par M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FSCULTE DES SCIENCES DE CAEN (').

e e e .

Existence des intégrales ordinaires dans un systéme harmonique
et passif.

14. Nous nommerons, pour abréger, systéme [ranc, tout systeme
différentiel qui, avee le double caractere harmonique et passif, possede
encore les deux suivants :

1 Bn désignant par a, y, ..., «, 0, ... les variables indépendantes
et les fonctions inconnues qu'implique le systeme, les seconds
membres sont des polyndmes entiers par rapport aux dérivées de w,
¢, ..., et les coefficients de ces polynomes des fonctions de «, y, ...,
u, ¢, ... olotropes i Uintérieur d’un systeme de cercles;;

2° Si, dans le second membre dune équation quelconque du sys-
teme, on considere un terme quelconque et qu'on y fasse abstraction
du coefficient, la somme des ordres des facteurs ne surpasse pas
Uordre du premier membre correspondant (*).

5 vsiome . (14 / ‘inté . ordi-
15. Un systeme franc (I 1) admet un_ groupe d’intégrales ordi
naires (2), et un seul, répondant & des conditions initiales donnees (8).

(1) Poir page 65.
(%) Dans la Nole communiquée A I'Académio des Sciences le 28 mars 1892, ['avais em-
ployé, pour désigner le méme objet, la dénomination de systéme canonique.
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Tout revient, comme nous 'avons dit plus haut (8, III), & prouver
la convergence des développements de ces intégrales.

I. Siles fonctions f(x, v, ...), 2(x,y, ...) sont toutes deux olo-
tropes a 'intérieur de quelque systéme de cercles comprenant les va-
leurs particulieres xy, y,, .. .; si, de plus, les valeurs de o(x,y, ...)
et de toutes ses dérivées en x,, y,, ... sont réelles, positives et supé-
rieures aux modules des valeurs correspondantes de f(x, ¥, ...) et de
ses dérivées semblables, la fonction o sera dite majorante de [/ par
-apport aux valeurs particulieres considérées.

D’aprés cela, les points suivants sont évidents :

Relaticement a des valeurs particulicres donndes :

St 9 est une majorante de [, loute deérivée de o est une majorante pour
la derivée semblable de [

Une expression entiére par rapport « plusicurs fonctions telles que [ et
a quelques-unes de leurs derivées d’ordres quelconques, a pour majorante
Lexpression qu’on obtient en remplagant dans la proposce tous les cocffi-
cients par leurs modules, et les fonctions [ avee lears deéricées par lears

majorantes el les dérivées semblables de celles-cr.

. Soient f(x,y, ...) une fonction olotrope & Uinicéricur d an systéme
de cercles de rayons Ry, Ry, .. 5@, vy, ... des valeurs particulicres in-
leérieures awx cercles dont il s'agit; roune premicre quantitd positive infe-
rieure auwx différences Ry, — modxe,, R, ——mody,, ...; o une deuxicme,
positive ou nulle, quelcongue d’adleurs ; M une troisicme supérieure a tous
les modules que peut acquerir la valeur de f(x, vy, ...) a Uitérieur et sur
les circonférences des cercles de rayon r déeris respectivement de x,,
Yoo« cOnune centres; 3, 7, ... des constanltes positives au moins égales

I \ . . ep
@ enfin m un cniier positif.

Cela étant, la fonction
M+

= ) =

e, y, . ..)= T

est majorante pour [(x, y, ...) relativement aux valeurs x,, y,, .. ..

Tout d’abord, ces deux fonctions sont olotropes i intéricur de
quelque systeme de cercles comprenant les points z,, y,, .. .. Faisons
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suivre maintenant de Uindice zéro les notations des diverses fonctions
A considérer et de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particu-
lieres en &y, ¥y, ---. Il vient immédiatement

¥y =M > modf,,

- l e (Mo 2) Byl oosm(me -t u) (=L — 1)
e X(m)(mAi-+1). .m0+ [—1)

R B A B Dl S
BB EEESRL R l_e'l?%7’c?37’777_",'

HI. Si Lon désigne par w une fonction inconnue de la variable inde-
pendante x, par U,(x, w) une composante donnce, olotrope a l'intérieur
d’un systéme de cercles, et par x,, u, des valeurs iniéricures awr cercles
dont il s agd, U équation différentielle

(%) oz Uy (e )

est identiquement vérdfice par la substitution a « d’une série enticre en
@ —xy se réduisant @ u, pourx ==, (V).

L'¢quation (8) constituant & elle sceule un systeme harmonique
passif (13), tout revient, comme nous le faisions remarquer il 'y a un
instant, & prouver la convergence du développement de Uintégrale hy-
pothétique. Dans le présent alinéa, nous désignerons par R,, R, les
rayons des cercles i Uintérieur desquels la fonction U, (x, «) est
supposée olotrope; par r une quantité positive inférieure aux diffé-
rences

R, moda,, R,—modu,;

par M une deuxieme supérieure i tous les modules que peut acquérir
la fonction U, (2, «) a l'intéricur et sur les circonférences des cercles

(1) La démonstration de Palinéa Il est empruntée a un Mémoire de MM. Méray et Ri-
quier, ayanl pour tilre : Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires
d’un systéme d’équations différenticlles totales ( Annales de I’ Fcole Normale supérieure,
1889, p. 372 ¢t suivanles).
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de rayon r décrits de x,, u, comme centres; nous poserons enfin

r— g4+ u—ug=12,

M 4+ x

Q(l) =1 s
7
-

d’otr résulte (11) que Q,(Z) est majorante pour U, (z, u) relativement
aux valeurs xz,, u,.
Cela étant :
1° En désignant par £ un entier 1 et par Uy(x, u) 'expression
. dFu "
ultime de —, la fonction
dak
(M = 1)

est majorante pour Uy(a, «) relativement aux valeurs x, u,.
Il résulte, en effet, des alinéas I et [1, combinés avec la définition
de Q,, que Pexpression ultime

k-1
(9) szﬂ.(Z)~:x.3.5...(9./‘--*3)(.})

du, 11”1'

U, = da du !
a pour majorante
QA2 A9 A M (M
e du ™! dt ! 7 7 r ( Z)“ ’
I ';: | -;_

le pointen question se trouve ainsi démontré pour Q, et U,. En le sup-
posant vrai pour £, ct Uy, Uexpression

dUy, { dUﬁ.U
dx du "

qui, a cause de la passivité du systeme (8), coincide bien avec I'ex-
pression ultime Uy, , (12, VII), a de méme pour majorante

¢
A2y M1 O

“dz 7. - zlc-r 1+

7

..... ALy
2=

(l‘(‘z/c (152/‘. N
dz " du (r -+ ;) =

2° En désignant par § le module de # — x, et par ¢ un entier positif
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quelconque, le terme en (x — x,)? dans le développement de 'inté-
grale hypothétique de (8) a un module inférieur &

(o) [20enE.

r
Effectivement, le terme dont il s’agit est

X — 24)9
(1 1) U(/(J'.O’ u()) g”l':’z“—o;ll‘ -

Or, si ¢ =1, on a, d’apres la définition de M,

mod U, (&, uy) <M,

et a plus forte raison

mod U, (zy, ty) <2 (M 4-1) = r

r

2(M fr;{z] .

si g est > 1, en faisant dans la fonction (g) £ =gq, x ==, u=u,,
on a, d'apres 1°,

P ., 1,71
mod U,,(.zu,, Uy) -'f:l..’).l)...(').ll~~ 3) (7) (M - 1)7
\ /
/ '(l
.:r-.zz.ﬁ.(i...v,(/(;'_) (M —4-1)7

<trone.dog

ALESNE

Donc, pour toute valeur positive ct enticre de ¢, le module du
terme (11) est inférieur i la quantité (ro).
3° Le développement de intégrale hypothétique a un rayon de
convergence au moins ¢gal i la quantité positive s»ﬁw('M”,;-i-'T)"
Effectivement, I'expression (10) est le terme général du développe-
ment de

r

p [ L 2AM 1)k J -1

en une série entiere par rapport a £, qui converge tant que £ reste

inférieur a é("M,"» 0 A plus forte raison le développement de l'inté-
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grale hypothétique est convergent, si le module de x —ax, tombe

A

au-dessous de cette dernitre quantité.

IV. Si I'on considere divers groupes de fonctions, dépendant res-
pectivement d’autant de groupes de variables, et divers produits dont
chacun ait pour facteurs des dérivées provenant d’'un méme groupe
de fonctions :

1 On nommera Zaille d’'un semblable produit la somme des ovdres
des facteurs;

2° On dira que deux produits, provenant soit d'un méme groupe
de fonctions, soit de deux groupes distincts, sont isomorphes, si, quel
que soit £, le nombre des dérivées d'ovrdre £ est le méme dans [an et
dans I'autre.

V. 10 Si o désignant par w une fonction de la variable independante ¢,
on exécule surla Jonction COmposee (e, W), o composante indeterminee,
k(1) différentiations consécutives, puis, que L'on ordonne le resultat par
rapport aux dérwées de «, Calgorithme final pourra s'obtenir comme il
sutl : assimilant pour un nstant {"unié a un produd de tadle nalle, on
considérera les divers produits de tadles o, v, 2, ..., k formds avec les
derivées de ., on multiplicra chacun d’ cvuax par un cocfficient convenable-
ment choisi, égal a quelque somme de multiples entiers de déricées par-
tielles de la composante, et Uon ajoutera tous les résultats.

Ce point est ¢vident pour £ = 1, et Fon vérifiera sans dilticulté que,
s'il est vrai pour une valeur quelconque de £, il T'est encorve pour la
suivante.

o St lon exceute sur ' expression

. 0%

11 L, oy - U LN AT e

( ) - ) dr’
ou 0, W désignent dewr composantes indetermindes, k — 1 différentia-
tions consecutives, puis, que Uon ordonne le résullal par rapport cr:
dérigées de w, Ualgorithme ainsi obtenu ne différe du précédent que par
les fonclions de t, w qui y joucnt le role de cocfficients. Ces dernicres
deviennent, dans le cas actuel, des sommes de termes dont chacun est le
produit de quelgue entier postlif soil par la fonction O, soit par la forne-
tion W, soit par quelyu’ une de leurs dérivées partielles. Dans le cocfficient
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d’un produit de taille inférieure a k figure nécessairement quelque dérivée
partielle de ® (ou cette fonction elle-méme, si k =1); dans le coefficient
d’un produit de taille k ne peuvent figurer que la fonction W et ses déri-
pées partielles.

VI. St l'on désigne par x, v, ..., u, ¢, ... les variables indépendantes
et les fonctions inconnues d’un systéme franc (X) (14), et par x,,
Yor -v-» Uy V4, .. des valeurs particulicres arbitrairement chousies a Uin-
térieur des cercles ou les cocfficients des seconds membres sont supposés
olotropes, le sysiéme déduit de (X) en y remplagant les coefficients dont
i s’agit par certaines majorantes relatives & ces valeurs admet un groupe
d’intégrales prenant en x,, y,, ... les valeurs initiales respectives u,,
9s .., tandis que leurs dérivées de tous ordres, tant principales que
parameétriques, ont des valeurs initiales essentiellement positives.

Soient
g le nombre des fonctions inconnues u, ¢, ...
e une quantité positive moindre que 1;
w une quantité positive quelconque;
@(r) la fonction --*
)

’

Il résulte de D'alinéa III que, en désignant par w une fonction

inconnue de la variable indépendante ¢, I'équation différentielle
div 1O (L4 gw

(1) KA A (LA gw)
it 1—e0@ (¢ - gw)
est identiquement vérifiée par la substitution & w d’une série entiere
en £ dont la somme s’annule avee ¢ (*). D’ailleurs les valeurs initiales
des dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si
Pon développe ©(7) par la formule

[T -=124. ..,

(1) La fonction T'P:.(': (J()'r") a déjd 6té6 employ6ée par MM. Méray et Riquier dans I'élude
de certains systémes du promicr ordre (Annales de U’Ecole Normale supérieure, 1890,
p- 47 et suiv.).

Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X. — AvriL 1893. 17
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et que, aprés avoir remplacé = par ¢ + gw, on ordonne le résultat par
rapport aux puissances de ¢ et v, on voit immédiatement que les
valeurs initiales de la fonction @(¢ + gw) et de ses dérivées de Lous
ordres sont essentiellement positives. Il en est de méme de la fonc-

tion ——— t ’ Sve » suivant la formule
i L peut développer sulva

1460 42024 . .,

par suite enfin du produit

O+ gw) 1— e Ot 4 gw) ’

second membre de I’équation (r2). Les valeurs initiales des dérivées
de tous ordres de notre intégrale jouissent done, elles aussi, de Ia pro-
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées a leur
caleul, elles se présentent sous forme d’expressions entitres, a coefli-
cients entiers ot positils, par rapport aux valeurs initiales du second
membre et de ses dérivées partielles. Nous désignerons par W(¢) 'in-
tégrale considérée de équation (12).

Considérons maintenant une relation quelconque (a) du systeme
franc proposé; puis, écrivons I'équation (12) sous la forme

; i . w
(13) L O 4 gw) e O(L - gw) AL’

et différentions cetle derniere (13) autant de fois qu’il le faut pour
obtenir une relation de méme ordre que (a). Si, dans ces deux rela-
tions d’ordre égal, on suppose les seconds membres ordonnés par rap-
port aux dérivées qu’ils conticnnent, et si, dans chaque terme de 'une
et de Pautre, on fait abstraction pour un instant de la fonction qui y
joue le role de coefficient, un terme pris & volonté dans le second
membre de (a) a pour isomorphe un terme convenablement choisi
dans le second membre de la relation que nous avons déduite de
(13) (IV) (V). Dans le second membre de cette dernitre, partageons
alors les termes en deux groupes, suivant que chacun d’cux est ou
non isomorphe de quelque terme figurant dans le second membre
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de (a). Remplacons enfin dans les termes du second groupe toutes
les dérivées par leurs expressions ultimes déduites de (12), sans tou-
cher ni au premier membre, ni aux termes du premier groupe. La
nouvelle relation ainsi obtenue, que nous désignerons par (b), est
identiquement vérifiée, comme (12) et (13), par la substitution 3 w
de la fonction W(z).

Cela posé, faisons correspondre aux variables indépendantes et aux
fonctions inconnues

Xy Y, ey Uy ©y ...

du systeme harmonique autant de constantes positives

que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs, et appe-
lons poids d’un produit de dérivées, par exemple de

,[/‘»-4-/»1«... 17 dmt g
daidyl... demdyt. "
la quantité

ﬁ/ ﬁll

S G

dont la loi de formation est évidente. Puis, considérant P'un quel-
conque des produits de dérivées qui figurent dans le second membre
de (b), désignons par » le nombre des produits isomorphes figurant
dans le sccond membre de (a), et par X la somme des résultats ob-
tenus en multipliant chacun de ces derniers par son poids. Dans le
second membre de (b), remplacons alors la variable ¢ par

' (@ — xy) 4" (Y —Jo)+. ..,

la fonction w par

2:: [(3/(u e zl‘,)+_ @u(v—-- o). . ],

et chaque produit formé avec des dérivées de w par celle des quantités
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;—:qui lui correspond; substituons enfin au premier membre de la

méme relation (b) celui de la relation (a) multiplié¢ par son poids.
Il est facile de voir que la relation résultante sera identiquement vé-
rifiée en , y, ..., quand on fera

(14) ' ,
¢ =9y o Wla (@ —a))+a" (Y —Yo)+..- 1

p

( U=ty - W[a (2 — 2g) + "y — Yo) -],

Dailleurs, en y réduisant & I'unité le coefficient de la dérivée qui
figure dans le premicr membre, la relation finalement obtenue ((a))
ne différera de la relation (a) que par les coelficients du second
membre.

Comme & chaque relation (a) du systeme proposé () on peut faire
correspondre une relation telle que ((a)), on tombera sur un sys-
teme ((A)), différant de (X) par les seuls coefficients des seconds
membres, ct identiquement vérifié par la substitution & w, ¢, ... des
seconds membres de (14), ¢’est-i-dire de fonctions qui prennent en.
4y Yoo -.- les valeurs initiales w,, ¢,, ..., tandis que leurs dérivées
de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement positives.

Je dis maintenant que, la constante positive e ayant été choisie sous
la scule condition d'étre inféricure & 1, on peul disposer des constantes

(15) Py oy oy L., BB,

de maniére que chaque coefficient du systéme (X ) ait pour majorante le
coefficient correspondant de (), relativement aux valeurs z,, y,. .. .,
Uy, ¢y

Nous ferons tout d’abord quelques remarques sur la composition
des coefficients de ((X)), en considérant, pour fixer les idées, ceux
du second membre de la relation ((a)). Chacun d’eux est une somme
de fonctions de 2, y, ..., 4, ¢, ... qui toutes ont des valeurs initiales
positives, ainsi que leurs dérivées partielles de tous ordres. Pour le
terme ne contenant aucune dérivée de w, ¢, ..., si 'on désigne par &
le poids du premier membre de ((a)), quelqu’une des fonctions dont
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il s’agit s'obtient (abstraction faite de quelque facteur entier et po-

.. R N - . . " N
sitif) en multipliant par = quelque puissance entitre et positive de
(16) Ofa (2 — ay) - a"(y — o)+ .. B (1w — we) - L" (¢ — ¢¢) +...]

Pour tout autre terme du second membre de ((a)), si 'on désigne
par ¢ le poids du produit qu’il contient, et par » le nombre des pro-
duits isomorphes figurant dans le méme second membre, quelqu'une
de ces fonctions s’obtient (toujours abstraction faite de quelque fac-
teur entier et positif) en multipliant quelque puissance entiere et

s 4

positive de Uexpression (16) soit par % <> soit par % ;E, suivant que
le terme considéré contient un produit de taille inférieure ou égale a
Pordre du premier membre (V).

Ainsi, les termes figurant dans Pensemble des seconds membres
de ((X)) sont de trois sortes : 1° les termes indépendants des déri-
vées des fonctions inconnues; 2° les termes contenant des produits de
taille inférieure & l'ordre du premier membre correspondant; 3° les
termes contenant des produits de taille égale & Uordre dont il s’agit.
Nous les nommerons respectivement termes de premicre, de seconde,
de troisicme espéce. Dans chacun d’eux figure, d’apres les explications
données ci-dessus, une constante positive alfectant, suivant le cas,
I'une ou I'autre des trois formes
oY, ey

-y -

w IK0) n w
et que nous dirons étre clle-méme de premicre, de seconde ou de troi-
siéme. espcce.

Désignons maintenant par R,, R,, ..., R,, R,, ... les rayons des
cercles & I'intérieur desquels les coefficients des seconds membres de
() sont supposés olotropes; par r une quantité positive inféricure a
toutes les différences

Ry—modz,, R,—mody, ...,
R, — moduw,, R,—modvy,, ...;

par M une limite supérieure des modules qu'acquitrent les mémes
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coefficients i I'intérieur et sur les circonférences des cercles de rayon »
décrits de z,, yo, - -, Uy, ¢4, ... comme centres; enfin par P la plus

grande des quantités M, ~. Il sullit évidemment (IT) de faire voir que

I'on peut disposer des constantes (r5) de maniere a rendre supé-
vieures & P les quantités

o, o, ..., B B ...,

ainsi que les diverses constantes positives de premiere, seconde et
troisieme espece.
A cet effet, nous désignerons par

&, 169 Ol’ 02: et 0,:

p -+ 2 constantes positives provisoirement indéterminées, el nous
prendrons : 1° pour chacune des quantités o, o”, ... le produit de «
par des puissancesde 0,, 0,, ..., 0, d’exposants respectivement égaux
aux cotes premiere, seconde, ..., pi¢ de la variable correspondante;
29 pour chacune des quantités B/, p7, ... le quotient de § par des puis-
sances de 0., 0,, ..., 0, d’exposants respectivement ¢gaux aux cotes
premitre, seconde, ..., pime dela fonction inconnue correspondante.
Alors le poids d'une dérivée d'ordre s a pour valeur le quotient de

I}
{nd . -
v par des puissances de 0,, 0,, ..., 0, d’exposants respectivement

braux aux coles premiere, seconde, ..., pm de la dérivée considérée.
Soient, en outre,

N un entier supéricur & tous ceux que nous avons désignés d'une
maniere générale par z;

by by ooy ky les plus petites valeurs que puissent respectivement
atteindre les cotes premiere, seconde, ..., pi¢ des diverses va-
riables indépendantes;

G, Gy ...y G, les plus grandes valeurs que puissent respectivement
atteindre celles des diverses fonctions inconnues;

JisJas « <oy Jp les plus petites valeurs, et J,, J,, ..., J, les plus grandes
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses
dérivées figurant dans I’ensemble des équations ((X)).
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Parmi les termes de troisieme espece figurant dans 'ensemble des
seconds membres, nous distinguerons spécialement ceux qui sont
linéaires par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et nous
démontrerons tout d’abord qu’on peut disposer de 0,, 0,, ..., 0,, de
maniere que les constantes de troisieme espece qui y figurent soient
toutes supérieures & P, quels que soient « et 8. Il suffit, pour réaliser
cette condition, de prendre successivement

‘ 0/1> I,
‘( 0, 2> !ﬁ?.;
Opy>1,
f 0ppy 2> I:g ()Lp"ip;
(r7) /l .................
|

0,21,

PN o= Ju rda— Ju dpin
-vé-f/.; NN/

05

En effet, si 'on considere une relation quelconque du systeme ((A)),
et que 'on désigne par £ Pordre de son premier membre, les termes
linéaires de troisicme espéce qui peuvent figurer dans son second
membre sont nécessairement aussi d’ordre £, et la dérivée que con-
tient chacun d’entre eux a, par hypothese : soit une cote premiere in-
ferieure 4 celle du premicr membre; soit une cote premiere égale a
celle du premier membre avee une cote seconde inférieure; . ..; soit
des cotes premitre, seconde, ..., (p — 2)"e respectivement égales a
celles du premier membre, avee une cote (p — r)ime inférieure; soit
enfin des cotes premiere, scconde, ..., (p — 1)¥m¢ respectivement
égales a celles du premier membre avee une cote p¢ inférieure.
Comme on a pris 0,>>1, 0,>1, ..., 0,>1, les constantes de troisieme
espeee figurant dans les coefficients des termes considérés ont donc,
suivant le cas, une valeur au moins égale 3 'une ou a l'autre des
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quantités

€ pip—Jd, fa=Jdas pla=Js
Lo ghhg g,

N
&
N

fy—J fa —J
o, o,

g nip=d,
N 0/;” ! 01)— 19

N

€

N" Op;

elles sont donc toutes supérieures i P, en vertu des inégalités (17).
Aprés avoir ainsi fixé 0,, 0,, ..., 0,, je dis que 'on peut disposer de

6 de manikre & rendre supéricures a P, quel que soit e, les diverses

constantes de troisitme espece qui restent & considérer, et, en méme

temps, les quantités 8/, B, .... Elfectivement, abstraction faite d’un

S v & PR . .
facteur de la forme =, chacune des constantes de troisieme espece qui

restent & considérer s’obtient en multipliant quelque puissance de B,
d’exposant supérieur i zéro, par quelque quantité positive dépendant
uniquement de 0,, 0,, ..., 0,. Si donc on désigne par Q la plus petite
valeur que cette derniere atteigne dans les constantes en question, il
suffira, pour réaliser la double condition que nous avons en vue, d’as-
sujettir 8 aux trois inégalités

B>,

B> P0G 0% . 0%.

Prenons enfin
. p

[ — -
VI, h
Ok Ols. . Opp

moyennant quoi les constantes «’, «”, ... seront elles-mémes supé-
rieures & P. Les diverses quantités o/, o, ..., ', §”, ... se trouvant
alors fixées, chacune des constantes de premiere et de seconde espece
est le produit par p de quelque quantité positive connue. En désignant
par L la plus pelite valeur qu’atteigne cette derniere dans les con-
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stantes en question, il suffira, pour les rendre supérieures a P, de

l)
prendre p > -

VII. Dans un Sysiéme franc (), les développements des intégrales
/qyp()l/zétz'que.f sonl convergenls, toutes les fois que les determinations ini-
wales de ces dernicres sont identiquement nulles. (On suppose, bien en-
tendu, les valeurs initiales @, y4, ..., 4, = 0, v, =0, ... des variables
indépendantes «, y, ... et des fonctions inconnues «, v, ..., toutes in-
térieures aux cercles ol les coefficients des seconds membres sont
supposés olotropes.) » :

Pour le systeme (), en cifet, les expressions ultimes des dérivées
principales sont des polynomes entiers (4 coefficients entiers et posi-
tifs ) par rapport aux coefficients des seconds membres, a leurs déri-
vées partielles et aux dérivées paramétriques des fonctions inconnues;
et pour le systeme majorant ((X)), dont la formation est expliquée
ci-dessus (VI), les expressions ultimes des mémes dérivées sont com-
posées exactement de la méme facon avec les majorantes des coefti-
cients de (X)), leurs dérivées partielles, et les dérivées paramétriques
des fonctions inconnues. Des lors, puisque les valeurs initiales des
dérivées paramétriques sont toutes nulles dans les intégrales hypo-
thétiques de (X), et qu’elles sont, au contraire, toutes positives dans
les intégrales effectives de ((A)) dont l'existence vient d’étre con-
statée (VI), les valeurs initiales positives fournies pour les dérivées
principales de ces dernieres seront évidemment supérieures aux mo-
dules des valeurs initiales fournies pour les dérivées semblables des pre-
mitres. Les développements des intégrales effectives du systeme ((X))
étant de toute nécessité convergents, ceux des intégrales hypothd-
tiques de () ne peuvent manquer de I'étre aussi.

VIIL. Dans un systéme franc (X), les développements des intégrales
hypothétiques sont convergents, quelles que soient les délerminations ini-
tiales. (On suppose toujours les valeurs initiales des variables indépen-
dantes «, y, ... et des fonctions inconnues «, ¢, ... intérieures aux
cercles ol les coefficients des seconds membres sont supposés olo-
tropes.)

Désignons par @y, ¥y, -.. les valeurs initiales de x, y, ..., par v,

Ann.de I’Fe. Normale. 3* Série. Tome X. — Mar x893. 18
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o, ... les déterminations initiales de z, ¢, ..., et observons que, parmi
les dérivées de v, g, ..., celles qui sont respectivement semblables aux
dérivées principales de u, ¢, ... ont toutes zéro pour valeur initiale,
mais que les valeurs initiales de v, 9, ... et de leurs dérivées res-
tantes sont précisément égales aux valeurs initiales données pour «,
¢, ... et leurs dérivées paramétriques semblables.

Désignons maintenant par «, ¢, ... de nouvelles fonctions incon-
nues, puis considérons le systeme différentiel déduit du proposé ()
en y remplacant «, ¢, ... et les diverses dérivées de «, ¢, ... quiy figu-
rent parv —+u’, g -+ ¢, ... et les dérivées semblables de ces sommes.
Ce systeme, qui se met immédiatement sous forme harmonique, est
en outre passif, car ses relations ultimes se déduisent de celles du
proposé & P'aide de la méme substitution. Il remplit d’ailleurs toutes
les autres conditions exigées par la définition des systémes francs (14),
et, en vertu du théoreme des fonctions composées ('), les fonctions
dex,y, ..., «, ¢, ..., quijouent le role des coefficients dans les se-
conds membres, sont certainement olotropes dans quelque systeme de
cercles comprenant les valeurs x,, y,, ..., 0,0, ....

Cela posé, les valeurs initiales fournies par les relations ultimes
de (A) pour les dérivées principales de «, ¢, ..., quand on prend
comme déterminations initiales v, ¢, ..., coincident respectivement
avec les valeurs initiales fournies par les relations ultimes du second
systeme pour les dérivées semblables de «/, ¢, ..., quand on prend
des déterminations initiales identiquement nulles. Or, d’apres VII, les
développements construits dans le second cas sont convergents; ils le
sont donc aussi dans le premier.

16. Un systéme '/L(t/‘ln()ll,l,(/(l,(: et passif quelconque q(lmcl un groupe
d’intégrales ordinaires (2), et un seul, répondant é des conditions ini-
tiales données (8).

Tout revient, comme au numéro précédent, & prouver la conver-
gence des développements de ces intégrales.

(1) Voir mon Mémoire Sur les principes de la Théorie géncrale des fonctions ( Aunales
de Ulscole Normale supéricure, 1891, p. 85).
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I. Dans un systéme harmonique d’ordre X, impliquant les fonctions
inconnues u, ¢, ... des variables indépendantes x, y, ..., le second
membre de toute relation ultime d’ordre supérieur a X est un polynéme
entier par rapport aux déripées paramélriques d’ordres supérieurs ¢ K, et
les coefficients de ce polyndme des fonctions (olotropes dans un systéme de
cercles) de x, y, ..., u, v, ... et des déripées paramétriques d’ordres 1,
2, ..., K; de plus, st dans chague terme du polyndéme on fait abstraction
du cocfficient, la somme des excés sur K des ordres de ses facteurs est au
plus égale a Ucxces sur K de Uordre du premier membre.

Il est bien facile de se convainere que I’énoncé précédent, en y sup-
primant le mot paramétrigues partout ou il se trouve, s’applique &
toute relation primitive d’ordre supérieur & K. On en déduit aisément
son exactitude pour les relations ultimes.

1. De tout systéme harmonique et passif on peut, par le mécanisme
décrit ci-apres, dédwire un systéme d’ordre égal jouissant d’importantes
propriéiés que nous établirons plus loin (111 (IV).

A. Désignant par K Pordre maximum des dérivées qui figurent
dans les ¢quations données, adjoignons a «, ¢, ... de nouvelles fonc-
tions inconnues en nombre égal 4 celui des dérivées paramétriques
des ordres 1, 2, ..., K, et écrivons que celles-ci sont respectivement
égales aux nouvelles fonctions inconnues : nous obtiendrons ainsi un
PREMIER GrouPE @, v’orpre <K,

B. Remplacant, dans les équations du systeme donné, les dérivées
paramétriques des ordres 1, 2, ..., K par leurs valeurs tirées des pré-
cédentes @,, nous obtiendrons un secoxn croure @, p’orore K.

C. Comme nous I'avons expliqué au n° 1, chacune des variables
indépendantes x, y, =, ... ct des fonctions inconnues «, ¢, ... du sys-
teme harmonique donné, par suite aussi chacune des dérivées de ces
dernieres, se trouve affectée de p cotes. Cela étant, nous attribuerons a
chacune des nouvelles fonctions inconnues n, ... (A) des cotes premicre,
seconde, ..., pm respectivement égales & celles de la déripée parame-
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trique correspondante ; nous affecterons en outre les anciennes fonctions
incornues u, v, ... de cotes (p -+ 1)*" quelconques, les nouvelles u, . ..
de cotes (p —+ 1)””“” toutes égales entre elles, et les variables indepen-
dantes x, y, =, ... de coles (p + )emes ¢y ey Cqy oo choisies de telle
Jagon que, pour chacune des anciennes fonctions inconnucs u, ¢, ...,
et dans chacun des ordres 1, 2, ..., K, les anciennes dérivées parame-
triques aient des cotes (p + 1) toutes distinctes entre elles. 11 suftit,
pour réaliser cette derniere condition, d’attribuer & ¢, ¢, ¢;, ... des
aleurs entieres et positives satisfaisant aux relations

c.>Key, ey >Kes,

Soient, en effet,
2By g A By

datdyBdzY. . ."  dae® dy® Y.
deux dérivées paramdétriques appartenant & une méme fonction in-
connue « et & un méme ordre K. La différence de leurs cotes
(p -+ 1)iemes est, visiblement,
(18) (0 = )eet (B =P )ey+ (7 -7 )eatn.n.
Or les quantités o — o, § — B/, v — ¥, ... ne sont pas toutes nulles,
et Pon peut toujours supposer que la premivre qui ne sannule pas est
positive. Si'on a o — a'> o, la quantité (18) est an moins égale i
Co— (B ey~ y ey 0),
i plus forte raison a
Cp— (/=9 L) ey,
différence nécessairement positive, puisque son terme additif est supé-
rieur & Key, et son terme soustractif au plus égal 4 cette quantité. Si

/

Ponaa—a'=o0,—B'>o0,la quantité (18) est au moins égale i

Cy=— (7' a4 ..),
a plus forte raison i

Cy— (9" +...) ¢z
différence encore positive, puisque son terme additif est supérieur @
Ke,, et son terme soustractif au plus égal i cette quantité. Et ainsi de
suite.
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D. Désignons actucllement par £ un entier positif K, par ¢ un
entier positif quelconque, et considérons, relativement au systeme
donné, une dérivée paramétrique d’ordre £+ ¢ que I'on puisse, de
diverses manieres, regarder comme résultant d’une différentiation
d’ordre ¢ exécutée sur telles ou telles des dérivées paramétriques de
Pordre £, et par suite sur telles ou telles des nouvelles fonctions in-
connues qui correspondent i celles-ci. Il est clair (C) que les diverses
dérivées d’ordre ¢ (des nouvelles fonctions inconnues) qui corres-
pondent ainsi & une méme dérivée paramétrique d’ordre £ + ¢ du sys-
teme donné ont des cotes premiere, seconde, ..., pi™¢ respectivement
égales aux cotes homologues de cette derniere. Je dis de plus que lewrs
cotes (p + 1) sont nécessairement distinctes entre elles.

Soient, en effet,
kg
dat dyi ds.

une dérivée parameétrique dordre £+ ¢,

dfu d*u
W P Y ] N T
daldyl ds’. 0 det dyd"dsT L.

(19)

deux des dérivées paramétriques d’ordre £ dont elle peut étre consi-
dérée comme une dérivée giome, et

(‘.é()) ll,'"j'1 Uy ll,‘"‘jﬂ.,uy.”

les nouvelles fonctions inconnues qui correspondent respectivement &
celles-ci. Si l'on observe que les fonctions (20) ont la méme cote
(p+1)ieme (C), et si Pon caleule la dilférence entre les cotes
(p —+1)iemes des deux dérivées

AT , drwp ..
A= dyd=1 dsl=T" " At T dy T ds T

on trouve, comme 8’il s’agissait de (19),
(l'/_____ 1'”)(«';1:'“]" (‘]"""./'”)cy‘*‘ (l’——- l")(:z—%—. e
c’est-i-dire une quantité essentiellement différente de zéro (C).

E. Désignons par A une dérivée des anciennes fonctions incon-
nues u, ¢, ..., jouissant de la double propriété d’étre paramétrique



142 RIQUIER.

par rapport au systeme donné, et cardinale (11) par rapport au sys-
teme des équations @, ; puis considérons, dans le groupe formé par
les nouvelles fonctions inconnues u, ... et leurs dérivées des ordres
1, 2, ..., Kles divers termes que le changementden, ... enD.«, ...
rend identiques & A: partageons enfin les termes dont il s’agit en
groupes successifs d’apres les valeurs décroissantes de leurs ordres
(Zo), et rangeons les dérivées de chaque groupe d’apres les valeurs
décroissantes de leurs cotes ( p—+1)“™*, nécessairement distinctes (D) :
la suite totale ainsi obtenue comprend nécessairement plus d'un
terme et nous égalerons le dernier d’entre eux i chacun des préce-
dents, en ayant soin qu’ils figurent toujours, ccux-ci dans les pre-
miers membres, celui-li dans les seconds membres des équations
résultantes.

En variant de toutes les manitres possibles le choix de la dérivée A,
et répétant chaque fois Popération précédente, nous tomberons sur
un TrosiEME Grourk @,, v’orore < K.

F. Enfin, prenons i volonté deux équations, 'une dans le groupe
®@,, l'autre dans le groupe @, sous la seule condition que leurs pre-
miers membres soient les dérivées d’une méme fonetion inconnue. Si
D. o == est Péquation extraite de @, et M. D .« la résultante d’ordre
minimum des deux premiers membres, la dérivation exprimée par le
symbole . est d’ordre nécessairement supéricur i zéro et au plus
égal & K. Cela étant, on considérera la relation ultime du systéme
donné qui a pour premier membre .D.w, et Von y remplacera celui-ci
par M.u; quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer dans
le second membre, on les remplacera, si clles sont d’ordres 1, 2, ..., K,
par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, ct si elles
sont d'ordres K -1, K+ 2, ..., par des dérivées d'ordres 1, 2, ...
appartenant a celles des nouvelles fonctions inconnues qui corres-
pondent aux dérivées paramétriques de Pordre K5 on aura soin seule-
ment, toutes les fois qu’une substitution de cette derniere sorte sera
possible de plusieurs manieres, de choisir, parmi les diverses dérivées
a substituer, celle dont la cote (p + 1) est la plus faible (D).

En variant de toutes les manieres possibles, sous la seule condi-
tion que leurs premiers membres apparticnnent 4 une méme fonction
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inconnue, le choix des deux équations respectivement prises dans les
groupes @,, @,, el répétant chaque fois Uopération précédente, on
obtiendra un QUATRIEME ET DERNIER GROUPE @,, ’ordRE SK.

G. Le systeme d’ordre K
(21) [ 6. &y, &, &,],

formé par la réunion des quatre groupes précédents, est celui que
nous avons annoncé au début du présent alinéa I1. 1l nous faudra sou-
vent, dans ce quisuit, comparer le systeme donné au systeme (21) :
nous les appellerons respectivement, pour abréger, 'ancien et le nou-
peau systéme.

HI. Le nouveau systéme (21) est un systéme franc (14).

A. Chacune des équations du nouveaw systéme, considerée isolément,
est harmonique (12, 111), et posséde, relativement aux variables inde-
pendantes, aux fonctions inconnues que ce systéme implique et a leurs
dérivees, les caractéres que nous avons désignés par 1° et 2° dans la de-
JSenition du n°® 14.

Ce point est évident pour les équations @,, @,, @,. Quant aux
équations @,, il résulte de leur mode de formation, combiné avec
lalinéa I, que le second membre de chacune d’elles est un polynome
enticr par rapport aux dérivées des nmouvelles fonctions inconnues
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétriques de l'ordre K,
et que les coelficients de ce polynome sont des fonctions (olotropes
dans un systeme de cercles) des variables @, y, ... et de toutes les fone-
tions inconnues, anciennes et nouvelles. — Si I'équation considérée a
¢té déduite d’une relation ultime d’ordre inféricur ou égal 2 K, elle ne
contient dans son second membre aucune dérivée. — Si, au contraire,
elle a été déduite d’une relation ultime d’ordre supérieur a K, il ré-
sulte de I que dans chaque terme de cette derniere, abstraction faite
du cocfficient, la somme des exces sur K des ordres des facteurs est
au plus égale i 'exces sur K de Pordre du premier membre, et, & plus
forte raison, & 'exces de cet ordre sur celui d’une équation @, quelle
qu’elle soit : done, si d’un terme quelconque figurant dans le second
membre de I’équation considérée du groupe @,, on supprime par la
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pensée le coefficient, la somme des ordres des facteurs est au plus
égale & 'ordre du premier membre. Lorsque la nouvelle fonction
inconnue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de
cette équation correspond A une ancienne dérivée paramdétrique
d’ordre inférieur & K, le second membre est d’ordre néceessairement
inférieur au premier membre. Lorsque la fonction inconnue dont il
s’agit correspond, au contraire, & une ancienne dérivée paramétrique
d’ovdre K, le second membre peut contenir quelque dérivée d'ordre
égal au premicr membre; mais, en pareil cas, comme la substitution

aux nouvelles fonctions inconnues u, ... et i leurs dérivées, des
quantités D.«, ... et de leurs dérivées semblables, transforme I'équa-

tion considérée en une relation ultime, nécessairement harmonique
(12, 11, 1V), de I'ancien systeme, il résulte du choix que nous avons
fait pour les cotes des nouvelles fonctions inconnues (11, G) que les
dérivées d’ordre égal au premier membre, qui figurent dans le second,
remplissent, relativement & leurs cotes premicre, seconde, ..., pieme,
la condition indiquée au n® 1.

B. Aucun des premiers membres du systéme (21) ni aucune de leurs
derivées ne figurent dans le second membre d’une équation quelconque de
ce systéme.

Effectivement :

¢ Les équations @,, @, ont pour premiers membres diverses déri-
vées des anciennes fonctions inconnues, et ne contiennent dans leurs
seconds membres aucune dérivée quelle qu’elle soit.

2° Aucune dérivée des anciennes fonctions inconnues ne figure
ni dans @,, ni dans @,.

3° Les premiers membres de @, ou leurs dérivées ne peuvent
figurer dans les seconds membres ni de @, ni de @, : car le change-
ment de u, ... en D.«, ... transforme les équations @, en autant de
relations identiques dont chacune a pour premier et pour second
membre une méme dérivée paramétrique de 'ancien systemes; il trans-
forme les équations &, en relations ultimes (de Pancien systeme) ne
contenant dans leurs seconds membres que des dérivées paramé-
triques, et enfin les premiers membres de @,, ainsi que leurs dérivées,
en autant de dérivées principales.
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4° Les premiers membres de @,, non plus que leurs dérivées, ne
peuvent figurer dans les seconds membres de @,. Effectivement, si
I'on prend & volonté I'une des équations @,, et si 'on considere, dans
le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues n, ... et leurs
dérivées de tous ordres, les divers termes que le changement de v, ...
en D.u, ... transforme, avec le second membre de cette équation, en
une méme dérivée de 'ancien systeme, le second membre dont il
s’agit, comparé aux autres termes, appartient certainement i Uordre
minimum, en méme temps qu’il possede, dans cet ordre, la cote
(p +)ieme Ja plus faible (11, E). D'un autre coté, dans chacune des
équations @, ou de celles qu’on en déduit par dilférentiations, le pre-
mier membre est toujours, soit d’ordre supérieur au second membre,
soit d’ordre égal avec une cote (p + 1)l supérieure; il ne peut done
coincider avec le sccond membre d’aucune des équations @,.

5¢ Les premiers membres de @, ouleurs dérivées ne peuvent figurer
dans les seconds membres de @, : car le premier membre de chaque
relation @, et ses dérivées, qui, apres le changement den, ... en
D.u, ..., deviennent respectivement identiques au second membre
correspondant et a ses dérivées semblables, ont, avant cetle substitu-
tion, soit des ordres respectivement supérieurs, soit des ordres res-
pectivement ¢gaux avec des cotes (p - 1) respectivement supé-
rieures; ct, d’un autre coté, dans les relations ultimes de 'ancien
systeme qui ont servi 4 former les relations @,, on a eu soin de rem-
placer chaque dérivée paramétrique des ordres 1, 2, ..., K par la nou-
velle fonction inconnue correspondante, puis chaque dérivée para-
métrique d’ordre supérieur A K par une dérivée de nouvelle fonction
inconnue qui fit d’ordre le plus petit possible, en méme temps qu’elle
possédait, dans cet ordre, la cote (p—+ 1) la plus faible possible
(I, F).

Pour acheyver d’élablir que le systéme (21) est un systéme franc, il ne
nous reste donc plus qu’'a démontrer sa passivite.

C. St aux nougelles fonctions inconnues u, ... du systéme (21) et &
leurs deérivées paramélriques de tous ordres on subsiitue respectivement
D.u, ... et leurs dériées semblables, on reproduit une fois et une seule
chacune des dérivées paramétriques de U'ancien systéme (11, G), et au-
cune de ses dérivées principales.

Ann. de I’ Fe. Normale. 3¢ Séric. Tome X. — Mar 18g3. 19



146 RIQUIER.

Ce point résulte immédiatement des suivants :

1° Si aux nouvelles fonctions inconnues u, ... et a leurs dérivées
de tous ordres on substitue respectivement D.w, ... et leurs dérivées
semblables, on reproduit, avec certaines dérivées principales de I'an-
cien systeme, au moins une fois chacune de ses dérivées paramé-
triques.

Car, dans I'ancien systeme, toute dérivée paramétrique d’ordre su-
périear & K est forcément la dérivée de quelque dérivée paramétrique
des ordres 1, 2, ..., K; une dérivée paramétrique d’ordre quelconque
coincide done, & la notation pres, soit avee quelqu’une des nouvelles
fonctions inconnues, soit avee quelqu’une de Teurs dérivées.

2¢ Parmi les dérivées des nouvelles fonetions inconnues, celles que
le changement de n, ... en D.«, ... transforme en dérivées princi-
pales de T'ancien systeme sont elles-mémes principales relativement
au nouveau.

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de la nouvelle fone-
tion inconnue u, définie par la relation D.u == n; el soient

Dy, Dy, ...
les dérivées de u figurant dans les premicrs membres de Pancien sys-
!

teme,
(22) D,.D.u, B,.D.u,
les résultantes d’ordre minimum (11) des couples respectifs

{ Dyow, 5 Dy.u,

( D.u, | D.u,
Les dérivées de la fonction u figurant dans les premiers membres des
équations @, sont alors
(23) Dyou, Dy,

Cela élant, sila dérivée 3. D.«, déduite de B.u par la substitution
de D.wan, est principale relativement i Pancien systeme, elle coineide
avec quelqu’une des expressions (22) ou de leurs dérivées, ¢’est-a-dire
que P.u coincide avee quelqu'une des expressions (23) ou de leurs
dérivées; M.u est donc une dérivée principale relativement au nou-
veau systeme.
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3¢ Si, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues
et leurs dérivées de tous ordres, on considere tous les termes que le
changement de u, ... en D.x, ... transforme en une méme dérivée
paramétrique de I'ancien systeme, il en est un, et un seul, qui coin-
cide avec quelqu’une des nouvelles fonctions inconnues ou de leurs
dérivées paramétriques.

Effectivement, si I’on partage les termes considérés en groupes suc-
cessifs d’apres les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou
nuls), puis les termes de chaque groupe en sous-groupes successifs
d’apres les valeurs décroissantes de leurs cotes (p =+ 1)iwe, il résulte
d’une observation antérieure (1I, D) que ces sous-groupes ne con-
tiennent chacun qu'un scul terme. Dans la suite

(24) DO, B D) ),

ainsi obtenue, un terme quelconque est ¢évidemment ¢étranger au
groupe formé par les premiers membres de @,, @,, G, ¢t leurs dé-
rivées, ct il suffit des lors de prouver que le dernier d’entre cux
P u® est ¢tranger au groupe formd par les premicrs membres de @,
et leurs dérivies, tandis qu’au contraire chacun des précédents en
fait nécessairement partic.

Or, si le dernier terme BP0 figurait comme premier membre
dans quelqu’une des équations @, ou de celles qu’on en déduit par
différentiations, le second membre de cette relation, que la substitu-
tion de D.u, ... & u, ... transforme en la méme dérivée paramétrique
de 'ancien systeme, serait, soit d’ordre inféricur au premier membre,
soit d’ordre égal, mais de cote (p -+ 1) inférieure; . u" ne serait
done pas le dernier terme de la suite (24), ce qui est contrairve & 'hy-
pothese.

Considérons maintenant, dans la suite (24), I'un quelconque des
termes qui précedent e dernier, par exemple M7 . u®, et soient

DO g = ulr,
DG g = ul®)

celles des équations @, qui définissent les nouvelles fonctions incon-
nues u”, ut". La dérivée paramétrique de ancien systeme en laquelle
se transforment, par le changement de u, ... en D.«, ..., les diffé-
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rents termes de la suite (24), admet alors, entre autres expressions,
les deux suivantes

DOYDW L, B DG e,
et, par suite, coincide forcément, soit avec la résultante d’ordre mi-
nimum de D™, «, D¥.«, soit avec quelque dérivée de cette résultante.
Si l'on désigne maintenant par

DU D e, BEY DO

les deux expressions dont cette résultante est susceptible au moyen
de DDy, DD, w, il est facile de voir que la quantité . u" est fored-
ment, ou d’ordre supéricur & P .u®, ou d’ordre égal avee une cote
(p + v)mesupérieure : car une méme différentiation (dordre positif
ounul), exéeutée sur P, u”, P a9, fait retomber sur les quantités
DO a, PO @, dont la premiere jouil précisément, par rapport i la
seconde, de 'une ou 'autre propriété. D’ailleurs les ordres de 70 . u®,
D u® sont au plus égaux i K. Il résulte alors du mode de formation
des équations @, que B".u" coincide avee quelqu’un de leurs premiers
membres, et, par suite, que . u” coincide, soit avee quelqu’un de
ces premiers membres, soit avee quelqu’une de leurs dérivies.

D. Les relations ultimes du nouveaw systéme (21) peuvent ére par-
tagées en dewx catégories se distinguant Uune de Uaulre par ce caractere,
que le changement de w, ... en D.u, ... transforme celles de la premicre
en relutions ultimes de U ancien systéme, et celles de la dewricme en rela-
tions identiques ayant chacune pour premier et pour second membre une
méme dérivée paramétrique de ce dernier systéme.

8i I'on dispose les relations ultimes du systeme (21) par groupes
successifs d’apres les valeurs croissantes de leurs classes (4), le point
dont il s’agit est évident pour celles du premier groupe, puisqu’elles
font toutes directement partie du systeme (21). 11 suffit des lors de
prouver qu’en le supposant exact pour les relations ultimes des classes
1, 2, ..., /, il ne cesse pas de I'étre pour les relations ultimes de
classe j + 1.

Or, les relations primitives (2) de classe j 41 (4) du systeme (21)
sont de trois sortes, suivant que la substitution des quantités D.w, ...
au, ... les transforme : 1° en relations identiques ayant chacune pour
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premier et pour second membre une méme dérivée paramétrique de
I’ancien systeme; 2° en relations identiques ayant chacune pour pre-
mier et pour second membre une méme dérivée principale de I'ancien
systeme ; 3° en relations ultimes de I'ancien systeme ou en relations
ultimes différentiées.

Si, dans une relation primitive de la premitre sorte, le second
membre est paramétrique relativement au systeme (21), cette relation
est en méme temps ultime, et appartient & la seconde des deux caté-
gories dont parle I'énoncé. Si le second membre est au contraire
principal, il appartient forcément & quelqu’une des classes 1, 2, ..., /,
et son expression ultime est de deuxieme catégorie (nous voulons dire
qu’elle est fournie par une relation ultime de deuxieme catégorie); en
la substituant au second membre dont il s’agit, on tombe évidemment
sur une relation ultime de méme catégorie.

Dans une relation primitive de la seconde sorte, le second membre,
nécessairement principal (G, »°), appartient & quelqu’une des classes
T, 2, ..., /, SO0 cxpression ultime est de premiere catégorie, et, en la
substituant au seccond membre, on tombe sur une relation ultime de
premiere catégorie.

Enfin, dans une relation primitive de la troisieme sorte, le second
membre peut contenir des dérivées principales de classes 1, 2, ..., /,
dont chacune doit étre remplacée par une expression ultime de pre-
miere ou de scconde catégorie, suivant que le changement de u, .
en D.u, ... la transforme en une dérivée principale ou paramétrique
de Pancien systeme. Comme celui-ci, & cause de sa passivité, n’admet
pour chacune de ses dérivées principales qu'une seule expression im-
médiate (12, VII), cette substitution, suivie du changement den, ...
enD.u, ..., redonne forcément une relation ultime de I'ancien systeme.

E. Le systéme (21) est passif.

Dans le systeme en question, deux relations ultimes de méme pre-
mier membre appartiennent toutes deux & la premiere catégorie ou
toutes deux a la seconde (D).

Si deux relations ultimes de méme catégorie ont le méme premier
membre, elles ont forcément aussi le méme second membre. Car, selon
qu'elles apparticnnent 4 la premitre ou & la seconde catégorie, le
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changement de u, ... en D.%, ... les transforme, soil ¢n une méme
relation ultime de I’ancien systeme, soit en une méme identité ayant
pour premier et pour second membre quelque dérivée paramélrique
de ce dernier: et, d’un autre coté, si 'on forme successivement dans
Pancien systeme et dans le nouveau un groupe avec les variables indé-
pendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées paramétriques,
les deux groupes ainsi obtenus sontidentiques i la notation pres (G).

IV. Les conditions initiales, @ U aide desquelles on détermine compléte-
ment un groupe d'intégrales ordinaires hypothetiques (8), ayant ¢
chousies arbitrairement dans U ancien systéme (1, G ), on peut, dans le
nouveau, les chotsir de telle facon, que les développements correspondant
awx anciennes fonctions inconnues sotent les mémes de part et d’autre.

Le groupe formé par les variables indépendantes, les fonetions in-
connues et leurs dérivées paramétriques ¢tant le méme de part et
d’autre 4 la notation pres (I, G), on prendra pour ces quantités,
dans le nouveau systeme, les mémes valeurs initiales que dans
Pancien. Les relations ultimes du nouvean systeme, en vertu méme
de leur steacture (HI, D), fournissent alors, pour ses diverses dé-
rivées principales, des valeurs initiales respectivement égales a celles
que possedent, dans Pancien, les dérivées (principales ou paramé-
triques) identiques aux précédentes ou s’en déduisant par le change-
mentden, ...en Do, . ...

V. Dans un systéme harmonique et passif, et avee des conditions ine-
tiales arbitraires, les développernents des intégrales ordinacres hypothe-
Ligues sonl convergents.

[l suffit, pour s’en convainere, de rapprocher du n® 15 les précé-
dents alinéas I1, HI, IV.

17. En combinant une proposition démontrée ci-dessus (16, 1V)
avec la proposition inverse qui se démontre de méme, on voit immé-
diatement que la recherche des intégrales ordinaires d’un systéme har-
monique passif se ramene, s l'on veul, a celle des intégrales ordinaires
d’un systéme franc d’ordre égal (14).

(A suivre.)



