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DE

IEXISTENCE DES INTEGRALES

SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE,

Psr M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CAEN.

Un trés petit nombre d’auleurs se sont occupés, jusqu’a présent,
de I'existence des intégrales dans un systeme différentiel impliquant
un nombre quelconque de fonctions inconnues el de variables indé-
pendantes. Les plus simples de tous sont les systémes completement
intégrables d’équations dilférenticlles totales du premicr ordre zils ont
été ctudiés par Bouquet et M. Mayer dans des travaux bien connus de
tous les géometres ('). En ce qui concerne les systemes partiels da
méme ordre, Cauchy (*), M. Darboux (*), M™¢ de Kowalevsky ("),
M. Kénig (), MM. Méray et Riquier (), M. Bourlet (7), ont étudié

(1) BouvQuer, Lulletin des Sciences mathématiques et astrornomiques, L. 11 p. 063,
18727 A MAYER, Mathematische dunalen, L. N, p. 448, ot Bulletin des Sciences mathe-
matiques ct astronomiques, 1° série, 1. XI.

() Caveny, Compies rendus de U dcadémic des Sciences, L. X1V, p. 10205 1. XV, p. {4.
85 ¢t 1315 1. XVI, p. H72.

(*) G. Darsoux, Comptes rendus de U deaddmie des Seiences, L. LXXX, p. 101 ot 317.

(*) Sornir voN KoWALEVSKY, Journal de Crelle, 1. 80, p. 1.

(%) J. Konig, Ocber die Inicgration simultancr Systeme particller Differentialglei-
chungen mit mehreren aunbekannten Functionen ( Mathematische dnnaden, . XX1I).

(%) MEray el RiQuikr, Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires
d'un systeme d’équations différenticlles particlles ( Annales de U Ecole Normede supéricure,
janvier, février ¢b mars 18¢o).

(") BounLer, Sur les cquations awx dérivées particlles simultanées qui contiennent plu-
sieurs fonctions inconnues (Thisse, avril 18¢1).
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66 RIQUIER.

successivement des types de plus en plus généraux, et M. Bourlet, le
dernier en date de ces divers auteurs, a pu, dans une these de doc-
torat, réduire un systéme différentiel quelconque i une forme du pre-
mier ordre assurant la convergence des développements de ses inté-
grales. L'introduction de cette forme, bien qu’clle constitue un progres
sur les résultats antérieurs, est pourtant loin de résoudre la ques-
tion, et tout dépend & cet égard de la découverte d’une forme cano-
nique qui soit en outre compléternent intégrable.

Le probleme est assurément compliqué, et, il y a quelques mois 4
peine, de profonds géombtres inclinaient & croire qu’il était impos-
sible, dans I'état actuel de la Science, d’affivmer 'existence générale
d’une pareille forme (*). Il n’en est rien cependant @ avant que jeusse
connaissance de la thtse de M. Bourlet, avant méme qu’elle fat pu-
bliée, j’é¢tais déjh en possession d'une forme beaucoup plus générale
que la sienne (2), et j’ai pu dernierement effectuer la réduction d’un
systtme quelconque 2 un systeme complitement intégrable, d'ordre
¢gal ou supéricur 2 1, el présentant, avee certaines particularités, la
forme entiere par rapport aux dérivées des fonctions inconnues ().
Le degré de généralité des intégrales générales, immdédiatement connu
dans les systemes de cette derniere sorte, se trouve done, au moins en
théorie, fixé avec une entiere précision dans un systeme quelconque.

Ces résultats ont ¢té communiqués & Académie des Sciences dans
la séance du 28 mars 1892, et leur exposition détaillée constitue
'objet du présent Mémoire.

Systémes harmoniques.
I. Désignant par
(I) &€, Y,
les variables indépendantes, et par

(2) u, v,

(1) Voir la Revue générale des Sciences pures et appliquées, numéro du 30 mai 1891,
p. 338.

(%) Voir la note de la page 68.

(%) Les particularités dont il s'agit sont de nature tolle, que, lorsque lo sysiéme est
par hasard du premier ordre, il est en méme temps lindaire.
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les fonctions inconnues d’un systeme différentiel quelconque, faisons
correspondre & chacune des quantités (1), (2) p entiers, positifs, nuls
ou négatifs, que nous nommerons respectivement cole premicre, cote
seconde, ..., cole p™< de cette quantité. Considérant ensuite une dé-
rivée quelconque de I'une des fonctions inconnues, et désignant par ¢
un terme pris & volonté dans la suite 1, 2, ..., p, nommons coze giéme
de la dérivée en question Uenticr obtenu en ajoutant i la cote giéme
de la fonction inconnue les cotes homologues de toutes les variables de
différentiation, distinctes ou non.

Cela étant, le systeme différenticl proposé sera dit Aarmonique, i,
moyennant un choix convenable du nombre p et des cotes attribuées i
X, ¥y oeey U, 9, ..., il remplit & la fois les diverses conditions sui-
vantes :

12 Chacune des ¢équations données a pour premier membre une
certaine dérivée de quelque fonction inconnue, etles seconds membres
de ces mémes équations, sil’ony considere pour un instantx, y, ...,

s ¥y oo.el les diverses dérivées de w, ¢, ... qui y figurent, comme
autant de variables indépendantes distinetes, sont olotropes dans
quelque systeme de cercles ().

2° Les diverses dérivées des [onctions inconnues qui figurent dans
le sccond membre d'une (-quali(m quelconque ont des ordres au
plus égaux i celui du premier membre cmrnsp(m(ldnt En outre, si
Pon désigne par ¢,, ey, ..., ¢, les cotes du premier membre, et pare,
Cyr - ¢, celles dune dm-lwo queleonque d’ordre égal figurant d:ms
le second, les différences

R T N
ne sont pas toutes nulles, et la premiere d’entre glles qui ne s’éva-
nouit pas est positive. ./

3° Aucun des premiers membres ni «wumcv letirs dérivées ne

(1) La dénomination d'olotrope a 616 erployée ot définie pour la premiere fois par
M. Méray, duns son Nouveau précis d’ dualyse infinitésimade 5 1o lecleur pourra consuller
A ce sujet mon M6moire Sur les principes de la théorie générale des fonctions (Annales de
PFicole Normale supéricure, 1891, p. 59, 6o, 72 ¢l 84).
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tigure dans le second membre d’une équation donnée quelle qu’elle
soit (').

2. Etant donné un systeme harmonique, nous dirons que les fone-

tions
Uz, y, ...), V(x5 ...),

constituent pour lui un groupe d’intégrales ordinaires, si elles remplis-
sent 4 la fois les deux conditions suivantes : 1°les fonctions Uz, y,...),
V(z,y,...), ... sont olotropes & l'intérieur de quelque systeme de
cercles, et les valeurs qu’elles acquitrent entre ces limites, prises con-
jointement avec celles de leurs dérivées et des variables indépen-
dantes, restent toujours intérieures aux cercles d’olotropic des seconds
membres; 2° la substitution de Uz, y, ...), V(z,y,...), ... h w, 0, ...,

(1) Les systémes que jappelle harmoniques renferment, commo eas particulier, les
systémes canoniques de M. Bourlel, dont voici la définition :
« Etant donné un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaive,
»oentre m fonelions wy, wy, .., wp oL e variables indépendantes g, 2y, ..., 2, résolu
: . . dtg
» par rapport a un certain nombre de dérivées JTTI’
Al
g
e A
diy 7k
» nous dirons (ue ce systeme est mis sous forme canonique, ou, plus bricvement, est eq-
» nonique, si les fonclions i do @i, zay oo, Euy (0, Uy, oo, 1y el des dérivées de g,
D Uy o .oy Wy (qui conticnnent dailleurs linairement ces dérivées) satisfont aux eondi-

» tions suivantes @ 1° g ne contient que des dérivées par rapport aux variables ., dont

v Vindice A est égal ow supéricur ¢k 22 8i une dérivée :’”l” d'une fonetion w; par rapport i
» la variable wp figure dans i, Uindice 7 de cette fonction est supéricur a i v (Foir la
Thése de M. Bourlet, p. 27.)

Gonsidérons, en offel, un systéme lintaire du premier ordre résolu par rapport & un
certain nombre de  dérivées; atiribuons-y 4 chacune des variables indépendantos
Xy ey Zooune cote premicre dgale & son indice changé de sizne ot une cote soconde
nulle, puis, inversement, & chacune des fonctions inconnucs wq, wy, .., ty, une cote
premiére nulle et une cote seconde égale & son indice changé de signe. 11 suffit alors, pour
retomber sur le type eanonique de M. Bourlet, de supposer que chacune des dérivies
figurant dans le sccond membre d’une équation quelconque du systime posséde, €oit une
cote premidre inféricure & celle du premicr membre correspondant, 8oit une cole pre-
miére égale avee une cote seconde inféricure. Or, une telle hypothése entraine évidem-
ment la nature harmonique du systéme.
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opérée entre les mémes limites, transforme en identités les diverses
équations du systeme.

La substitution d’intégrales ordinaires connues dans les équations
du systeme en transforme tous les seconds membres en des fonctions
composées, habituellement différentielles, des variables, des inté-
grales et de certaines de leurs dérivées. D’apres la définition méme
des intégrales ordinaires, et entre les limites assignées par cette défi-
nition, les regles établies pour les fonctions composées sont appli-
cables aux seconds membres dont il s’agit, et on peut, en consé-
quence, différentier indcfiniment les relations du systéme. En adjoignant
a ces dernitres toutes celles qui s’en déduisent ainsi par différen-
tiations, on obtient un groupe illimité de relations, dont la considé-
ration permet de partager en deux grandes catégories les dérivées de
tous ordres des diverses fonctions inconnues : parmi ces dérivées, les
unes, que nous nommerons principales, figurent au moins une fois
dans les premiers membres des relations considérées; les autres, que
nous nommerons paramdtrigues, n'y figurent jamais.

Pourabréger, nous nommerons promitives les relations dont il s’agit,
et aussi les diverses expressions qu’elles fournissent pour les dérivées
principales des intégrales. Chaque dérivée principale possede done au
moins une expression primitive, et presque toujours plusicurs (*).

3. Les relations primatives d’un systéme harmonique donné peuyent
se partager en groupes se succédant sutvant une loc telle, que les seconds
membres d’un groupe quelconque ne conlicnnent, oulre les variables in-
dépendantes, les fonctions inconnues et certaines derivées parameélriques,
que des derivées principales figurant dans les premiers membres des
groupes antéricurs (en particulier, les seconds membres du premier
groupe ne conticnnent aucune dérivée principale).

(1) Dans la suite du présent Mémoire, jaurai conslamment & me servir des locutions :
intégrales ordineires, dirivées principales, dérivées paraméiriques, relations ol expres-
sions primitives, relations el capressions wltimes. Ces locutions se trouvent déja employdes,
a propos de cortaing systemes du premier ordre, dans un Mémoire de MM. Méray el
Riquicr ayant, pour titee : Sur la convergence des diéveloppements des intégrales ordi-
naires d’un systéme d'équations différenticlles partielles. Lo lecleur pourra comparer
les n 2 4 8 da présent Mémoire aux passages analogues du Mémoire dont il s'agil
(Adnnales de ULcole Normale supéricure, 1890, p. 24 a7 el 33 a38).
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1. Toute relation primitive remplit la seconde des conditions énoncees
au n® 1.

Sott
(3) ‘ S=J(.0ydy ..0)

une équation prise & volonté parmi celles du systeme donné, et dans
laquelle ¢, " désignent deux dérivées d’ordre égal; soient en outre

C1y Cay cers Cpy

’ ’ 7
Cly Cyy wevy Cp

les cotes respectives des dérivées ¢, &'; enfin z 'une quelconque des va-
riables indépendantes, et g,, g., ..., g, les cotes de cette variable. La ve-
lation déduite de (3) par une différentiation relative 4 2 a pour premier

do

) . , . ‘
membre = et ne contient évidemment dans son second membre
‘, ., , e, do dd .
que des dérivées d'ordre au plus égal. Les dérivées —-» == ontl d"ail-
leurs pour cotes respectives
Cp &1y Co g e, Cptt S,
(711 -+ &1 ("; -+ & LR ] C;:"‘"’ &ps
et les différences
(i) —(ei+81), (Cakg) —(Cotgu), ooy (€pkg,) — (€ +4,)

sont respectivement égales &

’

. . . .l v !
Cl=—Cly Cam=Chy ..., Cp—C

0

en vertu de I'hypothese, elles ne sont done pas toutes nulles, et la
premiere d’entre elles qui ne s’évanouit pas cst positive; autrement
dit, la scconde des conditions énoncées au n® 1 ne cesse pas d’étre sa-
tisfaite apres une premiere différentiation exécutée sur une équation
quelconque du systeme donné. En vertu du méme raisonnement, ap-
pliqué & la relation résultante, elle ne cesse pas de U'étre apres une
seconde, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des différentia-
tions.
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[I. On partagera d’abord les relations primitives en groupes d’apres
les ordres de leurs premiers membres, et 'on rangera ces groupes i
la suite les uns des autres de telle sorte que, dans le passage d’un
groupe au suivant, ordre des premiers membres aille toujours en
croissant; plus brievement, on partagera les relations primitives en
groupes d’apres les ovdres croissants de leurs premiers membres. Les
relations de chaque groupe seront ensuite, toutes les fois qu'il y aura
licu, partagées en groupes partiels d’apres les cotes premitres crois-
santes de leurs premiers membres; puis, dans le groupement résul-
tant, les relations de chaque groupe en groupes partiels dapres les
cotes secondes croissantes de leurs premiers membres; et ainsi jusqu’a
épuisement des p cotes.

Cela é¢tant, il résulte immédiatement de Palinéa 1 que la condition
formulée par notre énoncé général se trouve satisfaite dans 'un quel-
conque des groupes définitifs dont nous venons d’expliquer la forma-
tion.

4. Etant donné un systeme harmonique, nous nommerons désor-
mais classe d'une dévivée principale Te rang oceupé, dans la suite des
groupes définitifs formés ci-dessus (3, 1), par celui o elle figure
comme premier membre. La elasse d'une relation primitive sera celle
de son premier membre.

Cela posé, un mécanisme tres simple, appliqué aux relations primi-
~tives d’un systeme harmonique, permet, comme nous allons le voir,
d’en déduire, pourles dérivies principales des elasses successives, cer-
taines expressions dépendant exclusivement des variables, des fone-
tions inconnues et de leurs dérivées paramélriques.

Désignons, en cffet, par P, ou par U, indifféremment Pensemble des
relations primitives de premitre classe, et par

1\117 112, ”3’

les groupes respectivement formés avee les relations primitives des
classes 1, 2, 3, .... Remplacons maintenant dans les relations P, ct,
de toutes les manieres possibles, les dévivées principales de premiere
classe parleurs expressions tirées de U, 5 autrement dit, extrayons du
groupe P, une relation quelconque p,, du groupe U, un groupe U
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7
fournissant une expression et une seule pour chacune des dérivées
principales de premiere classe, substituons aux dérivées dont il s"agil
dans 'équation p, leurs expressions tirées de |, et répétons Popéra-
tion en faisant successivement tous les choix possibles pour », et
pour ¥. Comme les expressions fournies par U, pour les dérivées
principales de premiere classe dépendent exclusivement des variables,
des fonctions inconnues et de leurs dérivées paramétriques, le groupe
des relations résultantes U, fournira, pour les dérivées principales de
seconde classe, des expressions jouissant de la méme propriété. Si,
considérant alors les relations 3, on y remplace de toutes les ma-
nieres possibles les dérivées principales de premiere et de seconde
classe par leurs expressions tirées de U, U,, on obtiendra un groupe U,
fournissant, pour les dérivées principales de troisicme classe, des ex-
pressions jouissant encore de la propriété dont il s’agit. Kt ainsi de
suite indéfiniment.
Nous nommerons wltimes les relations

3}[” %(27 %[3’

obtenues i Paide du mécanisme que nous venons de déerire, ot aussi
les expressions qu’elles fournissent pour les dérivées principales des
classes successives 1, 2, 3, .... La elasse ’une relation ultime sera
celle de son premier membre.

5. Avant d’aller plus loin, il importe de faire les FEINAT(Ues Sui-
vantes :

19 Toute cxpression pronitive, lorsqu’elle ne coincide pas avee quel-
qu’une des composantes (') figurant dans les seconds membres du systéme
harmonique donné, est une somme de termes dont chacun s'obtient en
multipliant quelque dericée particlle de ces composantes par un cerlain
entier posiif, et souvent aussi par certaines dérivées, principales ou para-
métriques, des fonctions inconnues.

(1) Foir lo Nouveaw Précis d’ Analyse infinitésimale de M. Méray ot mon Mémoire Sur
les principes de la Théorie générale des fonctions ( Annales de U Feole Normale supd-
rieure, 1891, p. 85).
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2 Toute expression wllime est une somme de produils pouvant contenir
comme facteurs quatre sortes de quantités, savoir : certains entiers postlifs;
certaines composantes des seconds membres du systeme donné; certaines
dérivées particlles de ces composantes; enfin certaines dérivées parame-
triques des fonctions inconnues.

3¢ Les variables x, y, . .., les fonclions inconnues u, ¢, ... et leurs dé-
rivées principales et paramétriques de tous ordres étant considérées pour
un instant comme aulant de variables indépendantes distinctes, pour que
les relations primitives soient vérifices par des valeurs particulicres données
des variables dont il s’agit, ol faut et i suffit que les relations ullimes le
sowent.

6. Quand un systéme harmonique posséde quelque groupe d'intégrales
ordinaires, les développements de ces intégrales par la formale de Taylor,
a partr des valeurs particulicres a,, v, ..., peuvent étre reconstruits, des
que Uon connail seulement leurs valeurs initiales et celles de leurs déri-
vées paramélriques de lous ordres. | On suppose, bien entendu, que les
raleurs ay, vy, ... wexciedent pas les limiles assignées par la défini-
tion des intégrales ordinaires (2).]

Elfectivement, les seconds membres des formules ultimes ne conte-
nant que les variables indépendantes, les intégrales et leurs dérivées
paramétriques, 'hypothtse numérique 2 = 2, y = y,, ... les trans-
forme tous en des quantités connues, ot fait connaitre, par suite, les
valeurs initiales de leurs premiers membres, ¢’est-a-dire de toutes les
dérivées principales des intégrales dont il s’agit.

En résumé, on connait done ainsi les valeurs initiales de ces inté-
grales et de toutes leurs dérivées sans distinction, ¢’est-a-dire ce qui
est nécessaire pour construire les développements cherchés.

7. Par rapport aux valeurs initiales a,, y,, ... des variables indé-
pendantes, nous nommerons détermination initiale d’une intégrale la
portion de son développement formée par ensemble des termes qui,
aux facteurs numériques connus pres, ont pour coefficients les valeurs
initiales de Vintegrale et de ses dérivées paramétriques de tous ordres.
Quelquefois aussi, nous nommerons principale la portion restante du
méme développement.

Ann.de U'Lic. Normale. 3° $éric. Tome'X. — Mans 1893, 1o
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Cela étant, le théoreme ci-dessus (6) peut s'exprimer comme il suil :
Quand un systéme harmonique posséde quelque groupe d'intégrales ordi-
naires, leurs développements par la formule de Taylor peugent éire re-
construits dés que I'on connalt seulement leurs déterminations initiales.

8. Inversement, cherchons s'il existe quelque groupe d “intégrales or-
dinaires répondant & des conditions initiales données. (On suppose, bien
entendu : 1° que chaque détermination initiale est convergente; 2°que
les valeurs initiales des variables, prises conjointement avec celles des
intégrales hypothétiques et des dérivées paramétriques figurant dans
les seconds membres du systeme donné, sont intéricures aux cercles
d’olotropie de ces derniers.)

I.  Pour que de pareilles intégrales cxistent, il est tout d’abord ncces-
saire que les relations ultimes s accordent numdériquement par rapport
awx conditions initiales dont i s'agit, ¢’est-a-dire que les diverses ex-
pressions ultimes d’une méme dérivée principale prennent toutes la
méme valeur numérique, lorsqu’on remplace parleurs valeurs initinles
les variables indépendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées
paramétriques.

Effectivement, & cause de la multiplicité de ces expressions, on
pourra bien obtenir de plusieurs manivres les valeurs de certains
coefficients des développements; mais, si les intégrales dont il s’agit
existent, les valeurs obtenues pour un méme coeflicient sont numéri-
quement égales les unes aux autres, parce que les relations d’olt on
les tire sont toutes des conséquences nécessaires de Pexistence sup-
posée des intégrales.

. La concordance numérique des relations wliimes élant supposce
avorr liew, la convergence des développements des intégrales hypothe-
ligues correspondant aux données initiales est encore une condition
évidemment nécessaire a existence ¢ffective de ces intégrales.

1. Cela posé, si, pour un choix déterminé des conditions initiales,
les relations ultimes s accordent numériquement, et qu’en outre les déye-
loppements des intégrales hypothétiques soient convergents, leurs sommes
constituent des intégrales ordinaires du systéme harmonique donné.
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Soient, en effet,

x, ¥, ... les variables indépendantes;

u, ¢, ... les fonctions inconnues;
¢, ... les diverses dérivées paramétriques figurant dans les seconds

membres du systeme donné;

Xy, Voo -+~ les valeurs initiales de 2, y, .. .;

U, V, ... les sommes des développements, supposés convergents, des
intégrales hypothétiques;

A, ... les sommes des développements des dérivées de U, V, ... quise
-apportent respectivement aux mémes variables que ¢, ...

Tragons de x,, y,, ... comme centres des cercles €,, €, ... de
rayons suffisamment petits pour que les développements U, V, ...,
par suite aussi A, ..., convergent dans leur intéricur, et pour que les
valeurs dex, y, ..., prises conjointement avec U, V, ..., A, ..., soient
intéricures aux cercles d’olotropie des seconds membres du systeme
donné. Dans ces limites, la substitution de U, V, ... 4w, ¢, ... trans-
forme les deux membres des équations différenticlles proposées en
des fonctions de @, y, ... olotropes a U'intéricur des cercles €, €,, . . ..
Or, les valeurs initiales des variables indépendantes, prises conjointe-
ment avee celles des développements eux-mémes et de leurs dérivées
de tous ordres, vérifient les formules ultimes, et par suite (5, 3°) les
formules primitives. Done les fonctions de x, y, ... qui, apres la sub-
stitution, figurent dans les deux membres d’une équation différen-
ticlle quelconque, sont égales, ainsi que leurs dérivées semblables de
(ous ordres, pour & ==x,, y ==Yy,, ..., el par suite sont identique-
ment égales entre elles dans tout Pintérieur des cercles €, €,, ...

IV. Il ne peut y avoir enfin plus d'un groupe d'intégrales ordinaires
repondant & des conditions initiales données.

Car chaque relation ultime, étant du premier degré par rapport a la
dérivée principale qui figure dans son premier membre, ne fournit
pour cette derniere qu'une seule valeur initiale.

9. Nous avons done a4 nous occuper maintenant des deux conditions
relatives : 1° & la concordance numérique des relations ultimes (8, 1);
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7/
2° 3 la convergence des développements des intégrales (8, 1I). Cest
ce que nous allons faire successivement dans les deux paragraphes

suivants.
Conditions de passivité d'un systéme harmonique (').

10. La concordance numérique des relations ultimes, dont nous
avons indiqué plus haut la nécessité (8, 1), peut résulter de deux
causes entiercment différentes :

Ou d’un choix convenable des données initiales relativement c la nature
particuliére des composanies figurant dans les seconds membres, choix
qui, sl est possible, fait naitre la concordance numérique pour ces
données initiales sans Passurer pour d’autres ;

Ou d'une corrélation muluelle spéciale entre les composantes  des
seconds membres, en vertu de laquelle la concordance dont il s'agit sub-
siste independamment des donndes initiales.

Nous exprimerons lexistence de cette dernitre corrélation en di-
sant que le systeme harmonique proposé est passif. La distinction
entre les systemes harmoniques passifs et les systemes harmoniques
non passifs s’opere aisément comme il suit.

tL. Si T'on considere deux dérivées (distinetes) d'une fonetion
quelconque F (2, y, ...), et que 'on adjoigne mentalement & chacune
d’elles la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun
aux deux groupes illimités ainsi obtenus se nommera une résultante des
deux dérivées en question. Pour passer de la fonetion Fial'une oua
Pautre de ces dernieres, il faut exéeuter sur elle certaines différen-
tiations dont quelques-unes peuvent étre les mémes de part et d’autre :
en désignant par e symbole D. 'ensemble des différentiations com-
munes, ¢t par les symboles D'., D”. Pensemble des différentiations
restantes pour la premiere et la seconde dérivee respectivement, les

(1) Ce paragraphe contient l'oxtonsion aux systémes harmoniques des conditions de
passivité formulées par MM. Méray et Riquier pour une certaine catégorie de systémes
du premier ordre (Annales de IFEeole Normale supéricure; 189o; p. 38 el suivantes),
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deux dérivées considérées peuvent évidemment s’éerirve

D.D.V,
D.D". T,

et Uon voit sans peine : 1° qu’elles admettent D.D.D”.F comme
résultante unique d’ordre minimum; 2° que le groupe complet de leurs
résultantes s’obtient en adjoignant i celle d’ordre minimum la suite
indéfinie de ses propres dérivées.

Considérons maintenant un systeme harmonique dont les premiers
membres soient tous distincts, et, dans ce systeme, deux ¢quations
ayant pour premiers membres respectifs deux dérivées d’une méme
fonction inconnue; puis, prenons la résultante d’ordre minimum de
ces dérivées, et répétons Nopération en faisant varier de toutes les
manieres possibles le choix de la fonction inconnue et celui des
deux équations sur les premiers membres desquels on doit opérer :
les résultantes, en nombre essenticllement limité, que nous obtien-
drons ainsi, se nommeront, par rapport au systeme donné, les deri-
pées cardinales de ses diverses fonctions inconnues.

12, Cela posé, pour qu'un sysicme différenticl harmonique soit passif,
l faul et i suffit 10 que les premiers membres de ses diverses équations
sotent tous distinets; 20 que les diverses eaxpressions ultimes d'une méme
dérivée cardinale quelconque (11) soient egales identiguement, ¢ est-
a-dire quelles que soient  les valeurs  altribuées avx variables, awr
Jonctions inconnues et a celles de lewrs dérivées paramélriques qui y
Jigurent, ces trots sortes de quantitds élant considérées pour un instanl
comme aulant de variables indépendantes distinctes.

I. La passivité d'un systeme harmonique entrainant identité de
toutes les expressions ultimes d’une méme dérivée principale quel-
conque, il est clair: 1 que si deux équations d’un systeme passif ont
le méme premier membre, elles ont forcément aussi le méme second
membre, autrement dit, que les équations d’un pareil systéme ont
leurs premiers membres tous distinets; 2° que les diverses expres-
sions ultimes d'une méme dérivée cardinale quelconque sont identi-
quement égales entre clles.
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Les conditions posées sont donc nécessaires, et il nous reste a prouver
qu’elles sont suffisantes.

[I. Etant donné un systeme harmonique quelconque dont chaque
second membre soit une fonction connue des diverses quantités dont
il dépend, considérons en particulier 'un des seconds membres en
question, et remplacons-le par une composante indéterminée (olo-
trope a lintérieur des mémes cercles) des variables indépendantes
x, v, ... des fonctions inconnues «, ¢, ... ¢t des diverses dérivées
paramétriques figurant dans le second membre que Ion considere.
En répétant cette opération sur chaque équation du systeme donné,
nous obtiendrons un nouveau systeme que nous nommerons algorih-
mique, par opposition au systeme donné qui sera dit concret. Ces sys-
temes sont tous deux harmoniques : les dérivées principales el para-
métriques y sont respectivement les mémes de part et d’autre, et la
classe de chaque dérivée principale y est également la méme.

Il est clair que, si 'on effectue parallelement les mémes caleuls,
d’abord sur les équations da systeme algorithmique, puis sur celles
du systeme concret, le second résultat peat se déduire du premier en
substituant aux composantes indéterminées du systeme algorithmique
et a leurs dérivées particlles les composantes connues du systeme
concret et leurs dérivées semblables. (Cest de cette maniere, par
exemple, que les relations primitives ou ultimes du systeme coneret
pourraient se déduire de celles du systeme algorithmique. Pour faci-
liter le langage, nous conviendrons d’attribuer la qualification d’af-
gorihmques et celle de concrets aux vésultats de caleuls quelconques
effectués respectivement sur le systeme algorithmique et sur le sys-
teme conerct.

II. Les variables @, y, ... et les fonctions «, ¢, ... étant alfectées
chacune de p cotes, considérons une relation ayant pour premier
membre une dérivée quelconque de «, ¢, ... et pour second membre
une fonction quelconque dex, y, ..., de «, ¢, ... et de quelques-unes
des dérivées de ces fonctions : si la relation dont il s’agit satisfait i la
seconde des conditions énoncées au n® 1, nous dirons, pour abréger,
qu'elle est harmonique, comme aussi I'expression fournie par elle
pour la dérivée contenue dans son premier membre.
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Cela étant, st sur une relation harmonique on exécute des différentia-
tions quelconques, en remplagant apres quelques-unes de ces dyfferentia-
tions telles ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre par
des (earprcssions harmoniques des derivées en question., on tombe encore
sur une relation harmonigue. (Dans cette suite de calculs, on suppose,
bien entendu, que les principes généraux de la théorie des fonctions
composeées ne cessent pas d’étre applicables.)

1° Si sur une relation harmonique on exécute une différentiation
premitre, on tombe sur une relation de méme nature.

Méme raisonnement qu’a Palinéa I du n° 3.

2° Sidans le second membre d’une relation harmonique on rem-
place telle ou telle dérivée par quelqu’une de ses expressions harmo-
niques, on tombe encore sur une relation harmonique.

Ce point est évident lorsque la dérivée ¢ dont il s’agit est d’ovdre
inférieur au premier membre ¢ de la relation harmonique donnée.
Supposons alors qu’elle soit d’ordre égal, ¢t désignons par ¢” une
dérivée du méme ordre figurant dans I'expression harmonique de ¢,
puis par

Ciy  Cpy  eeey Cpy
.I '/ .l
Gy Cgy  wevy )y
M '// N
P

v s e, ~ . . v o
les cotes respectives des dérivées ¢, ¢/, ¢7. Si 'on considere les diflé-
rences

» -’ J vl u/
Cpo=Cly  Cy=Chy  wvry Cp== 0y,
N L’ N4 ! M
Cym Gy Cym=Cyy ey O e O,y
" _Il " N N '//
Cp=—Cyy Cy=—Cyy ..y Cp=—Cp,

il résulte des hypotheses que, dans chacune des deux premieres
lignes horizontales, les différences ne sont pas toutes nulles, et que
la premiere non égale 4 zéro y est positive; comme d’ailleurs le der-
nier terme de chaque colonne verticale est ¢gal 4 la somme des deux
premiers, la dernibre ligne horizontale jouit évidemment de la méme
propriété que les deux premieres.

3¢ Le rapprochement de 1° et 2° prouve, dans toute sa généralité,
le point ¢noncé au début de Ualinéa 111, et cela alors méme que, dans
les digerses relations harmoniques qui concourent a engendrer la relation
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finale, les composantes des scconds membres seraient plus ou motns indc-
termainées.

IV. Considérons actuellement, dans un systeme harmonique quel-
conque, une relation obtenue en différentiant un nombre quelconque
de fois l'unc des équations qui le composent, et remplacant apres
quelques-unes de ces différentiations, en tous cas aprés la derniére,
les diverses dérivées principales contenues dans le second membre
par telles ou telles de leurs expressions ultimes. Dans le premier
membre de la relation résultante figure évidemment une dérivée
principale, qui se trouve alors exprimée immédiatement au moyen
des variables indépendantes, des fonctions inconnues et de quel-
ques-unes de leurs dérivées paramétriques. Pour abréger, nous
nommerons tnmédiates les relations, algorithmiques ou concretes,
auxquelles peut conduire I'application du mécanisme précédent (en
y comprenant celles du systéme lui-méme, algovithmique ou coneret),
et nous aflecterons de la méme qualification les expressions qu’elles
fournissent pour les diverses dérivées principales des fonctions incon-
nues. I est clair que les relations ultimes (4), en particulicr, se
trouvent au nombre des relations immédiates.

Notons ici, nous réservant d’utiliser cette remarque au moment
voulu (VII), que chacune des dérivées principales de premitre classe
figure comme premier membre dans quelque équation du systeme,
et que I'ensemble des relations immédiates exprimant les dérivies
dont il s’agit s’obtient en extrayant du systeme les diverses équations
dont elles constituent les premiers membres.

Ces définitions posées, on conclut facilement de Ialinéa 11 que
les relations ullimes sont toules harmoniques; puis, que st lon forme,
a Uaide du mécanisme décrit ci-dessus, une relation immédiate quel-
conque, les relations successivement rencontrées dans le cours d’un sem-
blable calcul jouissent de la méme propriété ; que, par suite, toute déripée
principale figurant dans le second membre d’une des relations interme-
diaires est de classe nécessairement inférieure aw premier membre corres-
pondant.

Ces conclusions sont d’ailleurs indifféremment applicables au systéme
algorithmique et au systéme concret (11).
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V. 8, dans un systéme harmonique quelconque, 'égalité identique a
licw entre les diverses expressions immddiates (concreétes) de chaque deé-
rivée principale des classes 1, 2, ..., [, toutes les expressions immédiates
(concretes) d’une dérivée déterminée de classe j+ 1 oblenues en effec-
Luant sur une méme équation du systéme proposé opération ci-dessus
indiquée (1V') sont identiquement égales entre elles, de quelque manicére
que celte opération soit conduile.

¢ En premier licu, si Pon nopere de substitutions qu’apres la
dernivre différentiation, les expressions immédiates (concrttes) aux-
quelles on est conduit pour fa dérivée en question sont identiquement
egales; car la relation primitive résultant des seules différentiations
est indépendante de Pordre dans lequel on les exéceute, ot pour cha-
cune des dérivées principales, de classes néeessairement inféricares
a J 1, qui y figurent, les diverses expressions immédiates (con-
crétes), & plus forte raison les diverses expressions ultimes (concretes),
sont par hypothese identiques.

2¢ Si'on ne change pas Pordre relatif des différentiations, le ré-
sultat de Popération ci-dessus indiquée (1V) est indépendant de toutes
les autres conditions dans lesquelles on effectue.

Supposons, en ellet, que les différentiations soient exécutées dans
un ordre déterminé, certaines d'entre elles ¢tant suivies de substitu-
tions déterminées, el soit @ celle des variables indépendantes par
apport & laquelle la dernivre doit avoir lieu. La relation conerete sur
laquelle on doit exéeuter cette dernitre différentiation peut, comme
nous I'avons fait remarquer (1), se déduire d’une certaine relation
algorithmique par la simple substitution des composantes connues
du systeme concret et de leurs dérivées partielles aux composantes
indéterminées du systeme algovithmique et & leurs dérivées sem-
blables. Soient des lors

(&) S (@ Yy oy Uy Oy iy Ty ey Ty ),

(M O f( By Yy ooy Uy ¥y ey @y eey Ty e)

les relations, algorithmique et concréte, dont il s’agit; dans ces rela-

Ann. de I'Fe. Normale, 3° Série. Tome X. — Mans 1893. 11
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tions,nousavons désigné par ¢ une certaine dérivée principale, de classe
au plus égale a j, par o, ..., 7, ... les diverses dérivées, respective-
ment principales et paramétriques, qui figurent dans le second membre
(algorithmique) de (4), et dont les premitres sont de classes au plus

. N - ' .., do foe
égalesh j —1(1V). Les dérivées =7, --- et celles dentre les dérivees

dr . . v o 1+ car olles fi
70 o quisont principales, sont au plus de la classe 75 car elles figu-

rent dans le second membre de la relation algorithmique que Ton
déduit de (4) d Paide d’une différentiation relative & 2, et, par suite,
sont de classes inféricures au premier membre Z:j’ qui est de classe
J =+ 1 (IV). Chacune de ces dérivées, comme aussi chacune des déri-
vées principales o, ..., a donc, dans le systeme concre(, une expres-
sion immédiate unique, qui se trouve étre, & plus forte raison, son
expression ultime unique. De la résulte en particulier que, si Pon

désigne par

Q

<
~
~
~

AN o \ . .
el par (((/‘;)), -+ les résultats que donne Ta regle des fonctions com-

N

posées quand on effectue sur X, ... une différentiation relative i a,
les diverses expressions immédiates X, ... peuvent s’obtenir en ¢li-
minant respectivement des diverses expressions ((:;‘:‘)), oo les déri-
vées principales, de classes néeessaivement inférieures i 7, qui peuvent
y figurer.

Cela posé, au lieu de différentier par vapport & a la relation (con-
erete) (5), ce qui donne

ds _df | df du _df dv df do df dz
de de “dudz T dodr T Vdg e T Vdr de T
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puis de remplacer, d’une part les dérivées principales

do
7, Ly
’ dr’
par leurs expressions immédiates
v N
o X

d’autre part celles d'entre les dérivees

du ey oz

LS, e, L
d.r odr d.r

qui sont principales par les expressions immédiates correspondantes,
il revient évidemment au méme de différentier par rapport & 2 la rela-
tion

L A T N T . N A R

ce qui donne

D AL e AT (4 a de
dr = de Vg dr U acae ot (z:\:( dar))t Y ar

puis de remplacer par lears expressions immédiates les dérivées prin-
cipales qui peuvent alors figurer dans le second membre.

En résumé done, au lien d’effectuer sur une équation quelconque
(a) du systeme concret une suite de différentiations et substitutions
propre & engendrer quelque relation immédiate, on peut, sans rien
changer au résultat final, procéder de la maniere suivante : en dési-
gnant par £ le nombre des différentiations successives, et pard la dé-
rivee principale que Pexécution sur (a) des £ — 1 premitres amene-
rait dans le¢ premier membre, on prendra la relation immédiate
(unique) dont le premier membre est ¢, on elfectuera sur elle Ia
kieme différentiation, et 'on remplacera finalement par son expression
immédiate (unique) chacune des dérivées principales que cette £
différentiation aura pu introduive dans le second membre. 11 est
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visible deés lors que, dans la premicre suite d’opérations, T'ordre re-
latif des différentiations peut seul influer sur le vésultat final.

3¢ Considérons deux quelconques des expressions immédiates (con-
cretes) dont le présent alinéa (V) a pour but de démontrer I identite,
et qui se déduisent, comme nous 'avons expliqué (1V), par différen-
tiations et substitutions, d’une méme équation du systeme coneret.
Si, sans changer de part ni d’autre ovdre relatif des dillérentiations,
on n'opére de substitutions qu’apres la dernitre d’entre elles, on tombe
sur deux expressions immédiates respectivement identiques aux deax
précédentes (2°), et Pon sait d’ailleurs (1°) qu’en procédant ainsi fe
résultat est indépendant de ordre des différentiations.

VI. S, dans un systéme harmonique ot les premiers membres sont lous
dustinets, Udgalité identique a licu, d’une part entre les diverses expres-
stons immédiates (concrétes) de chaque déricée principale des classes v,
2, 0.0/, d'aure part entre les diverses expressions ultimes (conercéles) de
chaque derivée cardinale (11) de la classe j+ 1, les dewx expressions
immédiates (concrétes) d'une méme dérivée principale de classe |-+ v,
déduttes de dewx équations différentes du systéme proposé par I opération
indiquée plus haw (1V), sont nécessairement identiques.

Supposons, pour fixer les idées, que ce soilla fonetion « dont cer-
taines dérivées figurent dans les premiers membres des deux équa-
tions considérées. Pour passer de la fonetion « i une on i Pautre de
ces deux dérivies, il faut exéeuter sur elle certaines différentiations,
dont quelques-unes peuvent étre les mémes de part et d’autre. Nous
désignerons par le symbole D. 'ensemble de ces différentiations
communes, ¢t par les symholes D'., D”. I'ensemble des différentiations
restantes pour la premiere et la seconde dévivée respeetivement. Les
deux équations peuvent done §”éerire

(6) D.D e L,
(7) DD = .. ..

Cela posé, la dérivée de classe j+ 1 dont parle I'énoncé coincide
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soit avec D.D".D".u, soit avee quelque dérivée de D.D'.D".« (11).
Dans le premier cas, en vertu de I'alinéa précédent (V), les opéra-
tions & effectuer soit sur I'¢quation (6), soit sur 'équation (7), pour
en déduire une expression immédiate de D.D’.D”. «, pourront I'étre
comme il suit: on exécutera d’abord la différentiation D”. 'il s’agit
de I'équation (G), la différentiation D). s'il s’agit de I'équation (), et
I'on remplacera ensuite dans les seconds membres des formules ré-
sultantes les dérivées principales des classes 1, 2, ..., j par leurs
sxpressions ultimes. Or ce mécanisme engendre précisément deux
expressions ultimes (concretes) de la dérivée cardinale D.D". D" «,
¢’est-i-dire deux expressions qui, par hypotheése, sont identiquement
¢gales 'ane a Vautre.

Sila dérivée de classe j + 1 dont parle 'énoncé coincide avee quel-
que dérivée de D.D.D".«, les opérations a effectuer soit sur I'équa-
tion (6), soit sur 'équation (7) pour en déduire une expression im-
médiate de la dérivée en question pourront 'étre comme il suit :
1 on effectuera d’abord la différentiation D.” "Il s’agit de la pre-
miere, la différentiation D 8’1l s’agit de la seconde, et Pon rempla-
cera les dérivées principales figurant dans les seconds membres par
leurs expressions ultimes; 2 on exéeutera ensuite les différentiations
restantes, qui sont les mémes de part et d'autre, et Pon éliminera
finalement des seconds membres Tes dérivées principales. Or, comme
nous venons de le voir, les résultats sont identiques apres la pre-
miere partie de Popération, par suite ausst apres la seconde.

VII. Dans un systeme harmonique ot les premiers membres

sont tous distinets, Uégalité identique entre les diverses expressions
immédiates (conerttes) d'une méme dérivée principale de premiere
classe a licu d’elle-méme, puisque les relations immeédiates de pre-
mitre classe font directement partie du systeme (IV). On en conclura,
par Papplication répétée des propositions ci-dessus (V) (VI), que
cette égalité identique a encore lieu pour la deuxieme classe, puis
pour la troisitme, et ainsi de suite indéfiniment. /0 'y a done, pour
unc méme dérivde principale quelconque, qilune seule expression imme-
diateconcrete, et aplus forte raison qu'une seule expression ultime concrete.
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13. Sil'on partage en groupes les équations du systeme harmo-
nique donné suivant celles d’entre les fonctions inconnues w, ¢, ...
dont quelque dérivée figure dans leurs premicers membres, & un groupe
formé d’une seule équation ne correspondra aucune condition de pas-
sivité. En particulier, si chaque groupe ne contient qu'une seule équa-
tion, le systeme sera nécessairement passif.

Dans un systeme harmonique et passif, on peut toujours supposer
qu’un premier membre, quel qu’il soit, n’est la dérivée d'aucun autre :
car, si deux équations du systeme avaient respectivement pour pre-
miers membres D,.«, Dy.D,.u par exemple, Pidentité des diverses
expressions ultimes de toute dérivée principale permettrait évidem-
ment de supprimer la seconde.

(A suivre.)



