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SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
ORDINAIRES,

PAR M. J U L E S CELS,
ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, AGRÉGÉ DES SCIENCES MATHÉMATIQUES.

I N T R O D U C T I O N .

1. On sait que Lagrange, en cherchant un facteur intégrant d'une
équation différentielle linéaire ordinaire, trouva une équation connue
aujourd'hui sous le nom « d'adjointe de Lagrange », dont l'intégration
est in t imement liée à celle de la proposée. Il mit aussi en évidence la
réciprocité des deux équations en énonçant cette propriété fondamen-
tale : Si l'on prend l'adjointe d'une certaine équation et si l'on prend
l'adjointe de cette nouvelle équation, on retrowe l'ancienne^

Plus tard, Jacobi étudia de plus près la correspondance entre les
solutions d 'une équation et celles de son adjointe de Lagrange; il ar-
riva au résultat suivant : Soit une équation (E) d'ordre n admettant
les n solutions y ^ y ^ •-. Yn. formant un système fondamental. Soit le
déterminant

7i YÏ '- y^
y\ y. ... y.A==

^-1) n/î^-D y(^-î)
} ï j2 • • . J n

les solutions de l 'adjointe de Lagrange de l'équation (E) sont les divers
quotients des mineurs correspondants aux éléments de la dernière
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ligne du dé terminant A par ce déterminant. La réciprocité se trouvait
précisée de la façon suivante : Si l'on désigne les n expressions dont il
v ien t d'être parlé par^, u^, ..., u^ et si l'on considère le déterminant

U\ Uv . . . Un

A,=
, . in - l ) ,.(n - l j , , ( / / - i )' l "2 • • • "//

les valeurs^, ja, • . . , .y/ / sont au signe près les divers q u o t i e n t s des
mineurs correspondants aux éléments de la dernière ligne du détermi-
nan t A^ par ce déterminant .

2. En l isant a t t en t ivement la démonstration de Jacobi, je me suis de-
mandé pourquoi l'on prenai t la dernière ligne du, dé terminant A plutôt
q u ' u n e autre, la démonstrat ion paraissant être visiblement la même
pour les autres lignes. C^est cette remarque qui m'a conduit à toutes
mes recherches.

Considérons donc les quotients des mineurs correspondants aux
éléments de la À10"'10 l igne du déterminant A par ce déterminant.
Ces expressions en nombre n sont évidemment solutions d'une équa-
tion d i f f é r e n t i e l l e l inéa i re d'ordre n, dont les coefficients sont des
fonct ions des coefficients de l 'équat ion (E) et des dérivées de ces coef-
ficients. Soit (Ei) cette équat ion . Cette équation différentielle aura de
l'intérêt si elle est réciproque avec l 'équation (E). J'ai, repris la démon-
stration de Jacobi en y changeant peu de chose, et j'ai, vu qu'il en. était
a i n s i .

I l existe donc pour une équation d'ordre n^ outre l 'équation ad jo in te
de Lagrange, n — x autres équations adjointes. Toutes ces équat ions
adjointes correspondent en quelque sorte aux n lignes du déterminant
fondamental relatif à l 'équation (E).

Ce résultat acquis, il restait à former ces équations : la chose n'était
pas très difficile; soit en effet u n e équation d'ordre n — i , (A), admet-
tant n — ï solutions communes avec l'équation (E), d'après la compo-
sition des coefficients d 'une équation en fonction des solutions, on voit
que les coefficients de l 'équation (A) seront les solutions des adjointes
correspondant aux différentes lignes du déterminant fondamental de
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l'équation (E). Il suffira donc d'écrire que cette équation a Çn — r) solu-
tions communes avec l'équation (E) pour avoir n relations desquelles
il suffira d'éliminer n — i des quantités pour avoir l'équation que Ion
veut obtenir. Dans la démonstration que j'ai donnée dans la première
partie, j'ai un peu modifié cette méthode, mais le fond reste le même.

Ces équations obtenues, il fallait préciser exactement leur rôle dans
l'intégration de l'équation (E). Or leur définition même montre que,
si l'on connaît l'intégrale générale (IP. l 'une d'elles, on connaîtra l'inté-
grale générale de la proposée; enfin on montre bien facilement que,
quand on connaît plusieurs solutions particulières de l'une d'elles, il
est facile d'avoir les solutions particulières correspondantes de l'ad-
jointe de Lagrange, et, par suite, de simplifier, comme l'on sait, l ' inté-
gration de la proposée.

3. Quelque temps après avoir obtenu ces résultats, j 'étudiais dans le
Livre de M. Darboux ( ^ ) l'exposition de la méthode que Laplace a ima-
ginée pour les équations linéaires aux dérivées partielles du deuxième
ordre. On sait qu'à une équation de cette nature on peut faire corres-
pondre une suite doublement infinie d'équations de même forme, cette
correspondance étant telle que, si l'on connaî t une solution particu-
lière d 'une des équat ions , on peut trouver la solution correspondante
d'une autre équat ion de la suite par des opérations qui, le plus sou-
vent, sont des d i f fe ren t ia t ions . L'intérêt de cette méthode se détache
avec une très grande netteté. On établit, par exemple, qu'une équation
de la forme étudiée s'intègre quand une certaine fonction h des coeffi-
cients est nulle; alors, par la correspondance, on étend ce résultat,
puisque la quant i té Avar ie quand on passe d'une équation à une autre .
C'est là, j e crois, le fond de la méthode : Tous les caractères qui permet-
tent d'intégrer l'équation (E) deviennent, par la considération de la
.suite doublement infinie correspondante, des caractères d'une application
beaucoup plus générale.

J'ai eu l'idée d'imaginer une méthode analogue pour les équations
différentielles l inéaires ordinaires.

Soit (E) une équation, prenons son adjointe de Lagrange (E^) , pour
cette équation (E^) prenons son adjointe de la première ligne (E^);

(r) Leçons mr Ut Tfiéoric générale, des mrfcicefiy L II.
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pour celle-ci, l 'adjointe de Lagrange, etc.; enfin formons une autre suite
en prenant d'abord pour l'équation (E) l 'adjointe de la première
ligne, puis, pour cette nouvelle équat ion, l ' ad jo in te de Lagrange, etc.

Cette suite doublement inf inie est telle que, si l'on a l'intégrale
générale d 'une équation de la suite, on a, sans nouvelle intégration,
l'intégrale générale de l 'équation (E). Enfin, si l'on a une solution par-
t iculière d'une équation paire, par exemple, on a, sans nowelle inté-
gration, les solutions correspondantes de toutes les équations paires.

Ces propriétés tiennent évidemment à la réciprocité qui existe entre
une équation et l'une de ses adjointes; il aurai t été impossible de for-
mer de pareilles suites sans la notion des adjointes.

I l ne s'agissait plus main tenant que de trouver des caractères qui
permissent d'intégrer l 'équation (E), on augmenterait leur généralité
par la considération de la suite d'équations. J'ai songé d'abord aux ca-
ractères que M. Halphen a si bien précisés dans son Mémoire ( 4 ) . Mais
pour étendre1 ces caractères, il aurait fallu aborder le problème géné-
ral du changement des invar iants quand on passe d'une équation à
l ' une de ses adjointes, en même temps qu'il aurait fallu indiquer les
changements apportés dans les racines des équations déterminantes
relatives aux différents points critiques. La question, vue ainsi, m'a
paru trop vaste et trop difficile pour être abordée dès le début. La dif-
f icul té aurait été d 'autant p lus grande pour moi, que rien ne m'aurait
guidé dans cette recherche. J'ai préféré appliquer d'abord ma méthode
à des classes particulières d'équations afin d'apercevoir sur ces
exemples simples le mécanisme des différentes déductions. Après cela,
j 'emploierai tous mes efforts pour la solution de la question au point
de vue le plus général,

4. J'ai pris d'abord les équations qui généralisent l'équation de
Gauss sur la série hypergéornétrique. Dans ce cas, toutes les équations
de la suite ont la même forme. Le caractère que je transforme est tout
à fait élémentaire, c'est le suivant ; on connaît une solution de l'équa-
tion lorsque le terme en z manque; cette solution est, en effet, une
constante. Je cherche donc la transformation apportée dans le coeffi-
cient du terme en s par l'emploi de la suite.

( l ) Mémoires de l'Institut. Scwcint,f étrangers, t. XXVHL
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L'expression de ce coefficient dans l 'équation E^ est une équation
algébrique enp; je suis alors conduit à deux résultats qui sont princi-
paux pour cette é tude, à savoir : qu'aux plus petites racines entières
négatives et positives (en valeur absolue) correspondent des poly-
nômes comme solutions de la proposée ou de l'adjointe de Lagrange
de la proposée.

En cherchant à vérifier directement ces résultats, j'ai trouvé cette
propriété simple : Lorsque toutes les racines de l 'équation détermi-
nante du point oo sont entières et négatives, il faut et i l suffit que les
logarithmes disparaissent dans les développements des intégrales au-
leur du point critique oo pour que l'intégrale générale soit un poly-
nôme.

J'ai encore étendu ce résultat par ma méthode, en cherchant les
équat ions qui ont, dans leur suite correspondante, une équation dont
l ' intégrale générale est un polynôme. Je suis arrivé ainsi au résultat
le plus important de cette étude, à savoir : que l'équation s'intègre sous
forme finie ou par des quadratures lorsque les racines de l 'équation
déterminante du point ce sont entières et que des conditions algébri-
ques nettement indiquées sont remplies . Un des corollaires de cette
proposition est intéressant, c'est le su ivan t : Lorsque toutes les racines
de l 'équation déterminante du point co sont entières et positives, pour
que l'intégrale générale soit une fraction ra t ionnel le , il faut et il suffit
que les logarithmes disparaissent dans les développements des inté-
grales au tour du point cr i t ique co. Enfin l 'application de ces résultats
à une équation déjà considérée par M. Goursat conduit à une proposi-
tion très simple qui décide des cas où l'intégration se fait par ma mé-
thode.

Cette étude est terminée par l 'application spéciale de la méthode à
l'équation du deuxième ordre. Je suis conduit à une formule conte-
nant des dérivées à indice quelconque qui exprime l'intégrale générale
de cette équation.

5. J'ai ensuite appliqué la méthode à l'équation

/•/ri rf //tt—1 /T ri ir

( a ) xfl-l '— -4- A .y"-2 -——r -+-... + L — 4- x^ z -^ o,
' / clx^ dx""-^ dx

Ann. du. i'fïc. Normale. 3e Série. Tome VIII. ~ NOVEMIÎKE 189 (. 44
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qui généralise clans les ordres supér ieurs l 'équation de'Bessel

d^z , dz^ ,.i.,. ̂  .„;... ̂  ̂  0,
dx2 dx

L'équation (a) s'intègre quand elle a l 'une des deux formes
/ l u , -

/ / ) \ ,y.».-"lt ^ 1 ,y./î-l r. ....—n[ 0 ) X ^^ 4- J. ^ -.-,.-.0,

///;. I- /7rt -1 ^
( / 4 r./t~l tî—^ 1 À ,.r./i-2 . "•' i, yfl.-l ^ —— o
( c ) cl.^ 1 1 A ^z^1 1"" t "" î

et ce sont ces deux résul ta ts que j'ai. élendus par ma méthode.
Une équat ion a la forme (6) lorsque les racines de l 'équation déter-

m i n a n t e d u [ ) o i n t o s o n t

o, r, 2, ..., ( n — ' î ' ) ;

l'extension est celle-ci :
Dans la suite, correspondant à l 'équation (a), il y a une équation de

la forme Çô) lorsque les racines de l 'équation déterminante du po in t o
pour l 'équation (a) sont

o, î 4- /m, ^ ••\-pri, .. ., {n — ï) 411" pn,

p étant un ent ier positif ou négatif.
J'arrive de même à montrer que, dans la suite correspondant à l'é-

quation (a), il y a une équat ion de la forme (c) lorsque les racines de
l 'équation déterminante du point o, pour l 'équation (a), sont

i "I • pn, a 4-- pfi, . . ., (n — 2) •4- p/i, {n — i.) ~S- r/n
OU

( n _... i ) «.j. ptz, ( il — 2 ) •-{-- pn, . . *, 2 -h pn, î 4-- f/n,

p et ({ étant deux entiers posi t i fs ou négatifs.
L'intégration se fai t donc facilement dans ces deux cas, et ces résul-

tats donnent l'intégration pour les équations du1 deuxième et du troi-
sième ordre dans tous les cas où l ' intégrale générale est uniforme
autour du point critique o; i l n'en est pas de même pour les équations
d'ordre supérieur, parce que, dans une équation d'ordre n, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que l 'intégrale générale soit uni-
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forme autour du point critique o sont, ainsi que je l'établis, que les
racines de Inéquat ion déterminante du point o soient respectivement
T., 2, . . . , (n -- i), à un multiple de n près, qui n'est pas le même pour
toutes les intégrales.

6. J'aborde ensuite le cas où la suite d'équations correspondant à
Féquation (E) est telle qu'on y trouve une équation qui lui est identique.
Le cas le plus intéressant est celui où la suite est véritablement pério-
dique, c'est-à-dire où (E) = (I^); dans ce cas, j ' intègre et je montre
que ces équations appartiennent à la classe de celles que l'on peut
ramener aux équat ions linéaires à coefficients constants, par un chan-
gement de fonction suivi d'un changement de variable.

7. J ' indique ensuite qu'il existe autant de méthodes de correspon-
dance doublement inf inie qu'il y a de combinaisons de lignes deux à
deux dans le déterminant fondamental.

Il existe enfin des correspondances qui sont plus que doublement
infinies; on, les obtient en considérant, par exemple, trois lignes du
déterminant fondamental. On a alors une correspondance sextuplement
inf inie , et, je le répète, l ' intérêt de ces correspondances consiste en ce
qu'elles permettent de généraliser de plus en plus les caractères d'in-
tégration d'une équation.

Tous les résultats exposés dans ce travail m'appartiennent : ils ont
été communiqués à l'Académie des Sciences dans les séances du
15 juil let et 8 décembre 1890, 4 mai i 891 ; personne, avant moi, n'avait
parlé d^quations adjointes autres que celle de Lagrange, et j 'ai le
premier indiqué l'existence de ces équations, leur formation et leur
rôle dans ma Note du x 5 juillet. Je dois cependant dire que, six mois
après la publication de ma Note, le 16 décembre 1890, M. Irnchenetsky
a envoyé à l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg un Mémoire
contenant des démonstrations détaillées sur la formation de ces ad-
jointes et leur rôle dans l'intégration.

Qu'il me soit permis, en terminant, de remercier M. Darboux du
bienveillant accueil qu'il a fait à mes recherches et des encourage-
ments qu'il n'a cessé de me prodiguer pendant la durée de ce travail.
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J'ai divisé l'exposition en trois Parties :
Dans la première Partie, j'expose la propriété de réciprocité des ad-

jointes, le moyen de les former et leur rôle dans l'intégration de la
proposée. A la suite, je place une théorie de l 'é l iminat ion relative aux
équations différentielles linéaires ordinaires, parce qu'on la dédu i t
fac i lement de la considération d'âne équation l inéaire aux dérivées
partielles que j 'ai rencontrée dans mes recherches.

Dans la deuxième Partie, j'expose, dans un premier Chapitre^ la mé-
thode de correspondance dou bl emont i n f i n i e ; dans un deuxième Cha-
pitre, l 'application aux équa t ions qui généralisent l 'équation de Gauss
sur la série hypergéométrique; dans un troisième Chapitre, l'applica-
tion aux équations qui généralisent l 'équat ion de Bessel.

Enfin, dans la troisième Partie, j ' é tudie les cas de périodicité de la
suite; je forme ensuite explici tement l 'adjointe de l 'avant-dernière
ligne et j ' indique l'existence d'autres méthodes de correspondance
analogues à celles de la deuxième Partie.

PREMIÈRE PARTIE.

1. Lagrange a trouvé l ' équa t ion connue sous le nom ^adjointe de
Lagrange en se proposant la quest ion suivante :

Klant donnée l 'équation différentielle linéaire du /^"le ordre
///?' /- //^-î ^ ///;.-2 /- /./„/ * ci ^ (f, M a z ciz

(I) ao ̂  + al d^ -r ̂  da^ -r • • • "h arî-1 d^ + anz ̂  0?

où ^0, a^ . . . , ci^ dés ignent des fonctions de x, trouver une fonc t ion y
de où telle que, en m u l t i p l i a n t le premier membre de l 'équat ion précé-
dente par y, le résultat soit la dérivée exacte d 'une fonction l inéaire
de z et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n — \. Une suite d ' intégrations
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par parties conduit à la formule

r\ d " ' s d'1-^ ~\ ,
J h d^ + al d^ -!- - • • + "^J ydx

~-f [ " " y - ̂  («»- )J) + • • + (- i)" ̂  («or)] s dx

^^y) 4- ^[a,,..,y)-. . .+ (-i)-i^+ s a^y - .{a,^y} 4- -,- {a,.,,y)-. ..+ (- i)'1-1 ̂ -^ (ûoy)

(a) ( + ̂  [̂ -..r - ̂ . (a/.-.j) +......,..........+(- ')"-2^ (".J)]
ds r d , . , , , d'1-9-

^Â:-I ^ r ^ ^/Î-A- 'i
+ ̂  |^-.y - ̂  (^^ .y) +. • . + (-1)^ ̂ r^ (^r)J

+^(^0.7).

De sorte que l 'équat ion qui détermine y est

d d^
(3) a^y - ̂  (^//»i.y) -h... 4- (- ̂ -^n (^oY) = o.

Lagrange établ i t ensuite la propriété fondamentale de l'équation
adjo in te d'une équation donnée :

Si l'on forme l'équation adjoinle de la nouvelle équation, on retrouve

l'ancienne..

Enfin il montre comment l ' in tégrat ion complète ou partielle de l'ad-
jointe permet de simplifier l ' intégrat ion de la proposée. Pour toutes
ces considérations, ainsi que pour l'exposé des divers points de vue
auxquels se sont placés les géomètres qui ont étudié cette question,
nous renvoyons le lecteur au bel Ouvrage de M. Darboux (Leçons sur
Ici théorie générale des su/faces, t. Il, p. 99 et suivantes).

2. Reprenons l 'équation (i) en y faisant a^ == i

d^z cl'^z
(4) ^^^^^+....-.a^=0.

Soient ^, ^» • • • » ^ n solutions particulières formant un système
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fondamental ; soit de plus le déterminant

A :
-(/(•-l) ^ f Â - l J
•'1 ^2

-(/f-1)

^(^-1) /.(^-l)
^1 ^2

où les indices supérieurs désignent des indices de dérivat ion.
Jaoobi a montré que les expressions

1 «^ r ^A
À ^/irl}î ' " " 5 J^-: A ^^7ï=u

sont solut ions de l 'adjointe de Lagrange de l ' équa t i on (4).
Soit

±1 ( A dltwly , , /, ^r , ,dx'1 1 ) [ "^^ + • " •+" ()n-ï ̂  ̂  bny r::: °

cette a d j o i n t e ; il a montré de plus que l'on avai t

•f ,̂^. ,,„„.-..,. ̂  .̂.̂ .̂  ..., ï <Mi
Ai' ^y^l1'^ 5

A^ désignant le dé terminant

A,=-

Ji
y\

y^
y^

y-i
y ' .

T/(À'-1)
. , /2

y(/<-l)

.y»
• • • y'n

^{k • ï )
" ' • ./^

yin-l)
J fï'

Cette proposition renferme celle de Lagrange concernant la récipro-
cité qui existe entre une équation et son adjointe, et elle montre, en
outre, la liaison intime des solutions des deux équations. Elle permet
enfin de déduire sans aucune quadrature l'intégrale générale d 'une
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équation de l 'intégrale générale de son adjointe. C'est la lecture de
cette démonstration de Jacobi qui a déterminé toutes nos recherches.

3. Imaginons, en effet, l'équation différentielle linéaire ordinaire ad-
mettant les solutions

T rfA i dA „- I-JA_.
"•'-A^' "^A^"' "" ""A^-11 '

nous allons montrer que cette nouvelle équation est liée à l'équation
donnée de la même façon qu'une équation à son adjointe de Lagrange.

Des propriétés élémentaires relatives au déterminant A donnent

,̂ =o, ̂  =o, ... ;s^-2'-, l;"^-"-- S»-^0' • • • ' 2l"-"-"-0-
Différentiant successivement i, 2, ..., (n - i)tois, nous obtenons

.̂ -=o, ̂  -o, ..., î r1-. 1^^" 0' • • - 2^—'
^ .0,^ .0, . . . . . . . . . . . . . . . . , I^-=0,. . . .^—————°,

. . . . . . . ' • • • ? . . . , . . • • • • • • î

;..-,-, 2-."-".- • • . • • • • • • • • • 1 • • • 2;"'.'-1--"'-
-̂.-.-., i."-;-. -. • • • • • • • • • • • • S"'-"'.--0'

«., V,,(&)^(re-A-l)~-o,^ ,̂ =o, ^̂ '. -o, ..., . . . . . . . . . . • • • . À"'-'1 - '
............. . . . . . . . . • • • • • ' • • • ' • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • '

^«','- '̂,=0, ^B1,"- ;̂- ,̂

La première colonne du Tableau précédent montre que l'on a

U ï ^A.2
ï ^2 . ..„,. ., 1 -.?-, • • •, ^-= - A ^A-î^5

^'A;<-5 "•" ^^r' A2^
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A^ étant le déterminant

^1
u[

^•-1)

^-1)

^2

U,

u^

^•-1)

«„

• - • «„

. . . M^-'

... M^-1'

A,=

La propriété de liaison et de réciprocité est donc démontrée.
L'équation qui a pour solutions les expressions u^ u^ . . . , ^ sera

appelée l 'équat ion correspondant à la ^wî l igne du dé terminant fon-
damenta l de l 'équation donnée ou \ adjointe de la lî}^ ligne.

Relativement à ces équat ions, nous venons d'établir cette propriété
fondamentale :

1. Etant, donnée une é(f nation différentielle linéaire ordinaire, il y a
autant d'adjointes que d'unités dans l'ordre de celle équation.

Si l'on prend l 'adjointe de la ^m(î ligne d'une certaine équat ion et
que l'on prenne ensui te l 'adjointe de la /•îèmc l igne de la nouvel le équa-
tion, on retrouve l ' anc ienne .

Remarque. — Sous le nom à'adjointe de Lagrange de l 'équat ion ( i) ,
on désigne l 'équation (3); dans tout ce qui "suit,"" nous conserverons
cette dénomina t ion , mais en remarquant toutefois que les solutions de
cette adjointe de Lagrange ne sont solut ions de l ' ad jo in te de la der-
nière l igne qu'à un facteur près.

4. Proposons-nous de former l ' ad jo in te de la yî^ l igne pour l'équa-
t ion

(Q cl^z d^z dz
a, ̂  4" a, ̂ ^ .4-. .. -h a/^ ̂  411- a^ = o.

Soient^, z^ ..., ̂  n solutions formant un système fondamenta l ,
et soit le déterminant

A "::
•rf^-l) ^ l / i ' - î ) ^•-1)

3(^1) ^-l) rt/^-l)
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Reportons-nous à la formule (2); elle montre que, si y, est solution
de l 'adjointe de Lagrange

a,.y — ̂  ( an.-ï y) +...+(-1)» ̂  (floj) = o,

l'éc

(6)

ua

0=

tion

"[
4-

4-

4-

4-

4-

Ctri-

dz
dx

dk -1

dx^ \^-V1 dx

d/1"
dz^

i.

[
i
.-1 ^'O,/ 1

d
7i-^

a/^aj-i-

-s r

z

(a,ta7i)

^ /
-d^

• d

-L.

-3,

(a,

d1

da^

/i)

Î-À—

(<^/z-

iVi)

" 1 - . . . . . . . . . . .

-3jl)+---i

i

........ .4

^(~

^-(-

i /

-l^l^(ffo•>'l)]
/7rt-2 "1

-')"-'^(^^)Ct.<X' j

^n-Jc "]
T'\7i — /; ( rf '\f \ \
I) ^'»-A•^<'-yl^|

admet (n — ï) solutions communes avec l'équation (i). En effet, pour
toutes les solutions de l'équation (6), le deuxième membre de l 'iden-
tité (2) où y = y ^ est nul. Le premier membre doit donc s 'annuler
aussi. Appelions^, .. .,^ ces(/z -- ï) solutions communes. L'équation

©:

^2

^

^(/c-1)
^2

^(^-1)Aa .f

^3

w1

-^8

^^1)

^(/î-1)

^3

rr• • • '^ n.

... ^

/,(A-1)
... -4,^

^(^~1)
. . . ^> ̂

z
r
^a-i)

^-i)

qui a comme solutions z.,, ..., s^ est la même que l'équation (6), à un
facteur près. En développant cette équation © == o, on la met sous la
forme

J©^ ^ d^z ^ à B _ ^ ^=oj/,«
"/^.Ti?"-^rrî ̂ rij -L ^^ri ̂ ^2) ^ - < t • - ̂(7)

En remarquant que'

c}© <M_ i(-)A r}ê
^rf) = ̂ ^-TT^ ^(^2) ~ à^r'19

/tnn. de i'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — NOVEMBRE 1 8 9 1 . 45
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l'équation (7) peut s'écrire

(^ r̂!̂  {m , ^rl̂  r)A^ , ^"'̂  à^ <)Aw / ûf̂  1 à^-11 ' A^~2 0^-2) ~l1-- • • +- ̂ ^i J^ï} +• • • -i1- z-^ •=.. o.

L'identification des équations (6) et (7) nous donne l'égalité

àf^_ rM
^^_^___ _ __ ^ ^^

^o ri d , " ~ ~ " " " 1 " ~ ' ~ - - — . - — ^ . ^ . . ^ . . , . , . , , ,
a,^y,-^(^^^)+...^(^x)--^^(ao7,)

mais (r)
_àA

^A i ^(i'-i»
aoj,-^^^ ou -^..-,-^A;

donc
r)A

A^-—
a^y^ ^(^^.yO+.-t^-x)^^^^^)

/ o , I <îA ^ , ,///-. "A
(8) ^ ̂ ^ =a^^~^ (a,^,j,) +...+(- x)-~^,,(aoji).

Cette formule (8) montre comment on obtient les quantités u en
fonctions des quantités correspondantes y.

On obtiendra donc l'adjointe de la /^;me ligne en éliminant y entre
les équations

a:=^^y-^(^.,_^)+...^(^,)..^^^

^y-^ (a^y) + ̂ (^..,j) +...+ (- ,r^ (a , y ) ,

ou entre les deux équations

) " ~~- ̂ y - 1 ̂ -'^ -i- • • • + (- ')'t-/•• ̂  (^.y),
" 1 d^u d"-1 ^-î

( û^ - ̂ ^-î (ff"-^^) - ̂ ï.-î («»-^-27) +...+(- i)/-' (o,,j).

(1) DARUOUX, Leçons sur la théorie des surfaces, loe. cit.
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II n'est pas inuti le de remarquer que cette élimination conduit a une
équation d'ordre n.

On peut donc adopter la règle pratique suivante :
II. Pour former F adjointe de la k^^' ligne de l'équation

a^+a,^4-...+a,,.=o,

on considère l'adjointe de Lagrange

^.r-^^ij + ̂ (^-2j) +...

+ (^ t)^ ̂  (^_^) ^...+(„, ,).^(^^.);

on la sépare en deux entre le k16"16 et le k + i16^ terme; on égale les deux
tronçons (commençant tous deux par un terme positif) à -^p

d^ il d^ ^fc-i dn
^=^(a/I-/^)-rf.î^(a'^-/£-•7)+•••+(--I)"-/c^(ao•y)'
d'^u d''-1 , , . ,,, .
dx"- = ,te^^»-^^) +• • •+ (-I)A-1Û!^

on remplace la première équation par l'intégrale répétée kfois.

u == an^y - -^ (^-Â.-iy) "h...-+ (-1)"-71" ̂ ^ (^oy);

enfin on élimine y entre ces deux équations.

5. Quand on connaît l'intégrale générale d'une quelconque des équa-
tions adjointes, on connaît l'intégrale générale de la proposée. Cela
résulte évidemment de la proposition I.

Quand on connaît une intégrale particulière de l'adjointe de la
^icme ligne, on peut en général, à l'aide des formules (8 bis), en déduire
la solution correspondante de l'adjointe de Lagrange. En effet, sup-
posons pour fixer les idées que (n — k) soit un nombre plus grand
que (A — i), on a

n — k == ( k — i) -1- (n — 2 k + i).

Difïérentions la deuxième des équations 8 bis (/?/ — ik + i) fois, nous
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obtenons ainsi n — 2 / ^ 4 - 3 équations entre y, y , ..., j^~70, c'est-à-dire
k — 2 équations de moins que d ' inconnues. En d i f f e ren t i an tÀ* — 2 fois
la première des équations (8 bu) et la dernière de celles que nous ve-
nons d'obtenir, nous aurons autant d 'équations que d ' inconnues entre y
et ses dérivées. En général, nous pourrons résoudre ce système d'é-
quations linéaires par rapport à y, y\ . . . , j^""^; donc, comme nous
l'avons annoncé, nous aurons en général la valeur correspondante de y.

6. Nous allons former l 'adjointe de la première ligne d'une équa»
tion parce qu'elle nous servira souvent dans la suite.

Diaprés la règle II, il faut éliminer y entre les équations

u^a^y-^Ça^y) +.. .4- (^)^^(^y), ^ =^7;

on obt ient alors

^ ^ ̂  du ̂  d (^ ,A ̂ ...+ (^ ,Y^ (^ ,A ̂  o.
a,, clx cix \ a^ / s ' dx^ \a,/ J

7. Reprenons l 'équation (i), ses n solutions ^, ^» • • • > ^n ^t 1^
déterminant A; posons

1 J^A ^p :.4,

les expressions oc\ où i reste fixe et k prend les valeurs ï , 2, . . . , n
sont successivement solutions de chacune des adjointes et ces solu-
tions sont coiïespondantes.

D'après ce que nous avons établi relat ivement a la formation des
équations, nous avons

; ^ ^n—Ï
' x{ = a^Yi — ̂  {a.^ y,) +.. .4- (— i)""1 ;̂ ::-r (^oV/)»

x\ = a^yi - ̂  (^-3 y i ) -h ... -h- (- j^-"-2 ̂ ^ (^o.y/).

^ ^-~/-(q) < i d
'J ' /•y*6 —— /y , . i/. __ ,,,̂ ,.̂ .î, = ̂ - ̂  — ̂  ( ff/^^i y, ) 4-... + ( - i )^- ̂  ̂ ^^ ( û -̂ ).

<^=^y^ -—(^o^).<:/<z'

^1 == ^o7^
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De là, nous tirons les formules suivantes
; .< = ̂ Ojn

^r'^=^j.-^''

357

( 1 0 )

-7/y.i
, , "-,.x/,,_,../._i.
^.=^7-—^-

^ =: a,,-,̂ - -

x\ -=• a^..^,.

d^
cix '

D'autre part,

donc

dx\
'~dx '• ^nfl^

d.z'\
clx
dx1,
dx

•anyb

-- =:a^ri— x\,

dx\
dx :::::: €tii..^y'i1— ^ ^9

dx^
dx

• /» •\f . __. .y" •(,< ^ } ; ^- ^_,. i ?

remplaçant y , pa r^? il vientao

dx1
^;

^î

^Ï{ """ ^^- l^^——^o^^ " ̂ //,.-.2^^—^0^'2

dx1

a^x\--€iQX,^
dx
a^

En désignant , d'une façon générale, par ̂  la solution de l 'adjointe
de la A"'"10 l i gne , on a les relations

<^X,zJX. ^
0

dX.rfXi
aA ~ a/,_, X,» -"ao X, - ^_2 X,, -'-̂ ao Xa ~ " ' ' «i X,, - a» X,, , a

8. Considérons l'équation aux dérivées partielles

(n)

( 12 )

àf
[ ûî/tX,» —- -1- ((Z^-tX,;— ûo^^i)
1 0\.i

àf
n-i^n—^o-1-!/' /)Y

( +(a,,-2X,,- ̂ 0X2^ +...-*- (^X.-a, X,,-.) ̂  4-ff,^ == o,
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où x, X,, .... X,, sont des variables indépendantes, / une fonction
inconnue de ces variables. A l'aide de ce qui précède, on peut trouver
la solut ion générale de cette équation en fonction de ^, ^, . . . , ^;
le résultat ainsi trouvé est simple. Au. lieu de suivre cette voie, nous
part irons du résul ta t que nous nous contenterons de vérifier et nous
en déduirons une nouvelle démonstration de la règle II.

Soient toujours ̂ , . . . , ̂  n solutions de l 'équat ion (ï) formant un
système fondamental . L'expression

Y — Y - . . y €hi ï Y d2z^ , v d^^Zi .y d'1--^!Y, ̂  X,., -^ X, ̂  + X3 ̂  4 - . , . ,- X, „ ̂ ,:, 4- X, ̂ ^ =. const.

est une solution de l 'équation (1,2), z , étant une des quantités ̂ , . . . ,
z^ II suffit de le vérifier. En substituant, on a

an X,, s; 4- ( a,, ,..i X^, — ao Xi ) ̂
cix

^ (a,^X.^- a,X.) ̂  +. . . -l. (<ï,X^ - ̂ X,,_.) ̂ '

,̂. rf^. ^^^
rf.2' + ^7 Î Ï Ï + • • • ' } ' x ' t ^ .+"o X,-'-|-X,-^-1....4.X,,

Apres avoir supprimé les termes qui se détruisent, i l vient

X,(.̂ .-̂ ,,̂ + ,̂̂ ,-,,,,̂ ),

résultat qui est évidemment nul .
On a donc, pour l 'équation aux dérivées partielles, les solutions

suivantes

Y » , Y dz[ < Y dïz^ v ^"2.^ „ d'^^Z.X^ + X,^ 4- X, ̂  4-...+ X.^ ̂ ^ 4- X. ̂ ,,̂  =: consi,

Y „ , y dzï ï Y d2^ v ^"^2 xr ^•"-^a03) X^.+X,^ 4-X3^^ +<..4-X,,.^^^ +X,^^ -COHSt,

» - - — . . . . . . . , . . . ,
f ^- , •̂  cISft ,̂  rf2^,, , . d^'^S f1n-\ ^
\ X. ̂  4- X, ̂  + X. -^ 4 - . . , 4- X,̂  ̂ ^ 4- X. ̂  = const.

Comme on le sait, ces équations, résolues par rapport à X.^ X ^ , , . . ,
X^ donneront les Solutions des équations (n); or l'expression de X/,,
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tirée des équations (i3), est l'intégrale générale de l'adjointe de la
/^eme ligne. Donc les solutions correspondantes des adjointes sont liées
par les équations (n). Comme il est facile de remonter des équa-
tions (i i) aux équations (9), on retrouve ainsi la règle IL

9. On vient d'établir le résultat suivant :

III. Si l'on considère l9 équation aux dérivées partielles

(19)

àf / , àf^r^nj^- -1 (a,^i^— ao^i) -ĵ

-+- ( < -̂.2 OCn. — do ̂ 2 ) ^ T + . . . -4- ( Cl\ ̂ n — €IQ X^ ) J -+- ̂  J =0,

où x^ x^, .^2, . . . » x^ sont des variables indépendantes^ f une fonction
inconnue de ces variables, U ex pression

/-/-'. /•/2 ^. r ] i t -î ^. ^7n—l ^ .
Cf.S;/ (.& •*J 1 (..II ,-»> l l.l/ AS 1

' -di + a7;! 7 '̂ + • • •+ x'1-1 ~d^ï + xn d^=ï
«.,, l.l'^f, tt- ^, (.(. ^, II," - ^ 7

Y^ = ̂ ^,+ ^3 -T- + ^3 ~7-,- +. .. + ̂ -.i -,—.' •4" ^/^ -T-/;̂ - = consl.

(?,y^ a/i^ intégrale de r équation (12), pourvu que ^ w^ ^ne solution de
l'équation différentielle linéaire ordinaire

clz cl^z d^z
( î ) a^^-a^^ -h a^ ̂  4-.. •+^^, •= o.

D'après cela, chaque fois qu'on aura une solution de l 'équation (i),
on pourra en déduire une solution de l'équation (12); la réciproque
est vraie sous certaines conditions.

En effet, soit une intégrale quelconque de l 'équation (12), cette
intégrale sera ç (Y^ , ¥3, . . . , Y^); supposons-la holomorphe dans le
voisinage de x^ == ^3 = = : . . . = = x^ === o, en la développant suivant les
puissances croissantes de la variable, on aura

^r ^ xr s V" (à^\ YI^ dz, f rN>\
V(Y,,Y^.,Y.)=const+^^(^4^.^ ^ [àTj^'--

n cl^Zî ( à^\

-^-A^^W^
Supposons que les termes du premier degré, dans le développement,
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ne soient pas tous nuls ; leur expression

^ "• / à^ \ ^n (à^ \ 'dzi ^ ( <)<!) \ d^^f
^Zè^^Wj^^^ \àrj,dx "!"•••- l" lr/^, \Wj, Jx^^

est de la forme Y. Donc
..(^\2:o^A^A

est une intégrale de l 'équation (i). D'où ce résultat :

IV. Si f(^i 9 ̂  • • • »IT/^ tzt) ̂  u'^ solution de l'équation (12) holo-
morphe dans le voisinage de x^ == x^ ==...== x^ •= o, on obtient une
solution de r équation (ï) en prenant le coefficient de oc^ dans le dévelop-
pement de/par rapport aux puissances croissantes de OD^ ..., x^, toutes
les fois que ce coefficient nesl pas nuL

Les résultats III et IV permettent de ramener la recherche des solu-
tions communes à un système d'équations différentielles linéaires or-
dinaires, à la recherche des solutions communes à un système d'équa-
tions différentielles l inéaires aux dérivées partielles du premier ordre
et cette question se f a i t , comme l 'on sait, par la théorie des systèmes
complets (1).

S'il s'agit d'équations algébriques, on leur fait correspondre d'abord
des équations différentielles linéaires ordinaires à coefficients con-
stants.

Un exemple éclaircira tout à fait les considérations précédentes.
Cherchons, par exemple, les condi f ions , nécessaires et suffisantes pour
que trois équat ions différent ie l les linéaires ordinaires, dont la plus
élevée est du cinquième ordre, aient deux solutions communes.

Soient donc les équations

W
W
{ c )

00^4- ̂ ^-h a^' 4- a^'^ a^ "h a^ :== o,
&o^+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +^=0,
c*o^+ ......... ̂  ........... 4- Cg Ç = o.

( 1 ) Voir GOURS.VT, Lew us sur les équations Ctux dérivées par tieUea du premier ordre^
p. 05' ot suiv.
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où OQ -^ o. Soient les équations correspondantes

(^i^i-- ^o^a) .— •+- (02^1—00^3) ̂  + (^3^1—^0^4)^-

(À) j 1 , àf àf à'f
[ -(^^-^^)^4-a,^^+ao^=o,

(B) (6^-^2)^4- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . =o,

,̂
rf^i

( G ) (Ci.r i— Co^2)——+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . =o.

Je remplace les équations (B) et (C) par les combinaisons
&o(A) — ao(B), ^o(A) —ao(G) . J'obtiens ainsi

d/' dy d/" ^/ï ^/l•/— + 03 —— + ag -—— + 04 —— -L- />/-- —--?i (7<r2 (jx-^ àx^(a) ai —i- -h 03 —-- + ag —- + 04 —i- 4- as -.~- "= o,' ' àxi àx^ àx<. à^i, Wa

(P) p,^-......................... +P^==o,

ou a^ ..., a;,, [^, . . . , P^ sont fonctions de a? seulement

cc~=a^bQ—<2o^i? • • • •

Si les équations (a), (6), (c) ont deux solutions communes,
d'après le résultat III, il en est de même des équations (A), (B), (C),
et par suite des équations (A), (a), (?). Si donc on complète le sys-
tème, on doit obtenir quatre équations, puisqu'il y a six inconnues.

Remarquons que la parenthèse

(a , l3 )^o .

Considérons
n==Q

(^^-S^â^0

et supposons que, dans le matrix
ûCi (^2 ^3 04 Og

(3, ^ ?3 (34 (3. ,
7i 72 73 74 7s

An. ^<? r^ Normale. 3e Série. Tome VÏ I Ï . — DECEMBRU. 1891. 46
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tous les dé terminants ne soient pas nuls . Soit

Oq OC;; 0:3

cî= (3, p, p., ^o.

! yi 72 y»

^
Alors, si l'on pose

n==8

(A,P)-I;^-=o, [A, (A, a)] .=^^=0,
n = 1 /< ;=: 1

on voit que les conditions nécessaires sont les suivantes :
II faut que, dans le déterminant

al

|P .
yi
Si
ÊI

0:2 Oy

P. P.3

p4 0{,

p., p.
.. ys
. . rî,

S.'>

tous les mineurs obtenus, en supprimant une colonne quelconque et
soit la dernière ou l 'avant-dernière'ligne, soient nuls.

Ces condi t ions sont sinisantes. En efÏet, si elles sont remplies, les
équations (A), (a ) , ' (^ ) , (A, a) forment un système complet, et les
t rois 'dernières équations peuvent être résolues par rapport à —4'5

puisque S^o. Alors l 'équation (A) pourra être résolue,̂ .,
()^

EL
ÔXy, '

ôfpar rapport à —-? puisque a^^o. Or les coefficients des nouvelles
équations sont holomorpties dans le voisinage de x === x^ et de
^ == x^^ x.^ == <x*4 = ^y == o; donc, d'après le théorème de Mayer sur
les systèmes complets, il y aura deux solutions communes holo-
morphes dans ce voisinage et se réduisant à x^ et «r» pour x^x^ et
x^ == x^ ==.^3=== o; d'après le résultat IV, on déduira de ces deux
intégrales deux solutions de la forme Y^ , Yg, Ces solutions sont indé-
pendantes , car, si l'on avait ÀY^+• (xY2== o, en y faisant *r==«z^,
^ r:,:: x^^ oc^ — o, on aurait X^-4- ;ji.r^== o, ce qui est impossible,
puisque^/ , et^g sont des variables indépendantes. Enfin, des expres-
sions Y^ e tYa , on déduira deux solutions communes, indépendantes
pour les équations (a), (^), (c), d'après le résultat IV.



SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ORDINAIRES. 363

10. On peut rapprocher la notion des équations adjointes d'une
équation linéaire de la notion du système adjoint à un autre système.
C'est M. Picard qui m'en a donné l'idée.

Soit un système linéaire d'équations

dz^
cîœ =::: ̂ i^i4" ^1^2 -+ - • • -+ hznï

dz^ _ , ^
-.--'' — Cl^Z^-\- t>i Z^ 4- • • . -t- &2 ^nî

__ —.a^z^ 4- bnZ^ -+-...+ In ̂ .

On sai t qu 'on appelle système adjoint à ce système le système

Cil^\ r/ ry ry-, -=z — a.i/ji — ci^L a— .. . — du Lu y

^b
dx

1 ry /. y /, 7
u\/j\ — ^2^2 — * * • — ^n.^n^

ai^ît __ 7 nr / r/ t ry
--—"• ^_ — ^1 AI — t'a ^2—" • " — ^n ^n*dx

Les solut ions de ces deux systèmes ont entre elles une liaison re-
marquable. Pour la mettre en évidence, multiplions les premières
équat ions p a r Z , , Z , , . . . , Z/,, les deuxièmes par ̂ , ...,^, e ta jou tons ;
il vient

V Z ^ Î ^V.^=V^(Z,^+Z^+...+Z^)=o,. .
Ati i ̂ /.z1 ^d a^ Ari a.z'

OU
Z^i 4" Z^-+-... -^ Z,^=: const.

Si donc on a les solutions du premier système

"^1 î '^21 • ' • » ^/t?

•^ 1 » '^35 ...i "^/A?

^rt ^/i? -rt

'"'!» ^'2? " * ? /t
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on en déduira celles du deuxième par les égalités

7^z\ -4- Za^l -+-...+ Z ,̂1, == const.,

7^z\ -+- Zs^j -h. . .-4- Z/,^ =: const.,

Zi^ -h" Z '̂ 4-... -h Z/^;î =; const..
qui donneront

-^•'l? -^'2? • " • 5 ^tl.*

Cela poséy soit l'équation linéaire

(E) cl^z a.i dr/^•~l^ Oa cl^^s On
ciaî^ CÏQ fte^"'1 ao cix^'"'^ T ' ' c.<o

poar avoir les notations précédentes, posons
dz
Hï =^9

A"--1-1

J^:::ï

I/équation l inéaire est équivalente au système

W

clz ̂
€Ùt!

fù[̂
cix

\ ciZn.—. 2
dx

ïl
^0

^o a/^
a-o

I ^i
s ̂  ^^

Le système adjoint à ce système est

( b )

^ ^
clac
cn^^

clx

^al
Oo

^ ^1
Oo

z»-

z»-

-z/,-

- Xa-

"lî

"s?

<^Zi
clx
d^
clx

a•n—\ ru•"""'""~~~°1 jr^ao ^/2 —— Zi ,

a,, y—"- ^rt.
^o
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Entre les Z et les s, on a les relations

Zi^ i4-Z2^2+ • • • 4-Z^^const.
ou

7,.+Z^+Z3^-4-...+Z^=const.

Si donc ^ 1 , ^ 2 , . . .,<:„ sontn solutions de l'équation (E), nous aurons

7^+z4ï+z^+•••+^tt^=co^
Z^ + Z, ̂  -, Z,gj + ... +Z.SS = const.,

^ <:̂ ,, ^ a2^ r, a/t ^ / ^—pnn^ tz1^4 'z2 ̂  ̂  ̂ .z^ + • " ̂ ^^^ -const-
Ces égalités montrent que si, dans les équations (6), on é l imine

tous les Z, sauf Z/,, on a l'adjointe de Lagrange de l 'équation (E); si
ron é l imine tous les Z, sauf Z/,, on a l'adjointe de la ^icmc ligne de
l 'équation (E).

Remarque. — Le système (&) n'est autre que le système (n) du
n° 7.

DEUXIÈME PARTIE.

CHAPITRE I.
EXPOSITION D'UNE MÉTHODE DE CORRESPONDANCE DOUBLEMENT INFINIE.

1. On sait que Laplaee (1) a indiqué une méthode qui fait corres-
pondre à une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles

( i ) Voir Leçons etc., loc. cit., par M. Darboux, t. Il, p. 23 et suiv.
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du deuxième ordre de la forme

à^z (h , àz(E) -;—.- 4- a -~ ~i- b -.- 4- cz •=-- o,6 '̂ y/ 6w ày

où a, &, c sont des fonctions de oo et dey, z une fonction inconnue de
ces variables, une double infinité d'autres équations de même forme

..., (E^), ..., Œ^), (E), (Ei), ..., (E^), ....

cette correspondance étant d'ailleurs telle, que, si l'on connaît une
solution de l'une quelconque de ces équations, on connaîtra la solu-
tion correspondante dans toutes les équations.

2. Nous allons montrer comment il. est possible, en partant des
équations formées dans la première Partie, d ' imaginer une 'méthode
analogue pour les équat ions d i f ï e r en t i e l l e s l inéaires ordinaires.

Soit donc une équation di f férent ie l le l inéaire ord ina i re

(^z , d'^z 1 d'^z , dz ,E) a-.— -h b —— + c - . .•^--,.~; •+•. . . •lr h~ -l- iz ::= o.' dx" a.z^""1 d x ' 1 1 " ^ dx

Considérons son adjointe de La^'range

(EO ^ (^) - ̂  ( b z ) + • * • + (- ̂  ^ ~= û
ou
^ . d^z^ , d'^z^ , dz^ ,(E, ) a, ̂ , -h h, ̂ ^, +. .. ,- h, ̂  + ̂ . „ o.

Considérons ensuite, pour cette équation (Ei) , l 'adjointe de la pre-
mière l igne; soit

rfri /•» rffi—1 r» //r»
/ if . Lt' /u ft , f-tf .̂  y , (.,li,9i> k> ,(E.) ^ ̂  + b, ̂ ^- 4-. . . 4- /<. ̂  + 4^:,-: o,

continuons de cette façon, c'est-à-dire formons l 'adjointe de Lagrange
de l'équation (Ea); soit l'équation (E;») ; puis l 'adjointe de la première
ligne pour l'équation (E^) et ainsi de suite; nous obtenons une suite
d'équations

(E), (EO, ..., (Ep), ....

îl est incontestable, à cause du résultat I de la première Partie, que
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la connaissance de l ' intégrale générale de l 'équation (E) détermine
l'intégrale générale de l 'équation ( E ^ ) ; celle-ci détermine l'intégrale
générale de l ' équat ion (E^) et ainsi de suite. Donc, de l'intégrale géné-
rale de l'équation (R), on peut déduire l'intégrale générale de l'équa-
tion (E^).

Comme dans la méthode de Laplace, nous pouvons encore former
une autre suite inf inie en partant de l'équation (E). En effet, prenons
l 'adjointe de la première ligne pour l'équation (E). Soit

,,, , d'1^^ . â^-1^ , ^-i ,
(1^ ) ^ ̂ ,~ ~-i- ̂  ̂ ^ -h... + /^ -^ + l^.., -= o.

Prenons ensuite l'adjointe de Lag'range de l'équation (E^i), soit
///A ^ /7/^~'l '••" r i ", tb *»„.„.() , U *»—Q , €t'-y. - k? .

( E^) a_, ̂ ,- + ̂ , -^^- ̂ . . . -h ̂ . -^ -l- L^ = o,

et ainsi de suite; nous formerons une suite infinie d'équations

(E ) , (IL.J, . . . , (E,^),

qui , pour les mômes raisons que précédemment, est telle que la con-
naissance de l 'intégrale générale de l 'équation (E) détermine l'inté-
grale générale d 'une quelconque des équations.

En définit ive, nous avons formé une suite doublement infinie
d'équations

..., [E^-HJ, (E-^/), • • • , (E-0. (E), (Ei), ..., (Eap), (E^), • • • •

La propriété fondamentale est :
I. Étant donnée F équation (E) et la suite doublement infinie qui lui

correspond, si l'on connaît l'intégrale générale de Vune quelconque des
équations de la suite, on pourra trouver, sans intégration nouvelle, V in-
tégrale générale de l'équation (E).

En effet, supposons que l'on connaisse l'intégrale générale de l'équa-
tion (E^/n) par exemple, et considérons la suite

(E^M), (E^), . . . , (E,), (E).

L'équation (E^n) est, nous venons de le voir, l'adjointe de La"
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grange de l 'équation (E^) : donc l 'équation (E^) est l 'adjointe de
Lagrange de l 'équation (E^^) ; l 'équation (.Eap-i) est l 'adjointe de la
première ligne pour l 'équation (E^), ainsi de suite jusqu 'à l'équa-
tion (E). L'intégrale générale de l 'équation (E^^) détermine donc
celle de Inéquat ion (E). Le raisonnement serait très peu différent si,
au lieu de l 'équation (E^.i..,), l'on avait pris une des équations

(E2/.), [E,..(^,.I)]. (E ^).

Remarque. — La proposition 1 qui. donne de l'intérêt à la méthode
développée t ient uniquemenï à la réciprocité qui existe entre une
équat ion et son adjointe. Grâce à cela, les solutions des diverses équa-
tions de la suite se déduisent d'une certaine manière quand on s'avance
suivant un certain sens dans la su i t e ; elles se déduisent d'une manière
analogue quand oa retourne en arrière.

3. On peut aller plus loin et montrer qu'il, y a une. correspondance
univoque entre toutes les équations" d'ordre pair

. . . , (E.^), [E^(^I)]. . . . , (E^), (E) , (E^) , - . . , (E^), . . . ,

c'est-à-dire que d 'une solution part icul ière de l 'une quelconque des
équat ions de cette suite, on. peut déduire la so lu t ion correspondante
de l 'équation (E).

Considérons, en effet, les trois équations

(E), (E,), (E,),

l 'équation (E^) est l'adjointe de la première ligne pour l 'équation (E,,),
tandis que (E) est l'adjointe de Lagrange de l'équation (E.,); dans ces
conditions, nous avons vu. dans la première Partie (n° 6) que l'on a

s. ds=^^z^

La considération de la suite

(E^), (Ea), (Ê4)

entraînerait la formule
^ _ i d
^"^ <te54'
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Nous arrivons ainsi à

(i)
ï d i. d i d ï d
/i dx ?3 dx (^ dx 4p_i djc^^^'

Supposons maintenant que l'on connaisse une solution particulière
de l'équation (E.,^)- Soit la suite

(E_.â<y), (E-2<y-n), (F— 2^4-2)-

L'équation. (E.^^) est l'adjointe de Lagrange de l'équation (E_2//)»
et l'équation (E^y+2) es^ l'adjointe de la première ligne pour l'équa-
tion (E_2^.,). Donc

ï d
S . . 2 y - = : , • . — 5 « . 2 ( ^ . - i ; , .

6-~ (2.7-1) M '̂

D'ou la formule
ï ^ ï__ ^ d r <:/

(2 ) "'̂  ̂  •U^ ^ 1Z^) d x " ' d x J Z , d x ^

ou enfin

(3) z = y"L.i dxj'l^ dx.. . j L^q^z^qdx.

Remarque. — Cette dernière solution renferme des constantes arbi-
traires, mais il existera toujours des valeurs de ces constantes, telle
que la formule (3) donne bien une intégrale de l'équation donnée.

La suite des équations d'ordre impair possède la même propriété
que celle des équations d'ordre pair.

En effet, de la signification des équations

[E.-^-Djî (E-ay), [E-.(2y,M)]

on tire
_ ï d

^(^-n.-^ ^•S-"(^••M);

ou, en répétant,
ï d ï d d î d

W zl = 7 'dx C, S ' " dx JIT, ^>S-^-M)•

De même la considération des équations
(E,/,^), (E^), (E^i)

Ànn. de l'Ac. Normale. '^ Série. Tome V 5 1 1 . —DÉCEMBRE 1 8 9 1 . 4?
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donne
î €l_

Z^^^ ^^-1

et, par suite,

(J) ^a/H-i :

oa encore

1 cl r J d î <?/
4^ 5^? 4^-2 •̂2'" ^ ^2 ^<z;

(6) -^ =:::̂  /g ̂ y 4 ûf.r... y 4/^^-M ̂ "-

Pour nous résumer, voici toute la méthode exposée dans le résultat
suivant :
II. On peut à une écfuation donnée (E) faire correspondre une suite

doublement infinie d'équations

(E^-K)), (E^), ..., (E-0, (E), (E,), ..., (E^), (E^i), • • -

La connaissance de l'intégrale générale de l'une quelconque des équations
de la suite détermine l'intégrale générale de V équation (E); la connais-
sance d'une solution particulière (r une équation d'ordre pair détermine la
solution correspondante de Inéquation (.E), sans quadrature y si cette équa-
tion d'ordre pair est à droite; par des quadratures, si elle es't à gauche;
enfin, la connaissance d'une solution particulière d9 une équation d'ordre
impair détermine la connaissance d'une solution particulière de F adjointe
de Lagrange de la proposée sans quadratures, si cette équation est à gauche
de la suite; avec des quadratures y si elle est à droite.

4. Dans certains cas, la méthode précédente ne fera pas corres-
pondre à une équation une infinité d'autres équations. On va indiquer
les cas où cela se produit.

Remarquons d'abord qu'une équation a toujours une adjointe de
Lagrange, même si les coefficients /, À, ..., par exemple, sont nuls. Il
n'en est pas de même quand on considère l'adjointe de la première
ligne. Celle-ci n'existe plus, en effet, lorsque /==o.

On ne pourra donc pas obtenir l'adjointe de la première ligne d'une
équation dans laquelle il manque le terme en z.

La suite des équations sera terminée à droite, à la première équation
d'ordre impair qui n'aura pas de terme en z. Elle sera terminée à
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gauche à la première équation d'ordre pair qui n'aura pas de terme
en z. Dans le premier cas, Féquation (E,,^) a comme solution parti-
culière une constante, d'où une solution correspondante pourl 'équa-
tion (Ei); dans le second cas, on aura une solution correspondante
pour l'équation (E).

Quand .les circonstances dont nous venons de parler se produisent,
on peut encore continuer l'application de la méthode, soit qu'on étu-
die l'équation (E^^) en posantc-^-^- = u, soit qu'on débarrasse l'é-
quation (E) de la solution trouvée, quand il y en a une, ou, que l'on
prenne une intégrale première de l'équation (E) quand on connaît âne
solution de l 'adjointe de Lagrange.

CHAPITRE II.
APPLICATION AUX ÉQUATIONS OUI GÉNÉRALISENT ^ÉQUATION DE GAUSS

RELATIVE A LA SÉRIE HYPERGÈOMÉTRIQUE.

1. Les équations qui généralisent l'équation de Gauss relative a la
série hypergéoméfcrique sont de la forme

d^s , cl^z , dz ,(E) ^^4-^^rr+...+/^.4-^=o,

dans laquelle a est un polynôme de degré n au plus, b un polynôme
de degré n — ï, au plus, etc., / une constante.

Si nous calculons l 'adjointe de Lagrange de l 'équation (E), nous
trouvons

/ d^s, ( da \^-1^\a^^{n.^^b^^

(E1) | • • • • n ( n ^ t ) d^a . ,db , 1^-^9 4-. ..J—.-..„.,_ ^- -— ( n — ï ) ,- - .+- c .•———— 4- . . . -^ o.
' ï .2 dx1 dx \ d x 1 1 "
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D'où ce premier résultat :

I. L'équation (E^) a /a même/orme que V équation (E).

L'adjointe de la première ligne pour l'équation (Ei) est ( l f )

(E2) ^^(^^)-,^(^^^)+-.-+(-Q^^i^+(-0^i^^

ou encore

^2 r/ ^i 1 ̂ "~l;32
^i ̂  4- j^ -1) ̂  - ̂ ij "^^T

r(n^ï)(n^^ ̂  ^^^.1^^^ . ^o.
^L 1 2 ^2" +v -2)^. ^Cij ̂ ^ +...-0,

(Toù ce résultat :

II. L'équation (E^) a /a même forme que l'équation (E^ ).

III. Le coefficient de z^ dans l'équation (Ea) ̂  ̂  même au signe près
que celui de ̂  dans ^équation (E^ ).

Ces résultats montrent que toutes les équat ions de la suite sont du
même type que l 'équation (B) ; il. noua reste à, former 1/équation (E^)-

Si, dans l'équation (Ea), nous rernpiaçons a,, b^ c^ . . . par leurs
valeurs en fonction de a, /?, c, . . . , nous trouvons

/-p , ^-Sî / ^ /x^-^a /^ ^ \ ^•"â^f 1^ <% __i .4.- ( _ _.„„. .4.- A } .,......,,.,,.,..,..̂ ..- .4«, ( „....„.«-. _ ,.„.,_ ...î  y. \ ____2 ̂  —.,.»/.v 2 / ^// ' \ ^ ' ) d^1-1 ' \d^ dx ' ) cix'^ > " " • - ~ ° *

On passera de l'équation (E^) à l'équation (lî^), de la même façon
que l'on passe de l 'équation (E) à l 'équation (Ea)-

Eri se fondant sur la loi. qui permet de passer de l'équation (E )à
l'équation (E^), on peut écrire sur une même ligne les valeurs absolues

des coefficients de a, - / • » -:,;^? • " • 5 dans les premiers, deuxièmes, troi-
sièmes, ... termes pour les différentes équations. On a le Tableau

( ! ) Foir^ dans la premiôro Parlio, au if (L
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suivant :

Pour (Ea) . . . . . . . . . . .

» ( E / J . . . . . . . . . . .

» ( E ( O . . . . . . . . . . .
») . . . . . . . . . . . . . .

» (Eap) . . . . . . . . .

» [E^/,+I)J . . . . . .

» r E ç / n - i - o ^ t . . . . . .

rt.

t

\^
1-"'

î

ï'^^'^

ï---^ '̂̂

da
Tx

.̂ -'-"ï

2.--"'1''

P

^p+î-^

^
'j^ *

,̂3--^^

6

p0-!-i)
I .'2

(^ a.
ÏZ73 *

-̂--" T

4
ÏO

p( /?4 - ï ) (p - i -%)
ï . a .3

dans lequel on obtient le terme d'une ligne en prenant la somme du
terme correspondant et de tous ceux qui le précèdent dans la ligne im-
médiatement supérieure. Au reste, l'écriture du Tableau précédent est
rendue tout à fait facile, en remarquant que les termes en diagonale
forment un triangle ari thmétique.

Remarquant ensuite que les coefficients de &, ̂  ^p " • • sont les

mêmes en valeur absolue que ceux de a, -r-î • • • ^ on voit que l'équa-
tion (E^) est

(7) (ï^)

r l l l »a ^îp
dûc'^

A
A

p

(-

-h

-(
(P-+

1 . 3

-I)"

-(-

^dx

~ î cl'2 a
dx'^

p ( / ) 4-

•)"-

dci

ni

i^(p+r)...(^+

+ b

P

) • •

\^-1.
) dx^
db

^c
dx

\p^f

{ ^ - ~ 1

^îp
-.,1

s]
i -

)!

cl'1-
dx

- î )
n -—

252p
fl—Ï.

d^a
'dx^

-^

\ ,

ï
t-

^-1 b
dx-1-' •^ip - : o.

Par un procédé tout parei l , on formerait l 'équation (E^); on obtien-
drai t une équat ion qui se déduirait de l'équation (Eap) en changeante
en — q.

Enfin on formerait l 'équat ion (E,^) en prenant l'adjointe de La-
grange de l 'équation (E^).
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Les formules ( r ) , (2), (5), données dans le premier Chapitre,

deviennent, dans ce cas particulier,

(8) ——.£——

dq

^^ '1":' d^ ̂(9)

. . cl?
(10) Z^-.^^.

Comme nous l'avons fait rem.arquer, la suite des équations se ter-
mine lorsqu'une des quant i tés / s ' annu le ; les fo rmules précédentes ne
sont donc valables que sous certaines conditions. Ainsi , la formule (8),
par exemple, n'est valable qu'autant qu'aucune des quantités 4, 4, ...,
4^-i ne s'annule.

2. Lorsque l 'équat ion (2) n'a pas de termes en s, elle admet comme
solution particulière une constante. C'est ce caractère d'intégration
qne nous allons étendre par la considération de notre suite. Cherchons
donc si, dans la suite, à droite, il, y a une équation pour laquelle il
manque le terme en z. Ce fai t se produira pour la première fo is pour
une équation d'ordre impair . En e f Ïe t , si, 4//^ <">» comme, d'après le
résultat ÏÏI, 4/3-1 = 4^ i l fa11!- q110 4/^-i ̂  <:)* En écrivant 4p= 4^~ll "̂  °»
nous trouvons l'équation

( ( ,.n PiP +r ) . . . ( />+^- i ) d-a^ ̂ ,) - ——,....,._̂ ^̂  ^

" i . . , . p { p 4- :î ). - . 41- ( P -h //• — -:î ) d'1^ b ,
{ ^ ̂  ̂  t^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 1.--" ^:, + . . . + l - 0,

que nous appellerons 1''équation algébrique correspondant à Véqua'
ticmÇ'E). Cette équation est l 'équation dé te rminante du po in t critique co
quand l ' intégrale générale est régulière autour de ce point. Si cette
équation a des racines entières positives et si Ç est la plus petite, on a

/^-l-'-Oî

l'équation (Ea^i) a pour solution particulière une constante, et, à cause
de la formule (ïo), l 'équation (E,() a pour solution un polynôme de degré
Ç — T . Si l 'équation-(i ï) a des racines entières négatives et si ^ est la
plus petite en valeur absolue, l'équation (E-^) a pour solution une con-
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stante et, à cause de la formule (9), l'équation (E) aura pour solution
• particulière un polynôme de degré *(.

D'où les résultats :

IV. La plus petite racine entière positive ^ de l'équation algébrique
correspondante indique, pour l'adjointe de Lagrange de V équation pro-

posée, une solution qui est un polynôme de degré .$ — ï.

V, La plus petite racine entière négative (en valeur absolue) — *( de
l'équation algébrique correspondante indique, pour l'équation proposée,
une solution qui est un polynôme de degré '(.

Effectuons la vérification de ces résultats. Posons

a == ( x x ' 1 -+- ai .x'"~1 •4- ff^x11^- +•. . . + a/^-i x + a^,

b •::= p^-1-!- P^-2^- pa^"3-^. . •+ î -n
• . . . . • . • • • • . • • » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;
h :::::: y x +yi ,
/:.z:À.

Soit

/(//) ::::: ap(p-i).. .{p — n -l-i) -1- ^p{p -i).. '(p — ^ + •̂  -)".••+ 'r\p+\

f,(p) ==a^/,(^-I)...(^-^+I)+pl/J...(^-^4"2)+...+-n^:::::7^F^(^),

MP} -":=a,p^-i)...(p-/z4-i)+...+£^(/?-i)^^(/?—l)F,(/?),
. . . . . , . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • • • • • • • • " • • • • • • • • • • - • • • • • • • • * ?

/„_,(/,) =:a,,,-^...(jO-/H-i)+^-^...(/-'-/i+2)=-/?(/5—l).,.(/J—/î+3)F,,_,(^),

/•»(/,) =a,^.. ../̂  - rt +i) =/-?(/? — l) . . . {? — n +• l) F,,(/?).

Si, dans l'équation (E), lions substitaons le polynôme

Ac^-l-Ai^-'+Aî^-2^-.. ,+Aç-i^+A;;,

nous trouvons, pour déterminer les coefficients, les égalités

Ao,/(Ç)=o,
Ai/(Ç-i)+Ao/i(Ç)==o,
A2/(Ç-a)+Ai/,(Ç-i)+A,/2(Ç-2)=o,

(12)
Aî / (Ç~y) + A,-i/i(Ç -<? +') +• • -+A,,-»A(S- ? + w) = o,

Aç/(o)-|-Aî;-i/(i)+...-l-Âç-»/(»)=o.
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Si /fQ == o et si o, ï , 2, . . . , ('C — i) ne sont pas racines de l'équa-
tion fÇp) == o, on pourra déterminer de proche en proche, à l'aide des
équations ('12), tous les coefficients du polynôme. Ce polynôme ainsi.
déterminé, substitué à la place de z dans l /équation (E), donnera un
résultat identiquement nu l et, par suite, sera solution de cette équa-
tion. Mais l'équation/(p) == o n'est autre que l 'équation (i i), où l'on
a changé p en — p ; nous avons donc vérifié le résultat V. La vérifica-
tion du résultat IV se ferait en substituant un polynôme dans l'ad-
jointe de Lagrange de la proposée.

3. Nous allons maintenant démontrer un résultat que nous éten-
drons par la considération de notre suite.

VI. Si toutes les racines de l'équation déterminante du point ce sont ne-
gatiw, pour que l'équation (R) admette comme intégrale générale un
polynôme^ il 'faut et il suffit que les logarithmes disparaissent dans le
développement de l'intégrale générale autour du point critique oc.

D'après les équations ( sa ) , il est bien évident que, si/(p) ̂  () <^
toutes ses racines positives et si les logarithmes disparaissent, il y
aura une expression de la forme

Ao-'yA-l- Ai.^""1 "i-... 4- A^i x •+• Aç

qui satisfera à l 'équation, n des quanti tés A étant arbitraires; récipro-
quement, si l'intégrale générale de Féquation (E) est u/n polynôme,
les logarithmes disparaissent dans les développements autour du point
critique oo.

Nous allons former les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les logarithmes disparaissent dans les développements autour du point
critique co, et cela en supposant les racines entières et quelconques.

Soient c^, a^, a;p . . . , a^ les racines de l 'équation déterminante du
point co changées de signe et rangées par ordre de grandeur décrois-
sante* Ces racines étant toutes entières, nous avons, autour du point
critique co, le développement suivant pour l'intégrale générale :

Aa, A'^'+Aa^i ̂ ctl""î +Aa, .^at"!t4-.. ."h Ky.^ "+• Aag-i ̂ 'as""1 +•. * .4- Aa, x^ + A^-i ̂ ct8""1. * »
-hlog^tBa^^+Ba^i ̂ a^l+ < . .

+10g^ [C^ x^ +Ca,-i ̂ 3"-1 +...
+log3^[
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Les équations permettant de déterminer les coefficients sont
Aa, / (^ i )=o ,

Aa,-i /( Oi — I) 4- Aa, fi (^i ) = 0,

Aa,-2/(^i— ^) -+- Aa^ / i^ i—ï) -i-Aa,/â(ai) :=• 0,
(i3)

A^~i / (o î2—ï) -»-• ••-4-Aa,_^/,,(a2—l4-^) =0,

Ba,/^) + Aa,/(a2) + Aa,,.Ji (^2+ l) -4- . •.-+- ̂ nfn (^2 + ̂ ) = 0,
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ , , , , , . . . . . . . , . , . . . . , . . . . . . . . . . . . . . i . . . . « ' « ' « ï

ÏW(^)=o,
Ba^/(^~- I) + Ba,/i(^) = 0,

Pour que les logarithmes disparaissent, il faut et il suffit que
Ba,=Ca,=Da,=.- . -=0;

mais, d'après les équations précédentes, on voit que

B«,=Aa^i»

Caa^Aa^ii -hAa^i

1)̂  =: Aa, ?<3 + Aa, ^2 + Aa;, ̂ '3»
. . . , . . » . . . • • * * « • • • • • • * " • • • ' * • • 1 »

La^ =-: Aa, U^-i •+- Aa, (^-2 -+- A,a,W/»-3 4- ... 4- Aa,_^ ̂ r

Les conditions nécessaires et suffisantes sont donc

(l4) Ul =: ̂  "=--•.. . .=M^i= ̂  ==...•= (^-2=.-.= Wl-=0;

en tout
i _ ^ . . . + ( ^ — ï ) ou n^2'~î-) conidilions.

Si ces conditions sont satisfaites, le développement uniforme qui
représentera l 'intégrale générale renfermera les n constantes arbi-
traires A^, A^, . . . , A^,. Étudions de plus près les expressions de ̂ ,
a^ ....

Des équations (i3) nous tirons
A ^l(al)

Aa^———A..^^*

Ann. de î'JEc. Normale. 3e Série. Tome VIIÏ. - DÉCEMBRE xggi. 48
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D'après les formules ( ' r i te), y, fa/) contient le facteur a, ; en le
mettant en évidence, on arrive à

Aai-i"-- a^/Aa,.

De même
A^-2=: ai ( ai-"ï,)/i A(X,,

et ainsi de suite; nous arrivons à

Ba., == Aa,. ai ( a, ~ î ) . . . ( ̂  ~ î) (Ji.

Oïl verrait de la même façon que

Ça,, -=: Aa,. ai ( ai --1 ). .. ( 03 — ï ) IL -I1- A.a,. ag ( ̂  — î ) . . . ( 0(3 — ï ) Vi.

Par suite, pour que les logarithmes disparaissent autour du point
critique co, il faut et il suffit que les expressions

ai...(aa—ï)Ui,
^••.(a3—,i)U2, ûî2...(a;r-i)V,

(i5) < ai...(a4-ï,)U3, ^...(04-1) Va, a,.. .(a4-ï)W^

ai... (oc^— J) U,^i, 02... (a^ — T ) V,^2, ag. - . (^— î ) W",̂ ...â, ..., a,^ î . . . (a,^ — r ) xg»,

soient nulles.
Dans les cas ou toutes les racines de l'équation déterminante du

point co sont négatives, tous les nombres a sont posit ifs; donc, dans la
suite des nombres de o^, ... à a^, il n'y en a aucun de nul . Par suite,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale générale
soit un polynôme sont

(16) Ui == V, =. „ . = (J/̂  = V'i =... -::.::: V/^ =... = ̂  = o.

L'extension, que nous allons faire par l 'emploi de notre suite est
celle-ci: si les racines de l 'équation déterminante du point co sont
entières et si les conditions (16) sont satisfaites, l 'équation (E) s'in-
tègre soit par des quadratures, soit mêrne sous forme entièrement
finie.

Auparavant, il est nécessaire d'établir une série de résultats préli-
minaires.
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4. Dans ce qui va suivre, nous considérerons toujours la suite
d'équations

(S) ...(E-^), (E-,^), . . . , (E), .... (E^-i), (E^), ...,

ou. l 'équation (Eap) a l'expression donnée par là formule (7) quep
soit positif ou négatif, et où l'équation (Ea^-n) est toujours l'adjointe
de Lagrange de l'équation (E^). On sait que les formules de récur-
rence (8), (9), (10) n'existent plus quand une des quantités / s'an-
nule. Si. donc nous voulons nous servir de la suite (S), lorsque ce
fait se produit, il convient d'expliquer sa signification exacte. Suppo-
sons donc 4^-1=0. Si cette quantité n'était pas nulle, l'équation
(E^p) serait l'adjointe de la première ligne pour l'équation (E^-i);
il n'en est plus ainsi lorsqu'elle est nulle. Pour avoir la signification
de l'équation (E^,), supposons d'abord que 4p-^ ne soit pas nul-
Puisque l 'équation (E^;) est l 'adjointe de la première ligne de l'équa-
tion (ILp^i), l 'équation (E^) s'écrit (1)

(E^)
d^î ( ' ^ dn^ ( h ^ \ ^^^-T {^p-i^p) •~" ^ "̂S ̂ p-i^a/;; -t-. . . .

-h (— îY^/hp~.i4p -+- (~^4^i^ -= 0.

Si l ^ ^ = o, elle devient

(E,,) ^(^^4Q~^(^--i^)+...+(-r)-^^^ == o.

Sous cette forme, on voit qu'elle est l'adjointe de Lagrange de
l'équation (E^-Q où<^ est considérée comme l'inconnue.

D'après cette remarque, nous pourrons toujours nous servir de la
suite (S). En effet, supposons que nous voulions passer de l'intégrale
générale de l'équation (E^) à l'intégrale générale de l'équation (E)
en supposant que, dans la suite

(E), . . . , (E^-,), (E^-i), (E^), . . . , (E^),

une des quantités / s'annule, par exemple 4^.
La formule (8) permet de déduire les n solutions de l'équation (E^)

( i ) Voir F8 Partie, a0 6.
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des ri solutions de l'équation (E^y) ; puisque (E^_i) est l'adjointe de
Lagrange de l 'équation (E^) où c—1^ est l ' inconnue, nous aurons les
valeurs des dérivées premières des n — î solutions de l'équation (E^,^),
et par suite, en a jou t an t la solution qui est une constante, nous pour-
rons trouver les n solutions de l 'équation (E^,.^). Puisque l 'équation
(ES^^) est l 'adjointe de Lagrange de l'équation (E^i), on pourra
calculer toutes les solut ions de l'équation (E^_y). Enfin, de toutes les
solutions de l'équation (E^a) on pourra déduire toutes les solutions
de l 'équation (E).

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :
VU. Quand on connaîtra F intégrale générale d'une équation de la

suite (S), on en déduira l'intégrale générale d'une quelconque des équa-
tions de la suite soit sous forme finie, sou avec des quadratures; l'une ou
l'autre de ces circonstances se produira suiçant le nombre des quantités l
qui s annuleront dans t'intervalle qui sépare les deuoc équations.

5. On peut encore simplifier le passage des solutions d'une équation
aux solutions d'une autre en étudiant de plus près la suite (S).

Supposons toujours 4^,1 = o, et soient les équations (E^-a)» (E^».i ),
(15^)- Soient y^ y^ . . . , j/^, const. les solutions de l'équation
(Ea^..^). Considérons le déterminant

Ji
A
y^n

y^i const.J2

A yn-i ô

^(/î-n ^n-l)
7n-lJîî ?

puisque l 'équation (E^a) ^t l'adjointe de Lagrang'e de l'équation
(E^-i) , on obtient ses solutions en mul t ip l i an t par -1- le quotient des
mineurs relatifs aux éléments de la dernière ligne par le déterminant
total.

Soit encore le déterminant

7i
Y\

^. i f i - i )i ' î

y.
y'i
/,"-"

y'n-
y'n-

y\r-

\

l

-I)
1
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puisque l 'équation (E^,) est l'adjointe de Lagrange de l'équation (E^-i)
où -^.^ est considérée comme l'iliconnue, on voit que l'on obtiendra

CÏHC

les valeurs de ̂ ^ en mul t ip l i an t par }- les divers quotients des mineurs
ciitV a

relatifs aux éléments de la dernière ligne par le déterminant total. Les
valeurs ainsi obtenues se retrouvent toutes parmi les solutions de
l 'équation (E^-^-

Donc la formule
_ d

^-2~•^^

s'étend à toutes les solutions de l 'équation (E^,), sauf à la solution qui
est une constante. A ins i d 'une solut ion de l 'équation (E^) on pourra
dédu i re une solution de l 'équation (E,^); mais la réciproque n'est
pas vraie.

Considérons maintenant l 'équat ion (E) et la suite correspondant à
cette équation

. . , (E), (E i ) , (Ea) , • • - . (^-2), (E^.i), (E^), . . . , (E^-7)-2), (E,(p^)-0, (E,^y)), . . . .

Soit

La for mu le
4^-1 — 07 ^(p^-y)-i:— 0'

di^^^d^^-'
s'étend à toutes les solutions de l 'équation (E^a); mais la formule

_ d
^p^-^^p

ne s'étend qu'à (n - i) solations de l'équation (E^) [la solution de
l'équation (E,^) qui n est pas comprise est une constante}. De même, la
formule

_ ai
(a) ^p-^^d^

ne s'étend qu'à (n - i) solutions de l 'équation (E,^)) [la solution
de F équation (E^)), q^ ^ ̂  estante, nestpas comprise^ donc la
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formule

(P)
cit^

—— J^y-2(/^-7)

s'étendra à (n -- i) solutions de l'équation (E^,^)) pourvu que, parmi,
les valeurs de ̂  données par la formule (a), il ne se trouve pas de
constante; au t rementd i t , pourvu que l 'équat ion (E .̂.,.,̂ ) n 'admette pas
de solutions qui. soit un polynôme de degré q ou de degré inférieur;
dans ce dernier cas, la formule (p) ne s'étendrait qu'à (n — 2) solu-
tions de l 'équat ion (E,>^.ny)).

De toutes ces considérations i l est faci le de tirer le résultat suivant :

VIt l . La formule z == -. ^ s'applique à toutes les solutions de l'équa-
tion (Eaj/) qui ne sont pas des polynômes de degré inférieur à p .

6. Etudions la variation des racines de l 'équation déterminante du
pointco quand on passe d 'une équation de la suite à une autre.

IX. Quand on passe d'une équation à son adjointe de La grange, la ra-
eine^de l'équation déterminante du point critiquer est changée en i -— ^

En effet, l 'équation déterminante du point cr i t ique x» pour l'équa-
tion (E) est

ap{p -h i ) . . .(/.? 4- n --.x)— ^ p . . .{p + fi — 2 ) 4". . .+•(•—ï)^ = o.

Celle relative au pointa) pour l 'équation (K^ ) est

a/••(/• 4-J) . . . ( /•+ n — :(:)—( / ^a— (3)/" . . . ( / • —- n + a)

I1 1 1 '" n ̂  ( n ^ \ \ S "1
+ -.L^__L a - ( „ - i y (3 .4- •/ / • . . . ( / • — n 4- 3 ) 4-. . . .12 J

-II faut vérifier, par exemple, que le coefficient de a reste le même
quand on pose/? == x — r; autrement dit, que le produit

p { p ^ i ) . . , ( p ^ n — i )
se transforme en

r(r4-•ï,)...(r4••^•—î,)—/^2r(/•-rII)...(r4-/î"-2)-•^ î^^lLr^^r+n -.3)4-...,
l •£ 1 1

quand on change? en i r\
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La démonstration est facile, nous nous contenterons de l'indiquer.
On vérifie le résultât pour n =-= 2 et on montre que, s'il est vrai pour 72,
i l est vrai pour n +• i.

On démontrerait de même :
X. Quand onpasse d'une équation à son adjointe de la première ligne, les

racines de U équation déterminante du point critique ̂ changent de signe.

(Si l'adjointe de la première ligne n'existait pas, on changerait la
première partie de l'énoncé en disant : Quand on passe d'une équation
d'ordre impair à l'équation suivante d'ordre pair à droite dans la
suite S.)

Les résultats IXet X donnent, quand on les combine, les suivants :
XI. Quand onpasse de l'équation (E) à l'équation (E^), les racines de

r équation déterminante du point co diminuent de p ; elles augmentent
de q quand on passe de l'équation (E) à V équation (E.^.y)-

Voici enfin un autre résultat, que nous nous contentons encore d'in-
diquer.

XÏI. Les racines des équations f(p) = o, F^ (/?) == o, V^Çp) == o, .. - ,
V^(p) = o (voiries formules 11 bis) sont changées de signe quand on
passe d'une équation à son adjointe de la première ligne; elles augmen-
tent (lep quand onpasse de V équation (E) à l'équation (E^p).

Soient les équations (E) et (E^). Soit F^(<7) l'expression du poly-
nôme V, pour Féquation, (E). Soit ¥f(s) l'expression du polynôme F,,
pour l'équation (E^). D'après'le résultat (XII), nous avons

F^+^F^^).

Donc le résultat de la substitution de q dans F^ est le même que le
résultat de la substitution de q -^p dans F1^.

En particulier, si nous considérons une racine ^ de l'éqnation/(r)= o
relative à l 'équation (E) [/(r) == o est l 'équation déterminante du
point cr i t ique co où les racines ont été changées de signe], le résultat
de la substitution de ^ dans F^ sera le même que celui de la substitu-
tion de '̂  p dans F^; mais S +P est une racine de l'équation/(r) == o
relative à l 'équation (E^) (d'après le résultat XII). Nous avons donc
le résultat suivant :
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XIII. Les expressions f/V ̂  F^, ..., I\ restent invariantes pour une
quelconque des équations de Ici suite, lorsquon y substitue les racines de
l'équation fÇr) ̂  o relatives à ces éq"uations, oa f/<?.y nombres différant
entre eux comme diffèrent ces racines.

Il suffît maintenant de regarder la composition des expressions U ^ ,
Ua, ... pour en tirer le résultat su ivant :

XIV. Les expressions U^, U^, ..., \^ restent invariantes quand on
passe d'une équation de la suite à une autre.

7. Nous sommes maintenant en mesure de faire l 'extension du ré-
sultat VI.

Une équation (E) s'intégrera sous forme f i n i e ou par des quadratures
si, dans la suite qui l u i correspond, on trouve une équation ayant pour
intégrale générale un polynôme.

Cela ressort évidemment du résultat VII.
Il ne reste plus qu'à indiquer le moyen de reconnaître sur l'équa-

tion (E) les cas où cette intégration est possible.
Il faut et il suffit que les racines de l'équation déterminante du

point co soient entières et que les condit ions ( r6) soient remplies.
S'il en est ainsi , lorsqu'on s'avance de deux rangs à droite dans la

suite, les racines de l 'équat ion déterminante du, point co d iminuen t
d'une uni té; il, existera donc une équation (Eap) telle que toutes les ra-
cinesde l 'équation déterminante du po in tcoso ien t négatives ; les condi-
tions ( ï6) étant remplies pour l 'équation (E) sont remplies d'après le
résultat XIV pour l'équation (E^); donc l 'équation ÇE^p) a pour inté-
grale générale un polynôme.

Réciproquement, si une équation de la suite correspondant à l'équa-
tion (E) a pour intégrale générale un polynôme, les racines de l'équa-
tion déterm/inante du point co pour cette équation sont entières et les
condit ions (i 6) sont remplies; donc les racines de l'équation déter-
minante du pointcopour l'équation (E) sont entières et, à cause du ré-
sultat XIV, les conditions (î6) sont remplies. Donc :

XV. On peut intégrer sous forme entièrement finie ou tout au moins par
des quadratures une équation (E) qui est telle que les racines de Véqua-
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tùm déterminante du point co soient entières et que les conditions (16)
soient remplies.

Nous avons déjà examiné le cas où toutes les racines de l'équation dé-
terminante du point oo sont négatives. Dans ce cas, si les conditions (16)
sont remplies, l'intégrale générale est un polynôme. Un autre cas in-
téressant est celui où toutes les racines de l 'équation déterminante du
point co sont positives et où les conditions (16) sont remplies. Dans ce
cas, l'intégrale générale est une fraction rationnelle. En effet, l 'adjointe
de la première ligne est telle que l'équation déterminante du point co
ait toutes ses racines négatives (résultat X). Les conditions (16) sont
encore satisfaites pour cette équation; donc'elle admet comme solutions
particulières n polynômes. L'intégrale générale de l'équation donnée
est donc une fraction rationnelle.

Les considérations précédentes permettent encore d'intégrer une
équation (E) lorsque, dans la suite correspondant à cette équation, se
trouve une équation ayant comme solutions particulières n — i poly-
nômes. On. verrait facilement, parmi les conditions (16), celles qui
doivent être remplies pour qu'il en soit ainsi.

On simplif ie enfin l'intégration, de l'équation (E) lorsque, dans sa
suite, on rencontre une équation admettant des polynômes comme
solut ions particulières, et il est encore facile de voir, parmi les condi-
tions (x6), celles qui doivent être remplies pour qu'il en soit ainsi.

8. Appliquons ces considérations à une équation déjà considérée
par M. Goursat ( 4 ) :

(17) (^-^^)^+(A.^•^A^-2)^^^...+(L^~LO^-•-M^

L'équation déterminante du point critique oo est
,•( , .^I). , .(r4-/^—I)~-Ar(r+I). . .(/•4-/^—^l)4-. . .+(•—I)^- lLr-^(--l) / ^M=o.

L'équation aux racines changées de signe est

f(r) = r ( r—, i . ) . . . ( r— /z~h i) 4- Ar ( r — i ) . . . ( r—/z -+ -â ) -h . . .-t-Lr-l-M == o.

(i) Annales de If École Normale supérîewe, t. XÎI, p. 275 et saiv.
Ann. de L'Rc. Norm. 3° Série. Tome VIII. — DÉCEMBRE 1 8 9 1 . 49
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Soit, en même temps,

y ( r )•=:/"( r — ï ) . . . ( / • — n -\- i ) 4- A .1 / * . . . ( / • — /z ~\- a ) 4" . . . 4- L i /• == r <6 ( /• ).

Considérons une racine simple ^ de l 'équation déterminante du
point co, cette racine étant telle que ^ ~ ï , ^ -- 2, ... ne soient pas
racines. Nous aurons, pour le développement de l'intégrale corres-
pondante au tour du point critique co, l'expression

Ao^-hA^^^-r-Aa/^H-...,

les coefficients étant déterminés par les égalités

Ao/(^ ̂  o,
Ai / (^~ l ) . - -Âo9(^ rrro,

A,/(^-^-Aiç(£-r)-.::o,
A;s/(c — 3) — Aa 9 (^ —• 2) ̂  o,

de sorte que l 'expression de l 'intégrale est

.-^^-'-.r.^)^^^^^^^
+ -̂̂ .̂ .-?.(i•;:-[iî-(!.:;•.:l.)., / s - , , "|/(ç-->)./'(^ -^/(ç-sr - ' - • • • j

Cherchons maintenant les cas où les condit ions ( ï 6) sont satisfaites.
Supposons donc que les racines de l'éqiiation/(r) == o soient entières
et rangées par ordre de grandeur décroissante. Soient

<Xf, ff.î, ..., Cl.,,,.

On voit bien facilement que

Ui -<Ï>(K,) (I>(.^--.-1).. .(l,(^+ ï), V,-. U3,=.. .=: U :̂:: o,
Vi : : 3) ( «,} (I» ( ̂  ~ j ). . , <I» ( 0(3 + ï ), Vî ==...-: ¥„_, -_-= o,
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . - . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^1=-- <1>(5Î,,.-.,) (I»(K/,_,-- I ) . . ,<D(0(,.4- I).

Donc, pour que les conditions (16) soient satisfaites, il faut et il
suffit que les racines de l 'équation ;p(r) == o (à part la racine o) soient
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entières et comprises, l 'une entre o^ et a^ sans être égale à a^, l'autre
entre c^ et a;^, sans être égale à 0.3, etc. Si l'on remarque que l 'équation
o(r) -.= o est l 'équation déterminante relative au point critique o, on
a le résultat suivant :

XVI. Si les racines de F équation déterminante du point critiquer,
changées de signe et rangées par ordre de grandeur décroissante, sont
a^ , aa, .. ., a^; si les racines de l'équation déterminante du point cri-
tique o (à part la racine o), rangées aussi par ordre de grandeur décrois-
sante, sont Ri, ^2, ..., p,̂ i ; si, de plus, les a et les p sont des entiers, et
Cfu enfin ^ soit compris entre a^ et a^, sans être égala a^ (3 3 entre a^ et
a;,, sans être égal à ag, etc., l'équation (17) s'intègre soit sous forme
finie, soit par des quadratures; si tous les a sont des nombres positifs,
l'intégrale générale est un polynôme; si tous les a sont des nombres néga-
tifs, l'intégrale générale est une fraction rationnelle,

Nous venons d'examiner le cas où l'équation (17) a, clans sa suite,
une équation, ayant comme intégrales particulières n polynômes;
l 'équation donnée s'intégrerait aussi s'il y avait dans la suite une équa-
tion admettant comme solutions particulières n — i polynômes. Un
des cas où cette circonstance se produirait serait le suivant : n — 2
des nombres j3 seraient compris entre a^ et a^, 03 et a..,, etc., l 'autre
nombre P étant in f in i . On, intégrerait ainsi dans un cas où l'intégrale
générale ne serait pas régulière autour du point cri t ique o. Nous ne
développons pas le cas où l'intégration de l'équation (17) serait sim-
plifiée, quand, dans la suite correspondante, il y aurait une équation
ayant comme solutions particulières des polynômes. Ces cas sont
rendus évidents par ce qui précède.

Appl iquons la méthode à un exemple. Soit l'équation

(/^~^2)^ +(.^•2~<2^)^ +(-6^-1-2)^+6^=0.

JL/équation déterminante du point co est

r ( r +1 ) ( r + a ) -- /•(/•••+- i ) —- 6 /• — 6 .:.•:= o ;

elle admet les racines — 3, —i et 2.
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L'équation déterminante du, point critique o est
/• ( /• — ï ) ( r — 2 ) -+- 3 r ( /• - - I ) --- 3 /• rr 0 ;

elle admet, à part la racine o, les racines 2 et -— ï .
Les racines de l'équation déterminante du point co changées de

signe sont
3, ï , -a,

et celles relatives du point o sont comprises l 'une entre 3 et ï , l'autre
entre ï et -— 2; nous pouvons donc appliquer le résultât (XVI).

Considérons la sui te
(E), (EO, (E,), (E.,), (E,),

où
E,-:(^-,^ ,-(„„.-6.)^ -,- (^-4)^ -.o,

E^(^..-^ ,-(-^.^)^ 4-8,.^ -o.

D'après le résultat XI, les racines de l 'équation déterminante du
point co pour l 'équation (E/,) seront

~ 5, —3 , o;

cette équation a donc pour solut ions une constante, un polynôme du
troisième dc^ré et un. du cinquième. On trouve très facilement:

€IS/ , . C'iZ^ r' <•) f
^-^-^\ ^- ̂ - 4,^+1.

L'éqaation (E^) étant l 'adjointe de Lagrange de l 'équation (l^), où
'— est considérée comme rinconniie, les solutions de l 'équation (lî^)
sont données par les formules

^ ̂  -__ (^.^ 4.^) ̂ f^ dt\ ,
dx x^ -- a:1 '

^ - —r—— ( 6 ,^ - 4,ï 4- ï ) e~-1 '^^ '•'' ;dx (ï^ - i - x1' % " / -/

nous trouvons ainsi
cl,ss _ Akr"•'•"• 4^'3 dz^ _ 6.y2— 4..̂ " + î
.̂x." "~'.y4^,^^!)^' •^y """""" 1 .••̂ (.r"̂ "'!)̂  '
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D'après ce que nous avons dit au n° 5, les solutions de l'équa-
tion (Es) seront

3^=^-- 4^, z^^Q^— /^.c + i

et
r .z?4 — 4 ,r3 - F 6 A-2 — 4 x -\- i ,„.;„,„-,„„„„.„.-*——clx 1 ———-———-—dx ,, » .„
^•(^--X^ J .^^-l)- J'11^^

.r''̂ r- .r2 .-K4 -- 4 ̂ 3 6 .r2 — 4 ̂  -4- i
^ •̂""7)̂  ""ï4 (̂ :̂::~'I )4'

Cette dernière intégrale devient

Z,.-(6..-4..,-,)/^^^-(--4..•)/6$^•^''^

les quadratures renfermant chacune une constante, on a l'intégrale
générale de l'équation (Ea) par la formule

Z, - const. f (6^2 - 4.214- i) J "̂̂  ̂  „ (^ -„...- 4.r3 )J ̂ '̂î î j <

Pour avoir l'intégrale générale de réqualion (E), on n'a qu'à
prendre la dérivée. On trouve

r r c^--t\.x^ , / / « ., r6.y2—4^-^-I1
Z^const. y^x-^j ^^dx^\^-~-^}j -̂̂ ..̂ ^J.

Les calculs une fois effectués, s renfermera des expressions algé-
briques et des logarithmes.

9. Il y a des équations qui se rattachent à la forme (1.7). Ce sont
celles de la forme

( ï 8 )
[ r - y^} ̂  - E^'^ - A,y(-^1)] ̂  +...

( + [i,r̂  - W ̂  + ̂  ̂  + • • • + N z = 0<

On passe d'une équation du type (18) à une équation du type (17)
par le changement de variables

y^x.
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10. Revenons à l ' équat ion (E). Nous allons appliquer notre mé-

thode à la s o l u t i o n de que lques problèmes.
Formons, par exemple, l ' équa t ion la p lus générale de la forme (E),

qui admet comme intégrales part icul ières n polynômes de degrés con-
sécutifs/^, (^4-1), ..., ( p - ^ n ) . Si nous considérons la sui te qu i
correspond à l 'équation cherchée, il y aura dans cette suite une équa-
tion qui aura comme intégrales des polynômes de degrés o, r , 2, . . . ,
(n — i). Comme elle est de la forme de Gauss, elle sera

^E).-,^^=o,

a étant un polynôme de degré n.
On, obtiendra l 'équat ion cherchée en prenant l ' équat ion ( E ^ p ) cor-

respondant à cette équat ion. On a ainsi

[ cl^s da d^z p { p - { - ï ) c^a d'1-^
| a ̂ ïl ̂  p rS ^./r~î + —-^^-"-'"- ̂  ̂ :;m + • • •

( 1 9 ) j , . p { p ^ ^ . . . { p ^ n - i ) ̂
1 ' ' - l ) "1——1" 1111111-1"-—^^^^^ ....— .̂..— ̂ ^ .,„ o.

Pour toutes les valeurs entières et positives de p^ cette équation aura
/nntégrales qui seront dos polynômes de degrés p , ( p 4-1 ), ..., (p + n).
Pour les valeurs négatives de p comprises entre o et ('—n), 1/éq'ua-
tion (19) s'intégrera par des quadra tures , et, pour les valeurs néga-
tives de/? comprises entre — m î t — co, l ' intégrale générale de Inéqua-
tion (1:9) sera 'une fraction rat ionnel le .

On trouve de la même façon l 'équat ion la p lus générale de la fbrme(E),
qui admet comme intégrales particulières a polynômes de degrés con-
sécutifs p , ( p 4- i), .... ( p — a — i). En eflet, si l 'on prend la suite
qui correspond à l'équation cherchée, dans cette suite il y aura une
équation admettant comme solutions des polynômes de degrés o, ï ,
2, ..., (a — i). Cotte équation est donc

ci" z cl^'^s d^z
a ̂  + ̂  ̂ ^ +•. .. 4- a^ ̂  ~ o,

a étant un polynôme de degré n, a^ un polynôme de degré (n — i), etc,
Donc, l'équation admettant comme solutions particulières a polynômes
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de degrés consécutifs p , (p + i), ..., (p •+- a - ï ) est la transformée
(E^) de cette équat ion, c'est-à-dire l 'équation

l , € l ' l z , ( ,, da , . \d^z , [ p ( p ~ { - i ) d^a da, ~\ d^z
a^'TA^^"r'l^^l

f.o) ! -J(-., ). plz?±^JJ :̂̂ ^ ̂  „1 n\ dx11 ' " '

-i- f- i)a /^^+J)...(^+^-l) ̂ /^at , _^ ^
• ' ^ ! dj^ \ '

où p a des valeurs entières positives.
En par t icul ier , le type le plus général d'équations qui admettent

comme so lu t ions (n --1) polynômes de degrés consécutifs est

/ d ' 1 ^ f da \dfl~i3 f p ( p ~ ^ 1)0^0 da^d^^z
Y ̂  - -- P ̂  4- ̂  ̂  -,t- ——^—— ̂ -P-^\ ̂  .-. ..

(ai ) ' / L J

i ( ^^^^'•""ll"^^"^^'"11^1^ - i ,\n^P••'(P~{~n~r^dl^~{a^\\ • ^ ) ~~' ~ n \ ~ d ^ ' ^{ ) ' —^rryr~ "^"j ' •

M. Hermite a considéré déjà cette équation sous une autre forme
qu'i l est bien f a c i l e de retrouver.

Dans l 'équation (19), faisons^ == i; nous avons l'équation admettant
comme solut ions part iculières n polynômes de degrés 1 ,2 , . . . , /z,

d ' 1 ' ^ da d ' 1 - 1 ^ ^ d ^ a d ' ^ z -n^^^^,
a'dxft """ 'dx dï^1 'r d^ d^^ 4-...-4- (--1)^^^ - o.

L'équation de Gauss, qui admet comme solutions particulières les
polynômes de degrés :i, 2, .. - , (n — r), pourra s'écrire

d1^ / da .^d'1-^ dîa d^z , d^a
a^l4"•^•--^+^.^ .

b étant un polynôrne de degré n — i. Il suffira de prendre la trans-
formée (Esc; ,,,i) ) de cette équation pour retrouver la forme de M. Her-
mite.

Il résulte de notre étude que l'équation (21) s'intègre pour toutes
les valeurs entières dep, positives ou négatives.
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11. Parmi les équations qui se ra t tachent aux équations de forme (E),

nous citerons les suivantes :
^f^n

( a y"-!- aij^"^ 4-. . . 4- a^y^^P) —"-

+ (py/^l + (̂  y(/.- 14-P) + __ + (3^..,,ij(^l)-^"-l^) ̂ .4 4- . . . ;
d y ' 1 1

on passe de ce type d 'équations à une équat ion de la forme (E), en
posant

x=y~i\

12. Etudions le cas par t icul ier de l 'équation du second ordre

(^) ^^4-^^4-^=0,dx1 dx

ou a est un polynôme de second degré, b un polynôme du premier
degré, c une constante. Dans ce cas, il suffit que réquation algébrique
correspondant a cette équat ion ai t une racine entière pour q u e l 'on
puisse calculer l'intégrale générale. En efîet, si c'est une racine néga-
tive, on a imméd ia t e m en t un polynôme comme solut io l ïde la proposée;
si c'est une racine posit ive, on a un polynôme comme so lu t ion de
l 'adjointe de Lagrange e t , par suite, une so lu t ion de la proposée.
L'autre solution s'obtiendra par quadratures .

Plaçons-nous dans le cas où l 'équation a lgébr ique correspondant a
l'équation (E) a une racine entière posi t ive n, cette racine étant la
plus petite s'il y en a u n e autre.

Considérons la suite d'équations

(E), .... (E^), (E2.-i), (E^), . . . .

L'équation (E^.,.,) est alors

/ ïî' \ , ̂ "^2^ i | / > dci ., | dz«fn 1
(fc2-1 ) = ' ̂ y + [^ 4-!) ̂  ~ ̂ | -^ - o>

^ avec la condition
/ « q \ r i ( n 4. ,i) d^-a db
( ) ——-^.-.^-^.^^o.

L'équation (E^..,) a pour solution particulière une constante, et
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l'équation (E^^)» étant l'adjointe de Lagrange de (E^,-i\ a la solu-
tion correspondante

COriSt. f[( n +1 ) ^ - l- \ dx' - f ^ d.v
———e^ L a lls ^const.Œ^e J " .a

On déduit de là la solution correspondante de l'équation (E),
dn-l -fÎLdx

( 24) ^ == const. ̂ ^ a" e J ^ .

Cette formule convient, à la condition que n soit la plus petite racine
entière positive de l'équation (23).

Nous allons montrer que, dans tous les cas, la formule (24) donne
une solution de l/équation (22), pourvu que n soit solution de l'équa-
tion (23). En effet, posons

-f^u.
y -=: a^e J a ;

nous avons
/7'v ///7 — j •-' dx — j 1 rf.rt7 == na^^ — e J a — bc^ e J a ,
dx dx

dy f da ,\a ^ =::-. n -— f) y.
cix \ dx j^

Différentions n fois en appliquant la formule de Leibnitz; on a
d^y da dnfy /^ (/i — ï ) <a?2 a <:/"-~\y

a -^- -;- n ̂  j^ + ^—— ̂ i .̂̂ _.i

/ da , \ d^ y f d2 a db\ d"-1 y
.-„ .„ 1 yl /••l ! " 1 , ft 1 ft ___ ,--__ 1 ___________î——

- V 1 Jx ~ ) dx'1 + \ ~dœ1 ' dx) dx'1-1

OU
d^y , d^y f" n ^ n - ^ ^ d ' a db~\ d"--^ _

a da^ + dx- + L~ ——^—— dœs - " ̂ -1 dx't~l ~

et, à cause de l'équation (23),

û?"4-1./ , h^y ^cd'tzlz-o
a ds"^'- 'r cte" dx"--^ ~ '

ce qui montre bien que C'^L est solution de l'équation (22).

Remarque. - Dans certains cas, la formule (a4) peut devenir illu-
Atlit.de i'Éc. formate. 3" Série. Tome VIII. - I>ÉciiMiiiiE 1 8 9 1 . ûo
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-r^..-
soire; ces cas se présenteraient si a11 e " a é ta i t un polynôme de degré
inférieur à n — i.

Appl iquan t la formule (24) à l 'équation de Gauss mise sous sa forme
ordinaire

^(, __^) ̂  + [y __ (^ .+. (3 ̂  ̂ ] ̂  „ ̂  ̂  ^^

on trouve
^a--.i t'^LLP^l^'Zj

3 :=: const. -—^ x^ ( i — xY e ' 5 ^\-x\ ~ ( >r ^

OU
^/x-1

^ == consl. ———x^-^([ — ,r)ï"-"P-1..̂a-.....i ,. /

L'intégrale générale est donc

zi = cl l̂ ^ ̂ ^"'"^ (I ̂  ̂ ^"p"'1 + ̂ 2 -^p11, ̂ P-^ù - ̂ îï'-^--1.

CHAPITRE III:.

APPLICATION AUX ÉQUATIONS QUI GÉNÉRALISENT I; ÉQUATION DE BESSEL.

i. L'équation diiîérenti.ell.e linéaire ordinaire connue sous le nom
(Véc/nation de Bessel est
/ •r.i •\ M *1 A» ÇA, Z[ ̂  ) ^ - . . -i- m -y- ••4- xz •:=:. o ;dx1 dx

nous allons appliquer notre méthode à l 'étude de cette équation. Son
adjointe de Lagrange est

(E!) ^(^0~-^(^^04-.zt^-o, 1 ̂  4-«(2~m)^ ̂ ^o,

/ g? . Uf S\ €lSS"{(^) ,.^^-,-^,^.,,,,^,,0.
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L'adjointe de la première ligne pour l 'équation (E^ est

(E,) ^^^rn^^^o.

d^z. dz.
'^^^d^^^^09

d^z. . . d z .(E,) ^^_,-(^,-_,)^+^,^o.

Par suite, nous avons

(E,,) ^^ -+. (^-^)^ + :̂:..o.

Appliquant la formule (i) du Chapitre 1 de la deuxième Partie, on a

i d ï d
'" .'x* dx a: dx^'111^

les dérivations étant en nombre/?.
Si m est un entier positif 27?, on voit que l'équation (E^) est

d^z d^z^ .. 4.- ^5 •^. o oi..l ,—. -i"- z == o ;
f/A-2 a.-r"

elle admet les deux intégrales sin.r et cosa?.
Donc :

L L'équation
d^ z dz

^ ^ .̂ - a/? —— -h /Z^ = 0,
d,r2 - cto

o/}. /? est un entier positif, admet les deux solutions

j d ï d ï d ï ^ .
. . . _ r*Akï 'y _ __ —- . . . ——— ft'l t_ ^L „...... —«-cos.'r, — -7- — • • • - . - - sm^,x dx a; dx x dx x dx

le nombre des dérivations étant p.

De même :
II. L'équation

(^5 dz
^ _- 2 ̂  ~— + ̂ ^ -r= 0,

dx^ • dx
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où q est un entier positif, admet les deux solutions

Çx dx f x clx.. . f cos se dx, 1 *^ dx Csc d.x. . . Fs'm x dx,

le nombre d'intégrations étant y.

L'intégrale de cette dernière équation

d^z dz^ .„_ ^ q _[„ ̂  -^ Q
dx2' ' C/..T

où q est un entier positif, peut se mettre sous une autre forme. En
effet, l'adjointe de la première lig'ne pour cette équation est

d^z dz.y ^ ^... .^q ,„„[.,, ̂ ^ ̂  ^^
dx1 ' dx

Si ^,, et ^2 sont deux intégrales de cette équat ion, doux intégrales
de la première sont

ï(]/* 2 f]
, / --'.//.r

-;/ fîJ x —,. /y. 2 q ^i\e^ ^^'-^^z1^ cl x^z^
Donc :

11,1. Les intégrales de V équation

d^z dz^^-^^^^^=o,

où (f est un nombre entier positif, sont
%

a/, d i cl i d . d x d dsc^ ...... . _ , . . —cos^, x^i — — ,-••- . . -~-sin^.
dx x dx x dx 9 dx x dx dx

le nombre des dérivations étant q •+• î .

2. Ces résultats ont pu être établis parce que l 'équation de Bessel
ne change pas de forme par la transformation indéfinie qui a été
employée. Il suffit alors de prendre l 'équation la plus simple de la
suite pour intégrer les autres. 1.1 existe, des équations d'ordre supé-
rieur an deuxième qui se traitent d'une façon analogue ; ce sont les
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suivantes
rÏlt ^ /-/rt-1 „ ///l-2^ r1v

(E) '̂"1 ~ -l- à ̂  -<2 -——'. + b x^ -——"- 4-. . . 4- h — -h ̂  ~1 ^ "= o,N / dx11' dx'1 -1 û^--2 ^

où a, 6, . . . , À sont des constantes.
L'adjointe de Lagrange d'une telle équation est

(E,) ^(^-1^) - ̂ (a^——0 4-.. . ,- (-i)^-^,

( /•//; -. ^itt—i,-
a;n^ a—ï - r/z (n ~ i) - a-}^-^ -,—=-1

^•/A l- ' / J d^-1

(F ') /

( -.1- "tZL-i) (/, _ i) (/; „ ̂  _ („ - ,) /, -- a)r/- + &1 ^——^ + . . . .
i 1 2 J -'"

'Elle a la même forme que l'équation (E). Ecrivons-la

(E,:
/•In » r j l î -1 ^

,^-.4^JL ^ ^ ^ ^ . - a ^ - l^?Z -1 ^———J .,l_ ^ ^^-2 -„. .l. . . . + SC
c lx ' ' ' 1 ' " 1 d x ' 1 " " " ^

.n~-\ : 0.

L'adjointe de la première ligne pour cette équation (Ej ̂

(1^)

^(-)-^(^)-1--^-1)——'
.^-.^^ -. -—^+[(/,_a)^-./,j^ ^^

(V \ a (.'\^ ^llf"1^1^2) -^ri^^ ^^-^\^

,a;"~ ' a^ a-^ + [(/. - ̂  -1- ̂ ]^-3 ̂ S

^"-îs-
- [( n - 2 ) ( n. -- 3 ) a, 4- ?. ( /?. - 3 ) b, + cj ̂ >%-4 ̂ ĵ

Cette équation ayant encore la même forme que l 'équation (E), on
voit qu'il en est de même de toutes les équations de la suite.

La formule qui permet de passer de la solution de l'équation (E^)
'à la solution de l'équation (E) est

i d i. d d ^
^--l ^y ^./A-.l (^ d X " ' 1 ^

le nombre de dérivations étante.

3. L'équation (E) s'intègre facilement dans les deux cas suivants :
i° Si, dans la suite qui lui correspond, on trouve l'équation

(a)
d11 z^--i ,_:1 4- ^'""^z === 0,
dx"'
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c'est-à-dire
J. ŒLS.

J^s

d"^

2° Si, dans la sui te qui l u i correspond, on trouve l 'équat ion

d.11ï'Z cfn,—\ ^
,rfî-ï ..„.._ „;„„ ^n .yrt-â „.——^ .i.. ̂ -i ̂  —-. Q

dx^ f ^^n.-\ 1 ^ ^—.u,

c'est-à-dire

(^ ^'^ c//^--l^
,•7; ———— ...t,- / î /) ._______ ...1,.«, ,'y»--' "—• /-»

^•//- 1 f dx" - j ' ^""--°'

p étant un nombre entier.
Il suffît de montrer que les équations ( a ) et ( b ) s ' intègrent. I7équa-

tion (a) est une équat ion à coefficients cons tan ts ; on, l ' intègre par les
n expressions e^\ a étant racine de l 'équation algébrique /^-M: === o.

Pour l 'intégration de l 'équation ( A ) , posons s — yé^\ on en tire

^ ^^(•d^ ; ? r tcix " • 6 VA; ^^yy

dn " l s ^ ~ d'1 "-1 y ^ "-'îî .y /.//,„ ^ -|
^-f .<^^-!-(/'----I)?7^+•••+(/^--I))''--^
rf/^•s ta-f^y -,dn-lY rfv^ ~- ̂ [^ +

 rtÀ ̂  -h
 • • • -f- ̂ "-' 2 -•-/"^-

L'équation transformée sera

. ^y , ^ i ^dfl ' l^'^" —— •J- (/?,À^ -+- nD) --——- ..".!-.-
dx'1 • ' 1 f (^n.~-\ ' • ' •

4" [^^~1^ + n(/z - î)p^^] ̂  + [^(/// ,̂  t ) 4. /^^//--i]j .̂  o.

Si l'on prend pour À une valeur À ^ racine de l 'équation À" •+- T == o,
l 'équation devient

i ^'r , . d^^v^ \x^+^v+^^+•••
( + [n^.x -i- n(/î.- O/^'-'l ̂ . -i- "/>>.?• 'J = o;
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elle est de la forme que nous avons étudiée au Chapitre II de la
deuxième Partie. Son équation algébrique correspondante est

n\'[ -1 /• - np/.^^o;

elle a la racine 4" p .
Si p est un nombre négatif, l 'équation ( c ) a pour solution particu-

l ière un polynôme de degré /j; soit P)^ ce polynôme, l'équation ( & )
aura pour so lu t ion l'expression P),/^'. On obtiendra ainsi les n solu-
t ions de l /équation (6), puisqu'il y a n valeurs pour 7^. Dans le cas ou
p est un nombre positif , l 'adjointe de Lagrange de l'équation (c) a
pour solution un polynôme de degré p — i , soit Q).^ ce polynôme. Si
donc ji, . . . , y^.., désignent n solutions de l 'équation (c) convena"
blement choisies, on a

Q^=

7i
7i

^/("-2)
J \

yi
y\

jr1'

j '-i
A

.yr2'
.72

72

y(/î,-l)... J ^

}•/,

• • • y'n

^{ ' ï -• ' ' ,' n \
y^

• • • .7.

i

i

à)

Mais, ^ é tan t la solution correspondante à y, dans l 'équation (6),
on a

y i —

y\=:

y'^

, /»—) .̂ •^i c/ i ,
^./ /»•—}>, ;̂ 7 - A— 5., x» ^ e i "- - /.i ^i c i ,
, / / „ , — > j7 ^•5, ^ / />- 'X,a ; i 12 - /»"-)^ x^ ^ e 1 -•••"" 2 AI -./ ^ c i -)~ A ^ *.'! c. 1 ,

En rernarquanfc qu'on peut, 4ans un déterminant, remplacer une
ligne par une combinaison linéaire des autres, on voit que

Q- {n—l)\x

Q\

„(//.-15 ^(rt-l)
-'1 • • * "^
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Do lie

rrIft-Ï) ^(//--3)
-"1. • • • ^ f / / -n :=Q,e~\^

De sorte que l 'adjointe de Lagrange de l 'équation (6) admet la so-
lution Q^er^. Puisque 7^ prend n valeurs, on a toutes les solutions^Je
l'adjointe de Lagrange de l 'équation (&) et, par suite, toutes les solu-
tions de l 'équation (&).

4. Apres avoir reconnu que l 'équat ion (E) s'intègre lorsqu'elle a,
dans la suite qui lui. correspond, une équation identique à (a) ou à ( h ) ,
il nous reste à ind iquer le moyen de reconnaître a priori les cas où il en
est ainsi.

On établit par la comparaison des racines des équations détermi- •
nantes les résultats suivants :

IV. Quand on passe d'une équation (E) à son adjointe de Lagrange,
les racmes de l'équation détermincinte du point critique o sont changées
de signe.

V. Quand on passe d'une équation (E) à son adjointe de.la première
ligne, les racines de V équation déterminante du point o {la racine o
exceptée) sont changées de signes et augmentées de n.

L'application répétée de ces résultats fourni t le suivant :
VI. Quand on passe de l'équation (E) à l'équation (E^), les racines

de F équation déterminante du point o (la racine o exceptée) augmentent
de pn; r/uand on passe de F équation CE) à l'équation (E^y), elles dimi-
nuent de qn.

Considérons le cas où une équation donne naissance à une suite ren-
fermant l 'équation
(a) 1 ' ' ^-l^^+^"^=ô.

Les racines de l'équation déterminante du point o pour cette équa-
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tien sont i, 2, . . . , Çn — i); on peut en déduire les racines de l'équa-
tion déterminante du point o pour l 'équation donnée. On arrive ainsi
au résultat suivant :

VII.. Quciïid les racines clé l'équation déterminante du point critique o
Çla racine o exceptée") sont

\ - pn, a —pn, (/i — i) - — pn.

T 0 si p est un nombre entier positif les solutions de r équation (E) sont
données par

i d \ ci d , ,
^n~\ ̂  x^""^ dx cix '

le nombre des dérivations éteint p et y- étant racine de l'équation r'1 -h s =o;
2° si p est un nombre négatif, elles sont données par la formule

j s" -1 (.U 1 ^n•~-ï dx . . . 1 e^ d.r,

le nombre d'intégrations étant p,

Dans le second, cas, on peut éviter les quadratures par la considéra-
t ion de l 'adjointe de la première ligne de l 'équation (E). En effet, son
équation déterminante aura les racines

pn "h ( n — i ), pn "+- ( n — à ), . . ., pn 4- i,

et l'on sera ramené au premier cas.
Considérons main tenant les cas où une équation donne naissance a

une suite renfermant l 'équation
ci111 z cf'1"'1 z

( l)\ .^-~1 ——' -{- nax'1'"'^ -,——r 4- x^^z =-;.::: o.
' cl^ cix7^ ~'1

Les racines de l 'équation déterminante du point o sont
i, '2, . . ., n — 2, ( n — î ) — ne/ .

Donc :
VIIL Pour qu une équation (E) donne naissance à une suite renfer-

mant l'équation (b ) , il faut et il suffit que les racines de r équation déter-
minante du point o soient

r — pn, 2 — pn, ( n — 2 ) -- pn, ( n — ï ) - " p1 n,
,-îun. de rÉc. Normale. S6 Série. Tome VIIL — DÉCEMBHK 1891 . 5l
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OU
( ^ „.,,., J )...... pf^ ( ̂ ... „„ ^ ^ .,„„. ̂  ^ _ ̂ ^ ^ ___ ̂  ̂

^ r^ // <?Ïa/^ des entiers quelconques positifs ou négatifs.

Les résultats 1 et III intègrent l 'équation du second ordre dans tous
les cas où l ' in tégra le générale est uniforme autour du point critique o ;
mais, comme nous a l lons le voir , les résul ta ts VII et Vin n'intègrent
pas l ' équat ion du ^mc ordre dans tous les cas où l ' intégrale générale
est u n i f o r m e au tou r du point c r i t ique o. Cependant, dans ces cas, l'é-
quat ion du troisième ordre se trouve intégrée.

^ 5. Etudions donc l'intégrale de l'équation (E) autour du point cri-
tique o. L'équation déterminante du point'critique o est

/( r) :-:-:: 4" r ( /• — i ) . . . ( r — n .p. i ) 4-. ar . . . ( / • -.... n -h a ). . . .4- hr : i' o.

Voyons d'abord, la (orme des développements. Soit E; une racine non
entière de cette équat ion et supposons qu ' i l n'y a i t pas d'autres racines
dont la différence avec ^ soit un nombre entier.

Déterminons les coefficients du développement
,^4- Ai ̂  4- A,^^.... 4 - A^,p^^^ -i-. A,^-^ 41- A,,.,,, .^^ 4.-. . . . .

On a les équations
/ (£),^o,
Air-: A,11;::.:..,.. . .::... A ,^ i :1:'1::1: <:.),
A,//^)-^) -h^.-O,

A/^-i— . .~ A^^i:-1.::1- o,
Aa/./^-i-a/^^^A^-^o,

et par sui te le déve loppement

^- . . . s - . ^ ^ . . , - . - ̂  4. .......,...,...-....,-,.,J,i.̂ ^̂ ^̂  , ,^ 1

f^^n) M^^f^^^n)
^^n)^^9.n} ^

/(^+ /Q/a^rî^^^^^^^^ "+ > < • "
Cherchons main tenant les conditions nécessaires et suffisantes pour

que l'intégrale générale soit un i forme autour du point critique o.
Nous pouvons toujours supposer les racines de l 'équation détermi-
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nante du point o positives, car, si elles ne l 'étaient pas, il suffirait de
prendre dans la suite qui correspond à l 'équation (E) une équation à

• droite (Ea^), dont les racines seraient positives, et les conditions qui
expriment que l'intégrale générale de l 'équation (E) est uniforme
autour du point critique o sont les mêmes que celles qui expriment que
l'équation (E^) remplit les mêmes conditions.

Soient donc o, a, [3, ... les racines entières rangées par ordre de
grandeur croissante, nous aurons le développement

^o+ a^x~\- a^x'2^-.. .4- a^x"--^-...+ Oa^-t-...............-i- ap^P-h...

4- log^ ( ̂ a"•+- Ôa.H ̂ a+l ) -1- . .. .
-1- log'21 (cp-rP + cp+.i x^ ) +.

4-.
les équations qui déterminent les coefficients sont

a^ = a^ •==...=: a^-i '-=• o,
anf(n) •+" nc^-~.o,

^/,,+.l rr; . , . ::•:: <Z2^_.i '-:::•:; 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . , . ,

^a/( ot) + bu./' (oî) •+- a^a-%== 0,

il faut d'abord by^ o, et, pui,sque/(a) == o, il faut que <v^== o, c'est-
à-dire que a — n soit, à un mul t ip l e près de //,, un des nombres ï ,
-2, . . . , ( / z — i ) . En continuant, on verrait que ^ doit être, à un multiple
près de n, un des nombres o, ï , . . . , (n — ï), sans que ce dernier nombre
puisse être le même que celui qui correspond à a.

Donc :
IX. Pour que F intégrale générale de l'équation ( E ) sou uniforme autour

du point critique o, il faut et il suffit que les racines de l'équation déter-
minante du point o (non compris la racine o) soient respectivement ï,
2,. . . , (n — ï ), à un multiple de nprês, positif ou négatif^ qui nest pas le
même pour toutes les intégrales.

Ce dernier résultat, rapproché des résultats VII et VIII, montre bien ce
que nous avons annoncé. Il n'y a que l'équation du troisième ordre qui
soit intégrée lorsque son intégrale générale est uniforme autour du
point critique o.
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TROISIEME PARTIE.

1. Nous avons vu, dans la deuxième Partie, qu'à une équat ion d i f -
férentielle l inéaire ordinaire

(E)
cî^z .d^z ,...̂  ^ -.F . _ 4, l^ —: o
<w^ (^r;^" 1

on pouvait faire correspondre une suite doublement in f in ie d'équa-
tions

(E,.^), . . . , (E), . . . , (E^, . . . .

Un cas intéressant est celui qui se présente lorsque, dans la suite, on
retrouve une équation identique à l 'équation (E).

Si, par exemple, la.prenii.ere équation identique à (E) est (E,^, i.,,;}),
on voit que l 'équation ( E < ) , qu i est l ' adjointe de Lagrange de l'équa-
tion (E), est ident ique à l 'équation (E^+a), qui est aussi l ' ad jo in te de
Lagrange de l'équation (E/^...i,;t). En suivant de proche en proche, on
voit que l 'équation (Ë^-n) ^st ident ique à l ' équat ion (E^-ni). Donc,
dans la suite, il y a une équation qui est identique à son adjointe de la
première ligne.

Si, cette première équation ident ique à l'équation (E) est (E/^n),
l 'équation (E^) est identique à l 'équation (E^K-M)- Donc, dans la suite,
il y a une équation qui est ident ique à son adjointe de Lagrang'e.

Il suit de là que les équations qui donneront naissance à une suite
présentant les caractères que nous venons d'examiner seront celles
que l'on déduit des équat ions qui sont identiques, soit à leur adjointe
de la première ligne, soit à leur adjointe de Lagrange, en app l iquan t
notre méthode de correspondance.

Les équations qui sont identiques à leur adjointe de Lagrange ont
été étudiées par M- Darboux et M- Bertrand (r); on pourrait étudier

( r) DAHBOUX, LeçoitK^ cLc., hc. cit,, ïï" Volume.
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d'une façon à peu près analogue celles qui sont égales à leur adjointe
de la première ligne.

2. Lorsque, dans la suite, la première équation identique à l'équa-
tion (E) est l 'équation (E^), il se présente une véritable périodi-
cité, et l'on peut, en général, intégrer l 'équation proposée par des
quadratures.

En effet, nous avons établi la formule [voir deuxième Partie, Chap. I,
(or mule (i)"|

i ci i d i d
l^ dx ls clx 4p--i dx "2^*

Soient ^, ^, . . . , ̂  n so lu t i ons de l 'équation (E) formant un sys-
tème fondamenta l ; puisque l 'équation (E^) est identique à l'équa-
tion (E), nous avons, en posant

i d i cl r d
'l\ dx T , ' " dï :̂:i 'dx^1^ si(1^^

les égalités
H ( z i ) -= a '; ^ i -4- a ̂ 2 -h-. .. + < ̂ ,

H(^) --"ai,si~ha^2+...+^^»

H, ( Zn. ) = a;, .s i 4 • a;i ̂  + • • • + a;;. .;„.

Par conséquent

BI(A^,4-B^4-..4-L.sJ
:^^(A.^; + Bai+.. .-l-Lai) 4- ^(Aa?4-. . .-h-La;t) 4-. .. .

Pour que l 'intégrale
A^i4-Bs24-. . .4- L^^

se reproduise mult ipl iée par un facteur constant quand on effectue sur
elle l 'opération H, on doit avoir

A ( a \ •••-- .<? ) 4- B a \ 4-... 4- L a^ --=: o,
A ai • \- B ( aj — .s- ) 4-. . . -h L a;, -= o,
« , . . . . . . . , . . . . . . . . . . . « . • - » * • • . • * • . • * • • « » . ,

A aï 4- B a^ 4- . . . 4- L (a;^ — s ) =: o.
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II faut que A, B,

nulles; donc

R ( ^ ) :

J. (;ELS.

, , L aient des solutions qui ne soient pas toutes

(a;-

aî

ff.'\

-^ a.\

("I-

^

-^

<

^

«-•»)

:=r 0.

Soit.?/ une racine s imple de cette é q u a t i o n ' R ( s ) -== o.
D'après ce qui vient d'être dit, l 'équation

H(^)"-:^

a une solution commune avec l ' équa t ion (E). .Ecrivons cette c o n d i t i o n ;
en é l iminant de proche en proche, nous arr iverons évidems 'nent a cette
conclusion que la solution commune doi t aussi être so lu t ion de

A.^-(B+^)^,

A et B étant des fonct ions de ^, mais ne dépendant pas de A". Donc une
intégrale sera de la formeintégrale sera de la forme

fll-̂ ,,
(x) ^ -:eJ A ! ,

s ayant une valeur numér ique convenablement déterminée . Si nous
substituons cette valeur dans l 'équation (E)» on voi t que nous aurons
une équation de degré n en s ; les coefficients do iven t être des con-
stantes, puisque nous devons retrouver l 'équation Ïl(.y) == o. Cette équa-
tion aura n solutions s^ s^, ..., s^ et en portant ces valeurs, supposées
différentes, dans l'expression (i), nous aurons les n solutions de l'équa-
tion.

Il pourrait se faire que l 'équat ion en s obtenue ait des racines mul-
tiples. On traitera ce cas comme cas limite. Plaçons-nous, par ex.ernpie,
dans le cas d'une racine double.

Supposons d'abord deux, racines voisines ^ et ^ + £, elles donnent
naissance aux deux intégrales

rs .̂
eJ A ~::r^^ „ ,=-/(.< J, ,=/(,?,+£).
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L'expression
.̂ L±il_.̂ î

£

est encore une intégrale : donc, lorsque £ tend vers o, l'expression

àf „.. B+^ f̂ .r^ .„,., _̂ ,,... ̂

est l 'autre intégrale .
II. est donc bien certain que l'on peut intégrer une équation (E)

lorsque cette équat ion peut donner naissance à une suite périodique.
Reprenons, dans le cas général, l'expression de l'intégrale

/ * B 4 - . V , /'K , / ., ,/ —rf.r / -^/.r J -rf»/*B4-.v , /'K , /'.y ,/ —rf.r /-^r t-.rfr
eJ A "=-: eJ A eJ Az, ::= Ct7 A ^=-= eJ A ^v A

Considérons l 'équat ion qu i au ra i t comme s o l u t i o n s ces expressions
/-•it . / ^ .

mult ipl iées par (rj A '1 '; elles seront^ A ' ' . Faisons dans cette équat ion
d "Tle changement de variables — == rfy. Nous aurons une équat ion qui,

aura des solut ions de la forme
e^^y-^::: e^y.

Ce sera une équat ion à coefficients constants.
Donc les équations qui donnen t naissance à une suite périodique

peuvent tou' jours se ramènera des équations à coefficients constants à
l 'aide d'un changement fonctionnel suivi d 'un changement de variable.
Ces dernières équat ions ont été étudiées parât. Halphen (1).

I l serait d 'ai l leurs f ac i l e de voir que les équations à coefficients con-
stants donnent naissance à une suite périodique de deux en deux.

3. Nous al lons donner une application dans le cas du second ordre.
Soit une équa t ion du second, ordre

d'1 z . dz .,
. 4.- k --y- 4- ̂  = 0.
dx^- dx

( l ) Mémoire n de l'Institut {Sewants eiraif^e/'.v)^ année 1884, t. XXVIII.
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Considérons la suite correspondant à cette équation ( j e supposerai

que, dans toutes les équations, le coefficient de €— est i )

. . . , (:E), ( E i ) , . . . , (E^),
avec

^)-Ê4-^( 1 ^ ) — — — +^——- i -Â^ -0 ,

on a les récurrences

AI ::::1- — A, Aâ:^ — ,;-: lOgÂ-i •-- /Z i ,

^̂
:r'

^i •=. k — •-— /^ Â'a -:.: Â'i.

En ajoutant les forniules

'— k -^
Â-2 = À', ,

'— 1{Î -î^'

A"2 ,̂....,.l "̂ ^ "2 ̂ --2 """"1" "/'~ 'Ï12n•-'<îf
d
dx^1^

on a
^
^'Â-2/,,,,,1 •,= Ââ,i == À1 — . ( A -r- /H -T- . . . 4- ^2/,^2 ) >

De même, en ajoutant les formules

~ ( Â + À i ) — o ,
. /^^ /^^::^ —logA-i ,

(/l^~r- /H):^0,

d—— jn£>'A\
a.̂ '

h^\ 4- À2/, ̂  -- "7- ïog/c^ï,
d

clx

on a
li^ •:= A - ,, IO^A:! A - » . . . A-â/, i.
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Par suite, pour que
A'3,; i-: A', îi^ =- h,

il faut et il suffit que
^ (^i 4- /^ -(-...+ /^-a) =- o,

^ lOg-A-i Â-3 . . . . . . . . Â-s^i =. 0,

ou bien
A + Aa -4-. . . -h- h^^-=. COnSt.,

Â'i Â - 3 . . . . . . . . . . /ra^-i == const.,

puisque h^^. — /^^-i ; ces conditions équivalent à

AI 4- À3+. . .-4- À2rt-i== const.,
A^ ̂ 3 . . . . . . . . . . Â-a^i == const.

Suite périodique de 2 m 2. — L'équation qui donnera naissance à
une suite périodique de 2 en 2 sera» en appl iquant le résultat précé-
dent, celle pour laquelle h === const., k == const. ; alors, pour une valeur
convenable de s, elle aura une solution commune avec

i cl d
s z ^^- ~.— -,— z ou "v ^> —— s z,A'i (M- a.s1

c'est-à-dire que les solutions seront de la forme e^. On arrive ainsi à
un résultât bien connu.

Suite périodique de 4 en 4. — Pour que l 'équation
cl^z , dz ,
,^^-h -,-4-/c^==o
a.r" a a?

donne naissance à une suite périodique de 4 en 4, il faut et il suffit

(a) 7ii-4-Ag ==--2 a, k^k^^b,

mais
/r3== /^= /c, /Ci == A- -~ ̂  À ; . • . .

donc
(3) ,(/c-^A)^

^^/^. ^ff ^^c. Normale. 3e Série, ïoïne VIII.—DÉCEMBRE 1 8 9 1 . 52
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D'autre part ,
d

dx '/-^•=— •T-log-Â- -- h,

Portant dans (2), on a
—— loff À' -I- 2 A rr -n a,
rto °

(4) /.——^log^+a.

Si nous portons, dans l 'équation (3), nous avons l ' équat ion q u i
donne k

w (^^'^)=4
posons /{•==•• ^K, nous avons

^+1^=^-»;
'.ï dx^

en mul t ip l ian i par — et en intégrant, on a

1 [ ̂  ̂  + ̂  + f^-u 4. ^ = o ;4 \<to/

d 'où, en revenant à la variable k,

(dk^^ 4^^ 4^ ̂  (^=0,
\ 0.2; /

rfÂ"
<iy:

^^^c^^îb/c

Mettons cette quadrature ell iptique sous la forme ordinaire; posons
/,' == — //, •4" a.

Nous avons sous le radical

4^-- u^i^cx. 4- 4<î) -+- ^'(ï^a2^ Biîîc 4- ^b) + (— 4^3— 4^<%2— 4^^) ;

prenant e= — 3 a, on a
4 M 3 — ^ ( ï a a î l — 4 ^ ) - + • B a 3 — 8 ^ a ;
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posant

oii a
.̂ 2 == 1 2 a2— 4. ̂ , ^3= 8 a( & — a2),

<^M— o r̂ :
</4^—^--^

02" —— è3

Donc
^ ==: j) ( ̂  ) et À" == — j3 ( ,r ) -+- a.

A p p l i q u a n t la formule (4)» on a

î-î -^.
2 a — P(^)

L'équation qu i donne naissance à une suite périodique* de quat re en
quatre est donc

<Fz ["r \ ) ' ( x ) "1 clz ,. / ,.(,) ^ + ̂  ̂ î ^ ., ,j ̂  + [a - ?(.)]. ̂ o,

ou p ( ^ ) est la fonction de M. Weierstrass, g.^ et g^ étant arbitraires.
La quan t i t é a dépend de ces ̂  et ̂ . Quant à <^, c'est aussi une

cons tan te arbi t ra i re .
Intégrons cette équat ion. Elle a une so lu t ion commune avec l 'équa-

t ion
i d î d

A'i dx Â\ dx ^
ou

î d^ _ ^ ch _ _
J^E, d^- l^k^ dx ^~szî

mais
k.k^b, A-3==/ ' .

La solut ion est donc commune aux équat ions

^5 ̂  1 -^ ̂  — / -
dx1 k dx dx

/", î dk\ d^ / , , v( /^ ̂  ^ + (/. 4- bs)z == ô,
\ À- dx j dx

f \ î dh \ dz ,, , .„ ^ a — ~j- (/r 4- bs} z =: o.
\ ss /c .̂̂ - 7 ̂ i
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Les so lu t i ons sont donc de la forme

/' /.4-/M- ^."y r^,^-^ "^ Jl^,<^,
»-/ 2 f/.r

Pour déterminer .y, il f a u t subst i tuer cette valeur de z dans l 'équa"
l i o n ; après réduct ion, on trouve

/ 3 y \
/;,y'3 4.- __ _-. ^2 ̂  \ ç ̂  , -^ ^^

et l 'on a a i n s i les solut ions.

4. Nous al lons nous proposer main tenant de former l ' a d j o i n t e de
l 'avant-dernière li^ne.

Soit l ' équat ion

, . d'^ d^z d^z
( 7 ) ^ +• a, ̂ ^ 4- a, ̂ ,̂  + .. . + a,z - o.

Pour avoir cette a d j o i n t e ( ' ) , il f a u t é l iminery entre les deux équa-
tions

dya := ai y — — i
d,i1

d 1 1 1 / / . d 1 1 ï d11 ""-'î^^ =: ̂ .̂ .̂ ,̂  „„ ^^a,y + . . . -^ (~ i)--^,/.)-.

La seconde équa t ion peut s'écrire

d11-1 d ' 1 3 / ^/y ^, \ d^
d^ ^ d^^^do- ̂  ̂ J^.r) + ̂ ^a,r+....

En remplaçan t -~/ par sa valeur tirée de la première équa t ion , il v i e n t

d^u d^ . , d'1^ { da^ ' \ d11'^
'd^ + d^^ { a î u ) = 5;î̂  ̂ i^+ ̂ j - a^y + ̂ -.̂ .r -.. ..

( r) Foir dans la première Partie»
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Si donc nous posons
da^

ai 02 -4- —— — ^3 == a,

doL _
ala-h^ +^=P.

a{l "^Ê +(~Q"^=^

nous concluons qu'on a l'équation adjointe de l'avant-dernière ligne
en é l i rn inant^y entre les deux équations

d'1 1 u ^ 3 ci11"11'^^ ^ ̂ ^^(^^^+.^^(^^)-4_...+î,^=0^

dy
a^r.a,y^^

Deux cas sont à distinguer :
r° O^o. -— En posant symboliquement

0y-F(^=^+/(^

on voit que l 'adjointe de l'avant-dernière ligne est

d V ( u ) cii „,, ,
^-ir-i^'1^11^0'

i d ,,, , / Q' ai \ ,,, .
^^F(.)-(^+-gl)n.)+.=o,

(B) ^^^/(^-(^log0+a.)[^+/(^j+^.=o.

En prenant l 'adjointe de l'avant-dernière ligne de cette dernière
équat ion , on doit retrouver l'équation proposée. Par un calcul très fa-
c i le , on arrive à montrer que l 'adjointe de l'avant-dernière ligne de
l ' équa t ion (8) est

«.) ' ^^(.)+a.[^+cp(.)]=fce^

9(s) étant l 'adjointe de Lagrange de l'expression /(^).
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L'équat ion proposée pourra donc se mettre identiquement sous la
forme (9).

2° 6 == o. — Puisque l'équation proposée se met ident iquement
sous la forme (9) dans le cas où 0 == o, elle s'écrit

/ , • ^z d . . [ c l ' 1 - 1 s , ,1
( to ) d^ + ̂  ̂ z) + ai [da^ 4- ̂ ^J = °-

Donc l 'équation aura les Çn — ï ) solutions communes de l 'équation
d^s . ,^rï^ç(^)=o.

On verrait facilement que, dans ce cas, il n'existe pas d'adjointe de
l'avant-dernière ligne, parce que les n expressions qui devraient être
solutions de cette adjointe ne forment pas un système fondamental.

5. La méthode de correspondance que nous avons exposée dans la
deuxième Partie est basée sur la considération de l'adjointe de la pre-
mière ligne et de l'adjointe de Lagrange; il est clair qu'on pourrait ,
par exemple, en établir une autre basée sur l 'emploi de l 'adjointe de
Lagrange et l 'adjointe de l'avant-dernière l igne. On aura i t a ins i une
méthode tout à f a i t pareille. Dans ce cas, la suite serait terminée lors-
qu 'une des quantités 0 serait nulle . La considération de la périodicité
dans cette suite donnerait des conclusions tout à fa i t pareilles à celles
précédemment développées. On étudierait par ce procédé les équat ions
identiques à leur adjointe de Lagrange ou à leur ad jo in te de l'avant-
dernière ligne et celles qui s'en déduisent par la méthode. Enfin les
équations qui donneraient naissance à une suite véritablement pério-
dique rentreraient toujours dans la classe d'équations qui se ramènent
aux équations à coefficients constants par un changement fonct ionnel
suivi d'un changement de variable.

On peut encore aller plus loin et former des correspondances autres
que celles-là. Considérons, par exemple, dans les équations du troi-
sième ordre et des ordres supérieurs, les adjointes de Lagrange, de la
première et de l'avant-dernière ligne. On peut réaliser avec ces équa-
tions une correspondance sextuplement infinie. En effet, une inf ini té
d'équations seraient obtenues en prenant, par exemple, l'adjointe de
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Lagrange de l'équation donnée, l 'adjointe de la première ligne pour
cette deuxième équation, l 'adjointe de l'avant-dernière ligne pour cette
troisième équation, l 'adjointe de Lagrange pour cette quatrième équa-
tion et ainsi de suite. On obt iendrai t les cinq autres infinités d'équa-
tions en prenant les autres arrangements des trois lignes. Cette cor-
respondance serait évidemment telle que la connaissance de l'intégrale
générale de l'une quelconque des équations entraînerait celle de toutes
les autres. 11 y aurait en plus des correspondances univoques entre
les solut ions de certaines équations.

Cette méthode serait évidemment p lus puissante que celle dont
nous nous sommes servi pour étendre des caractères d' intégration;
a un autre po in t de vue, si l'on savait intégrer une équation particu-
lière du troisième ordre, on pourrait par cette méthode trouver un
type plus général que l'on saurait intégrer et qui renfermerait plu-
sieurs entiers arbitraires.


