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THEORIE

DIVISEURS ELEMENTAIRES

APPLICATIONS,

Par M. L. SAUVAGE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MARSEILLE.

D S

INTRODUCTION.

1. La théoric des diviseurs élémentaires cst due entiérement i
M. Weierstrass : nous la reproduisons dans ce Travail; mais, de plus,
nous Gelaireissons, nous I'espérons du moins, la théorie des formes
bilin¢aires, qui est intimement liée & celle des diviseurs élémentaires,
en faisant usage de la méthode employée par M. Darboux dans la théo-
rie des formes quadratiques. Enfin nous appliquons les théories précé-
dentes 2 Uétude des équations différentielles linéaires.

Les Mémoires essentiels a consulter et dont nous nous sommes
servi sont :

19 Zur theorie der bilinedren und quadratischen Formen, par
M. Weierstrass (Monatsberichte, 1868);

20 Mémoire sur la théoric algébrique des formes quadratiques, par
M. G. Darboux (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1874).

M. Horn a fait usage de la théorie des diviseurs élémentaires dans
ses beaux Travaux [ Mémoire sur les équations linéaires aux derivées par-
tielles (Acta mathematica, 1888); et These, Université de Fribourg,
180 ].
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2. Représentons par [P], [Q] et [P, Q] les déterminants

Ay .. Ay, By ... By PAL+gB, ... pAL+gBL

3 P

Anl “e Ann Bnl ... P’nn ])Anx -+ (/Bnl s /)A/zn -+ (/“nn

Le déterminant [P, Q] est une fonction entiere et homogene du de-
gré nen p et ¢, et, sauf le cas ol tous les coefficients des puissances
de p et ¢ seraient nuls, ¢’est un produit de n facteurs linéaires et ho-
mogenes en p et ¢, de la forme ap + bg, et distincts ou non.

M. Weierstrass a donné le nom de diviseurs élémentaires du détermi-
nant [P, Q] (Elementarieiler) aux éléments qui résultent d’un certain
groupement que nous allons exposer, lorsque 'on considere les divi-
seurs ap + bg du déterminant [P, Q].

3. Soit ap + bg un quelconque des diviseurs linéaires de [P, Q]. Nous
opposerons cette expression i celle de diviseur élementaire de |P, Q,
chacune des deux sortes de diviseurs correspondant & une décomposi-
tion spéciale du déterminant [P, Q.

Les mineurs des différents ordres du déterminant [P, Q] sont,
comme [P, Q]lui-méme, des fonctions entitres et homogenes enp et q.
Soit /; 'exposant du diviseur linéaire ap + bg, qui entre dansle plus
grand commun diviseur de tous les mineurs d’ordre . Ces mineurs
sont du degré n — & en p et ¢. Soit {, 'exposant du méme diviseur li-
néaire ap + bg dans [P, Q].

D’abord les nombres /,, {,, [,, ... ne peuvent aller qu’en décrois-
sant; car tout déterminant de degré n — o —+ 1 peut étre considére
comme une somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe,
estle produit d’un déterminant de degré n — o par un élément de [P, Q].
Donc, tout diviseur commun des déterminants de degré n — o doit
étre aussi un diviseur des déterminants de degré n — w +1, et, par
suite aussi, de tous les déterminants de degrés supérieurs hn — o 1.
En conséquence, si I’'un des nombres 4, /,, ,, ... est nul, tous les sui-
vants sont nuls.
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Ensuite, sil'on considere un mineur de degré »n — o -+ 1, ses déri-
vées partielles du premier ordre par rapporta p et & ¢ peuvent étre
considérées comme des sommes de termes dont chacun est le produit
d’un déterminant de degré n — @ par un terme de [P] ou de [Q]. Si
donc les mineurs de degré n — = admettent le diviseur linéaire
ap + bq au degré [, le mineur de degré n — o -1 et ses dérivées
partielles admettent en commun ce diviseur linéaire au méme degré Z,.
Il faut alors que le mineur de degré » — o + 1 soit divisible par
(ap -+ bg)'=".

Soit /. le dernier exposant /qui ne soit pas nul, on aura les inéga-
lités

L>0> 6> .. >,
Posons alors

by—li=¢,, L—b=e, ..., L=l =e—y lLh=e;

nous aurons
e+ e ...t epoy+ =,

et, par suite,
(ap -+ bq)=(ap + bq)*(ap + bq ). ..(ap + bg)—(ap + bq)*"

Soient
ap+biq,  ap-+byg, ..., amp-+bng

les diviseurs linéaires distincts du déterminant [P, Q].
Soient £, 22, ..., [ leurs exposants. Décomposons ces nombres en

¢léments e d’apres les regles précédentes, de sorte que I'on ait, par

exemple, S o
li==c) +ef +...+e(i=1,2,...,m).

Le déterminant PQ pourra étre représenté par le produit
[[(a,-p -+ l),»(/)"f (f=1,2, ..., M5 ] ==0, 1, ..., 1I').

Chacun des facteurs de ce produit est un diviseur élémentaire du déter-
minant [P, Q]. On voit que chaque diviseur ¢lémentaire est essen-
tiellement caractérisé par le rapport de deux coefficients @ et & et par
un exposant e.
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4. Dans les théories que nous étudierons, chaque diviseur ¢lémen-
taive jouera un role indépendant. Nous pourrons représenter tous les
diviseurs ¢lémentaires dans un ordre quelconque par la notation

(ap + byq)4, (asp +02q) ooy (@pp =+ bgq)s.

Mais les indices 1, 2, ..., p n’indiqueront plus que Jes diviseurs li-
néaives a,p +b,q, a,p +b,b, ..., ap + byq soient nécessairement
distincts. Plusieurs pourront étre ¢gaux entre eux. On aura de plus

e eyt ep=n,

et le nombre p sera égal ou supéricur au nombre des diviseurs linéaires
distincts.

Soit (ap + bg) un diviseur é¢lémentaire de [P, Q|; ce diviseur sera
dit simple ou muluple, suivant que son exposant e sera ¢gal ou supé-
rieur & l'unité.

Supposons qu'un diviseur linéaire ap + bg [ournisse les diviscurs
¢lémentaires

(ap 4 bq)o,  (ap 4=bq)s, .., (ap -+ bg),

au nombre de¢ r+1. Le déterminant [P, Q] sera divisible par
(ap + bg)“+ect+%. Tous les mineurs du premier ordre seront divi-
sibles par (ap -+ bg)e+¢, .. .. Tous les mineurs de P'ordre r seront
divisibles par (ap -+ bg ).

En particulier, si tous les diviscurs ¢lémentaires sont simples,
c’est-i-dire si'ona e, ==¢,=...=¢,=1, on voit que le déterminant
[P, Q] sera divisible par (ap + bg)"'; ses mineurs du premier ordre
seront divisibles par (ap + bg )", ..., ses mineurs de 'ordre r scront
divisibles par ap + bg.

On voit par li qu’il est bien indispensable de distinguer la multipli-
cit¢ du diviseur ab + bg, considéré comme diviseur linéaire, de la
multiplicité du méme diviseur considéré comme diviseur élémentaire.
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II.
5. Soient les deux formes bilinéaires

P = EAasan’ﬁ,
Q= Z Baﬁxa}’{fn

aux mémes 27 variables x,, ..., @,, ¥y, ..., ¥,. Les déterminants de
ces formes sont, par définition, les déterminants [P] et [Q].
Faisons les substitutions
X = le,'j.‘l'}-,
i

Yi= Z kijy;
i

aux déterminants H et K supposés tous deux différents de zéro. Les
formes
P(xy, oo 2a |y, oo yn) el Q&g ooy 2y |[Yis oo vs Va)

ou, avec une notation plus simple, les formes

P(ely) et Qzly)
deviendront
P |y et Q(z'|y).
Nous allons montrer que les déterminants des deux formes

pP+qQ et pPl4qQ’

admetlent les mémes diviseurs élémentaires.

6. Supposons que 'on ne fasse d’abord que la premiere substitu-
tion. Les formes
P(x|y) et Q(z|y)
deviendront
Pi(z'|y) et Qu(z'|y).

Ann. de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VIII. — Sgprempre 1891, 3
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Si ensuite on fait la secconde substitution, on obtiendra les formes
P |y et Q' |y).
Il suffit done de démontrer que le déterminant de la forme
PP+ qQ
a les mémes diviseurs ¢lémentaires que le déterminant de la forme
PP +qQ;

ar on passera, par le méme procédé de démonstration, des diviseurs
¢lémentaires de la forme
PP+ g0,
a ceux de la forme
PR g0,
Nous avons la relation immédiate
[P, Q] =[P, Q] > H.
Done déja les diviscurs lincaires distinets des deux déterminants

[Py, Q)] et [P,Q]

sont les mémes. Il reste a faire voir qu’ils fournissent les mémes divi-
seurs ¢lémentaives. Nous montrerons pour cela que, si un diviseur
linéaire est facteur & un certain degré de multiplicité dans tous les
mineurs d’un ordre donné de [P, Q|, il estaussi facteur au méme degre
de multiplicité dans les mineurs de méme ordre de [P, Q] et réci-
proquement.

Représentons les mineurs de degré . des trois déterminants

[P, Q1 H, [Py, Q4]
par
My Tysy  My3,
~N ’ . . .

v et o désignant deux combinaisons quelconques des nombres 7,
2, .., 0, puis @ e Onoa, d’apres Cauchy, et en partant de la relation
[P, Qu]=[P,Q] =< H,

la relation
MYE== My MGy o oot Ty M e



THEORIE DES DIVISEURS ELEMENTAIRES ET APPLICATIONS. 201

Le nombre ¢ est celui des combinaisons indiquées, et est égal &

nn—i1)...(n—p—+r1)
I.2.. .1 '

St tous les mineurs mg, admettent le méme diviseur (ap + bg ),
my; admettra ce méme diviseur pour toutes les valeurs qu’on peut
donner & y et a o.

Réciproquement, si tous les mineurs m;; admetten( le méme divi-
seur (ap + bg), il en sera de méme des expressions

Tyt MG =+ o v =+ Nye Mo

Mais le déterminant Zv,, 1,,...71. est une puissance de H (") et
n'est pas nul. Donc mg,, ..., ms. admettent séparément le diviseur
(ab + bg ), et pour toutes les valeurs qu’on peut donner i c.

Enfin, si les mineurs d’un certain ordre de [ P, Q] n’ont aucun divi-
seur commun, il en sera de méme des mineurs du méme ordre de
[P, Q,], sans quoi on pourrait démontrer que les mineurs consi-
dérés dans [P, Q7 ont, contrairement & 'hypothese, un diviseur com-
mun.

[l est done prouvé que les diviseurs élementaires du deéterminant [P, Q|
ne sont pas altérés par la double substitution

' o ’ v
Ly v vny "L'nl"l'p N .}’1» ""_J’ﬂl,yu vy Voo

pourvi que les déterminants de cette double substitution ne soient pas
nuls.

7. La réciproque de cette proposition, qui fera I'objet de plusieurs
parties de ce Mémoire, est une question trés considérable. La pre-
micre solution est de M. Weierstrass. L'une des autres solutions don-
nées est de M. Darboux. Il est vrai que M. Darboux s’est contenté
d’étudier les formes quadratiques, mais notre Maitre n’a laissé au
lecteur que la peine d’étendre lui-méme le procédé aux formes bi-
linéaires. C'est ce que nous avons fait dans ce qui suit.

(1) Francke, Journal de Crelle, Bd. 61.
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1

La véciproque du théoreme précédent s’énonce de la maniere sui-

vante :
Sotent dewx couples de formes bilinéaires

P(z|y) et Q(xly)
el
P |y et Qx| ).

St les dewr déterminants | P, Qf et [P, Q'] ont les mémes diviseurs éle-
menlaires, on peut deéterminer 2n* constantes h et k telles que les substi-

tutions
5
P Z e
J ..
) (¢, ) = 1,2, ...,n)
-l
Yi—= /‘.ij,) /
i
changent P en P et Q en Q.
IT1.

8. Soit une forme bilincaire aux 22 variables indépendantes z, ...,
"I’.II’ .‘}’1 AR ,Yll

O
Y e ) ,
P = > Au\u,.l..f,..)’l@.

Nous allons montrer qu'on peut d’une infinit¢ de maniere substituer
aux variables 2 ¢t y d’autres variables telles que dans la nouvelle
forme on ait Ayg= o pour «# 3. Ce caleul correspond & la réduction
des formes quadratiques & des sommes de carrés.

9. Appelons X, X,, ..., X, les dérivées particlles de P par rapport
hxy, @y ooy 2 et Y, Yy, oon, Y, les dérivées partielles de P par rap-
port &y, ¥s, ..., ¥,. Nous aurons

X[:-;A““yl 4 .—I—Am)’n ’

(Cz=0, 2, vy 1),
Yi=Ayx, 4. .+ N, ) T

Le déterminant formé par les »* coefticients A, et qui a 'une des
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deux formes
A oo Ap Au oo Aw
ou B
A N A oo A

est appelé le determinant ou 'invariant de la forme P.
On remarquera la relation

X 4+ ..+ 2, X, =Y, +.. .+, Y, =P.

10. Appelons B, le déterminant de la forme P et formons toutes les
expressions que peut donner le déterminant B, bordé comme nous allons
'indiquer. Posons

Ay oo Ay owt ol ud
1 f)
B A/LI Y v Uy oo Uy
)—- .
1 1
ol .. el o ... o
0 0
0! o o ... o

Chaque bordure, la A°m¢ par exemple, distinguée par I'indice supé-
ricur £, est obtenue au moyen de 2n arbitraires formant deux groupes
distinets, soient «f, ..., «f pour la bordure en colonne, et ¢f, ..., ¢*
pour la bordure en ligne. ’

Développons By par la regle de Laplace en combinant Ies éléments
des 0 dernitres colonnes de toutes les manieres possibles, de maniere
a former des mineurs de degré 0, et en multipliant ces mineurs par le
mincur de degré 2 qui reste quand on a supprimé les § dernieres co-
lonnes et les 0 lignes choisies. Les produits du degré » + 0 que l'on
obtient ainsi renferment des parametres ¢ provenant de toutes les bor-
dures et sont du degré n — 0 par rapport aux é¢léments du détermi-
nant B,.

Donc By est une fonction linéaire et homogéne des mineurs d’ordre §) de
By, quelles que sotent les valeurs attribuées aux arbitraires u et o.

11. By est une forme bilinéaire, sil'on considere les 2 » variablesin-
dépendantes uf, ..., wl, of, 0, ok

12. By peut étre considéré comme un contrevariant. En effet, formons



204 L. SAUVAGE.
expression
k=0 k=0
F=P(z|y)+ Z wp(ehbey+. .+ ulbz,) + 2 0r(0Ey kY
k=1 k=1
qui renferme les 22 + 20 variables indépendantes

iy vevy Zay YVis v Yur Upy, ey UG, Py ey VO

et faisons les substitutions

aux déterminants H et K diflérents de zéro, ct

wp= .,

[ e V},.

Convenons, en outre, de transformer les «f, ..., u! par la substitu-
tion inverse de celle qu'on fait sur les o, et de transformer les ¢f, ...,
¢% par la substitution inverse de celle qu’on fait sur les v, desorte que
les expressions

W +...+ukz,
et
Oy oky,

se reproduisent identiquement apres une transformation quelconque.
Soit B; la nouvelle expression By transformée, on aura

By =B(HK,

sar le déterminant de la substitution complete se réduit & HK. On voit
donc que la fonction By joue le role de contrevariant.

13. Si 'on connait le déterminant [P, Q|, qu’on peut représenter
par B, (p, ¢), on voit que la fonction By(p, ¢) sera entiere et homo-
gene en p et ¢, et, si les mineurs du degré n — 0 de By(p, ¢) sont di-
visibles par (ap +bg)s, on voit que By(p, ¢) sera divisible par
(ap +bg ).
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Donce, pour qu’un digiseur (ap + bq )4 soit commun & tous les mineurs
d’ordre O de [P, Q], il faut et il suffit qu'il divise la_fonction. By(p, q)

correspondante.

14. On pourrait définir les diviseurs élémentaires de [P, Q] au
moyen des déterminants By(p, ¢). Ces déterminants ont pour principal
avantage de posséder un grand nombre de parametres arbitraires. La
méthode employée par M. Weierstrass dans I'étude des couples de
formes bilinéaires présente des difficultés qui semblent précisément
tenir au petit nombre d’arbitraires introduites dans les calculs. Nous
préférons, dans I'étude de la méme question, la méthode de M. Dar-
boux, et nous en donnons ainsi la raison.

15. La deuxiéme forme By est

1
Ay oo AL u
Aui LA A-ILIL ll,”'
r ... wh O

En la développant, on a
Bi=— » u! v1
! Z J()A,J

Si l'on retranche de la derniere colonne les autres multipliées par
Y1 Yas «+-s ¥nr puis ensuite que I'on retranche de la derniere ligneles
autres multipliées par x,, @, ..., Z,, 0n a

Ay . Ain ul —X,
Am e Ann “/11"“ Xn.
Y, ... 0i=Y, —(ayretulz,)— @iy ohyn) + (@ X2, X))

Si I'on remplace alors les arbitraires w et ¢ par les dérivées X et Y de
la forme linéaire P, on aura
BI = BOP.

Cette formule permet d’exprimer P en fonction de B, et de B,.
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16. La fonction By, est liée ala fonction Bg par la relation simple

N ()B()
B S \ uQ-H VQ+1 i’
O-+1 z z J ()Al_/‘
17. La derniere fonction By est
wh .. u} el .. o)
T B L N P I,
ul ... ul R e

car toutes les fonctions B, seraient identiquement nulles.

18. Nous représenterons maintenant la fonction By par la notation

Bat, ...odb 0t ..., 00

ou par la notation
B (b o),

ol n’entrent que les ¢léments les plus indispensables.
Avee cette notation, écrivons la formule

]g(,50-1, 1/,0; (,0-—1, VO) ];(,10---1, uﬁ-l—i; (,0—1, (,04—1)
— ];(,(04, wly pi=100) I}(u.““’, s o0-1, ‘,04—1)

= B (u)+1; o0+ B (0015 001,

nous aurons un théortme connu de la théorie générale des détermi-
nants. Ce théoreme sert de point de départ a la fois & M. Weierstrass
el a M. Darboux dans leurs analyses des formes bilinéaires ou quadra-
tiques.

Introduisons encore dans nos raisonnements, avec M. Darboux, I'ex-

pression
Ry = l;(un—f), X ; (,u,._..()’ Y ),

qui se tire de B,_g,, en remplacant les ¢éléments de la dernivre bordure
par les dérivées particlles de la forme P.
On a

Ry=o.

19. Cela posé, appliquons le théoreme rappelé plus haut i 'expres-
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ston R,. Nous aurons

B(un_o; ‘,n—f)) B(un—e_1, X; (,n—()—i,Y) _ B(urz—ﬂ—l’ X; (,n,—&) B( ,,"_0; (,n—O—x’ Y)
=B( n—0-1 ; ‘.rz~0.-—l) B(u"‘o, X; ‘,n~0’ Y),

et, si nous posons
B(“IL—O——U X5 ‘,n—[)) = Uut,
B(ur=0; on=0-1Y) = Vg,,,

nous aurons la formule
Ro41Br-6— Ugsy Vour = Br_o-1 Ry,
ou, en changeant 0 en 0 — 1,
RiB,_0— Ug V=B, _s Ro_;.

Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons aux résul-
tats obtenus une identité déja démontrée, et nous aurons

RiB,—U,V, =o,

ReBpoy— UV, =Ry By,

R,.B,— U, Vn - Rn,—-i B,,

PB, =—R,.
Nous tirerons de ces équations

p—_ UV: _GVe  U.Va
~ 7 B.B.-. B, B, ' BB,

a condition que les dénominateurs ne soient pas nuls.

Or Upet Vysont respectivement des fonctions linéaires des X etdes Y,
et ne renferment respectivement que les variables y,, ..., y,oux,, ..., Z,.
Les expressions By sont des constantes qui dépendent des valeurs don-
nées aux arbitraires u et v. Nous concluons de la qu’il y a une infinité
de manieres de ramener une forme bilinéaire P 4 la forme

A=n

N\ ! ! ’
2 Abay ya.
=1

20. Pour que la proposition soit complete, il faut encore considérer
Ann. de U Ec. Normale. 3°Série. Tome VII. — Ocrosre 18go. 38
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les cas ol les By pourraient étre nuls. Nous remarquerons d’abord que
l'expression By ne peut éitre identiquement nulle que si tous les mineurs
d’ordre ) de B, sont nuls, et alors toutes les expressions précédentes B,
B,, ..., Bo_, sont aussi nulles identiquement.

in effet, on peut toujours disposer des arbitraires de manitre que By
se réduise 4 'un quelconque des mineurs de B,. Il suffit de donner
A ces arbitraires les valeurs — 1, 0, + 1 convenablement distribuées.
Si alors By est nul identiquement, le mineur désigné sera nul avec lui.
La réciproque est évidente.

21. St By n'est pas nul, on peut prendre les nouvelles arbitraires qui
entrent dans By, de manicre que By, , ne soit pas nul identiquement. Yn
elfet, on a

N JdBy
By = ——2‘ u?‘“ ‘,9.4-1 A
i

Si By, élait nul identiquement, on pourrait donner aux nouvelles
arbitraires les valeurs — 1, 0, 41, de telle sorte que By, , se réduise i
By ’ N ) . . )

T © est-a-dire que tous ces mineurs de By seraient nuls, ou encore
£ ,’/‘
By, qui est une fonction homogene des A, serait nul, ce qui est con-

traire & I'hypothese.

22. Cela posé, considérons le cas ou B,, By, ..., By, étant nuls, By,
Bo.,, ..., B, seraient, au contraire, dillérents de zéro. Tous les cas
pourront se ramener a cclui-la d’apres les propositions que nous ve-
nons d’¢tablir. Nous aurons alors

R, —g o Un,——UV/L—U i 4 U, Vl .
“l) “IJB(;._l o Bn”n——l7
mais on a
i 1 [
A oo Aowdl L0l X
\ (
VA ooe Ann ouwlo L0 W) X,
Ryg= e e I
» ;
Lol o el 0O ... 0 0
' Y, ... Y. o ... o o
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En retranchant de la derniere colonne les premieres multipliées par

Yir Yar - oo yu et de la derniere ligne les premieres multipliées par
Ty + oy Xy, NOUS AUCONS

T R % S 141 o |

1 f |

Ap oo Agn ul u)y o i

Roo=| ¢} ... ¢ o ... o Vi ‘
r e

U A T R A

o ... o U+ ... U —p|

Les U* et les V¥ disparaissent dans le développement, car leurs
coefficients sont des fonctions linéaires des mineurs d’ordre 0 — 1
de By. On aura donc

R,—o=— PBy
et, par suite,
p—_ UntVoy UV,
By By—, Y B.B,_

Cette forme ne dépend plus que de » — O variables arbitraires indé-
pendantes.

23. 1l y a au moins » — 0 variables z,, ., ..., x,, et au moins
n — O variables y,, y., ..., y, indépendantes. Car, si 'on pouvait
avoir n — () — 1 variables nouvelles 2" et n — 0 — 1 variables v’ seule-
ment qui soient indépendantes, on pourrait exprimer les & au moyen
des n— 0 — 1 variables 2’ et de 0 + 1 variables nouvelles 2" quel-
conques, et les y au moyen des n — 0 — 1 variablesy” etde 0 + 1 va-
riables nouvelles »” quelconques. Par suite, les coefficients des
termes ol paraitraient les variables 2" et y” devraient disparaitre dans
la forme el dans son déterminant B;. Mais alors, dans By, il y aurait
0+ 1 lignes et O + 1 colonnes dont les éléments seraient nuls. Tous
les mineurs d’ordre 0 seraient donce nuls, ce qui est contraire a I’hy-
pothese faite sur By.

24. En résumé, si Uon choisit les arbitraires « et ¢ de telle sorte
que By, B, ..., By_, étant identiquement nuls, aucun des autres B
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ne soit nul, on pourra ramener P a la forme

L==n

-
=¥ Ariri,

%=n-—1{

et il sera impossible de trouver une forme équivalente 4 P et renfer-
mant moins de variables indépendantes que celle-la. Cette forme P’
renfermant des arbitraires peut étre obtenue 4 la suite d’une infinité
de calculs différents.

V.
25. Soient maintenant deux formes bilinéaires smes variablos
zo.Hoent maintenant deux formes buinealres aux memes varianbies

indépendantes

~

S= ‘}_‘aa(ﬂ"’alﬂ%
N

0= z bupgxayp-

Supposons que le déterminant de la forme fne soit pas nul, et consi-
dérons la forme
F=/s+ o,

qui contient une indéterminée s.
Le déterminant de F étant

Ap S /)nl R UdppS = l)nn

et les dérivées particlles de IF étant représentées par X,, X,, ..., X,,
Y., Yy ..., Y,, nous avons, d’apres une formule établie plus haut,

26. Considérons, pour un moment, les X el les Y comme des arbi-
traires, nous voyons que I sera une fraction rationnelle en s, nulle
pour s infini, et, par suite, développable en une somme de n fractions
simples. Opérons la décomposition par la regle de Lagrange, qui con-
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. N . \ N I
siste & chercher, pour uneracine s; de B, (s), le coefticient de - dans le

, F(s;
développement de Tlsita),
S—S8;—a
Nous aurons, pour la valeur arbitraire s;+ o de s,
U1V1 U,,\f”

et S S .,
B,L B/z—..x Bl IE"O

Considérons a4 part un terme uelconque du développement & faire,

U,—914 V‘n——()-H

soit
(s —s;—a)BeBy_,
On a d’abord
ans by ... a,s +by, ul Wi=1 X,
. 0 Ap1S =+ Uyy AnoS 4+ by ) . W01 X,
Uy = B (1 X5 oY) = \ . .

ol gl o o o
b o) 0 .. O o

Retranchons de la derniere colonne les » premieres multipliées par

Yis Yar-oos Ya ctremplacons X par
J «
S - '/: = .f)_ﬁ.
dx  Jdx
Cette dernitre colonne, écrite horizontalement et en observant que s
doit étre remplacé par s;+ o dans U,_g,,, deviendra
af .
ZAP T R i}

En développant le déterminant par rapport aux éléments de cette co-
lonne, on aura v

Up—tir= (s —s;— )M, + M,.
Les coefficients UY, ..., U% sont des fonctions linéaires des mineurs
Cordre 0 —1 de By, et M, est ¢gal & U,_g.,, quand on a remplacé
of Jaf
R e ) B N §— 8§ —0) 5>
(s s c)ducl v ( ; )01?,,

X, ..., X, par
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Il résulte de la que M, est divisible par la méme puissance de = que
B,, et que M, est divisible par la méme puissance de = que By_,.
Soient [, et ly_, les exposants de ¢ dans By et Bg_,. On sait que on
aly_,>1l. Posons f_,—Il=e¢y_,, ou, pour simplifier un moment
I’¢eriture, posons simplement

lo—y— lg=e.

On voit que e est 'exposant d’an diviseur ¢lémentaire correspondant
au diviseur linéaire s — s, de B, (s).
On pourra done éerire

U= (s —s;— o)t M| + ¢ M},

et M et M ne seront plus divisibles par s.
On aura, en outre,

By =oi By,

,
By, =0cliB;_,,

el By et By _, seront deux quantités ne renfermant plus = en facteur.
Cela posé, I'expression

. ”,,A,l’).q-lvn-J)-H
(s —si— o) By By,

devient
(s -—s;— o)z iM; N

- 2

S BB,

\

en appelant N la quantité analogue & M, provenant du caleul de
V.51, et en négligeant d’éerire les termes qui ne donnent pas de
puissances négatives en s.
On peut encore éerire
s—s;—a M, N

¢ -
’ VBB, VB BG_,

OrM

. renferme linéairement y,, y,, ..., y, et N, renferme lincaire-
ment «,, ., ..., 2,. Il en sera de méme des coefficients de leurs déve-
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loppements par rapport & o. Soient

M . .,
e =) T e,
VBB,

NY

—_ . . 2
W—ﬂ(,+ﬂ1€—kﬂgc -+...,
/R

Le coefticient de é que nous cherchons sera
— ($ =) (Eoe—y =+ oo Eemgtiy) + (E0fiomy =+ oo o= Eayfig)-
Nous poserons, pour simplifier
Eoie gLty =(&0),.
Nous voyons ainsi que les termes successils du développement de

I(s;+ &
it 7) nous donneront
p

= (s =) (E0) 0,4+ ()0, -1
- (S - SI‘) (5-/‘ )A‘, -+ (E_,.“ )4', — 11

Pour une autre racine s, de B,(s) nous aurions

(s =) (En )+ (60 )y,

— (s —50) (&n)er =+ (Z0)er 1y
Au lieu de réuniv tous ces résultats en considérant les diviseurs
lintaires s — s;, s — 8., ..., considérons les diviseurs élémentaires
(s —s,)" (s—s5,)"% ..., (s—s,)"%, cLil importe peu que les diviseurs
linéaires correspondants soient distincts ou non, nous aurons, ¢n ajou-

tant tous les résultats obtenus,

i=p
. . ~ . -
F=/fs+9 ::~~2‘ (s —5)(E0)e,— (&1 )e,—1-
=

On voit done que chaque dipiseur élementaire fournit son terme dans
le développement de . Cest en cela que eonsiste Uindépendance des
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roles de ces diviseurs ¢lémentaires dans le calcul que nous venons de
faire.
De la formule précédente, on tire

S=— Y Ees
(1) ' .
( o= }_‘ Si(iﬂ)m—z (EN)e, 1

Il faut remarquer que 'on doit poser
(E1)ejm1 =0 pour ei=1.

27. Les formules (1) ont été données par M. Weierstrass. Pour
revenir aux diviseurs ¢lémentaires tels que nous les avons définis dans
les paragraphes précédents, nous allons transformer ces formules en

parag
d’autres non moins remarquables.

Soient g, A, g', &' quatre nombres, entiers si lon veut, tels que le

Ao T e 3 [ o oy b ’ ") ) ' T Y
déterminant gh'— Ag' soit égal 4 P'unité, et posons

= (g P AQ),

L7 R g" P = /I,'Q,

Fe— (/s +0)=[(§P +AQ)s — (P + £"Q)].
Nous en tircrons
Fe=(gs—gP 4+ (hs—=2)YQ = pP +¢4Q,
en posant

gs — &' =p,
hs — h' = q.

Nous aurons alors
ap + bg = (ag -+~ bh)s — (ag' + bA").

Supposons que ap + bg soit un diviseur du déterminant [P, Q] et
remplacons a et & par des valeurs proportionnelles, de sorte que Uon
ait

ay -+ bh=1.
En outre, posons

ag' - bh' = s,
nous aurons

ap -+ by = —s;.
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Horésulte de Ta que les diviseurs élémentaires du déterminant de la
forme ' = pP 4+ ¢Q correspondront aux diviseurs élémentaires de la
forme F— — ( fs +2). Si l'on résout alors le systtme d’équations

g+ bh =1,
ao’ = bh' — s,
on aura, en introduisant un indice pour @ et b,
;= N — hs;,
b == — o'+ ;.

Enfin les ¢quations
ol A = — /.

O L e N o)
donneront
o ~ - N~ N
P S ‘\;‘ (et; + hisp) (Zn),, — /1‘}; S50 — /!Z (Z0)e; —1s
. N " al - VWA
() T .1.'/ / | - ‘4 : };d ( /)/ - ‘L,".\‘i)(:"/l ).', -+ ~ ;}a "‘./(_-','” )r', -+ .;"Z (:f‘ )t‘,‘ 19

g P m\:; [ee; (), — N(Ea), 1] /

Al " o
( () "\L I /I,(_"‘/‘),,l — & :_'fl)v,——l ' \

i

28. On voit done que, seP et Qsont dewr formes bilincaires telles que le
déterminant |1, Q| ne soil pas identiquement nul, st g et h sont dewx
constantes quelrongues, telles que le déterminant de la forme gP +hQ ne
soit pas nal, el enfin st (a;p -+ biq ) est un diviseur élémentaire quel-
conque du déterminant |P,Q|, on pourra poser les formules (2). Ce
sont exactement, @ la notation pres, les formules que M. Weierstrass a
donndées.

29. Le coefficient de s* dans [P, Q] est la valeur de [P, Q] pour

Lo

p =g ¢ = /NI;nous le représenterons par (g, %) et nous aurons

10,01 (o iy [ ] cor b= e,y [ ]| (s — s

Ann. de k. Normale. 3¢ Série. Tome VI — Ocropre 181, 39
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30. A un exposant ¢; correspondent dans P un nombre e; de termes
multiplics par @; et un nombre e; — 1 de termes multipliés par /.
Donc & un exposant ¢; correspondent 2¢; — 1 termes dans P, et de
méme 2¢; — 1 termes dans Q, lorsqu’on donne & P et 4 Q les formes (2)
quon pourrait appeler canoniques. Si 'on a ¢; =1, le nombre de
termes de P se rédaira & Uunité, et il en sera de méme dans Q.

Si tous les nombres ¢; se réduisent 4 'unité, on aura le cas le plus
simple des formules (2) sous la forme

(C==1, 0, oo, n).
Ll g

31. Dans tous les cas, on pourra un peu simplifier les formules (2)
en posant

g, =0, &'=o0, I =1, si [P} n’est pas nul,
et
=0, h=—, o, e, si | Q] nwest pas nul.

32. Les expressions £ sont des fonctions lincaires et homogenes de
Vis Var -0 Yo ct1es expressions v sont des fonctions lincaires et ho-
mogenecs de x,, x,, ..., x,. Nous allons montrer qu’on peut récipro-
quement exprimer a,, ..., .x, en fonctions linéaires et homogenes des
M, ¢ty ..., ¥, en semblables fonctions des 2. En elfet, considérons
la premiere des équations (1)

: S
Jo= 2 G,
ou encore
Yo
gD hQ Z (£n),,.

Nous en tirons

g+ hQ))
e T2y
()c'y‘ ( I
( Lo Y T 1),
gl +rQ) S [ )
B P ) |

()h-,
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et, par conséquent, le déterminant de la forme Y (%7), est égal &
d S ‘ ('I "

O 1 O (8]
I (8] 0O (8]
O (9} O i
O (9] [ 0
|
|

et n'est pas nul. Appelons ce déterminant . Si Pon fait le change-
ment de variables qui change les Z en y, et les v en a, le déterminant
o sera multiplié par les deux déterminants de substitutions, que nous
~ ~ . . , .
appellerons o, et o,. Mais, quand les variables sont a, y, le détermi-
N L , . , [P
nant duz (5n)., ou de gP -+ AQ est (g, ) et est supposé différent de

zéro. On conclut alors de la relation
(g, h) = 0,6,

~ N N . 9 .
que o, clo, ne peuvent étre nuls, et, par suatte, quon peut exprimer

les xenretlesyen Z.

33. Ln résumd, clant données dewx formes bilinéaires P et Q, si le
determinant de la forme pP + qQ a g diviseurs élémentaires

(ayp+bog)yn, oo, (agp + /)?r/)"?,

et i importe pew que les bindmes a,p +0,q, ..., @, p + b,q soient dis-
tincts ow non, orn peul déterminer n fonctions linéaires et homogenes

des y, soul
£l £ £l (=1,2,...,p)

Sor S0 cees o Gei—t i
el n fonctions linéaires el homogénes des x, soul

al, oty oL b (E=1,0,..0,p),

telles que, pour des valeurs données des constantes g et h, et pour des va-
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a; - . .
leurs convenables des rapports 7—’ s on puisse construire les noucelles formes
i .
Wl . o
I) :Z [(I,‘ (E’” )4', - /l(‘:../l )l'r’—l I’
/

-l " .
Q :Z [Oi(&n)e,+ 2 (E0)e,—1 ]
i
el réciproquement, on pourra cxprimer les el les y awcmoyen des 7

des 1, de manicre ¢ reproduire les formes pronitives.

31. Soient maintenant deux couples de formes hilinéaires

(. ’_)‘), 1\)(.1']) )

el
7

I)/(.’,Ii.),/)’ (\)/‘~’.I|‘y ).

et supposons que les deux déterminants [P, Q[ e [P, Q7] atent fes
maemes diviseurs ¢lémentaires.
Nous déterminerons, dune part, 7 fonctions lindaires et homogenes

de v yae oo v

E. oo ey ()

et n fonctions linéaires et homogenes de e, ey, oo,
ol ol 2 .
fyy ooy o=y (4 Ly ooy 0)s

e, d'autre part, 2 fonctions lincaires ¢t homogenes de v, v, ...y,

o =1y
20 s Lo
el 2 fonctions linéaires et homogenes de ', a0 v,
ﬂx, ey ﬂx 19

telles que Pon puisse mettee P, Q, P/, Q7 en employant les mémes va-
leurs de g, A, a, b sous les (ormes

D= D (G, — Ay, s

i

Q= ¥ [bi(Ea)o+ g (En) ]
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N . - .
P = [ (a0 — b (E )],
/
-l " "
Q’ :Z [.[)1<VC.,T‘I)(', -+ 5'.(4177[)1‘[*1]'
l

Il est évident que P et P, Q et Q' ne différeront que par la notation et
se transformeront les unes dans les autres en posant

JVy

B [Py
- =1 .

Mais ces équations sontdes velations entre @, ..., x,, 2\, ..., 2, d'une

art, ety Yir ¥ y, d’autre part. On a v ‘on peut les ré-
part, Ly oo Yo Via -y s, dautre part. a vu qu'on peutles
soudre soll par rapport aux 2 ct aux y, soit par rapport aux 2’ et aux y’.
En outre, les formes P, Q, P’, Q', une fois qu’on a choisi g et £, ne dé-
pendent que des diviseurs ¢lémentairves de [P, Q] et [P, Q]. On a done
ce théoreme définitif -

Pour que dewx formes biincaires P et Q se changent sumultanément en
dewx awtres formes P et Q' aw moyen de substitutions convenables des !
awx x et des ¥y awx: v, il faut et dosuffit que les determinants des devx
Sormes

pP+pQ, plP+qQ

atent les mémes divisears élémendaires.

D W 4 . s 9
35. Dans le cas particulier ot Pon a
Aus = Ao, Bup = By, ALy = Al Byg = Bjs,

3

on pourra prendre poar £ la méme fonction des y que 1 fonction des x,
et pour Z la méme fonction des v que v’ fonction des 2. Dans ce cas,
les substitutions qui changent P en P et Q en Q auront les formes

S :2 /l,‘j.l'; s
;
W ’
Vi :2/1;17',-.
I

: - . - o .
36. Pour appliquer le théortme général précédent, il n’est pas né-
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cessaire de décomposer elfectivement les deux déterminants [P, Q| et
[P, Q"] en diviseurs ¢lémentaires. Si 'on considere les formes f& + o,
J's + ¢, on déterminera, pour chaque orvdre de mineurs, les plus
grands communs diviseurs de ces mincurs. En leur supposantun coef-
ticient ¢gal & 'unité, et en les appelant

Ro(s), Ry(s), Ru(s), ...,
Ry(s), Ri(s), R

Pindice o correspondant au déterminant principal, et Pindice 4 anx
mincars d’ordre £, il sera nécessaire et suffisant que Pon ait identi-
quement
Rils)=R)(s) (hA=o0,1,2,...).

37. Dans notre analyse, nous avons laissé de ¢oté le cas ott 'on ne
pourrait pas trouver deux nombres g et A tels que la forme gP -+ 4Q
ait un déterminant dilférent de zéro. I en resulterait que le détermi-
nant de cette forme serait identiquement nul, quels que soient les
nombres g ou k, ou cncore que les coelticients du développement en p
el g du déterminant [P, Q] seraient tous identiquement nuls. Ce cas

nese presentera jamais si 'un au moins des deux déterminants [P ou
| Q] n’est pas nul. Nous ne traiterons pas ce cas exceptionnel, pour le-
quel on pourra consulter les Mémoires de MM. Darboux ¢t Jordan
(Journal de Mathematiques pures et appliquees ; 1871).

\f
38. LKtudions maintenant les remarquables formes
y N § - -
P = Z [ai(Z0)e— l(Zn)e, 1],
3

Q= D izt g (En)e

1
obtenues pr(:(:(:(](:mmcnt,, of supposons que on ait

Cp ey e= o,

a4 hb;=1 (E==r.2....,p).
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Nous allons montrer que les diviseurs ¢lémentaires du déterminant
[P, Q] sont, comme cela doit étre, les expressions

Cayp = bg)s, oo, (agp = bgyq)e
39. Posons
Pim= i (&n)e,— 1 (Z0) 0=, Q= 0i(20)e,~ & (50) 015
nous aurons
pPi+qQi=(aip + biq)(Cn)e,+ (8q = hp)(E0)e -

Soient alors
aip -+ big = uy, gy — hp =y,
w; ete seront deux variables indépendantes avee p et ¢, puisque le dé-
terminant g, + kb, n’est pas nul.
Yar suite, le déterminantde la forme pP;+ ¢Q; pourra s’éerire

00 ... 00Uy

00 ... QU0
| Py Q]

viu, ... 000

w0 ... 000

Sinous cherchons de méme le déterminant de la forme pP + gQen

posant
al 3
| Z P, Q= Z Q. aip—+ big=u,
i

nous trouverons

00 .. owup | 0o ... 00

00 P 1wy 0 00 .o 00

£l 00 00 00

o ... 00 00 ... 00
Il'v(\)l'ﬂ? 00 00 00 e Vlg cee |0

00 . 00 00 s U0

00 e 00 Ply .. 0o

00 PR 00 U ... 0o
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et nous en conclurons que on doit avoir

1, Q1= e, il
11

Or on a ¢videmment | Py, Q] === w4, et «% sera le seul diviseur
lementaive de [Py, Qs car, st Pon retranche la derniere ligne et la
derniere colonne de ce déterminant, on a un mincur du premier ordree
Gal i 2=t Mais ¢ est indépendant de w;, et o™= ne peut ¢tre divisé
par ;.

St Pona e, =1, w; est ¢videmment le seul diviseur élémentaive de
[P, Q], qui se réduit dans ce cas particulier i [

On aura cnsuite

[P, Q== .. .u;}’g:: ] I (a;p = Di)es
i

on en conclut que les diviseurs ¢lémentaires de | P, Q] ne peuvent étre
que les puissances des diviseurs linéaives a;p -+ b;q. 1l reste i déter-

miner leurs exposants.

10. Cherchons les déterminants d'ordre & de [P, Q). Chacun d’cux
correspond i une suppression de @ lignes et de o colonnes dans le
déterminant principal. Celui-ci peut ¢tre représenté schématiquement
par la fig. 1+ composée @ 19 de carrés noirs ayant une diagonale com-
mune avee le carrd principal; 2 de carrvés et de rectangles hlanes
(fig. 1).

Les parties blanches correspondent ivdes ¢lements tous nuls du dé-
erminant [P, Q] et les carrés noirs correspondent aux déterminants
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[P Q] Cela posé, si Pon supprime & lignes et @ eolonnes de [P, Q.
on aura un mineur que on pourra représenter sechématiquement par
la fig. 2, analogue i la precédente.

Fig. o,

I
} :
|

B e
O

Mais, dans cette nouvelle figure, il pourra se présenter des rectangles
noirs. Supposons que celte circonstance se produise, et, pour fixer les
idées, imaginons que la premiere partie noire soit un rectangle ren-
fermant £ lignes et 4 colonnes, et allongé dans le sens horizontal,
clest=i=dire que lona &> k.

Dans un ¢lément queleconque dudéterminant représenté par la fig. »
entreront foreément un ¢lément non nul de Ta premiere ligne, un élé-
ment non nul de Ta seconde ligne, o, un ¢élément non nul de la £eme
ligne, et i cause de la forme de Lo fig. 2, ces ¢léments devront appar-
teniv i A des £ premicres colonnes. Mais il restera encore £ — £ des
premivres colonnes dans chacune desquelles il faudra prendre un élé-
ment, eteet ¢lément, devant ¢tee pris endehors des £ premieres lignes,
apparticndra i une partic blanche de la fig. 2 et ne pourra étre qu'un
zéro. Nous en concluons que, dans le développement du minear con-
sidére, tous les éléments sont nuls et, par suite, que ce mineur lui-
méme est identiquement nul.

11. Nous sommes done autorisés a ne considérer que les mineurs
de | P, Q] tels que, dans la fig. 2 correspondante, il n’y ait que des
carrés nodrs. Si nous representons par| Py, Q)™ un mineur quelconque
dordre m de [Py, Q;[, ou ce déterminant lui-méme si/m == o, tous les
mineurs non nuls de [P, Q] et dordre @ pourront étre mis sous la

I

Ann. de U'Ee. Normate. 3° Servie. Tome VI — Ocropre 18g1.

forme
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\ 1
ot 'on a

ot il saftira, dans la suite, de considérer les mineurs de | P, Q] qu’on
peut metlre sous celle forme.

Cela posé, soit ap + by un quelconque des divisears linéaires de
[P, Q. etsoient tirés des déterminants | Py, Q|

~

(ap A= by, (apa-bg)e, o0, (ap == bg)er

tous les diviseurs ¢lémentaires correspondants. Nous supposerons ue
les nombres ey, ey, ..., e, n’aillent pas en croissant.

Si nous prenons m; == 1, pour les valeurs o, 1, ..., rdelindice 7, et
que nous prenions précisément le minear de [Py, Q] obtena en sup-
primant la derniere ligne et la dernitre colonne, le mineur de [P, Q]
qu’on formera ainsi en supprimant dans [P, Q] au moins r+ 1 lignes
et r 41 colonnes ne pourra pas ¢lre divisé par ap + bg. Done les mi-
neurs de [P, Q] Pordre ¢gal ou supéricar i £+ 1 n"admettent pas en
commun le diviseur linéaive ap + bg e, par suite, il 0’y a pas plus de
r -+t diviseurs ¢lémentaires fournis par le diviseur linéaive ap —+ by.

Cherchons maintenant Pexposant du diviseur ap + bg dans les mi-
nears Cordre @, inféricur i 741, Soit g le nombre (otal des déter-
minants [Py, Q/], ona

<

o -m T (pe—r—1) (1w ota).

Puisqu’il n’y a pas plus de & nombies ey, my, ..., my, (qui ne soient
pas nuls, il y en a aumoins 5 — & ou encore

(=1 1) (1 =7 1)

{
quile sont. On pourra bien prendree nuls les o — r — 1 nombres m qui
ne correspondent pas aux indices o, 1, ..., 75 mais, parmi ces der-
niers, il faudra encore en prendree au moins 7 — & + 1 qui soient nuls.
Done, dans le produit

[ ]es Q.

apparaitvont au moins 7 — o + 1 des déterminants [Py, Q] ot £ esl
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’

egal o, 1, ... o Par suite, chaque mineur de Pordre & de [P, Q]
sera divisible par une puissance de ap + bg dont Uexposant sera la
somme de 7 — @+ tdes nombres e, ¢,y ..., e, Cel exposant ne sera
pas plus petit que la somme e+ cn, ...+ ¢,.

Dailleurs, si on égale a unité les nombres m; auxquels Correspon-
dent les exposants e, ¢, ..., e _, et azéro les autres nombres m;,, on
peut former un mineur de | P, Q| qui admette ap + bg comme diviseur
exactement au degré e, + ey 4. ..+ e, el qui soit d’ordre m. On en
conclut que (ap -+ bg) =+ est la plus haute puissance de ap + by
qui divise a la fois tous les mineurs dordre o de [P, O]

Posons alors

ly==cy+ ¢ ... Cod... ¢,
/,,»~ [Ea T /| [ T R e A I el
by — Cm <y le Coy -+ O
/1 1T O /I - Cry
ol encore
ly—1; = ¢y, ly— by =0y, ) Ly — o=y l,=e,.

by, L)y .o, 1o seront fes plus hauts exposants des puissances de ap + by
respectivement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du
premier ordre, ..., dans ses mineurs de Pordre 7. Si P'on se reporte
aux définitions posées au premier paragraphe, on voit que

(ap = by)yn, oo, (ap = by

sont les diviscurs ¢lémentaires de [P, Q] qui correspondent au divi-
seur lincaire ap + bq.

i2. Puisque les formes réduites de deux formes bilinéaires P et Q
ne dépendent que des diviseurs ¢lémentaires du déterminant [P, Q]
et de deux constantes arbitraires g et £, on en conclut que, st Lon
Jait une double substitution générale dans des formes réduites construites
« priort, on obliendra les formes bilinéaires les plus générales correspon-
dant aux diviscurs élémentaires que Uon a choists.
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43. Dans le cas ob le déterminant [P, Q] a 2 diviseurs élémentaires,
plusicurs pouvan( provenir de diviscurs lincaires ¢gaux entre cax, les
exposants e,, e,, ..., ¢, sont tous égaux i lunité. Les formes reduiles
deviennent simplement

P=aiin+...+a,2,10,..

Q=0biim+...+0, Eplin.
Réciproquement, le déterminant de fa forme

pP+qQ —_E (ex;p + /;,-«/)'_—f,-/,,

’

admet les diviscars ¢lémentaires a,p+b,q, ..., «,+ b,q. 1l laul
done, pour que P et Q puissent prendre les formes précédentes, que le
déterminant [P, Q] possede n diviseurs ¢lémentaives. Mais [P, Q | ren-
ferme chacan de ces diviseurs o la premitre puissance s tous les ex-
posants e sont cgaux i Punité, e, pour un méme diviseur linéaive de
[P,Q], ona

/u - /l Iy
4,
! 1.

En conséquence, un méme divisear lincaive du degre Z, de multipli-
cité fournit 4, diviscurs ¢lémentaires dont les exposants ¢ sont ¢gaux i
Punite, et ce diviscur lincaire est commun atous les mineurs dordre
ly—1.

On a done ce théoreme :

Pour que les formes 1 et Q puissent s'éerire

~ . l "
P— 2 Al () ::> biitii
!

1

S el elant respectvernent (l(:.s'./()//.(,'ll,un.s' lincaires et /1()//1,()g(:/1('.\' des y el
des e, d faut et d suffit que tout divisear de | P, Q| gud entre comme dige-
seur lindaire au degré 1, > 1 sod en méme temps wun diviseur commun: de

tous les mineurs de Uordre [, — 1 de | P, Q.
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Vi.

440 11 ne sTagit pas maintenant de refaive fa théorie des formes
quadratiques, sur laquelle on peut consulter, en particulier, le Mé-
moire publié¢ par M. Darboux en 18754, Nous voulons sculement, en
déduisant les principaux théoremes sur les formes quadratiques des
atsonnements précédents, mettee en évidence le role des diviseurs

¢lémentaires.

5. Soutla forme quadratique

- ) .
2 Agy % 2 : Aup gy (o, p=1,2....,m),

dont le détermanant
A -0 Ay,

A nl . A nn

estsymetrique. A cette forme quadratique correspond une forme bi-
linéaire
5
Z Au,ﬁ"'u)/,”n

admettant le meéme détermanant. Appelons P la forme bilinéaire, et «
la forme quadratique, nous aurons

~ 1 W
P = — —— Y5,
2 duog !
8

introduction de la forme P dans Pétude de @ permet de démontrer

facilement les théoremes qui vont suivre.
16. Tuvonene 1. — St la substituiion

-
Xy = 2‘ frgy 1%y

~
i

" . ’ 7’
transforme les dewx formes quadratigues @ et en dewx aulres & el ',
et sile déterminant de cette substitution rn’est pas nul, les determinants
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des dewx formes p@ g2 el p&' 4+ g ont les mémes diviseurs élémen-
larres.

St nous considérons les formes bilincaives P, Q, P, Q qui ont mémes
déterminants que les formes quadratiques proposées, comme ces déter-
minants sont symétriques, on passera de P a P et de Qa Q en rem-
placant les x par les fonctions données des 2/, et les y par les mémes
fonctions des y’. Mais alors les déterminants [P, Q] et [P, Q"] ont
les mémes diviseurs ¢lémentaires, et, comme ces déterminants sondl
aussi ceux des formes p@ + g2 et pe' ¢, le théortme est de-
monire. '

17. Tueorime . — fn supposant que le determinant (@, »| de la
Sorme quadratique p® + g3 ne s’annule pas pour toutes les valears de p
el deq, el que

(ep-+big)e, ooy (aga—4=byy)e

sotent ses dwiseurs élementaires, en appelant de plus g et L dear nombres
//lu,' n'annulent pas g“,L’ + N 2, el en admetiant que les constantes a el b sa-
lisfassent aux conditions

ga;+ hb; =1 ({=1,2, ..., p)
on peul déterminer n fonctions
5/07 R} &l’/ 1 ({.T:l,'.l,...,[)),

lincaires el homogenes en x,, ..., x, telles que Uon ait

avee la condition
(EE)ea==0 pour e;=s1.

En effet, & cause de la symétric des déterminants des formes bili-
néaires P et Q, les  sonten y,, ..., y, les mémes fonctions que les
nena,, ..., 2,. Onaalors £ == v pour y.— a,; mais alors P et Q de-
viennent & et .
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18, Turoreme 1. — Ce théortme est réciproque du théoreme I.

Stles formes @, 2, &', 2 sont telles que les déterminants de p8 + ¢ et
de p' =g 3" aicnt les mémes diviseurs élémentaires (ap + byg)i. on

peut déterminer des constantes hy, telles que la substitution

ay
|l ’
PO Z fogy 2ys
ramene £ a et oy a .

in effet, déterminons les n fonetions

e ry
Cor oror S

1

des quanttés ), ..., ), telles que Pon ait

- oy s
Wwr - 2‘ [eei (B2 Yy — N (EE Yomn )
i

%l . yo
V= N i (E ) £ (FE ) 1

et les n foncetions

i ci
Soo ceey Ged

des quantités .oy, ..., @, telles que @ et 2 prennent des formes sem-
blables, et posons

Nous savons qu'on peut résoudre les n équations tirées de la par rap-
port aux ., ..., x,. Nous formerons alors la substitution indiquée
dans Pénonce et qui change @ en @ et 2 en 9.

19. Tugorine 1V, — Ce théoreme est réciproque du théoreme [1.
Prenons les nombres e, ..., ¢, et les constantes g, h, «;, b; sous les
conditions
ul
2‘(,‘,-: 1,
S hb; =1,
el posons

W //i(::)r,“"' i 55):1~~-]7 "-?i:: [)i :::: ¢ -+ .Lur(:_c_)t','~~1v

-t s
N O
Al R £
o :'_"z(l” ) > ;.

P
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Les variables étant les &, le déterminant [@;, 3 ;| aura pour unique
diviseur ¢lémentaire (ap + b:q)%, et ce diviseur sera aussi diviseur

¢lémentaire de [@, 2.

St l'on prend alors pour les % des Jonctions arbitraires, indépendantes.
lincaires des varables x, ..., x,, on aura les formes quadratiques @, »
les plus générales, telles que le determinant [ @, 9| ait pour diviscurs clé-
menlaires

(aip =+ big)e (E=1,2, ...,p).

50. Tukowine V. — St le nombre des digiseurs élémentacres de | §, 9| est
n, el par suile, si chaque nombre ¢ est égal a v, on aura, d’aprés le théo-
reme 11,

W=, £+ .. - a, el
D=0 &% .+ DB
AL Tutorime VIL — Ce théoreme est réciproque du précédent.
Si @ ety se tirent des earrés de fonctions linéaires enaey, ..., x,

les nombres ¢ doivent ¢tre égaux i 1, et, par suile, pour que & et ) se
ramenent par une méme substitution lincaire @ des sommes de carrés po-
sitifs ou négattfs, i faut et il suffit que towd diciseur linéaire de |, 2|,
A'un ordre { de maltplicie, soi ausse un diviseur commun des mineurs

dordre L — v de |a, 2.

52, Tuvorime VII. — M. Weicerstrass a montré directement dans les
Monatsberichte de 1858 que la condition nécessaire pour U application du
théoréme VI est toujours remplie quand les dewr formes quadratiques o
el y sonl a cocfficients réels, el que l'on peat trouser une forme g& + hy
qui ne puisse s’annuler pour des valeurs réelles de . ..., v, qu'en dga-
lant toutes ces variables a =éro.

Voici la nouvelle démonstration de ce théoreme, que M. Weierstrass

a tirce des théoremes précedents.

On peat éerire
~ P
a4 ) -:;z E2),.

t

Supposons que g, ~, g, A soient des valeurs réelles arbitraires sa-
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tisfaisant i la condition gh'— Ag' = 1. Supposons encore que la forme
g% - /2 ne puisse s’annuler sans que toutes les variables a,, ..., 2,
atent ¢té ¢galées a zéro.

. , ., .y . . b, N
Pour une valeur déterminée de Uindice ¢, le (quotient — pourra étre
;
réel ou imaginaire. Supposons-le d’abord réel. Alors a, et b, seront
deux quantités réelles, puisque P'on a
sa,+hb,=1.

Remarquons maintenant que, dans la formule

M, .
= P A Tl it~ Rl PR
VB0,

qui sert dans le § IV au caleul des %, il ne s’introduit qu'une irration-
nelle. Nous la u*pnzscnlvmns par ye, ¢ étant le méme pour tous les &,
quels que soient leurs indices inférieurs. Nous pouvons done poser

fei 2y ({=1 o)
=V y 2y ey O)y

et £ sera une fonction linéaire i coefficients réels de @, ..., x,. Mais,
dans les produits qui forment (2%),, le radical disparait et 'on a
(ié)mv' Et'(i,il)t‘n
en posant g, ===
Supposons maintenant que le quotient Zz"l ait une valeur imaginaire.
; .

Alors au diviseur ¢lémentaire (a;p + b;g)%de [@, 2] en u)n'(‘spoml "
un autre (a;p + b;q )% conjugué du premier. Donnons alors & e et &
\/(,-“ des valeurs conjuguées, ¢t posons

C; ~—~_) +\/"I.’I »

;; — C‘;l - \/_ I C’I,L)
les 27 ot les £ seront des fonctions linéaires a coefficients réels de
Xy, ..., 2, el nous aurons

(EEY 4= (E2)e, =2 (E'E ey — 2 (8"E" e

s , . . . b, . ,
lin conséquence, si, parmi les quotients <> ily en a o réels, el par
"l

Adnn., de U’ fic. Normale. 3° Séric. Tome VII. — Ocropre 1891. 41
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L. . .. . ’ . — g
suite ¢ — o imaginaires conjugués deux a deux, £ ~— sera un nombre
entier, et g@ + A9 prendra la forme

gu‘+/z»sg:2€i(gg)“ (i=1,2,...,0)

g , . -_g
2 e — (28] (z=a+:,a+z,....a+f’ - —)

et, aux valeurs réelles des variables initiales @, ..., x, correspondront
toujours des valeurs réelles des variables £ et inversement, et les unes
s’annuleront avec les autres.

Maintenant, si 'on a ¢;>1 pour une des valeurs 1, 2, ..., s dev,
on pourra annuler g -~ 42 en égalant d zéro tous les £ etles &', sauf,.

e —_— .
Si ¢ est l'un des nombres o 41, o412, ...,o+ =7, et si 'on a

9
c;>1, et méme si'on ae; =1, g€ + £ ) s"annulera encore en ¢galant
hozéro les &, les £ et les 7, saufl &) et £ qu’on prendra égaux entre
eux.

[l résulte dela que, si parmi les formes g + /49, il y ¢n a une qui
ne devienne nulle pour aucun systeme de valeurs réelles de x,, ..., z,,
ou, ¢¢ (qui revient au méme, pour aucun systeme de valeurs réelles
des £, le déterminant [¢, 9] aura nécessairement ~n diviseurs élémen-
taires a cocfficients réels.

I’équation écrite plus haut doit donc se réduire a

g(fq-/z';?-_:z\e['@;-’ (i==1,2,...,n),
ou &; est écrit pour .

En outre, tous les nombres ¢; devront avoir la méme valeur ¢, car,
sans cela, g® + A9 pourrait s’annuler pour certaines valeurs réelles
non nulles des £, ou encore des .

Enfin, & cause de I’équation

1 Y
5”‘;@—}-/”@: : €1v$';gf,

- o
‘!L‘::eZa,-éf,

D= 52 b;&}

on aura
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avec ¢ = == 1, les variables % étant des fonctions linéaires et i coeffi-
cients réels des variables x,, ..., x, et les constantes a; et &; des
nombres réels.

VII.

~ 6

53. Considérons maintenant un systéme fondamental d’intégrales
Yis -+ Yu d'une équation différentielle linéaire et homogene d’ordre n.
Le systeme d’intégrales y|, ..., y, déterminé par les équations

(1) Yi=Cuyi+...+Cpnyn ({=1,2,...,n)
sera ausst fondamental si le déterminant des constantes C est différent
de zéro.

Quand la variable fait le tour d’un point singulier, les nouvelles va-
leurs Y des intégrales y sont déterminées par les équations

(2) Yi=auyi+...+ @i ya (i=1,2,...,n),

ou le déterminant des constantes a est différent de zéro. De méme, les
nouvelles valeurs Y’ des intégrales y’ sont déterminées par les équa-
tions

(3) Y =dhyy e aly, (=12, 0),

ol le déterminant des constantes a’ est différent de zéro.

54. Cela posé, considérons les deux formes linéaires

%) (P =z yi+.. .2y Y0
' | P=z\yi+...+ 2, ¥,
On peut ramener P" & P par la substitution (1) et par la substitution
inverse qui ramene les 2’ aux .
Considérons de méme les deux formes bilinéaires
- Q= Yi+...+z,Y,
:) ’ ’
Q=2a\Y|+...+2,Y,,
et remarquons que 'on a
(6) Y::C11Y1++ Cl'n,Yln
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équations ol les coefficients C sont les mémes que dans les équa-
tions (1). Donc le méme calcul qui ramene P & P raméne aussi Q" a Q.

Or, puisque les intégrales de I'équation (1) ont la propriété de satis-
faire aux équations (3) et (3), si 'on exprime Q et Q" respectivement
au moyen des y et des y’, on aura

‘) = E Aij i Y,
if
- Y
J— ’ o
Q= Z A i ¥is

i
et les variables « et 2', y et 3 étant les mémes que celles qui entrent
dans P et P, les y et les v étant liées dans les deux cas par les équa-
tions (1), on voit que les mémes substitutions ramenent a la fois les
deux formes P’ ¢t Q" aux deux formes P et Q, et, par suite, que les deux
déterminants [P, Q] et [P, Q| ont les mémes diviseurs élémentaires.
On peat encore dire que les déterminants des deux formes

Q — () l), ()l— G) [)’
ont les mémes diviseurs ¢lémentaires. Ces déterminants sont

A= ... ayn A= ... al,
I{((,))-: e e X l{’((,)):-_"j e e

m e App— a

n1 ®

’
nn T
De la ce théoreme :
Les diviseurs élémentaires de R(0) ne dépendent pas du choix du sys-
téme fondamental d’intégrales d’ow U'on est parti, et qui fournit les
cocfficients a quand la variable tourne autour d’un point singulier.

55. En égalant & zéro le déterminant R(w), on a Péquation fonda-
mentale relative au point singulier considéré. Celte équation sert de
base & la théorie de M. Fuchs pour I'étude des intégrales dans le do-
maine du point singulier.

56. Considérons maintenant les relations

Yi=anyi-+...+aj,y, (i=1,2,...,1)

quifournissent le déterminant R'(»). Composons un déterminant R(w)
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ayant mémes diviseurs élémentaires que lui et de la forme

Wy — 6 0

I Wy — )

I ) — @)

H(w) = )y — 6)

1 W — O

Ce déterminant se ramene immédiatement i la forme du déterminant
[P, Q] du§ V, au moyen d’échanges faciles entre les lignes. A ce dé-
terminant R( o) correspond un choix d’intégrales pour lequel on aura

Y, =0 Y,

Y. =01) =Y

.................... ,

Y/,-I == Wy Yk, = Y, =1

(8) Y/;,-H =0 Vi, + 1

Y/.-.—4—2 =2V k2 T Vi1
P ,

Y i ks = 02V kel T Vs by = 15

Les diviseurs linéaires , — w, w, — @, ... ne sont pas nécessaire-
ment distincts.

57. Puisque R(w) et R’(w) ont les mémes diviseurs élémentaires,
on peut passer par des substitutions des équations (3) aux équations
(8), c’est-a-dire que lon peut, étant donne le systéme fondamental
d’intégrales v, vy, ..., Y, en tirer le systéme y,, ¥a, ..., ¥, qui, saiis-
Jaisant aux équations (8), se comporte plus simplement que le précédent
dans le mouvement de la variable autour du point singulier considere.

La loi définie par les équations (8) a été découverte par M. Fuchs.
On en a donné plusieurs démonstrations. Celle que nous présentons
ici nous parait étre la plus naturelle.
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58. Il est intéressant de considérer tous les groupements d’inté-
grales qui correspondent & un méme diviseur linéaire w,—w de R(w).
Soit/le degré de multiplicité de ce diviseur considéré comme linéaire.
Supposons qu'il y ait 7 + 1 diviseurs élémentaires

(=) (or—w)% ..., (03—)7

on aura
e+ e +...+e, =L

Posons

I =e +eCpqg+...+ e,
les nombres / satisferont aux conditions
(>0>...>1(,

et nous voyons qu’aucune condition r’est imposce aux nombres c.
Appelons groupe de m intégrales lensemble des intégrales y,,
Yar oo ¥ qui satisfont aux conditions

Y, =y,
Yo =0y, ~+ Y1
Y, = DY m+ Y m-1-

Nous voyons qu’au diviseur linéaire w, — o d’un ordre de multiplicité /,
se décomposant en diviseurs ¢lémentaires (o, — w)”, (v, —w)", ...,
(w,-—w)”, il correspondra

un groupe de ¢, intégrales,
un groupe de ¢, intégrales,

un groupe de ¢, intégrales,

et les nombres ¢,, ¢,, ..., ¢, n’auront entre ecux aucune relation néces-
saire, ce qui assure I'indépendance des diviseurs élémentaires

(g— o) ..., (00— n)
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59. Pour qu’il y ait un seul groupe d’intégrales, il faut que les
nombres ¢ se réduisent & un seul, ¢’est-a-dire que le diviseur w, — ©
ait le méme degré de multiplicité comme diviseur linéaire et comme
diviseur élémentaire.

60. Au contraire, pour qu’il n’y ait que des intégrales satisfaisant
a la seule condition
Y: 01y,

il faut que chaque nombre e soit égal & r, ou encore que w, — w soit
un diviseur de tous les mineurs de 'ordre /—1 dans R(w). Dans ce
cas, tous les diviseurs élémentaires o, — o sont simples.

Les deux cas particuliers précédents sont les deux cas extrémes qui
puissent se présenter.

61. Il est facile d’étendre les théorémes précédents aux systémes
d’équations différentielles linéaires et homogenes & une ou plusieurs
variables indépendantes. Supposons, par exemple, qu’il y ait une seule
variable indépendante, et considérons le systeme d’équations

dy; )
(9) %:A“%—(—...—k—f\[myn (i=1x,2,...,n).

Soient » solutions
Yiis  Yais -5 Yni (l':f, 2y eeny IZ),

formant un systéme fondamental. Le systeme de n nouvelles solutions
déterminées par les équations

(l/) y}ti:Cuym—*—---"i‘Cin}’hn (}Z,L‘:I, 2,...,71)

sera aussi fondamental, si le déterminant des constantes ¢ est dif-

férent de zéro.
Quand la variable fait le tour d’un point singulier, les nouvelles
valeurs Y des intégrales y sont déterminées par les équations

(2/) szau,}’m-’r--- = AinY hns

ot le déterminant des constantes a est différent de zéro. De méme les
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nouvelles valeurs Y’ des intégrales y’ sont déterminées par les équa-
tions

/ Y | ’ ’
(3 ) Y hi — C‘t“ +... .+ Qin ) hns

olt le déterminant des constantes a’ est différent de zéro.
Cela posé, considérons les deux formes bilinéaires

P=xyu+...+~22)nn
> o ot g
P'=2| yh1 -+ 2,V hne

(4")

On peut ramener P’ & P par la substitution (1") et par la substitution
inverse qui ramene les #’ aux «. De plus, les coefficients de ces sub-
stitutions ne dépendront pas de Uindice h.

Considérons de méme les deux formes bilinéaires
Q= Ty Yltl e .’1?”\’/,,”

(5" S R -
[ Q 2:.11‘(/“-*'-- a0

ot I‘(!Irlzll‘({uons qll(} l’()l'l H
((i,) ‘ ,;u' =€ Y/z2 +o=Cin Ylun

équations ol les coefficients ¢ sont les mémes que dans les équations
(1) et sont indépendantes de I'indice A. Donc le méme calcul qui
ramenera P a P rameénera Q' 4 Q.

Or, puisque les solutions du systeme (g) ont la propriété de satis-
faire aux équations (2') et (3’), on peut exprimer Q et Q' respective-
ment au moyen des y et des y’, et ’on aura

. |
Q == : Aij XY hjs

i

Q=Y a2y
Y
et ces variables #, y, @/, ¥ sont les mémes que celles qui entrent dans
P et P'. Par conséquent, les y et les y” sont liées par les relations (17)
et les et les 2’ sont liées par les relations inverses.
On voit donc que les mémes substitutions ramenent & la fois les
deux formes P’ et Q" aux deux formes P et Q, ct, par suite, que les
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deux déterminants des formes
Q—owP et Q' —wP!
ont les mémes diviseurs ¢lémentaires, quel que soit 'indice 4.
Donc les digiseurs élémentaires du déterminant

Ay — ... QG

Apy cee Qpp— @

ne dependent pas du chovx du systéme fondamental de solutions d o ’on
est parti, et qui fournit les coefficients a quand la variable fait le tour
d’un point singulier.

62. En poursuivant le raisonnement comme précédemment, on
montrera qu’on peut ramener un systeme fondamental quelconque de
solutions & un systeme fondamental particulier pour lequel on aura
les relations simples

7 —
Y I =Y 1
Ylm = 1Y ha = Vi
.................. s
(8" Your, =Yk, Yik—1s

Y/m,+1 =002 kg1

Y/t/.'1+2 TE O Y hleyrr T Y k15

Les diviseurs linéaires w, — o, @, —®,, ... ne sont pas nécessaire-
ment distinctes.

63. Pour qu’il v ait un seul groupe de solutions, il faut que le divi-
seur v, — w ait le méme degré de multiplicité comme diviseur linéaire
et comme diviscur élémentaire.

64. Pour qu’il n’y ait que des solutions satisfaisant aux condi-
tions _
Y e =1 Yur (h=1,2,...,n, k=1,2, ..., k),
il faut que o, — o soit diviseur de tous les mineurs d’ordre {— 1
dansR (o), Zétant le degré de multiplicité du diviseur linéaire o, — ©

Ann, de U Ec. Normale. 3¢ Série. Tome V1II. — Novemsre 18gt. 42
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dans R (w). Le diviseur linéaire o, — o d’un ordre de multiplicité /
se décompose, dans ce cas, en [ diviseurs élémentaires simnples.

65. Considérons maintenant les systemes d’équations différentielles
linéaires et homogenes, 4 solutions régulicres de la forme

dy; .
(10) J—Q/j =AYt Qg )y (E=1,2,...,n),

ou les coefficients @ sont uniformes, continus dans le domaine de
Porigine, ou encore développables en séries enticres & coefficients
constants de la forme

W= al, - ral,+ rrak 4. ...

Cherchons & former un systeme fondamental de n solutions qui con-
viennent dans le domaine de 'origine.

66. Nous distingucrons deux cas, suivant que les racines distinetes
de Iéquation
al-—r ... al,

F(r) 20

0

0
a nn

nl 42

.

auront ou non des différences non entieres. Nous commencerons par’
¢tudier le cas ott deux racines distinetes quelconques de F(r) = o ne
different jamais d’un nombre entier.

Ce premier cas se subdivise en deux autres. Considérons le déter-
minant F(r). Nous allons montrer que :

12 A un diviseur ¢lémentaire simple de F(r) correspond une solu-
tion dont les éléments ont les formes

‘1""(?1’ 'L'l’*;’in RRX) '7;1"',0117

les séries
i gl ol - wtole- L.

-6

¢tant convergentes dans le domaine de origines

2° A un diviseur ¢lémentaire multiple de F(r) correspondent plu-
sieurs solutions dont les éléments sont des polynomes en loga, a coef-
ficients holomorphes dans le domaine de Uorigine.
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67. Soit d’abord r — r, un diviseur élémentaire simple de F(r).

Supposons que F(r) possede encore w —1 diviseurs élémentaires

simples ou non, égaux & r —ry, il en résultera que les mineurs de

F(r), jusqu'a ceux de I'ovdre ., seront tous divisibles par r — 7,.
Posons

g, r b e— a1
Y1= X000, o V=200,

¢t portons ces valeurs dans le systeme (10), nous aurons, en identi-
fiant dans les deux membres de chaque équation les coefficients des
mémes puissances de x,

kot =af,of ... 4+ (al— r)GF 4. al, ok
Hal ol kot . al, et
o S
+afie) ..ok alio! ...+ ak, o)
({=1,2,...,n;k==0,1,2,...).

Ce systeme d’équations est du premier degré par rapport aux coefti-
cients ¢4, o4, ..., ob et permet de les déterminer en fonctions des coel-
ficients o dont 'indice supérieur est moindre. En effet, le déterminant
des coefficients de ces inconnues est

F(ro+ k)

et ne peut s’annuler pour aucune valeur de %, puisque aucune racine
de ¥ (r) = o ne differe de r, d’'un nombre entier.

0

Quant aux cocfficients ¢, ..., o, ils satisfont aux équations
al o) 4. .o+ (ali—ry)ol +.. .4 al, 0, =o.

Puisque le déterminant F(r) et ses mineurs, jusqu’a ceux del'ordre p,
admettent tous le diviseur r — r,, ce déterminant et les mineurs consi-
dérés s'annuleront tous pour 7= r,, et, par suite, on pourra esprimer
o), ..., oy, au moyen de p quantités arbitraives £, ..., £, en vertu
des équations précédentes. En remontant de proche en proche, on voit
que, quelle que soitla valeur de I'indice £, les coefticients "&f seront des
fonctions linéaires et homogenes des 1 arbitrairves £, £,, ..., £, et,
par suite, que la solution

— I —_ ]
V==&, oy Y =X 00,
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pourra étre construite de telle sorte que les séries ¢ dépendent de
w arbitraires. En donnant & ces arbitraires p. groupes de valeurs indé-
pendantes, on formera p. solutions linéairement indépendantes et de
la forme précédente.

On peut dire que chacun des p. diviseurs ¢élémentaires égaux & » — 7,
fournit une solution de la forme que nous venons de construire, et,
en particulier, qu'un diviseur élémentaire simple 7 — r, quelconque
de F(r) fournit une solution indépendante et de cette forme.

68. Examinons maintenant le cas o r— r, est un diviseur ¢lémen-
taire de F(r) d’un degré ¢ de multiplicité.
Nous allons voir qu’il existe, dans ce cas, des solutions de la forme

¢ -1
A N I .
Yi= " Zcp[‘,(logx)""“ (£==1,2,...,n),
VEYI]

les coefficients ¢4, étant développables en séries convergentes dans le
domaine de lorigine, 4 cocfficients constants, et de la forme

T} rol e p20%
Do == Gy 2Pl gl

En effet, portons les valeurs précédentes dans les équations (10),
et identifions dans les deux membres de ces équations les coelficients
des mémes puissances de loge. Nous aurons d’abord, en supposani

Iy == 0,

dy; ST L BN . .
220 2‘ — (loga)e-v=1 4 P 2 (¢—v—1)oy(logae)—r-2,

da dx

.‘~‘ R e V] i
WY1t Qg 2 (..o aipoay) (loga)e=-"

¢t, par suite,
dyy,
a6 ) B G Gy G Y-
En faisant successivement v==0, 1, ..., ¢ —1, ¢t ¢n remarquant
que, pourv==o0, g,-, doit étre remplacé¢ par zéro, nous aurons un
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systeme de en équations

d@z‘n
X = = Ela'/.-@/m
dx et
I\-

CZCD“
x 7; = E AipQp— (€ —1)0;,
*
doy, N\
v = @ik @ — (€= V) Qi
P
do;. .
r Ti,e—=1 ? e .
A T il Ple,e—1 ™ i, e—2-

k

333

Ces ¢quations sont analogues aux équations (10), et on peut leur
appliquer les raisonnements ordinaires donnés plus haut pour la dé-
termination des coefficients ¢, dont U'indice supérieur est plus grand

que zéro.

Quant aux cocfficients ¢, voici la méthode ingénieuse que M. Horn

a employée pour les déterminer.
69. Les coefficients gz, satisfont aux équations linéaires
W
Za;)ﬁ'cp}:'1) = 0,
T

~
2 [P - 0
fl[/.;?/“—-(e“‘)?iu*

3

—
0 0 — » 0
2 akoty=_0¢—v)0)y_1,

E 0 0 — 0
a[/;c?/.',c—l - C.oi,::—z
I

a

(6, h=1,2,3,...,n).

Multiplions les 2 équations définies par chaque ligne précédente
par des indéterminées, et ajoutons; nous aurons, pour une valeur
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quelconque de I'indice v,

,,‘ -
0 [ J— > 1]
2 afu;ofy==(e—v) 2 Ui ofy-y-
i

ik

Considérons alors les deux formes bilinéaires
ul
s =X ear
72

Y wyray
@ Y W),

o
“dont la premitre / a un déterminant différent de zéro. On a vu, au

§ IV, qu’en appelant s une nouvelle variable, et (s — s, )% les diviseurs
élémentaires du déterminant de la forme /5 -7, on a

S P E e
o= D si(En e+ X (E)ee

St 'on a s;== o pour une valeur particulitre de ¢, on aura

Jm=—(En)e = D (En)es

Mais rien n’empéche de transformer de la méme maniere que 7 la
forme bilinéaire
2 il
ik
qui ne differe de ¢ que par la notation. De méme, on peut mettre la
forme bilinéaire
N n
wi9fy
i

sous la forme de /. Pour cela, on formera des fonctions linéaires et
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homogenes de u,, ..., u,, qu’on appellera U,, ..., U,. Puis on formera
des expressions V,,, ..., V,, linéaires et homogenes en o7, ..., 2.,
Enfin on formera des expressions V,,_,, ..., V,v-: linéaires et homo-
gbngs en g, ..o, o0, . Les UetlesV remplaceront, aux signes pres,
les £ et les 7 dans les formes £ et o. On remarquera que, » — r, étant
supposé diviseur élémentaire au degré e de multiplicité dans F(7), et
ry ¢tant pris égal i zéro, r sera un diviseur élémentaire du degré ¢
dans F(r), ou encore dans le déterminant de la forme /5 + . |
On pourra done poser

.
Dttt 08y = (U Voo gt .o Upey Vi) ..
Wl 0 T
D ol = (U, Voyoy o+ UV o)+,
ct, par suite, on aura
(U Veeiy4 ook Uy Vi) o o= (e — ) [(Uy Ve gy - oo - UV umy ) .. 1
Nous satisferons identiquement & cette condition en posant

0= Vi,v—n

Viy=(e—v)Vyy_y

.....................

Ces équations s’obtiennent en identifiant dans les deux membres de
la condition les coefficients des mémes indéterminées U. Le nombre
des équations précédentes est n, et 'on sait, d’apres la théorie de la
réduction des formes bilinéaires, que I'on peut résoudre ces équations
soit par rapport aux inconnues 9p,,, $0it par rapport aux incon-
nues ;.

Dans les ¢quations précédentes Vo, peut étre pris arbitrairement.
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Donnons av successivement les valeurs o, 1, ..., ¢ — 1, nous aurons,
en ne tenant compte que des e premiéres équations,

Vy==o, el Vie1,07= 0, V., arbitraire,
Viy=(e—1)Vy, =0, ..., Veor,i=(e — 1)V, V. arbitraire,
. Veor,o=(¢ —2) VY, V. arbitraire,

Vi,ee17= Vo ooy R A T V., -1 arbitraire,

1

ou encore, en résolvant ces équations,
\74'»1, 1= (C - l) vz'm
am=(e—2)V,, Vieg, 2= (e —2) (¢ — 1) Veos

/
\,cf-—l,:,wl - \’ ¢y e—2y ] Vz 3

expression (1,e¢ — 1) remplacant le produit (e —1)(e — 2)...1, ¢t
tous les V qui ne sont pas dans ce Tableau étant pris égaux i zéro.

[l résulte de la que, les expressions Vg, ..., V. ., ¢tantarbitraires,
on aura pour ¢, des expressions linéaires et homogenes de e constantes
arhitraires.

En remontant dans les calculs précédents, on voit que les expres-
sions

¢-—1
- .
yi=s Z qy,-.,(l()g.’li')"'"“'
Ve

dépendront de ¢ conslantes arbitraires. On pourra done trouver ¢ so-
lutions de la forme précédente correspondant au diviseur lincaire
(r—r,)¢de F(r), et ot r, est nul.

70. En combinant linéairement ces e solutions, et en choisissant
convenablement les constantes introduites, on obtiendra e solutions li-
néairement indépendantes et de la forme

YiT Qi
Yi=onloga -+ oy,
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71. Supposons que le diviseur linéaire » — r, de F(r) fournisse les
diviseurs élémentaires

¥
(r—rog)e, (r—ry)a, ..., (r—r).

On répétera le raisonnement précédent avec le diviseur linéaire
(r — ry )%, Mais, comme dans les formes f et ¢ les £ et les 7 sont
indépendants, chaque diviseur élémentaire (r—r,)% fournira ¢, solu-
tions non seulement indépendantes entre elles, mais encore indépen-
dantes des solutions fournies par unautre diviseur élémentaire tel que
(r —r,)%, par exemple.

72. Nous avons supposé r, = o. Rien n’est plus facile que de ra-
mener tous les cas a celui-la. En effet, dans les équations (10), posons
y=a"y', et remplacons les équations (10) par des équations (10")
analogues, ol les inconnues soient les »’. Dans le nouveau systeme,
il y aura le diviseur r au lieu du diviseur » — ry, c’est-d-dire que r,
sera nul.

73. Il nous reste a étudier le cas ou le déterminant F(r) aurait des
diviseurs qui différeraient entre eux de nombres entiers non nuls.

Soient r°, 7, ..., r des racines de F(r) = o différant entre clles
de nombres entiers et rangées dans un ordre tel, qu'aucune des dif-

férences
ro—r'y re—1"y .., ry— rh)

ne soit un nombre entier négatif. Supposons, en outre, que r, ne dif-
fere pas d’un nombre entier de toute autre racine de F(r) =o. On
pourra appliquer les raisonnements précédents et construire ¢ solu-
tions indépendantes de (10), si ¢ est le degré de multiplicité de r — r,
dans F(r).

74. Apres des calculs que j’ai indiqués ailleurs ('), un peu modi-
fiés en vue de la théorie des diviseurs élémentaires, on pourra obtenir
un systeme d’équations (10”) renfermant e équations et e inconnues

(1) dnnales de I’Ecole Normale supérienre, 1886 et 1889.
Ann. de I’Fe. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Novemsre 1891. 43
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de moins que le systeme (10). L’équation F”(r) = o correspondante
aura des racines correspondant & 7/, r”, ..., ¥ et & toute autre racine »
qui ne soit pas 7°. On raisonnera alors sur le nouveau systeme (10”)
comme sur le systeme (10),et on continuera ainsi jusqu’a épuisement
des racines r*, 7, ..., ', ou des racines nouvelles qui s’en déduisent.

En résumé, on verra que, dans tous les cas, a chaque diviseur élémen-
taire d’un degré e de multiplicité de ¥ (r) = o correspond un groupe de e
solutions indépendantes.

75. En quoi différeront les formes des solutions correspondant aux
diverses racines ry, 7, ..., r® de F(r)=o, qui nc different entre
elles que de nombres entiers? La réponse & cette question a été donnée
par M. Grinfeld (') dans le cas le plus ordinaire. La méthode de
M. Grinfeld a été perfectionnée sur un point, et dans le cas particu-
lier de » = 3, par M. Horn (Thése de " Université de Fribourg).

76. Pour donner un exemple des modifications introduites dans les
formes des solutions par I'hypothese que des racines 7 ont des dif-
férences entitres, nous énoncerons le résultat démontré par M. Horn,
dans le cas de trois équations différenticlles. Soient 7, 7/, 7" les ra-
cines de 'équation F(7) = o.

I. Les trois diviseurs r — 7%, r — ', r — r” sont simples ct distincts
ou non :
a. Sils ne different pas entre eux de nombres entiers non nuls, on
posera
yi=2" (),

yi=a" (9:),
yi=a"(9:1)"
B. La différence ' — 7 est un nombre entier positif, et les deux
autres différences r*—r’, r’ — r” ne sont pas entiéres. On posera
‘)’10 el /2 (CP[)O,

yi=x"(9:)
Y= 2 (90)" = ket (90) loge.

(V) Denkschriften der Wiencr dkademie, math.-nat. Ki., 1888.
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Y. Les différences r* — 7’ et r' — r” sont des nombres entiers positifs.
On posera
yi=2z" ()%
yi =27 (9) + k2" (¢:) logz,

}’;" — xr"((Pi)ll_‘_ /{l‘xr'((Pi)l lOg(Z‘ -+ k”x"“(go,-)" long.

lI. Le diviseur élémentaire » — r° étant simple, le diviseur élémen-
taire 7 — 7" est double et differe ou non de r — 7°:
a. La différence r* — " n’est pas entiere. On posera

yi=a"(9:)%
yl/ :xr,(q)i )’,
yi=a"(9n) + 2" (9:)" logz.

B. La différence r* — r" est un nombre entier positif. On posera

7r = (o),
v =27 (9:) + k 2(9:) logz,
i =@ (o) + K &7 (9:) loga -+ k' 2 (9:) log?a

v. La différence r°—r" est un nombre entier négatif. On posera

yi=a"(¢: )+ ka"(¢;) loga,
3’1{ = '7“'.’((?1' )(7
Y =a"(on) + 2" (¢:) logz.

II. Le diviseur élémentaire 7 — r® est triple. On posera

yi=a"(on)°
yi = 2" (0n)+ 2" (¢},)° logz,

yi =" (9i)'~+ 2™ (9iy)" logx + 2" (i) log*a.

Dans ces formules, les constantes £ peuvent s’annuler. Alors les
logarithmes disparaissent. Si les différences entieres des racines r°,
r', r deviennent nulles, certains de ces nombres £ se réduisent
I'unité. Enfin la notation (9;)° ou (9:4)° indique, dans les formules
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précédentes, que le calcul de la série o, 0u g, se rattache a la racine r°.
De méme les accents “ et “rappellent les racines r’ et r”.

On voit que les différences entieres entre les racines de F(r)=o
font apparaitre les logarithmes, en genéral, plus tot que si ces dif-
férences étaient quelconques. Mais, dans tous les cas, chaque diviseur
clementaire de F(r) fournit son groupe de solutvons.



