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MÉMOIRE
SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER O R D R R
(SUITE),

PAH M. PAUL P A I N L E V É ,
CIIAUGK DE COUItS A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLI-;.

CI-IAPITIIE III.
APPLICATION DES THÉORÈMES PRÉCÉDENTS A L'INTÉGRATION DES EQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

•L Nous avons démontré, dans le premier Chapitre, que l ' intégrale
générale d'une équation (i)
0) V[y./^)]=o,
quîn'ul elle ne prend, qu 'un-nombre l imi té de valeurs autour des points
cri t iques mobi les , peut se mettre d 'une inf in i té de manières sous la
forme

( ^ ) R[y ,7^(^) ]=€,

C désignant une constante et E. une fonc t ion rat ionnel le de .y» y, dont
les coefficients dépendent de x d'une façon quelconque.

On peut , de plus, choisir deux constantes intégrales de là forme (2)

^=Bi[y.y.(^)Lv ) ( p=R^y^)],
Afin. de i ' K c , Normale. 3* Série. Tome V U L — J U I L L I Î T 1891. 26



202 P- PALNLEVÉ.

déte l le façon que toutes les constantes intégrales (a) s ' expr imen t
r a t i onne l l emen t en a, 6

C=/(a,P).

Les constantes a, p sont liées par une équa t ion algébrique

(4) / ( a , p ) = o ,

que nous avons appelée relation entre les constantes intégrales. Cette
équat ion n'est déf in ie qu'à u n e t rans format ion b i r a t ionne l l e près.

Quand le genre de l 'équation (4) est supposé d i f f é r en t de zéro, les
théorèmes établis dans le précédent Chapitre t rouven t imméd ia t e -
men t leur appl ica t ion dans l ' é tude de l ' in tégra le de ( i ) .

Tout d 'abord, supposons que ce genre vï de l ' équa t ion ( / i ) soi t p lu s
grand que i. Les égalités (3) é t ab l i s sen t une correspondance ra t ion-
nelle entre la courbe (/i) et la courbe définie par l ' équa t ion (i), où l'on
donne à .2* une v a l e u r constante. Or nous savons d é t e r m i n e r a lgébr i -
q u e m e n t toutes les courbes

(4r /(a,p)=o

distinctes, de genre ^ plus grand que i, et qui. cor respondent ra t ion-
ne l l ement à la courbe donnée ( ï ) ; nous savons aussi calculer algébri-
quement toutes les t ransformat ions (3) qui pe rmet ten t de passer
d e ( 4 ) à ( t ) .

Nous formons donc a ins i a lgébr iquement un certain nombre do re-
lat ions
-,, \ ̂ n^y'.w( / ( ^=14 i:y.y^):i.

et il faut qu'un de ces systèmes de relations (3y définisse l ' in tégra le
de 0), ce qu'on reconnaî t également à l'aide d'opérations algé-
briques.

Nous arrivons donc à la conclusion suivante ; On reeonnah algébri-
quement si V intégrale de (ï) ne prend qu un nombre fini de valeurs au-
tour ^y^^m^cn^y^^w^A^, la relation entre les constantes intégrale};
étant supposée de genre vn plus grand que i:. L'intégrale, dans ce cas,
s obtient elle-même algébriquement,

Si n désigne le nombre de valeurs dey qui se permutent a u t o u r des
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points critiques mobiles, la transformation de (4) en (i) est d'ordre n.
On a donc, d'après un théorème établi plus haut,

p — i•^ ——."__ •
zij — i

Nous voyons que le nombre n est un d iv i seur de p — i , et, par suite,
ce nombre ne peut dépasser ( p — i ) , quand la relation (4) est de-
genre plus grand que i. De plus, quand ©==/?, la t ransformation (3)
est nécessairement hirat ionnelle , et l ' intégrale n'a que des points cri-
tiques fixes.

2. Supposons maintenant que le genre ^ de (4) soit égal à l 'un i té .
Prenons l 'équation (4) sous la forme

( 5) p = ̂ .̂ ^^^^^

Dans l 'équat ion
(0 sn;y»y^(-'y)]=0 .
faisons, pour plus de clarté, y' === s, et donnons à x une valeur con-
stante quelconque. Elle devient

( ,y F[j^,(^)]=o-

Par hypothèse, les relations
a=Ri[./,^, (.r)],
(3=:R,[j^(^)]

permettent de passer de la courbe (5) à la courbe (i)'. On a donc, en
conservant la même notation qu'au Chapitre précédent,

_ ^ _d^___^ ̂  } ĵMZL£)̂ ^ dy.( J ) ^^^^ ^

Dans cette égalité, les P, désignent des polynômes eny et/, dont
les coefficients dépendent de x ainsi que les \.

Par conséquent,

f^ ^-^-—==~=À+ f̂ '̂liZ l̂J^^^ ^^^^^ .̂̂ ^^ ^ ^ ^
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ou enfin
J(^)=A+JTr,^(<l,

h désignant une fonction de x.
En posant a= snC, on voit qu'en défini t ive i l d o i t exister u n e in-

tégrale abél ienne de première espèce de la courbe (i)' telle que l ' inlé"
S'rale de l 'équation (i) puisse se mettre sous la forme

'îTr^(^)]+^')=^

s représente, dans cette égalité, la fonction de y et z dé f in ie par ( r ) ' .
Pour ten i r compte plus a isément de cette c o n d i t i o n , supposons

l 'équat ion ( i ) résolue par rapport à y'

y:=^K[y,(<|,

et remplaçons z par K [y, (.^)|. Si nous posons

^{y,x}^^[y^\y,x\x\,

la condition précédente devient

j , ( j ,^)=- /^)+C
ou bien

dï' ^.r,,., . ()ï\ , , , .._ =—iK,(y,.y)+«,^ =-^/(.lr).
~dx " à y ^ ^ 9 " ' 1 àx

Cette égalité équivaut à la suivante '

, , y3[ „..,, , àS\ ()K(r,^ à\}\(7) —1 K (r, x) + — ——-z-?—- -h -.—— =2 o.v / ' ày^ v ày ày ày àx

On a, d'autre part,

^ ( y , ^ ) = = ^ r Hi[y . (^)]^y+. . ,^^ f I4[y,(^):]<^
^0 w Q

H^fy, (<x?)| représentant l^expression

ou l'on fait

M21rj-̂ }]
F; 7

^=K[y,(^): | .
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L'égalité (7) peut alors s'écrire

; . f^(m, ,., àK ân,\ ^ cil,i ^ K —— 4- I:li -y- 4- —— 4- H.i —à \ à}' ày àx j dx
^ (U0^ ÎT àK ^A Tî d^I 4- Àg K. ".— + H^ -T- 4- ——- 4- Ho ——( 8 ) / \ ûf à y àx j " dx

. -, /y ()îîp ,_ .y ^K , àHp\ ^ cllf,
+ À,, h. •—— -\-~ il « -— 4- -T— -h H» —— == C»./ \ ôy p ày àx j l dx

Les coeftîcients des X/, <— dans cette égalité sont des f o n c t i o n s dej
(et de ;r), qui s'exprirnent ra t ionne l lement en ;y, ^.

l^crivons qae l 'équat ion (8) a l ieu i d e n t i q u e m e n t pour tous les sys-
tèmes de valeurs y,,:?, oc, qui vérifient la relation

F [y? ^ (.zQ'j^o.
Nous obtenons ainsi un certain nombre v d /équat ions l inéaires et

, d^i.i et — :, , -\ i d^inomogenes en A^ et — :" dx

, « » «» i •» •I»T, Ctl\\ ,. (f,/,!-) _ ^ U/\.n

(9) A^+ A^â4". . . 4- A^/. 4- ,Bi ̂  4- Ba -^ 4".. .-+- B/, ̂  = o,

Les quan t i t é s A^ B/ représentent des fonctions de oc qui s'expriment
rat ioTinel lement à l 'aide des coefficients dey, z dans l 'équation (i').

Si l ' intégrale de ( i) est de la forme indiquée , ces équations doivent
être compatibles. Peuvent-el les être indéterminées? Tout d'abord
l'égalité

^K(,,.)4-^=-^(.),

qu'on peut écrire

H(y^)K(y,^)4-^J^^

nous montre que l'intégrale abélienne

^^rwy^^
'àx j^ àx v
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est une f o n c t i o n a lgébr ique de y ; elle n'a donc pas de périodes, et ,
par suite, les périodes de l ' intégrale a h é l i e n n e F sont i ndépendan te s
de »r.

Donc, quand une intégrale abé l i enne ,F de la courbe (i) satisfai t à
l ' éga l i té (7), ses périodes sont i n d é p e n d a n t e s de x\

D'autre part , si ,r s a t i s f a i t à cette égalité, i l en est de même de ptJT,
a désignant u n e constante. Plus généralement , si les intégrales indé-
pendantes F, .F, ]"\ ... v é r i f i e n t cette c o n d i t i o n (7), l ' intégrale

^.J^.h^.p+^j^-i-...

j o u i t de la même propriété.
Mais, si les systèmes de s o l u t i o n s X , , A^ . . . , A^ de (()) peuven t dé-

pendre de constantes p, p/, ..., ils ne saura ien t r en fe rmer de fonc t ions
arbi traires de ^. On s'en rend compte de la maniè re su ivan te : appe-
lons J < , J^, ..., J^ les p intégrales abéliermcs no rma les de première
espèce, c'est-à-dire celles qu i ont pour Tableau des périodes le Tableau

h 0, 0, ..., f,);, (,)], ..., ^

o, r, o, ..., o^, r»)j, ..., r,)Ç,
< , • , .ï .... . « , t . , » . . , . . ,
0, 0, 0, . . I , <,)^ (,)^ . . . , r̂ ;,

avec les condi t ions co"^ = coL
S i u n e i n tégral e q u el co n q u e

J=:À^,4-).,J,4-..=^J/,

a ses périodes constantes, les À ^ , À^, . - . , X/, sont eux-mêmes des con-
stantes.

D'après cela, le système des X, le p lus général, qui sa t i s f a i t aux
équat ions ,(9) ne peut dépendre que de constantes : ces constantes,
en nombre q au plus égal àp, y figurent d 'une façon l inéai re et homo-
gène.

Quand q =p, toutes les périodes o^ sont des constantes, la courbe (r)
a ses modules indépendants de oc.

(Je cas part icul ier , que nous traiterons plus l o i n , mis à part , q est
égal au plus à (p — i), c'est-à-dire que les X, sont déterminées par un
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système d 'équat ions différent iel les l inéaires et homogènes d'ordre
Çp -— i) au plus.

On peut se demander si certaines courbes
F [y, ^, (^)]=o

a d m e t t e n t e f fec t ivement p lus ieurs intégrales J dont les périodes sont
indépendan tes de x, quand les modules de la courbe dépendent eux-
mêmes de x. Les t ravaux de M. Picard permet ten t de répondre affir-
ma t ivemen t à cette question. Il suf f i t , pour s'en conva incre , de consi-
dérer une surface a lgébr ique

Fi (y, z, .T-)"-=O,

ayant q d i f lerent ie l les tota les de première espèce. Si on laisser con-
s tan t dans cette é q u a t i o n , les courbes

F., (y, z, ,2\, )==o

ont des modules variables avec ,z'o (sauf pour des surfaces except ion-
nelles), et ces courbes a d m e t t e n t q intégrales abé l iennes de première
espèce, don t les périodes ne dépenden t pas de x ( i) .

Le plus f réquemment , il n 'existe qu 'une intégrale J d i s t inc te répon-
dan t à la ques t ion . Celte in t ég ra l e J s ' ob t i en t alors à l 'aide d 'une qua-
d ra tu re

^=^(.r).

Une (bis À calculé, en posant

Y ==J(y, ^ x}^ Ç H(y, x) Jy==J,(y, x),

la dérivée
dY àî,^ à^ / ,— =: — K -+-—•= o ( y s, x)dx à y àx

se rédui t d 'el le-même à une simple fonct ion de oc, — h\x), quand on
t ient compte de

F (y, z, ;r)==o,

( ï ) E. Pic A ni), 7/iéorle des fonctions algébriques de deux variahles (loc. cit.). — Foir
aussi les deux Mémoires du môme Autour Sur les surfaces algébriques (Journal de Mathé-
matIqueSf années ï^88 5, i886).
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et l 'équat ion s'intègre à l 'aide de la quadra tu reg =-,..,,,
Alais, dans cer ta ins cas particuliers, la recherche des A^ exigera la

connaissance d 'une in tégra le part icul ière d'une équation différent ie l le
linéaire et homogène d'ordre y {c/^p — i). Une telle intégrale une
fois connue, l ' équat ion s'intégrera en posant encore

Y = = J ( r , ,3, .r),

à l 'aide d'une quadrature ;"—/•'(.").en.
cix

Remarquons que ces facteurs 7^ sont liés par certaines r e l a t i o n s a
des fonctions connues de *r.

En effet , écrivons les périodes des/^ intégrales a h é l i e n n e s d is t inc tes
de la courbe (ï) ;

4, r^, ..., (^Y,
\1 M tî r \ '2 //.) g, 0) ̂ , . . ., r, ) ̂  ,

« . , . . y • • • • » • " • • »

r,)^, r,)^ ..., r,)J/\

Les coefficienl.s )<, doivent vér i f ie r les ^p égalités

( a ) li c,)^-h ^2 ̂ 4 "+" * — + ̂ /^r'^ = Cl

(^ désignant une constante. Les quant i tés consent des fonctions de ,,r
données par des intégrales définies

y» ^'»» ^ •*" ) B't f" / \"ï

^.-f ï-d.Z'-̂ -ïll̂u.// —«»™ » " s 1 1 1 i••v f *
J f i i , j ( .r ) s

Si'même J vérifie Inéqua t ion (G), les (^ doivent s'exprimer en fonc-
tion de deux nombres a, [4, ainsi

G /== m /•a + /^•p.

Mais on ne peut, en général, tirer parti de ces égalités, car i l resterait
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à vérifier que les combinaisons des oo'- qui donnent les ~\ satisfont aux
équations différentielles (9), ce qu'on ne sait pas faire.

Il est un cas pourtant où la recherche des^ s'effectue sans diff iculté,
c'est le cas signalé plus haut , où les modules de la courbe ( i ) sont
indépendants de x.

On peut alors é tabl i r une correspondance birat ionnel le

( j==9[^ T, (^)], t ==9i[y, -s, (^)L
( ^=r,^[^T,(^)], T=^[j^,(^)](A)

entre la courbe

(0 ^Lr. ^ «I
et la courbe

( r o ) S^(^, T)=:o,

Fi étant une courbe qui ne dépend pas de x et dont les modules sont
égaux à ceux de (,i:).

" Soient^ (^ T),^ (<?, T), .. .,./p(^ T) p intégrales distinctes de pre-
mière espèce de la courbe ("io), intégrales où ne figure pas x et dont
les périodes sont, par suite, des constantes. Soient, d'autre part,
,1\ (y, y, (.z-)], L|y, y. (>•)], . . . , J^[y, y\ (x)] les p intégrales abé-
liennes de (:r) qui correspondent b i ra t ionne l l ement aux p intégrales
de ( ïo) . Leurs périodes sont des constantes, et on en d é d u i t aussitôt
que toute intégrale

J :rr AI Ji "-1- Àa J^ "+". • . -f- ^p ••Î p »

dont les périodes sont aussi des constantes, s'obtient en donnant aux À
des valeurs constantes.

Le problème revient donc à déterminer cesjf? constantes de façon que
^so i f c une simple fonction de x, quand on tient compte de Féqua-
CliOC

tion (i). Si la chose est possible (ce qu'on reconnaît algébriquement),
l 'équation (x) s'intègre par quadratures.

Appliquons ce qui précède à l'équation la plus générale de genre i .
Soient

j a=B [,y,y,(^)L
( / ( P=Kj7,y,(^yj

Ann. de l ' É c . Normale. 3° Séné. Tome VÏ1Î . -- JVILLET 1801. 27
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deux formes de Finlég'rale générale de l 'équation

F^y,^)]^

de genre i. La re la t ion entre a, ? est de genre CT, au plus égal à i.
Supposons qu 'el le soit e f f ec t i vemen t de genre i et qu'on l 'ait ramenée
à la forme

^(i-^Ki-^a2).

Nous pouvons, par une s u b s t i t u t i o n birat ionnel le ,

(A . )
,/=::cp[^, T, (.y)], / =y,[j, ,̂  (,r)],
^:=r:^,T,(<|, T=^[y,^,(..r)-|

faire correspondre à la courbe

(0 FL)^, (^)]^o
la courbe

(10) . T^O— /a ) ( i — A'2 / à ) .

Dans cette é q u a t i o n , À2 est une fonct ion de uc.
La fonct ion l ( x ) , définie p a r l a subs t i tu t ion (A), vérifie une équat ion

d i f f é r e n t i e l l e transfbrniée de l 'équat ion ("l '^et qu 'on ob t ien t en écrivant
l'égalité

^y ^ /'"<)? ^? ^ î \ <^ ^ ,. r^ _ ^ ^ ,..„(„„ ̂  ̂ j ̂  ̂  ̂  ,,„ ^ ̂  .^^^ j^ (^^j^

T désignant la fonct ion de l déf inie par l 'équat ion (10). On a d ' a i l l e u r s

a=:ir[/,ï,(^)j,
(3=:B,[^T,(^)],

'R 7 et l\\ étant rat ionnels en t, T; par suite,

___J^__ ., „ ___ A dt
^^^^^^ ...„.„ ̂ ^•^^ •

Cette égalité ne peut avoir l i eu que si k vérif ie une des équations
modulaires relatives à /c,; k ne peut donc varier d'une façon cont inue
tandis que k^ reste constant, et, par su i te , k est indépendant de x.
L'égalité exige alors que À soit lui-même constant , et l 'équation difïe-
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rentiel le en t do i t être de la forme

—-=:r:=~-====-̂ ^ = G(;r) dx,
V/(I-^KI-/^)

Si l 'on pose alors
h\x}^^^x}dx,

on a
^( . r )=sn[ / / ( . : r )~ l -C] ;

l ' intégrale générale l^x} n'a que des points c r i t i q u e s fixes, et i l en est
de même de l ' intégrale générale de l'éqiiatioo (î). Nous savons d'ail-
leurs q u e , réc iproquement , quand l ' intégrale de l ' équa t ion (î) n'a
que des po in t s critiques fixes, le genre ^ de la r e l a t ion entre les con-
stantes intégrales est égal au genre de (1:), ici, a l ' un i t é , de sorte que
nous sommes condu i t s , en déf in i t ive , aux tl'léorernes suivants :

Les séides equuliom différentielles de. genre î pour lesquelles le genre
ÎÏT de Ici rclal'ion entre des constantes intégrales est égal à lunité sont les
équations do/H r'intégrcde générale na que des points critiques jixes,

H n'y a pas l i eu de s'étonner de la s impl i f i ca t ion qu i se p rodu i t dans
le cas ou p est égal à i. Quand, p est quelconque, les périodes o^ des
intégrales .1 do iven t satisfaire [pour que les relat ions (a) entre les A/
soient compatibles] hp relations, don t les coefficients sont constants;
ces périodes dépendent de (3p— 3) modules, que ces ^relat ions ne
suffisent pas à déterminer, et qui, par suite, peuvent être fonct ions
de /r.

Au contraire, quand, p = ï , le nombre des modules est égal à 2 , et
ce m o d u l e , devant satisfaire à une relation dont les coefficients sont
constants, est lu i -même constant.

Revenons au cas général de p quelconque. S'il existe une ou plusieurs
intégrales J de première espèce telles que l'intégrale générale de l'é-
quat ion (î) soit donnée par la relation

(P) J[y, 5,(.:r)]4"A(;r)=C,

on n'en saurait conclure que cette intégrale prend un nombre fini de va-
leurs autour des points cr i t iques mobiles et correspond au cas de ̂  === i.
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Pour qu' i l en soit a ins i , i l faut, de plus, que l 'une des intégrales abé-
l iennes qu'on vient de calculer n 'a i t que deux périodes. Si cette nou-
velle condit ion est accomplie (ce que l'on ne sait pas reconnaître en
général) en posant

y == sn(J •+- I I 4- c),

on voit que y est u n e fonction ra t ionne l le dey, ^,

y=p[/, ̂  (,r)],

et l ' intégrale générale de ( ï ) ne prend autour des points critiques mo-
bi les qu 'un nombre fini. de valeurs. Cette dernière condition se trouve
véri f iée d 'el le-même quand p === ï .

Nous arrivons donc aux conclusions suivantes :
Quand l'intégrale (F une équation différentielle (ï) ne prend quun

//ombre fini de valeurs autour des points critiques mobiles, le genre © de
/a relation entre les constantes intégrales est compris entre o et p (inclusi-
vement").

On reconnaît algébriquement si l'intégrale d'une équation donnée est
de cette nature et correspond, de plus, à une valeur de ̂  supérieure à ï ,
L'équation s'intégre alors a/g'ébriquement.

On reconnaît algébriquement si l'intégrale de ( ï ) est de cette nature et
correspond à la valeur CT == ï de m Cet l'équation s'intégre alors par qua-
dratures), ou bien on ramène l'intégration de F équation à la recherche
d'une intégrale particulière quelconque d'une équation linéaire et liomo-
gêne d'ordre {p — ï) au plus : cette dernière intégrale calculée, l'équa-
tion (ï) s'intégre par quadratures.

Si ̂  =p (p étant différent de zéro), F intégrale de l'équation (i) n'a
que des points critiques fixes,

La méthode n ' indique rien sur le cas ou © serait nul. Quand p == o.
uî est nécessairement nu l . Il en est de même lorsque p est égal à ï el
que l'intégrale a des points critiques mobiles. Les équat ions de ^enre
^=:o e tp== i échappent donc complè tement à ce procédé d'intégra-
tion.

Avant de nous occuper d'une autre méthode qui s 'applique aux équa-
tions (r), de genre o^ je ferai, quelques remarques sur la manière dont
il convient d'employer la méthode précédente.
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3. Tout d'abord, on peut se servir de la transformation biration-
nelle

[ y=o[t,'!,{x)}, t = cpi [y, s, (s:)},
(7) 1 s=^[t,r,[,s)], T=^[y,s,(^)],

pour ramener l'équation (i) à la forme la plus simple. Par exemple, si
l 'équation (i)
( > ) V { y , y ' , ^ ) = °

est de l'espèce hyperelliptique, on ramené l'équation par une substi-
tu t ion (•'i') a la forme

^ = M [ t , (a,.)] + N [t, { x ) \ / P [ t , ( x ) ] .

Quand l 'intégrale y de (i) prend un nombre donné ri de valeurs au-
tour des points critiques mobiles (par exemple, quand y n'a que des
points cri t iques fixes), il en est de même de l'intégrale^) de l'équa-
tion

V'\.t, ^,(.-c)]==o,

Mais la réciproque n'est pas nécessairement vraie. Soit en etï'et

F i [ < , ï , ( . r ) ] = = o

l i t r e la t ion entre / et T; l 'équation en t et /' s'écrit

^o[<,T,(^)]=^[f ,T, (a ; ) ]

ou
(y ) t'-=h[t,r,(x)],
T désignant la fonclion de t et dea; définie par l'équation F, == o. L'é-
quation en {t, t ' , œ} s'obtient en éliminant T entre (à) et F, = o.

On passe, par u n e transformation rationnelle de la courbe F' à la
courbe F,, mais la réciproque n'est pas nécessairement vraie : plu-
sieurs valeurs de T peuvent correspondre à chaque système t, l ' .

Supposons, par exemple, que T ne figure pas dans A[/,T, (a?)J. Pour
que l'équation (i) ait ses points critiques fixes, il faut d'abord que celte



21. s. P. PAINLEVE.

propriété appar t i enne à l 'équation
^^A[/,(.-r)],

et de plus que la fonction T(<r), définie par l 'équation
F^,T,(.r)]=o,

quand on y remplace t en oo, ait elle-même ses points cr i t iques fixes.
Mais, dans tous les cas, les condit ions exprimant que rprend n va-

kuirs autour des points c r i l iques mobi les seront nécessaires pour quej
jouisse de la même propriété (1).

Une seconde remarque est re la t ive aux s u b s t i t u t i o n s mul t ip l e s , q u i
" permettent de passer r a t i onne l l emen t d'une courbe algébrique à une
autre. Parmi ces subs t i tu t ions , nous ne regardons comme distinctes que
celles qui. ne se déduisen t pas l 'une de l 'autre par une t rans tbrmat ion
b i r a t i o n n e l l e . En voici la raiso'n : supposons que l ' intégrale de Inéqua-
t ion ( r ) vériiie les deux, relations

a=R,[:j-,y,(^)], fB=:R,[j,y,(.r): | ,

qui t ransforment r a t i onne l l emen t la courbe

/( a, ,6 )::::-o
en la courbe (i).

Toutes les substitutions
^=W,[y,/,{x)\, P^R^y,^):),

qui se peuvent déduire b i ra t ionnc l l e rnen t de la première déf inissent
également l 'intégrale de (Y). Car on a.

a^^p), ^=4^(3),

y et ^ ne pouvant dépendre de »r, si m est plus ^rand que r . Voici donc
comment on dirigera le calcul ; on déterminera un type de tou tes les
classes de courbes

/( a, (3 ) = o ( de genre rs > i ),

(1) Observons d'ailleurs que, si ces conditions scml remplies, y ne prend qu'un nombre
fini de valeurs autour des points critiques mobiles,' mais ce nombre peut être, dans cer-
tains cas y plus grand c[ue n.
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dont la courbe (i) se dédui t rationnellement, et l'on déterminera éga-
lement un type de toutes les substitutions rationnelles distinctes qui
transforment la courbey=== o en la courbe (i). Il suffira de vérifier si
une de ces subst i tut ions définit l 'intégrale de (r) .

4. Cette remarque trouve son application naturelle quand on t r a i t e
le problème résolu par M. Poincaré : intégrer les équations ( r) qui
n'ont que des points cri t iques fixes.

La ques t ion revient à reconnaître si, parmi les subst i tut ions bira-
t ionne l les qu i t ransforment la courbe

en la courbe
Fijsy^)]^

^Lro,./;? O'o )] =o.
i l en est une qui. déf ini t l ' intégrale de (.1). D'après ce qui précède,
q u a n d une de ces subs t i tu t ions j o u i t de cette propriété , elle appar-
l i en t aussi à toutes les autres. Quand p est plus grand que i, le nombre
de ces subs t i tu t ions , qui est f in i , peu t être très grand : i l suffi t d'en es-
sayer une seule.

Je renvoie, pour les développements relatifs à ce problème, au Mé-
moire déjà cité de M. Poincaré. J'ajoute seulement que, dans le cas on
p === T , l ' équat ion s'intègre, si elle a ses po in t s cri t iques fixes, à l 'aide
d 'une q u a d r a t u r e de la (orme

dt ^__ _ ^^^^^^^^ - g j.

Ceci. résulte de ce que nous avons dit précédemment.
Quant au cas de/.» == o, il se traite immédiatement en posant

avec

L'équation en l

y=:y(Q, ,3==^(0,

^-=%(j-, ,^).

^=R[^(^) ]

n'ayant de points cri t iques, quand oc est quelconque , ni pour / f ini ,
ni pour t in f in i , est une équation de Riccati.
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Pour donner un exemple de l 'utilité de telles transformations, re-
trouvons directement les résultats de M. Poincaré dans le cas où. l'é-
quation (i) est de genre i ou d'espèce hyperelliptique.

Faisons
y-=9[^T,(^)], ^=cp,[y,^(.r)],
s==+[^T,(.r)], T=^[J,^,(^)],

avec
T^Ri:^):]-

R est un polynôme de degré 4» si le genre p de (i) est l 'uni té , de de-
gré ip +• 2, si p est quelconque.

Soit d'abord^ = i, on a
R[^(^)]=:^i-^)(^^),

^ étant une fonction de x, et t vérifie l 'équation

:̂:= A [ s , W] + B l:^^)]^!!^^-

Deux cas sont à distinguer, suivant que B est nul ou non.
Si B est nul; on doit avoir

<^== «̂..i.-. m/t 4-- n ;

de plus \/B 1^(^)| est une fonction de x qui ne doit avoir que des
points critiques fixes. On en conclut aussitôt que f = o, t == i, t =— i
sont des intégrales de l'équation de Riccati, qui se rédui t alors h

^=o,

et comme t == ^ est aussi une intégrale de cette équation, S est une
constante. 1/intégraley est donnée par l'égalité

j==(p[^To,(.r):l.

Si B n'est pas nul, en exprimant que — ne devient inf ini quand x

est quelconque pour aucune valeur de t (et qu'i l en est de même pour

l'équation en ^ ) ? on voit d'abord que A(l,x) est un polynôme du se-
cond degré en t et que B ne dépend pas de t. D'autre part, les valeurs
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/ --.=3 o, t ̂  4- T , t == — T , ^ === ^ doivent être des intégrales singulières,
ce qui exige qiieA[^(a?)] soit iden t iquement nul et que ^ soit une
constante. L'équation en t est donc de la forme

-£L--=B(,r)^;
^Ut)

c'est ce que nous voulions démontrer .
Le cas oùp est quelconque ne se traite iras moins facilement. On a

, R [ ^ ( ^ ) ] = ^ ( i ~ - ^ ) ( / - ~ - ^ ( ^ - ^ ) . . . ( ^ ^ - ^ _ , ) .

En premier l i e u , — ne devant être infini pour aucune valeur de t

quand x est quelconque ( e t l 'équation en -1 devant offrir le même ca-

ractère J, B est, ident iquement nul , et l 'équation se réduit à

dt , ,
';- == It'1-^- mt -4- n,
dx

D'autre part, pour que \/R(^,.r) soit une fonction de x à points
critiques fixes, il faut que <?• == o, t ===-1, t == — T soient des intégrales
de l 'équat ion de Riccati, qui se rédui t ainsi à

dt
dx^^

et comme / == ^, t == ^, ..., t == ^^--3 sont des intégrales, les modules
de \ /R[ /, Çx) \ sont des constantes.

Nous retrouvons bien ainsi, dans ces cas part iculiers , les résultats
(le M. Poincaré.

5. I n d i q u o n s rapidement quelques au t res applications. 11 est facile
déformer des équations (ï) , de genre quelconque, telles que la relation
entre les constantes intégrales soit d'un genre aussi élevé qu'on veut.
I l suff i t , en effet, de partir d 'une équation irréductible

y^" R^i[a, ̂ (.^ir^1-^...+ Ro[^ ^(^)] =- o.
où a, (3 désignent des constantes liées par une relation

./(a,P)=o,
Aiin.de i'Éc. Normale. 39 Série. Tome VÎI .— JUILLET 1890. '-^
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de genre r^. J ' en tends par équation iréduct ible 'une équat ion te l le que
les n valeurs dej se pe rmuten t autour des points cr i t iques var iables ,T.
Si l'on as t re int les fonctions rat ionnelles R^ de (a, (3) à la seule con-
d i t i on qu'a, tout système de valeurs ... ti/...,... —L ' " ne corresponde
qu 'un système (a, p), la fonc t i on y, déf in ie par l 'équation précédente,
satisfait à une re la t ion

^[^y^'^o,

d o n t le genre p est lié à v! par la re la t ion

..̂ ,,:~..1w "— i

La méthode que nous venons d'exposer pourra donc permet t re d ' in -
tégrer aisément un ^rand nombre d 'équations d i f Ï e ren t i e l l e s . Les cal-
culs a u x q u e l s elle condu i t ne sont pas n 'npraticables. Pour les e:(Ïec-
tuer p lus f a c i l e m e n t , i l conviendra de prendre l ' équa t ion

/(a,p)=::o,

sous la forme de Clebscb : elle est alors de degré (p +• i ). Parmi les po-
lynômes Vi relatifs a cette courbe, il en existe alors trois tels que

et l'on a

^^P;[j^,(<[
/ ;;:-: r

^7,P;.[,y,3,(,r);|

(K; (•=-/;

^,P;[,y,^(,r)]

^?,P;.[:y,5,(.r)]
/::.ï I

II faut déterminer les À,, ^, v, de façon que le point (a, (3) par-
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coure/== o quand (y, ^) parcourt (i) et que les relations ci-dessus dé-
finissent en outre l'intégrale de (i) (1).

Par exemple, si l 'équation (r) est. du genre 5, le genre ^ peut être
égal, à 5 (et l 'intégrale a ses points critiques tlxes)/à 3 (et l ' intégrale
est à deux valeurs), à 2 (et l'intégrale est à quatre valeurs); enfin à i
ou a o. Cherchons, par exemple, si l 'intégrale de (1) correspond au genre
îîï =:= 3. Pour cela, nous formons l 'équation

/(a,p)^:o,

la p lus générale du qua t r i ème degré, et nous écrivons que a et p véri-
f ient les formules ( K ) .

De môme, si p == 3, ^ peut être égal à 3, à ^ (et l'intégrale esta deux
valeurs) , enf in à :r ou à o. Pour traiter le cas de CT =-- 2, on prend l'é-
qua t ion en (a , p) sous la forme

(32 ::-= p ( a ) :.=: A <; a'- "+- A ;; ̂  "h-. . . -i- A o,

et l'on a
./.•--. I^-lyl̂ lM£)^

-^^P;[J , ,G,(^)] '

On exprime que \/p(a) est une fonct ion ra t ionnel le du point (y^) de
(s:) et, d é p l u s , que la dernière égalité définit l ' intégrale de (i).

Si, en par t icul ier , la courbe ( r ) est une courbe du quatr ième degré
sans po in t doub le , i l v ient

y —— l̂±^2L±.̂ i

ÀI-+" ^2./-1~^^ '

1 (A i -h -•^y+^^p^)

^ | ^ A.; ((J.i 4- [^y 4- ̂ )'5 4- A, (\ 4- îiâj + ̂ =0 (^i 4" ^2j + p-^Y
\ 4 - . . .4~A, , , ( ,À l4~Â2y-^ -Â3^) • i

î — B, [j, ( .2. )] z2 4" B i [y, ( ,r )] ̂  + Bo [ y, ( .:r )],

en supposant , ce qui, est toujours possible, qu'on ai t ramené l 'équation
(:r) à être du troisième degré en-s.

( 1 ) Le cas ou la relation/= o serait hyperelUptîqiic se traite à part sans difficulté.
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Il faut que le second membre de (7) soit de la forme

j^[j. (^)]^+ C, |:J, (.r)]. + Co[j, «Ij2

quand (y, z) parcourt (i).
Cette dernière quant i té peut s'écrire

y^ '+y i^+ ' / oT

les quanti tés -yo, ï^Ï2 s 'exprimant a i sément à l'aide des Co, C^ €2 qu i
y ' e n t r e n t au second degré et des fonc t ions g\^ g\, g^ de l 'équation

F[y,r, (^^^^^^^^(^^^^^[^(^QJ^^^oEy^^Yl^o.

Si l'on écrit
ysssB^
y^B,,
yossBo,

i l f au t disposer des fonc t ions À,, p, de (^) qui f igurent dans Bo, B ^ , IL
de façon que ces égalités définissent pour €„, C^ C^ des fonc t i ons ra-
t ionnel les de y. On calcule ainsi les X^, p^ algél)riqucment.

Le cas où la courbe (i) est hypere l l ip t ique présenle certaines par t i -
cularités. Si la courbe est donnée di rectement sous la forme

(i) y==A[y, «|4-B[j, (^):]^R|:y7Tï)L

l ' intégrale de (î) ne saurait correspondre à un nombre m plus grand
que i. En effet, la courbe

/(a, (3)=:o

est alors elle-même hyperell iptique et peut se ramener à la forme sui-
vante :

^=p(a).
On doit avoir

^.... ̂ ^^y^1''-^^^
— Àl4-Àâ/ :^-.\^Â^Î3 ; lp : :^?

et l'équation différentielle dont l 'intégrale vérifie une telle relat ion
est de la classe

y=H[y,«|,
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H désignant u n e fonction ra t ionnel le de j, ce qui est contre Fhvpo-
thèse.

D'après cela, soit une équation (i) quelconque d'espèce hyperellip-
t ique

y[y./^WÎ=o'
L'intégrale d 'une telle équation peut correspondre a. un nombre îarplus
grand que r , comme le mont re l'exemple de p == rs\ mais si, clans ce
cas, on ramené l 'équat ion à la forme

en posant

avec

^.=A[^(^)]+B[^ (,:2-)]T

j=9[^T,(^)] , ^=:oi[j,y, (^)],
=y=^, T, (.r)], T=^[j, y, (.r)]

T^RI:^ (.^)],

'B est nécessairement nul ; autrement la correspondance entre (j, y)
et (^ ïf) serait h i ra t ionne l le , et le nombre çï relatif à l 'équation en t
serait plus grand que i, ce qui. est impossible. Cette singularité, que
nous avons rencontrée quand p == CT, se présente donc encore pour TT?
quelconque et plus grand que i. '

Mais l'intégrale d'une équation

y=A[y, (^)]+B[j, (^)]\/R[j, W\

peut correspondre à la valeur ^==1. Cherchons, par exemple, si
l 'équation

y 2 ̂  ̂ y<î ̂  A^-y^1 +... + A o .

admet pour intégrale une fonction qu i ne prend qu'un nombre fini de
valeurs autour des points cri t iques mobiles, le genre ^ de la relation
entre les^constantes intégrales étant supposé différent de zéro.

D'après ce qui précède, CT' n'étant pas nul ne peut être qu'égal à
l 'uni té : l 'intégrale doit vérifier la relation

^ (^ ̂  ̂ y -+-.. .+ \^yP^)dy _ .
1 „„..,——..,„„„„——,,„...,——,———,„..»—-.——~—————————————————————— -̂ -. fl\^Jb j ——— 1^.

.À VK

En effectuant le calcul comme il a été indiqué au § II, on trouve que
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les X sont. astreints à la condi t ion

[7i 4- a ̂ ,r +. . .+( />- r ) ̂ _ ij^-2 ]
^L, r/}., JÀ»-i ,_t) -p. _' y 4.- 4- _ .̂.J. y/^-1

< .̂z- ^ v ' ' ' dx " i R'. /. .,
+ -1--——.——-^^^^^^^^ - , ^— (?„ -h /,/ +...+ ̂ ,.^7^-1) ==- o.

yR 2 i{\/It

Ceci exige d'abord que
?.,-:::: L=:.. .:::::: )./,., i-:,:-: o,

ensui te que
^?.(, <:/Ay ^Ay,-i r/A,,
.̂y f .̂Z' ! .̂2' Ï1 dx

An ' 1 " 1 1 1 " 1 - , - î A^ """ 9, Ay^i - • - " " • 1 ' - ^ ^^

c'est-à-dire qu'on doit avoir

B(7,^)-H(.-^R,(.r)
et

},=:!?

à un facteur constant près. Si l'on pose

Y-... p^y^ f dy
-Y-... p^fy^ f ̂

~j v/R """7 ^HT'CJ)^~j v/i{ """7 \/H7(j)
il vient

dY ,,i—• -:=„ i.i-,<:/.:.z'

et l 'équation s'intègre par deux quadratures

/'1-,^^^
J V'Hi(j} ^

Si. l ' intégrale de ( ï ) est d e l à forme ind iquée , l ' équa t ion (.1) rentre donc
nécessairement dans cette classe d 'équations. Mais cette condi t ion
n'est pas suff isante . Il faut de plus (et il suff i t ) que les périodes de
l ' intégrale

r-̂ .,
./ /H,Ty)

se réduisent à deux.
Les seules équations

y'^Hty, (,r)|
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dont l ' intégrale générale ne prend au tour des points critiques mobiles
que n valeurs, le nombre ro n 'étant pas nul , se déduisent d'une équa-
tion

du
-——==/:(^)^r,

V/(i — ^ ( ï — k2^]

par une transformation
u^^(y)^\/Ï^r)^{f),

y, ^, R, dépendan t rat ionnellement de j et ne contenant pas .r. Ceci
s 'applique no t ammen t au cas de/? = 2.

Remarquons, pour te rminer , que le problème traité dans ce Chapitre
renferme, comme cas par t icul iers , d'autres problèmes intéressants.
Supposons, par exemple, qu'on veui l le reconnciUre si F intégrale d'une
équation ( ï ) donnée est une fonction n admettant qu un point critique
mobile ( y ^ .2?i). Quand la relation,

^ [ y . y ' ^ (^)]=o

est algébrique on y, y', x, le l ieu des points cr i t iques des intégrales
est u n e certaine courbe algébrique

cp(yi, ^):=o,

et, comme y^ , a?, sont bien déterminés pour chaque intégrale particu-
lière, on a

ji"? Lr.y. 0)].
^i=p^[y,y, (^)],

c'est-à-dire q u ' i l y a une correspondance rationnelle entre la courbe ( ï )
et la courbe o == o. Si donc le genre de cette dernière n'est pas nu l ,
les résultats précédents s 'appl iquent au problème. Notamment, quand
le l ieu des poin ts cr i t iques ( y ^ ^) d 'une équation (ï) est une courbe
algébrique de genre plus grand que ï , on reconnaU algébriquement si
V intégrale n a au un point critique mobile, et l'équation s intègre alors
algébriquement.

En général, le l i eu des po in t s (y^ x\) se compose de deux courbes,
à savoir le lieu des points ôdj' devient inf in ie et le lieu des points où
deux valeurs dey se permutent . Chaque intégrale a au moins un point
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cr i t ique mobile sur chacune de ces deux courbes. Si, par hypothèse,
elle n'en possède qu 'un, il f au t que ces deux courbes se réduisent à
une seule, indécomposable.

Quand ces deux courbes sont distinctes, on peut chercher à recon-
naître si l ' intégrale n'a que deux poin ts critiques mobiles. Plus géné-
ralement, quand le l ieu des points (ji, x^ ) se compose de q courbes G
distinctes, on peut cherchera reconnaître si. l ' intégrale n'a que q points
cr i t iques mobiles. Il, suff i t qu 'une des courbes G ne soit pas du genre o
pour que notre théorie trouve son appl ica t ion-

Sous une forme un peu d i f f é ren te , il est lo is ib le de rechercher si
l 'intégrale n'a qu 'un point de rebroussement variable on qu ' un po in t
variable où la tangente soit verticale, ou encore qu'un seul, point de con-
tact avec chacune de ses courbes enveloppes, etc.

11 est facile de m u l t i p l i e r les quest ions de cette nature, où deux
quantités a, ^ liées par une relation algébrique connue sont bien dé-
terminées pour chaque intégrale particulière.

Chaque fois que l 'équat ion entre (a, p) ne sera pas de genre o, les
théorèmes démontrés plus haut interviendront d'eux-mêmes.

Par exemple, cherchons si l ' équat ion
/ /. . ;î

,. (x^^y^\ 4-ï
(^ ( y y^Y^ v ^ ){ î ) v ^f ) "~ .—^^^^^^^^

\ ^ — - r 2 + i
\ 9 /

a pour intégrale une fonction dont un seul point cri t ique soit mobile.
Le lieu des points cri t iques (y^, x ^ ) se trouve être

x\ -+-1r^^-

Si nous formons les substitutions rat ionnelles qui permettent de pas-
ser de la courbe précédente (de genre 2) à la courbe (i), nous voyons
que la substitution

^.=[(,-r)- ^],

,.=[..̂ ]

définit, quand on y laisse o c ^ y ^ constants, une intégrale de (î).
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Cette intégrale ainsi calculée algébriquement peut s'écrire
Ji y3 ^_ ^

y — ( 3 == ( .^ -—a) 2 , avec p2^:
a--+- i

6< II me reste à dire quelques mots de l'extension de la méthode
aux équations différentielles d'ordre supérieur. Quand l ' intégrale gé-
nérale d'une équat ion

F[r^y,j(.r)]:=o

ne prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, on peu t
m e t t r e , nous l'avons d i t , d 'une inf in i té de manières, l 'intégrale sous la
f o r m e

a^p [y,y,.r,(.r)L
p-=r[^,/,j,(^):],

y-RÏ^,y,r,(^)L

et cho i s i r ces intégrales, liées par la re la t ion
^(a, (3, y) :i=o,

de t e l l e façon que toute autre intégrale
o^irLA/.j^^)]

soit une fonct ion uniforme de a, (3, y. Dans ces égalités, les R, B/, . ..
dés ignent des fonct ions un i fo rmes de ///, y', j, fonct ions qui ne sont
pas nécessai rementdes fonctions rationnelles. Pour qu ' i l en soit a insi ,
i l faut de plus que l ' in tégrale y contienne algébriquement les con-
stantes j^y^y^, ou, ce qui revient au même, que l'intégrale n'ait pas
de poin ts essentiels mobiles. Ce sont de telles équations que nous nous
bornons à étudier. Nous considérons, en défini t ive, les équations du se-
cond ordre (t ), dont l 'intégrale y dépend algébriquement de constantes
y o î y o "

Si le genre m de la relation
9(a,(B,y)=o

entro les constantes intégrales est supérieur à l 'unité, les théorèmes
que nous avons indiqués plus haut sur les transformations rationnelles
des surfaces permettent d'intégrer l 'équation (i) ou de la ramener à
des équat ions plus simples.
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Deux cas sont à distinguer, suivant que S rentre ou non dans le troi-
sième groupe de surfaces défini au Chapitre II.

Quand S est du premier ou du second groupe, l'intégrale de (i) s'ob-
t ient algébriquement.

Elle est définie, en effet, par une des transformations rat ionnelles de
S en la surface ( ï ) , et l'on sait calculer algébriquement toutes les sur-
faces S distinctes qui correspondent ra t ionnel lement à ( i) , en même
temps que toutes les lois de correspondance.

Quand S est une surface du troisième groupe, une intégrale première
est de la forme

ipAMY^y.r^yi
-_J_LJÏ.̂ -I±L^JL^̂  ^- ('on Si^^•[y^y,./^)] " " ' *

(les notations étant les mêmes qu'au Chapi t re I I ) .
Une fois les \:(^), p-/(^') déterminés par cette c o n d i t i o n , il reste a

intégrer une équat ion du premier ordre, pour laquel le la re la t ion entre
les cons tantes intégrales est sûrement de genre i .

On arrive à démont re r a ins i que l ' in tégra t ion de l ' équat ion ( i ) se ra-
mené à la recherched'une intégrale pa r t i cu l i è r e q u e l c o n q u e d 'une équa-
tion l i n é a i r e et homogène, suivie d 'une quadra ture . L'ordre de l 'équa-
tion l inéaire (qui le p lus souvent est égal à i) ne peut dépassera -+" p ^ """ »
\p e t /^ étant les deux genres de ( i ) j :

.En défini t ive, proposons-nous le prohièrne su ivan t :
HeconnaUre si l'intégrale de (i) dépend algébrùfu.ement des constantes

et correspond à une relation entre les constantes intégrales de genre m ^> s .

On détermine a lgébr iquement s'il en est a insi , et l ' équat ion s ' intègre
alors soit a lgébr iquement , soit par une quad ra tu r e , ou bien on ramène
l 'équat ion aux équations l inéa i res .

Cette méthode n'est qu'une extension de celle qu'a employée M. Pi-
card (1) , pour é tud ie r les intégrales u n i f o r m e s ou à points c r i t iques
fixes des équat ions (i), comme notre méthode pour intégrer les équa-
tions du premier ordre est une extension de celle de M. Poincaré.

( 1 ) E. PIC.UU), Théorie des fonctions algébriques de déçu' 'varlabica (loc. cit.).


