P. PAINLEVE
Mémoire sur les équations différentielles du premier ordre (suite)

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 8 (1891), p. 201-226
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3 8 201_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1891, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3_8__201_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MEMOIRE

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
(suwite),

Psn M. Pavt PAINLEVE,

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

CHAPITRE TIL

APPLICATION DES THEOREMES PRECEDENTS A LINTEGRATION DES fQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

I. Nous avons démontré, dans le premier Chapitre, que 'intégrale
générale d’une équation (1)

(1) Fly, ), (z)]=o,
quand elle ne prend qu'un nombre limité de valeurs autour des points

critiques mobiles, peut se mettre d’une infinité de manieres sous la
forme

(%) Riy, ys ()] =6,
(: désignant une constante et R une fonction rationnelle de y, v/, dont
les coefficients dépendent de @ d’une facon quelconque.

On peut, de plus, choisir deux constantes intégrales dela forme (2)

5 =t o)
[ B=R, Ly y's (2)],
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202 P. PAINLEVE.
de telle facon que toutes les constantes intégrales (2) s’expriment
rationnellement en a, 8
C=/(a5).
Les constantes e, 8 sont liées par une équation algébrique
1) Sz p)=0o,

que nous avons appelée relation entre les constantes intégrales. Cette
équation n’est définie qu’d une transformation birationnelle pres.

Quand le genre de Uéquation (4) est supposé dillérent de zéro, les
théoremes ¢tablis dans le précédent Chapitre trouvent immédiate-
ment leur application dans Uétude de U'intégrale de (1).

Tout d’abord, supposons que ce genre o de I'équation (4) soit plus
grand que 1. Les égalités (3) établissent une correspondance ration-
nelle entre la courbe (4) et la courbe définie par’équation (1), oti 'on
donne & @ une valeur constante. Or nous savons déterminer algehri-
quement toutes les courbes

N S f)=0

distinctes, de genre @ plus grand que 1, ¢t qui correspondent ration-
nellement & la courbe donnée (1); nous savons aussi calculer algébri-
quement toutes les transformations (3) qui permettent de passer
de (4) & (1).

Nous formons done ainsi algébriquement un certain nombre de re-
lations
(3) S di== R’% lg.y’ Y ()],
[ 3i=R, [0 0 ()],

et il faut qu'un de ces systemes de relations (3) définisse Uintégrale
de (1), ce qu'on reconnait également & Paide d’opérations algé-
briques.

Nous arrivons done & la conclusion suivante : On reconnait algébri-
quement st U'intégrale de (v) ne prend qu’un nombre fini de valeurs au-
tour des points critiques mobiles, la relation enire les constantes intégrales
ctant supposée de genre o plus grand que 1. L'intégrale, dans ce cas,
s'obtient elle-méme algebriquement.

Si n désigne le nombre de valeurs de y qui se permutent autour des
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points critiques mobiles, la transformation de (4) en (1) est d’ordre n.
On a donc, d’apres un théoreme établi plus haut,

) — 1
Il:l .

w—I

Nous voyons que le nombre n est un diviseur de p — 1, et, par suite,
ce nombre ne peut dépasser (p — 1), quand la relation (4) est de
genre plus grand que 1. De plus, quand & = p, la transformation (3)
est nécessairement birationnelle, et I'intégrale n’a que des points eri-
tiques fixes.

2. Supposons maintenant que le genre @ de (4) soit égal a I'unité.
Prenons U'équation (4) sous la forme

() P=y(i—oa)(1—ka?).
Dans I'équation
() Fly,y,(z)]=o,

faisons, pour plus de clarté, y'= =, et donnons & x une valeur con-
stante quelconque. Elle devient

(1) Fly,s, (z)]=o.
Yar hypothese, les relations
a=R,[y, 5 (2)],
B=R;[y, 5 (x)]
permettent de passer de la courbe (5) & la courbe (r)'. On a donce, en
conservant la méme notation qu’au Chapitre précédent,

~ Y (v = 3 ~
(6) do. :ll]’l(‘y,‘)—;—?‘qlg(,},:)—&—...—1-/\,,[),,(},’“)d"y.
V(1 —at) (1 — k*a?) I

Dans cette égalité, les P; désignent des polynomes en y et y', dont
les coefficients dépendent de @ ainsi que les A.
Par conséquent, '

f“ do :Il+f3'7.,l’l(y,s)—l—-.v.:—l—?x,,l’,,(,y,:)d‘)’
o V(—a) o I

(1— h*a?)
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ou enfin
J (O’) =h+J [.f}” 3, (.I‘)],

A désignant une fonction de .

En posant & = snC, on voit qu’en définitive il doit exister une in-
tégrale abélienne de premiere espece de la courbe (1) telle que I'inté-
grale de I’équation (1) puisse se mettre sous la forme

J [,)” S, (7)] -+ h (.’l') = (},

s représente, dans cette égalité, la fonction de y et = détinie par (1)
Pour tenir compte plus aisément de cette condition, supposons
’équation (1) résolue par rapport &y’

y'=s=K[y, (=],
et remplacons = par K [y, (x)]. St nous posons
(s, x)y=31y, Ky ), z],
la condition précédente devient

Ji(y, ) =—hnh(x)+C
ou bien

R 2. .
de = oy KOy @) o+ Gp == ).

Cette égalité équivaut i la suivante

- P oy %I_L 0K (y,x) 0,

Jdy* y dy dy dx

= 0.
On a, d'autre part,
..}’. Y
I (J/,w):l‘j H, [y, (2)]dy +... "‘7‘1'/ H, [y, ()] dy,
0 0

H;[y, ()] représentant 'expression

P; [}’, Sy (.7,)-'

2

ol 'on fait
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I’égalité (7) peut alors s’écrire

¢ A <k()—[!—' +H, IK _}_(2!1!)_4_1][ ddy

dy dy = dx dr

oH, . oK  JIL\ .. d,

) (K—)y 1[27},4-7)7)“12%
R T T T S

on, OK ol D

-+ ).,,(x-o—;}+ll,,—5; + )—L/> +H, ‘/(’

e . < di; , . . .
Les cocfticients des %, -~ dans cette égalité sont des fonctions de y

(et de 2), qui s’expriment rationnellement en y, =.
Zerivons que Péquation (8) a licu identiquement pour tous les sys-
temes de valeurs y, =z, 2, qui vérifient la relation

Fly, 5, (x)]=o.

Nous obtenons ainsi un certain nombre v d’équations linéaires et

\ dd;
homogenes en A; et =

. }., )y dt,
(9) Avhy+ Agdo+. . 4= Ap), - B, m—'—}—lh_, o +...+B, =0

...........................................................

Les quantités A, B; représentent des fonctions de  qui s’expriment

rationnellement & Paide des coefficients de y, = dans 'équation (1°).
Si intégrale de (1) est de la forme indiquée, ces équations doivent

¢re compatibles. Peuvent-elles é&tre indéterminées? Tout d’abord

Pégalité , »

()IIK( )—I—(—)l—-:—/t(z)

qu’on peut écrire

r l Z

nous montre que l'intégrale abélienne

aJ; __/y()ll(’y,x) dy

dx ),
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est une fonction algébrique de y; elle n’a donc pas de périodes, et,
par suite, les périodes de I'intégrale abélienne J' sont indépendantes
de x.

Done, quand une intégrale abélienne J' de la courbe (1) satisfait &
Pégalité (7), ses périodes sont indépendantes de .

D’autre part, si J satisfait & cette égalité, il en est de méme de V',
w désignant une constante. Plus généralement, si les intégrales indé-
pendantes J', 17, J”, ... vérifient cette condition (7), Uintégrale

!

23 KRS VA LT TL LS

jouit de la méme propriété.

Mais, si les systemes de solutions &, Ay, ..., A; de () peuvent dé-
pendre de constantes (., b/, ..., ils ne sauraient renfermer de fonctions
arbitraires de . On s’en rend compte de la maniere suivante : appe-
lons I,, T, ..., 3, les p ointégrales abéliennes normales de premitre
espece, ¢est-d-dire celles quiontpour Tableau des périodes le Tableau

. P
I, 0, 0y ooy Wi, W .., wf,
9
0, I, O, ..., Y mi, ..., wh,
N

. o1 2 o
s Oy 0, ady M gy ey I,

avee les conditions o! = /.
Si une intégrale quelconque

Je= g dy - ).2.]2 AT /.[,J,,

a ses périodes constantes, les Ay, Ay, ..., A, sont eux-mémes des con-
stantes.

D’apres cela, le systeme des A, le plus général qui satisfait aux
¢quations (g) ne peut dépendre que de constantes @ ces conslantes,
en nombre ¢ au plus égal & p, y figurent d’une fagon linéaire et homo-
gene.

Quand g = p, toutes les périodes o} sont des constantes, la courbe (1)
a ses modules indépendants de .

Ce cas particulier, que nous traiterons plus loin, mis & part, ¢ est
égal au plus & (p — 1), ¢’est-a-dire que les A; sont déterminées par un
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systeme d’équations différentielles linéaires et homogenes d'ordre
(p —1) au plus.

On peut se demander si certaines courbes

F[‘}"’ 3, (1‘)]: o

admettent effectivement plusieurs intégrales J dont les périodes sont
indépendantes de «, quand les modules de la courbe dépendent eux-
mémes de x. Les travaux de M. Picard permettent de répondre affir-
mativement & cette question. Il suffit, pour s’en convaincre, de consi-
dérer une surface algébrique

F,(y, 5, x)=o,
ayant ¢ dilférentielles totales de premiere espece. Sion laisse 2 con-
stant dans cette équation, les courbes

Poly, 5, 2)=o0

ont des modules variables avee a, (saul pour des surfaces exception-
nelles), et ces courbes admettent ¢ intégrales abéliennes de premiere
espece, dont les périodes ne dépendent pas de « (*).

Le plus fréquemment, il n’existe qu’une intégrale J distincte répon-
dant & la question. Cette intégrale J s’obtient alors & I'aide d’une qua-
drature

Une fois A caleulé, en posant

¥
Y =J(», s, ."L‘):/ H(y, )dy =J,(y, ),
]

la dérivée
dY _dJ, dJ
—— = —— | —_— = D s, x
dx — dy * oz (7,5 %)
se réduit d'elle-méme 4 une simple fonction de x, — 2'(x), quand on
tient compte de
F(y, s x)=o,

(1) B. Prcsnp, 7hdorie des fonctions algébriques de deux variables (loc. cit.). — Foir
aussi les deux Mémoires du méme Auteur Sur les surfaces algébriques (Journal de Mathé-
matiques, années 1885, 1886 ).



208 P. PAINLEVE.
et I'équation s’integre a I'aide de la quadrature

dY

dx

=— A ().

Mais, dans certains cas particuliers, la recherche des A; exigera la
connaissance d’une intégrale particuliere d’'une équation différenticlle
linéaire et homogine d’ordre ¢ (¢=p —1). Une telle intégrale une
fois connue, I’équation s’intégrera en posant encore

Y =J (,)’7 5, ‘T)7

a I'aide d’'une quadrature

(/Y . 1f

Remarquons que ces facteurs A; sont liés par certaines relations a
des fonctions connues de x.
En effet, éerivons les périodes des p intégrales abéliennes distineles
de la courbe (1) :
wl, ol ..., il

1 2 2p
My, Oy, .., W37,

.y . ey ce ey ey
1 2 L2
, (:)/” ())I” ceey ft),, .

Les cocefficients X, doivent vérifier les 2p égalités
() R e L =T,

(i; désignant unc constante. Les quantités wf sont des fonctions de w
données par des intégrales définies

'['f'i () l) .
. : S, (&
r,)-ll el “LLZ,I:VLL)J (l.}/'.
b | () k4

Si‘méme J vérifie équation (6), les C; doivent s’exprimer en fone-
tion de deux nombres o, {8, ainsi

Ci=mo - n;f5.

Mais on ne peut, en général, tirer parti de ces égalités, earil resterait

©
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<

a vérifier que les combinaisons des w’ qui donnent les X satisfont aux
équations différentielles (9), ce qu’on ne sait pas faire.

Il estun cas pourtant out larecherche des A s’effectue sans difficulté,
c’est le cas signalé plus haut, olt les modules de la courbe (1) sont
indépendants de x. _

On peut alors établir une correspondance birationnelle

(A) {r=09l T, (2)], t =0y, 3, ()],
(s =4[, T, ()], T=d, [y, = (2)]

entre la courbe

(1) Fly, s, (2]
et la courbe

(10) ¢, Ty=o,

F, étant une courbe qui ne dépend pas de « et dont les modules sont
égaux i ceux de (r1).

Soienty, (¢, T), 7, (¢, T)s ..., (¢, T) p intégrales distinctes de pre-
mitre espece de la courbe (10), intégrales ot ne figure pas et dont
les périodes sont, par suite, des constantes. Soient, d’autre part,
LWy vy (o], Lly, v, ()] ... T,[y, ¥, (x)] les p intégrales abé-
liennes de (1) qui correspondent hirationnellement aux p intégrales
de (1o). Leurs périodes sont des constantes, et on en déduit aussitot
que toute intégrale

J=M+ N+ o= 2,T,,

dont les périodes sont aussi des constantes, s’obtient en donnant aux %

des valeurs constantes.

Le probleme revient done & déterminer ces p constantes de fagon que
%soit une simple fonction de 2, quand on tient compte de 1'équa-
tion (1). Si la chose est possible (ce qu’on reconnait algébriquement),
I’équation (1) s’integre par quadratures.

Appliquons ce qui précede a I’équation la plus générale de genre 1.
Soient

a=R v, ()],
(2) { Ly, /’ ( )]
( B=Rily; » (2]

Ann. de UEc. Normale. 3¢ Série. Tome VIII. — JuiLLer 18g1. 27
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deux formes de l'intégrale générale de I'équation
Fly, », (x)]=o,

de genre 1. La relation entre o, § est de genre o, au plus égal a 1.
Supposons qu'elle soit effectivement de genre 1 et qu’on I'ait ramence
a la forme

Lr=(1—a®) (1 — Ay o?).

Nous pouvons, par une substitution birationnelle,

(A) | y=eo[6 T, (2)], t=9,]y, 5 (2)],
o s= w6, T, ()], T=4[), 5, (2)]

faive correspondre & la courbe

() Fly, s (2)]=o0

la courbe

(10) T2 (1 e £2) (1 — A2 42).

Dans cette équation, £* est une fonction de a.

La fonction £(2), définie parlasubstitution (A), vérifie une équation
differentielle transformée de Iéquation (1) et qu’on obtient en éerivant
Pégalite

o 0w du dT ot o o
g ( S st ) Sk s s e, T ()],
d.r ot JT di)oe T
T désignant la fonction de ¢ définie par I'équation (10).On a d’ailleurs

o= R'[¢, T, ()],
f) = nll[l'z T, (T)];

R et R étant rationnels en ¢, T; par suite,

s Lot

Vi o) (1— Kyor)  (1— ) (1— k2e?)
ol ’ e ‘M‘t . . . R ’ 3
Cette égalité ne peut avoir lieu que si £ vérifie une des équations
modulaires relatives i £,; £ ne peut done varier d’une fagon continue
andis que £, reste constant, et, par suite, £ est indépendant de .
[7égalité exige alors que A soit lui-méme constant, et I'¢équation diffé-
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rentielle en ¢ doit étre de la forme

dt
VI— ) (1= ki)

= G(x) dr,

SiI'on pose alors
/1(.1-)-::/(} () due,

on a
t(x)=sn[h(zx)+ C];

Uintégrale générale 1(x) n’a que des points eritiques fixes, etil en est
de méme de intégrale générale de Uéquation (1). Nous savons dail-
leurs que, réciproquement, quand Iintégrale de 'équation (1) n’a
que des points critiques fixes, le genre @ de Ia relation entre les con-
stantes intégrales est égal au genre de (1), icid Punité, de sorte que
nous sommes conduits, en définitive, aux théortmes suivants :

Les scules cquations différentielles de genre 1 pour lesquelles le genre
o de la relation entre des constantes integrales est égal a lunité sont les
cyuations dont Uintégrale géncrale n'a que des points critiques fixes.

Il 0’y a pas lieu de s’étonner de la simplification qui se produit dans
le cas ou p est égal 4 1. Quand p est queleonque, les périodes wf des
intégrales J doivent satisfaire [pour que les relations (a) entre les 2,
soient compatibles | & p relations, dont les coefficients sont constants;
ces périodes dépendent de (3p — 3) modules, que ces p relations ne
suffisent pas & déterminer, et qui, par suite, peuvent étre fonctions
de .

Au contraire, quand p =1, le nombre des modules est égal a 1, et
ce module, devant satisfaire & une relation dont les coefticients sont
constants, est lul-méme constant.

Revenonsau cas général de p quelconque. S’il existe une ou plusieurs
intégrales J de premitre esptce telles que l'intégrale générale de I'é-
quation (1) soit donnée par la relation

(B) Iy, 5 (2)] + h(z) =C,

on n’en saurait conclure que cette intégrale prend un nombre fini de va-
leurs autour des points critiques mobiles et correspond aucas de @ = 1.
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Pour qu’il en soit ainsi, il faut, de plus, que l'une des intégralesabé-
liennes qu’on vient de calculer n’ait que deux périodes. Si cette nou-
velle condition est accomplie (ce que I'on ne sait pas reconnaitre en
général) en posant

y=sn(J +/l-+c),
on voit que v est une fonction rationnelle de y, =,
7=rpelys 5 ()]

et Pintégrale généralede (1) ne prend autour des points critiques mo-
biles qu’un nombre fini de valeurs. Cette derniere condition se trouve
vérifice ’elle-méme quand p = 1.

Nous arrivons donc aux conclusions suivantes :

Quand Uintégrale d’une équation différenticlle (1) ne prend qu'un
nombre fint de valeurs autour des points critiques mobiles, le genre o de
la relation entre les constartes intégrales est compris entre o et p (inclusi-
vement).

On reconnail algébriguement si lUintégrale d’une équation donnée est
de cette nature et correspond, de plus, a une valeur de © supérieure @ 1.
L’ équation s’intégre alors algébriquemendt.

On reconnait algebriguement si Uintégrale de (1) est de cetle nature ct
correspond & la valeur © =1 de w (et U'équation s'intégre alors par qua-
dratures), ou bien on raméne Utntégration de Uéguation & la recherche
d’une intégrale particulicre quelconque d’une équation linéaire et homo-
gene d’ordre (p — 1) au plus : cetie derniére intégrale calculéde, I équa-
tion (1) s'intégre par quadratures.

Stw=p (p élant différent de zcro), Uintégrale de Uéquation (1) n'a
que des points critiques fizes.

La méthode n’indique rien sur le cas ol & serait nul. Quand p == o.
& est nécessairement nul. Il en est de méme lorsque p est égal & 1 et
que I'intégrale a des points critiques mobiles. Les ¢quations de genre
p=oetp=1 échappent donc compléetement & ce procédé d'integra-
tion.

Avant de nous occuper d’une autre méthode qui s’applique aux équa-
tions (1), de genre o, je ferai quelques remarques sur la maniere dont
il convient d’employer la méthode précédente.
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3. Tout d’abord, on peut se servir de la transformation biration-
nelle
S.}’:c?[" T, (2)], l:?l[}ﬁ 5, (z)],

) | s =406, (2)], T=dilr 5 ()],

pour ramener I'équation (1) & la forme la plus simple. Par exemple, si
I’équation (1)

(1) F(y,y,x)=o

est de Uespece hyperelliptique, on ramene I’équation par une substi-
tution () & la forme

C

) - . , .
e — M[¢ (2)] +N[¢ (2)VP[¢, (2)].

Quand l'intégrale y de (1) prend un nombre donné » de valeurs au-
tour des points critiques mobiles (par exemple, quand y n’a que des
points critiques fixes), il en est de méme de I'intégrale ¢(a) de I'équa-
tion

F'l¢, ¢, (x)]=o,
Mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie. Soit en effet
Fole, T, (z)]=o0

la relation entre £ et T I'équation en ¢ et 2/ s’éerit

;lil; ole, T, ()] =U[¢, T, (2)]
ou
(d) d=n[e T, (2)],

T désignant la fonction de ¢ et de z définie par équation F, = o. L'¢-
quation en (¢, ¢/, &) s'obtient en éliminant T entre (¢) et F, = o.

On passe, par une transformation rationnelle de la courbe I & la
courbe ¥,, mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie : plu-
sieurs valeurs de T peuvent correspondre & chaque systeme ¢, ¢'.

Supposons, par cxemple, que T ne figure pas dans 2[4, T, (x)]. Pour
que I'équation (1)ait ses points critiques fixes, il faut d’abord que cette
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propriété appartienne a I’équation
t'=h[¢, (2)],
et de plus que la fonction T(x), définie par I'équation
F.[¢, T,(z)] =o,

quand on y remplace ¢ en w, ait elle-méme ses points critiques fixes.
Mais, dans tous les cas, les conditions exprimant que ¢ prend » va-
leurs autour des points critiques mobiles seront nécessaires pour que y
jouisse de la méme propriété ().
Une scconde remarque est relative aux substitutions multiples, qui
“permetient de passer rationnellement d'une courbe algébrique & une
autre. Parmi ces substitutions, nous ne regardons comme distinctes que
celles qui ne se déduisent pas 'une de I'autre par une transformation
birationnelle. En voici la raison : supposons que Uintégrale de I'équa-
tion (1) vérifie les deux relations
a=R [y, », (x)], =Ry, », (r)],
qui transforment rationnellement la courbe
Sle, B) =0
en la courbe (1).
Toutes les substitutions
a' =Ry, (2)],  B'=Ri[y, ), ()],

qui se peuvent déduire birationnellement de la premiere définissent
¢galement U'intégrale de (1). Car on a
“(:':CP(“’B')’ ﬁ/::'*[ﬁ(aa(j)a
9 ¢t ¥ ne pouvant dépendre de x, si o est plus grand que r. Voici donc
comment on dirigera le calcul : on déterminera un type de tou tes les
classes de courbes
S, P)=0 (de genre w > 1),

(*) Observons d'ailleurs que, si ces condilions sont remplies, y ne prend qu’un nombre
fini de valeurs aulour deg poinlg eritiques mobiles; mais ce nombre peut étre, dans cer-
taing cas, plus grand que n.
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dont la courbe (1) se déduit rationnellement, et1'on déterminera éga-
lement un type de toutes les substitutions rationnelles distinctes qui
transforment la courbe /= o en la courbe (1). Il suffira de vérifier si
une de ces substitutions définit U'intégrale de (1).

4. Cette remarque trouve son application naturelle quand on traite
le probleme résolu par M. Poincaré : intégrer les équations (1) qui
n’ont que des points critiques fixes.

La question revient & reconnaitre si, parmi les substitutions bira-
tionnelles qui transforment la courbe

Fly,y,(x)]=o0
en la courbe
FO [,)’07 3’2}7 (‘1"0)] =0,

il en est une qui définit Uintégrale de (1). D’apres ce qui précede,
quand une de ces substitutions jouit de cette propricté, elle appar-
tientaussi a toutes les autres. Quand p est plus grand que 1, le nombre
de ces substitutions, qui est fini, peut étre tres grand =il suffit d’en es-
sayer une seule.

Je renvoie, pour les développements relatifs & ce probleme, au Mé-
moire d¢ja cité de M. Poincaré. Jajoute sculement que, dans le cas ot
p ==1, I'équation s’integre, si elle a ses points eritiques fixes, & aide
d'une quadrature de la forme

ot

= g(xr)de.

N -

Ceci résulte de ce que nousavons dit précédemment.
Quant au cas de p = o, il se traite immédiatement en posant

J’:‘PU), :ZZ',!J([),
avec
L=y 3)-
I’équation en ¢

n'ayant de points critiques, quand z est quelconque, ni pour ¢ fini,
ui pour ¢ infini, est une équation de Riccati.
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Pour donner un exemple de 'utilité de telles transformations, re-
trouvons directement les résultats de M. Poincaré dans le cas ol 1'¢-
quation (1) est de genre 1 ou d’espece hyperelliptique.

Faisons

y=o0l[4, T, (2)], t= o[y, 5 (2)],
s=1{y[¢, T,(2)], T=d:[y, 5 (2)]

avec
T*=R[¢ (2)].

R est un polyndme de degré 4, si le genre p de (1) est 'unité, de de-
gréap + 2, si p est quelconque.
Soit d’abord p =1, on a

R¢(2)]=t(1—)(t—%),
Z ¢tant une fonetion de @, et ¢ vérifie 'équation
V= ALt (2)] + Bl t(2) VR[5 ()]

Deux cas sont & distinguer, suivant que B est nul ou non.
Si B est nul; on doit avoir

U= l* 4 mt - n;

de plus VR[¢, (2)] est une fonction de « qui ne doit avoir que des

points critiques fixes. On en conclut aussitot que £ =o, L =1, =—1

sont des intégrales de I’équation de Riccati, qui se réduit alors &
t'=o,

et comme ¢ = £ est aussi une intégrale de cette équation, £ est une

constante. L’intégrale ¥ est donnée par I’égalité

Yy =0[l, Ty, (x)].

di ; o .
— ne devient infini quand x
dx

est quelconque pour aucune valeur de ¢ (et qu’il en est de méme pour

Si B n’est pas nul, en exprimant que

19 ¢ . 1" . N
Péquation en ?)’ on voit d’abord que A(¢, ) est un polynome du se-

cond degré en z et que B ne dépend pas de z. D’autre part, les valeurs
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L=0,t=+1,¢=—1,¢t=¢ doivent étre des intégrales singulicres,
ce qui exige que A[¢,(x)] soit identiquement nul et que £ soit une
constante. L'équation en ¢ est done de la forme

*,dtM =B(z)dr;
VR(¢)

¢’est ce que nous voulions démontrer.

Le cas ou p est quelconque ne se Lraite pas moins facilement. On a

R{¢e(2)]=t(1—2)(t—E)(¢ —E) .. .(t —Eyps).

; . . dt . . .
En premier licu, 77 ne devant étre infini pour aucune valeur de ¢

, . 1 w N
quand z est quelconque (et I'équation en - devant offrir le méme ca-
r:u:Liwe), B est identiquement nul, et 'équation se réduit a

dt )
e = 2 mt 4+ N
dx

D’autre part, pour que \/li‘@, a) soit une fonction de « a points

critiques fixes, il faut que ¢ = o0, ¢ =1, ¢t = — 1 soient des intégrales
de I'équation de Riccati, qui se réduit ainsi &

dr _

—— = 0

dx ’

etcomme £ =§,¢==&,,...,2=E,, , sont des intégrales, les modules
de yR|¢, ()] sont des constantes.
Nous retrouvons bien ainsi, dans ces cas particuliers, les résultats

de M. Poincaré.

5. Indiquons rapidement quelques autres applications. 1l est facile
de former des équations (1), de genre quelconque, telles que la relation
entre les constantes intégrales soit d’un genre aussi élevé qu’on veut.
[l suffit, en effet, de partir d’une équation irréductible

yr R0 By (2) ]y~ o+ Ro [ By (2)] = o,
olt z,  désignent des constantes liées par une relation

. f(a,@) == 0,

Ann. de U Fe. Normale, 3¢ $érie. Tome VII. — JuiLLer 18go. 28
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de genre @. Jentends par équation iréductible une équation telle que
les n valeurs dey se permutent autour des points critiques variables a.
Si 'on astreint les fonctions rationnelles R; de («, B) & la seule con-

dition qu’a tout systeme de valeurs ... R, 7{1-'. -+ ne corresponde

qu’un systeme (2, §), la fonction y, définie par I'équation préecédente,
satisfait & une relation
Fly, ¥ (x)]= o,

dont le genre p est1ié & o par la relation

La méthode que nous venons d’exposer pourra done permettre d'in-
tégrer aisément un grand nombre d’équations dilférenticlles. Les eal-
culs auxquels elle conduit ne sont pas impraticables. Pour les elfee-
tuer plus facilement, il conviendra de prendre I’équation

S, 16) =0,

sous la forme de Clebsch = elle est alovs de degré (p -+ 1). Parmi les po-
Iynomes P, relatifs & cetle courbe, il en existe alors trois tels que

P,

—n gl - )l; == 3,

i 1 !

et 'on a

/ i=p
5 L )
D wiPily, 55 ()]

e ey

(K) (

P
2] 2Py, 5 (r)

[

[I' faut déterminer les 2, 1, v; de fagon que le point (, §) par-



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 219

coure /= o quand (y, ) parcourt (1) et que les relations ci-dessus dé-
finissent en outre I'intégrale de (1) ().

>ar exemple, si 'équation (1) est du genre 5, le genre & peut étre
égal a5 (et Vintégrale a ses points critiques fixes), & 3 (et 'intégrale
est & deux valeurs), & 2 (et I'intégrale est & quatre valeurs); enfin & 1
ouh o. Cherchons, par exemple, si I’intégrale de (1) correspond au genre
& == 3. Pour cela, nous formons I’équation

_f(c{, ﬁ) Tz 0,

la plus générale du quatrieme degré, et nous écrivons que « et § véri-
fient les formules ( 'K)

Deméme, sip = 3, o peut étre égal 4 3, 4 2 (et 'intégrale esti deux
valeurs), enfin & 1 ou & o. Pour t traiter le cas de & = 2, on prend 'é-
quation en (e, B) sous la forme

("‘ p(U hasas A4;6(r'—*— .’\;‘,-’Z;“i"---“l‘ Au;

et ’on a
y P Pily, 5 ()]
Zhi l);l )"-"(I)I
On exprime que y/p(e) est une fonction rationnelle du point (y, z) de
(1) et, de plus, que la derniere égalité définit 'intégrale de (1)
Si, en particulier, la courbe (1) est une courbe du quatrieme degré
sans point double, il vient

Jl~r—[J))’+IJ,~
PP ol SO - WA i
1‘*“7_:.) —l—).go
(hyt Doy + dys)tp(a)
= Ay (g oy -+ g 3) - Ay (kA= Doy - 235) (P =+ oy -+ Py 3)°
At Ay (Mg Dyy 2y 3)

== B[y, ()] s* -+ Byl y, (2)] s+ B[y, ()],

(4)

o — m——

en supposant, ce qui est toujours possible, qu'on ait ramené I'équation
(1) & étre du troisieme degré en s.

(1) Le eas oi la relation £ = o serail byperelliptique se traite & part sans diffieulté.
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Il faut que le second membre de (/) soit de la forme
{Ca[% (2)]52 - Cil gy (2)]5 + Go[ s (2)]]2

quand (y, =) parcourt (1).
Cette derniere quantité peut s’éerire

Y23 =715+ Yo

les quantités v, vy, v, s'exprimant aisément a aide des C,, C,, C, qui
y entrent au second degré et des fonctions g, g, g. de I'équation

Fly, 2 (2)]== 5+ g2y, (2)] 5+ g1 [ (@)]5 + oLy, ()] = o,

Si on éerit
7oz By,
viEE By,
7oz By,

il faut disposer des fonctions A;, 1»; de () qui figurent dans By, B, B,
de facon que ces égalités définissent pour Gy, C,, C, des fonctions ra-
tionnelles de y. On calcule ainsi les A;, ; algébriquement.

Le cas olt la courbe (1) est hyperelliptique présente certaines parti-
cularités. Sila courbe est donnée directement sous la forme

(1) y'=Aly, (@)]+Bly, (@)]VR1y, ()],

Pintégrale de (1) ne saurait correspondre & un nombre & plus grand
que 1. En effet, la courbe
S B)=0

est alors elle-méme hyperelliptique et peut se ramener i la forme sui-
vante :
Br==p(a).
On doit avoir
P ey e Py
Pl S0 % e < 9
P S T Sy W

et I'équation différenticlle dont I'intégrale vérifie une telle relation
est de la classe
y/:: H L}’, (1)]7
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H désignant une fonction rationnelle de y, ce qui est contre 'hypo-
these.

D’apres cela, soit une équation (1) quelconque d’espice hyperellip-
tique

Fly, y's (2)]=o.

L'mtégrale d'une telle équation peut correspondred un nombre o plus
grand que 1, comme le montre I'exemple de p = ; mais si, dans ce
cas, on ramene 'équation & la forme

dt . ' |
== AL (0] + B[4 (2)]T
en posant
y=rel4 T, (2)], = [y, ¥5 (2)],

s=y'=4[6 T, (=),  T=dly,y, (*)]
avee
T=R[¢, ()],

B est nécessairement nul; autrement la correspondance entre (y, y')
et (¢, ¢') serait birationnelle, et le nombre o velatif & I'équation en ¢
serait plus grand que 1, ce qui est impossible. Cette singularité, que
nous avons rencontrée quand p = @, se présente donc encore pour w
quelconque et plus grand que 1.

Mais I'intégrale d’une équation

peut correspondre i la valeur @ = 1. Cherchons, par exemple, si
P’équation
YE=Ag Yl Ayt A

admet pour intégrale une fonction qui ne prend qu’un nombre fini de
valeurs autour des points critiques mobiles, le genre & de la relation
entre les constantes intégrales étant supposé différent de zéro.

D’apres ce qui précede, @ n’étant pas nul ne peut étre qu’égal &
Punité : I'intégrale doit vérifier la relation

< )

o VR

En effectuant le calcul comme il a été indiqué au § 11, on trouve que
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les A sont astreints & la condition

[7~1 -+ 27~g)’ e (p — |))\p_1‘3“p~-:]
dr, _d (gp_
r de T CR

i e e (YA Y A Dy Y P 2 0
VR T T A

Ceci exige d’abord que
b= e d e =2 0,
ensuite que

(l)t, d! \,, (l/\,, 1 f!A'.'
:{ v k(lJ,r o dx o ' ”d.'l'
/~u o ';)A Al/ o 2 AI/-—- U 2 A Y ’

¢’est-a-dire qu'on doit avoir

Ry, z)=H(z)R(y)
et

1
2= N

a un facteur constant pres. Si Pon pose

ly _
Y ____ 0/
\/n
il vient
day b

et équation s’integre par deux quadratures

/‘l cl){ = /'[lil"(lm.
\/“1 ()) E

Si intégrale de (1) est delaforme indiquée, 'équation (1) rentre done
nécessairement dans cette classe d’équations. Mais cette mmln(mn
n’est pas suffisante. 11 faut de plus (et il suffit) que les pmmdos de

Uintégrale
/'_A (/V )
VR ( y"

yr=R{y, (2)]

s¢ réduisent A deux.
Les seules équations
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dont l'intégrale générale ne prend autour des points critiques mobiles
que n valeurs, le nombre @ n’étant pas nul, se déduisent d’une équa-

tion
du

V(i — @) (1— u?)

= k(x)dz,

par une transformation
w=q(y)+ VR () (),

o, ¥, R, dépendant rationnellement de y et ne contenant pas «. Ceci
sapplique notamment au eas de p = 2.

Remarquons, pour terminer, que le probleme traité dans ce Chapitre
renferme, comme cas particuliers, d’autres problemes intéressants.
Supposons, par exemple, qu’on veuille reconnaitre si l'intégrale d’une
cquation (1) donnée est une fonction n’admettant qu’un point critique
mobile (y,, x,). Quand la relation

F[y, ‘}/’, (x)]=o0

est algébrique en y, ¥/, , le licu des points eritiques des intégrales
est une certaine courbe algébrique

o (), @1)=o0,

et, comme y,, @, sont hien déterminés pour chaque intégrale particu-
licre, on a

r=p Lyy, (2],

Ly [)’, .}',’ ('2")]7

¢’est-t-dire qu’il y a une correspondance rationnelle entre la courbe (1)
et la courbe ¢ == o. Si donc le genre de cette dernicre n’est pas nul,
les résultats précédents s’appliquent au probleme. Notamment, quand
le licu des points critiques (y,, ,) d’une équation (1) est une courbe
algébrique de genre plus grand que 1, on reconnait algébriquement st
Uintégrale n’a qu'un point criligue mobile, et Uéquation s'intégre alors
algébriguement.

En général, le lieu des points (y,, #,) se compose de deux courbes,
A savoir le lieu des points olt " devient infinie et le lieu des points ou
deux valeurs de y se permutent. Chaque intégrale a au moins un point
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critique mobile sur chacune de ces deux courbes. Si, par hypothese,
elle n’en possede qu’un, il faut que ces deux courbes se réduisent a
une seule, indécomposable.

Quand ces deux courbes sont distinctes, on peut chercher i recon-
naitre si l'intégrale n’a que deux points critiques mobiles. Plus géné-
ralement, quand le lieu des points (y,, 2,) se compose de ¢ courhes C
distinctes, on peut chercher i reconnaitre si U'intégrale n’a que ¢ points
critiques mobiles. Il suffit qu’une des courbes € ne soit pas du genre o
pour que notre théorie trouve son application.

Sous une forme un peu différente, il est loisible de rechercher si
I'intégrale n’a qu’un point de rebroussement variable ou qu’un point
variable ol la tangente soit verticale, ou encore qu’un seul point de con-
tact avec chacune de ses courbes enveloppes, ete.

Il est facile de multiplier les questions de cette nature, ot deux
quantités o, (5 liées par une relation algébrique connue sont bhien dé-
terminées pour chaque intégrale particuliere.

Chaque fois que I’équation entre («, 3) ne sera pas de genre o, les
théoremes démontrés plus haut interviendront d’ecux-mémes.

Par exemple, cherchons si I’équation

/4 RN
o)
8 li!“ . (m B 6‘} ) i
= =)= i
A.’I: — ;’ }/ ') -1

a pour intégrale une fonction dont un seul point critique soit mobile.
Le lieu des points critiques (y,, x,) se trouve étre

Si nous formons les substitutions rationnelles qui permettent de pas-
ser de la courbe précédente (de genre 2) a la courbe (1), nous voyons
que la substitution

- Lo
2= (x)— -y
== 2,

— 8
n=|y oy

définit, quand on y laisse «,, y, constants, une intégrale de (1).
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Cette intégrale ainsi calculée algébriquement peut s’écrire

PAR
a1

y—PB=(xr—a)? avec B2=

6. 11 me reste a dire quelques mots de l'extension de la méthode
aux équations différentielles d’ordre supérieur. Quand I'intégrale gé-
nérale d’'une équation

"oy (2)]=o

ne prend que 72 valeurs autour des points critiques mobiles, on peut
mettre, nous P'avons dit, d’une infinité de manieres, U'intégrale sous la
forme

a=R [y, (2)],

B=RTyy,y ()],

7=R0 Ly, ()],

et choisir ces intégrales, liées par la relation
"P(a’ 167 7) —_ 0’
de telle facon que toute autre intégrale
d=R"[y", v,y (z)]

soit une fonction wuniforme de a, B, v. Dans ces égalités, les R, R/, ...
désignent des fonctions uniformes de y”, y', y, fonctions qui ne sont
pas nécessairementdes fonctions rationnelles. Pour qu’il en soit ainsi,
il faut de plus que I'intégrale y contienne algébriquement les con-
stantes y,, v, ¥, ou, ce qui revient au méme, que I'intégrale n’ait pas
de points essenticls mobiles. Ce sont de telles équations que nous nous
bornons i étudier. Nous considérons, en définitive, les équations du se-
cond ordre (r), dont'intégrale y dépend algébriquement de constantes
Yor Y- .
Si le genre o de la relation

CP(“’ (5’ 7):0

entre les constantes intégrales est supérieur & I'unité, les théoremes
que nous avons indiqués plus haut sur les transformations rationnelles
des surfaces permettent d’intégrer I’équation (1) ou de la ramener a
des équations plus simples.

Aun. de U'Jie. Normale. 3° Série. Tome VII — Jurier 1891. 29
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Deux cas sont & distinguer, suivant que S rentre ou non dans le troi-
sieme groupe de surfaces défini au Chapitre II.

Quand S est du premier ou du second groupe, U'intégrale de (1) s’ob-
tient algébriquement.

Elle est définie, en effet, par unc des transformations rationnelles de
S en la surface (1), et Pon sait calculer algébriquement toutes les sur-
faces S distinctes qui correspondent rationnellement & (1), en méme
temps que toutes les lois de correspondance.

Quand S est une surface du troisieme groupe, une intégrale premiere
est de la forme

2p, Q" ¥ o ()]

Sn QY Y ()] == conslt.

(les notations étant les mémes qu’au Chapitre 11).

Unc fois les A;(x), x;(2) déterminés par cette condition, il reste a
intégrer une ¢quation du premier ordre, pour laquelle la relation entre
les constantes intégrales est sirement de genre 1.

On arrive & démontrer ainsi que U'intégration de I'équation (1) se ra-
mene i la recherched’une intégrale particulicre quelconque d’une équa-
tion linéaire et homogtne, suivie d’une quadrature. L’ordre de I'é¢qua-
tion linéaire (qui le plus souvent est égal i 1) ne peut dépasserp + p, —
[p et p, étant les deux genres de (1)] :

En définitive, proposons-nous le probleme suivant :

Reconnaitre si lintégrale de (1) dépend algébriquement des constantes
et correspond a unerelation entre les constantes intégrales de genre o > 1.

On détermine algébriquements’il en estainsi, et Péquation s’integre
alors soit algébriquement, soit par une quadrature, ou bien on raméene
I’équation aux ¢quations linéaires.

Cette méthode n’est qu’une extension de celle qu’a employée M. Pi-
card (), pour étudier les intégrales uniformes ou & points critiques
fixes des ¢quations (1), comme notre méthode pour intégrer les équa-
tions du premier ordre est une extension de celle de M. Poincaré.

(1) E. Picarn, Théoric des fonctions alyébriques de dewr variables (loc. cit.).



