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SUR LES PRINCIPES

THEORIE GENERALE DES FONCTIONS
(suite),

Psr M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE GAEN.

R — T —

Expressions calculables par cheminement.

29. Outre les fonctions proprement dites, précédemment considé-
rées ('), on rencontre sans cesse, dans I’Analyse moderne, certaines
expressions, dites caleulables par cheminement, dont U'importance est
capitale. Nous proposerons 4 cet égard une théorie qui nous semble
étre 4 la fois rigourcuse et conforme & la nature du role analytique
de ces expressions. En comparant notre maniere de voir a celle de
M. Méray (*), le lecteur pourra constater aisément et 'identité du
point de départ, et les différences notables qui séparent ensuite les
deux théories.

30. Une séric entiere en @ — @y, ¥ — yu» -, admettant quelque
systeme de rayons de convergence, définit, comme nous I'avons dit au
u° 13, une fonction olotrope de @, y, ..., dans toute I'étenduc de
I'espace ol la convergence subsiste. Donnons & ce développement la
forme de Taylor; puis, désignant par ., y,, ... des valeurs particu-
litres comprises entre les limites de convergence, introduisons, dans
ce développement et dans toutes ses dérivées, I'hypothese numérique
x=w,y=y,,.... Le calcul des sommes de ces divers développe-

(1) Poir les numéros de février et mars 189r.
(2) Nouyeaw Precis, p. 91 & 98.
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ments, une fois elfectué, nous permettra évidemment de construire
celui de notre fonction & partiv des nouvelles valeurs initiales x,,
Yo oot ce deuxieme développement de Taylor, entier en & —x,
¥ — ¥, ..., admettra certainement quelque systeme de rayons de con-
vergence, et nous dirons, pour abréger, qu'il se raccorde avec le précé-
dent.

Cela posé, considérons un chemin brisé ayant pour sommets sucees-
sifs les points

l ()= (g Yus o)

()= (rp Y o)
(1) (@)= (s )y o),

(A)= (Y, ...

St, &opartie de ces sommets suceessifs, on peut construire autant de
développements dont chacun se raccorde avee le précédent, et dont e
premier ne soitautre que le développement donné, e chemin brisé (21)
sera dit praticable velativement i celui-ei. Ainst, il fandra " abord que
le développement donné admette des rayons de convergence respecti-
vement supéricurs aux modules des différences @, — a, vy = vy ..
ce qui permeltrade construire, & partir des valeurs initialesx, v, ...,
un deuxieme développement se raccordant avee le premiers il faudya
ensuite que ce nouveau développement admette des rayons de conver-
cence supérieurs anx modules des différences ay — 2y, v, — ¥ ooy
ce qui permettra de construire, i partiv des valeurs initialesa,, y,, ...,
un troisieme développement se raccordant avee le second; et ainsi de
suite Jusqu’au développement construiti partiv de g, y,, ..., qui doit
admettre des rayons de convergence supérieurs aux modules des dif-
ferences X —w,, Y —y, ..., afin quun dernier développement
puisse étre finalement construit i partiv de X, Y, . ...

Nous nommerons, avee M. Méray, série ou développement fonda-
mental la série enticre enx — 2, ¥ — ¥,, ..., choisic comme base des
calculs précédents, et nous allecterons de la méme qualification les
premieres valeurs a,, v,, ... des variables indépendantes, ainsi que
le point (@), dont elles sont les coordonnées imaginaives.

Nous aurons plus d'une fois & exprimer que deux chemins brisés de
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méme extrémité, praticables par rapport & un développement fonda-
mental donné, conduisent au méme développement final : en dési-
gnant par

(a)o (@) (a)s ... (a)s(A),

(@) (@) (a@)s ... (a')y (A)

les deux chemins brisés dont il s’agit, nous exprimerons cette équiva-
lence a'aide de la notation

W)y ()i (@)y ... (@)y (A)]=W[(a) (@) (a) ... (a)y (A)].

31, Si, par rapport a un déceloppement fondamental donné. deux
chemins brisés de méme extrémulé,

(w2) (a)y(a)y (a)s...(a)s(A),
(»3) (a)y (@) (ad')y ... (a')g (A),

sont praticables et équivalents; st de plus, le chemin brisé

() (et (a)y oo ()g (AY () oo ()4

oblenw par un certain allongement de (22), est praticable : le chemin
bris¢

() (') (@)y oo (") (AY(at)y o vn ()
obtenu par le méme allongement de (23), est praticable comme le préce-
dent, et condudl aw méme 1[(:'0131({/‘)/)(:/72(3/1/ﬁnal.

32, Ltant donné un développement fondamental, entier par rapport
aux n dilférences x — 2, ¥ — ¥,, ..., nous dirons qu’un arc continu,
tracé dans Uespace & 2n dimensions (3) (6), part du point fondamen-
tal (30), lorsqu’aux valcurs initiales o, ¢y, ... des indéterminées
réelles s, ¢, ..., dont il dépend, correspondront, pour x, y, ..., les
coordonnées imaginaires x,, ¥,, ... du point dont il s’agit.

Si, & partir de (s,, ¢, ...), on inscrit dans 'arc donné un chemin
queleonque

(24) ('("0) tu.' .. -)) <Sl7 517 .. ')7

(5), la suite formée avec les systemes de valeurs de z, y, ..., qui
correspondent & ses divers sommets, constitue, dans I'espace & 27
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dimensions, un chemin brisé (30)
(25) (Zay Yor -0 (X1 Y1y oot)s ey

ayant son origine au point fondamental. Nous dirons de méme, en
pareil cas, que le chemin inscrit (24) a son origine au point fonda-
mental, et qu’il est praticable ou non par rapport au développement
donné, suivant que le chemin (25) jouitounon de cette propriété (30).

Cela posé, st Lon peut assigner unce constante positive o joussant de
la propricté que les divers chemins de régulateur ¢ (5), inscrits dans U are
en question @ partir du point fondamental, soient tous praticables, les
coefficients du développement final auquel on est condwit a U extrémicé
d’un semblable chemin dependent uniquement des valears de s, ¢, ...
que en. fournissent le dernier sommet.

Nous démontrerons comme il suit cette proposition capitale :

I. Consudérons un développement fondamental admettant les rayons
de convergence Ry, R,, ..., et un chemin brisé (30)

()o == (Lgy Yoy + - -)s
() == (rg~= Ty, vyt Ly ooy == (&, ¥y, -0 ),

(a)y = (&g -+ fy, Y= Koy o) == (Xyy Yoy o v ),

(a)p=(Xpey+ Py Vst Kpy o) ==y Yo oo )s

ayant son origine au point fondamental (x,, y,, ...): st les accroisse-
mends successivement allribués aux variables vérifient les relations

mod /oy ~+ modhy -+ ... -+ mod h,<< R,

(a6) mod ky -+ mod ky . .. = modk,<< Ry,

les dewx chemins
(a),(a) (a)y ... (a),,

(ct)y (),

sont praticables et conduisent au méme développement Jinal.
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On sait (13, 1IT) que la somme du développement fondamental dé-
finit une fonction f(x, y, ...), olotrope & 'intérieur des cercles de
rayons Ry, Ry, ... décrits des points z,, y,, ... comme centres. Cela
¢tant, sil’on désigne par g un entier quelconque de la suite 1, 2, ..., p,
les relations (26) donnent immédiatement

mod (z, — xy) = mod (h; + ks +... + hy) <Ry,

mod (y,— yo)=mod (k; + ks +...+ k) <Ry,

des lors, les points (a),, (@),, (@), ..., (@), sont tous situés dans un
espace ot la fonction f(x, y, ...) est olotrope, et la quantité

S(wgey =Ny yoor+ K, 000

est développable en une série entiere par rapport & 4, £, ..., tant que
les modules de ces aceroissements sont respectivement inférieurs aux
différences

R — mod (z4—y — 20) = Rz —mod (&, +. ..+ Ay—y),

Ry —mod (yg-1 — yo) =Ry —mod (£, ...+ k,—y),

(13, 1I). Comme on a précisément, en vertu de (26),

mod (fy, -ty + ... ltgy) +mod g < R,

mod (ky — ky +...+ kg—y) +mod £k, < Ry,

les valeurs
Ly== Xgy + Ry, Ye=Yq-1+ kg,

se trouvent certainement dans les limites ot f(x, y, ...) est dévelop-
pable par la formule de Taylor & partir des valeurs x,_,, y,,, ....

Cela posé, si’on considere le développement de f(z, y,...) a par-
tir des valeurs initiales «,, y,, ..., I'hypothése numérique » ==r,,
Y=Y, ..., introduite dans ce développement et dans toutes ses déri-

Ann. de 'fe. Normale. 3¢ Série. Tome VIIL.— Mar 1891. 19
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vées, fournira, & des facteurs numériques pres, les coefticients du
développement de f(x, y, ...) a partiv de x,, y,, ... ct permetira de
construire le développement dont il s’agit. Ce deuxieme développe-
ment une fois connu, on en déduira, par le méme mécanisme, le
développement de f(x, y, ...) & partir du troisicme sommet (2,
Var «..), et ainsi de suite jusqu’au sommet final (x,, ¥,, ...). Le

chemin
(a)o (@) (@)y ... (@),

est donc praticable et équivalent au chemin direct (@), (@) ,-

[1. Tout chemin brisé (30) praticable par rapport a un développement
donné, el ayant tous ses sommelts dans les linites de conyergence du deve-
loppement dont il s'agit, équivaut au chemin direct formé agec les dewx
sommels extrémes.

1 Le point ci-dessus énoncé est exact, lorsque le nombre des som-
mets est égal & 3.

En désignant par f(x, v, ...) la somme de notre développement
fondamental, entier en 2 — 2, Y= Yur e-en CLpar

(a)y =2y, Yo, ),
() =(z, Y15 .-.),
(A =(X, Y, ...),

les trois sommets de notre chemin brisé, on observera tout d’abord
que le développement auquel on est conduiten (@), coincide avee celui
de f(x,y, ...) effectué a partir des valeurs x,, y,, . ...

Sil’on considere maintenant les différences

modz; —modX, mody, —modY, ...,
un certain nombre d’entre elles,
moda, — modX, ...,
sont z o, tandis que les autres,

mod y;— modY, ...,
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sont <o. Cela étant, les deux ares continus

| =z, +(X —x)s,

(»7) .
(.7 =Y
r =X,
Gsy e )

dépendant chacun d’une indéterminée assujettie i varier de o a1, sont
entitrement situés dans les limites de convergence de la série propo-
ste. Bffectivement, le premier de ces ares commencant en (z,, vy, ...),
le second se terminant en (X, Y, ...), et les points (2, y,, ...),
(X, Y, ...)se trouvant compris 'un et Pautre dans les limites en ques-
tion, il suffit de faire voir que les différences
mod.xz, — mod.a,
sont ~o sur toute 'é¢tendue du premier are, et que les différences

modY — mod y,

jouissent de la méme propriété sur toute Iétendue du second. Or, si
I'on tient compte des inégalités

modz,Z modX, ...,
mody,ZmodY, ...,

Ies relations évidentes

mnod.z;— (1 —s)ymodax, —smode;=o0, ...,
modY —(1—{)modY —¢tmodY ==o,

donnent successivement, les premieres

moda, — (1 —s) moda;—smodXzo, ...,
modz, — mod{(1—s)z,+sX]Zo, ey
modz; —mod [z, +(X — zy)s]20, AN
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les dernieres

modY —(1—¢)ymody, — ¢tmodY2Zo, ...,
modY —mod[(x— &)y, +tY]Zo, ey
modY — mod [y, + (Y —y)¢t]Zo,

Cela posé, il résulte du n° 19 que la fonction f(x, y, ...) admet
sur toute I'étendue de ces deux arcs des olometres au moins égaux a
certaines constantes positives 9., S, .... Formons alors, avee o et
comme termes extrémes, deux suites croissantes

. ' (/
o, §, s, ..., sy,

o, ', U, .. R,

telles que, pour chacun des deux chemins inscrits qui leur corres-
pondent respectivement sur les arcs (27) et (28), les différences for-
mées avee les coordonnées imaginaires semblables de deux sommets
consécutils quelconques présentent des modules respectivement infé-
rieurs i ¢, 834, ... (7). Puis, considérant les deux chemins brisés qui,
dans l'espace 4 an dimensions, correspondent respectivement i ces
deux cheming inserits ('), observons que le sommet final du premier
coincide aveele sommet initial dusecond, que le chemin brisé résultant
de leur juxtaposition bouta bout a son sommet initial en (2, y,,...),
son sommet final en (X, Y, ...), et que, si Pon prend pour développe-
ment fondamental celui de /(2, y, ...) effectué a partiv des valeurs
Ly, ¥is -0 le parcours total de ce dernier chemin fait retomber de
toute nécessité sur le développement de f(x, y, ...), ellectué a partir
des valeurs X, Y, .... Assurons-nous enfin, chose extrémement aisée,
que, sur le chemin brisé¢ dont il s’agit, la somme des modules des
accroissements suceessivement attribués 4 chaque variable est égale i
Pune ou & 'autre des quantités

mod (X — z¢), mod(Y —y¢), ...,

suivant qu'il s’agit de 'une ou de lautre des variables x, y, ....
Comme, en vertu de notre hypothese, le point (X, Y,...) est situé
dans les limites de convergence du développement qui correspond au

(1) Voir le début du présent numéro.,
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sommet initial (x,, y,,...), on pourra passer directement de celui-ci
au sommet final (X, Y,...) (D).

En conséquence, le développement auquel conduit, en
A)=(XY, ...,

le chemin donné (a),(a),(A) coincide avec le développement de
JS(x,y,...), effectué a partir des valeurs X, Y, .... Il équivaut done
au chemin direct (@), (A).

2° Le point énoncé au début du présent alinéa est exact, quel que
soit le nombre des sommets de notre chemin brisé.

Si 'on désigne, en effet, par (a),, (a),, (@)s, ..., (@)g (A) les
sommets successifs du chemin dont il s’agit, on a, en vertu de 1°,

W(a)y(@)(a)]="T[(a)(a)]
(30). d’otr Pon déduit (31)
W((a)e(a)(@a)(a)s]="W[(a)(a)(a)].
Une nouvelle application de 1° donne alors
W[(@)y(@)s(a)s] ="T[(a)s(@)s],
d’ol1, par comparaison avee la relation qui précede,
W{(a)(a)(a)(a)] ="T[(a)(a)].

En continuant ce raisonnement de proche en proche, on tombera fina-
lement sur la relation

W(a)(a)i(@)s. . (@)g(A)]=W[(a)o(A)].

1. La proposition formulée par notre énoncé géncral est exacte, si
Uare dépend d’ une seule variable s.

1° Bn désignant par s, et S les valeurs initiale et finale de la variable
dont il s’agit, tout chemin inscrit

S0S1S0. -

partant du point fondamental, se compose d’une suite limitée de frag-
ments alternativement directs et inverses, ¢ est-a-dire tels, que les diffé-
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rences formées en retranchant chaque valeur de s de la suivante aient
toutes lesigne de S — s, §'il s’agit d’un fragment de rang impair, et le
signe contraire, s’il s’agit d’un fragment de rang pair.

2° Deux chemins inscrits de régulateur g, composés 'un et Pautre
d’un simple fragment direct, et dont 'extrémité finale correspond,
pour tous deux, & une méme valeur de s, conduisent au méme dévelop-
pement final.

Soient
p ' a
(29) $yS 8y . .8y S,
(30) $o8) 8y .. spSY

les deux chemins dont il s’agit. Si, entre les valeurs extrémes s,, S('),
des deux suites précedentes, on range par ordre de grandeur les va-
U

leurs s\, 8, ..., S, 8, $, ..., S, on obtient un troisieme chemin
inserit

(31) 89T Tye e Oy D

équivalent, comme nous allons le voir, & chacun des proposés.
Parcourons, c¢n clfet, la suite (31), jusqu’a ce que nous y trouvions
le terme s, et soit, pour fixer les idées,

(32) ST T2 Ty Ty

(olta, =5) laportion de suite ainsi obtenue. Deux termes quelconques
de cette suite partielle présentant une différence numériquement infé-
ricure & p, il résulte de notre hypothese que le chemin (32) est prati-
cable et a tous ses sommets situés dans les limites de convergence du
développement initial. Des lors, en vertu de 'alinéa 11, la portion s,s/
du chemin (29) équivaut & la portion du chemin (31), qui commence
et finit aux mémes valeurs de s, et I’on verra de proche ¢n proche qu'il
en est de méme des portions successives

S N JOQ(1
518y S48y, ..., s S0,

Le chemin (31) est donc équivalent & (29) et, en vertu d’un raisonne-
ment semblable, & (30); ces derniers sont done équivalents entre cux,
ce qu’il s’agissait de prouver.

3¢ Un chemin inscrit de régulateur p, composé de £ fragments alter-
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nativement directs et inverses, équivaut 2 tout chemin direct de méme
régulateur dont I'extrémité finale correspond 2 la méme valeur de s.
Supposons d’abord £ = 2, et soit

(33) So ... SW . S®

le chemin inscrit dont il s’agit. La valeur S® étant comprise dans 'in-
tervalle de s, & 8™, on peut (2°), sans altérer les coefficients du déve-
loppement final, intercaler & la place voulue la valeur S® dans la por-
tion directe du chemin (33), et considérer celui-ci comme composé

des trois fragments
Sy ... S 8 8(@)

les deux premiers directs, le troisieme inverse. A ce dernier, on peut
en outre substituer un fragment formé avec les mémes valeurs de s
que le second, mais dans 'ordre inverse; car les deux fragments que
[’on remplace ainsi 'un par Pautre constituent deux chemins directs,
et par suite équivalents (2°), relativement & P'arc partiel qui com-
mence i SO et finit & S®. Désignant alors par

S®, 8, Sy e, Sg, S

les valeurs successives de s qui constituent le deuxieme fragment, il
est aisé de se convaincre que les deux chemins inscrits
Sy oen SPgisy ot Sg18,8M e85y oL S35, 83,
Sq ... S
sont ¢quivalents : car I'application alternative de l'alinéa précédent (11)
et du n® 31 nous donne

Wisy ... S@lsisy ... S5-1848M s, ] =W ... SPsi8 ... Sp18,],
Wsy ... S®si8y ... Spo15g8MWsps, 1= Wso ... S5, o0 Spm18p55-1]
=W s, ... S®lsisy ... 5,4],

et nous conduit ainsi de proche en proche & I’équivalence dont il
s’agit. Le chemin (33) équivaut donc & quelque chemin direct de
régulateur p allant de s, en S®, et, par suite (2°), & tout chemin direct
remplissant cette double condition.
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1l nous suffit maintenant de faire voir que, si le point en question (3°)
est vrai pour un chemin composé de £ — 1 fragments, il I’est encore
pour un chemin composé de £ fragments, par exemple

Sy ... DM 8™ ete. ... SGED 800,
Désignons, i cet effet, par
Sp v .. S
Sy -.. SR

deux chemins directs, de régulateur p, allant respectivement de s,
a S¥-tet de s, & S®. On a, d’une part, en vertu de ce qui est admis,

Wls, ... 80 ... 8™ . ele. ... SU=D]= W[5, ... St=1],
ot (31)
W[5y ..o 8O LSy ele. . SUSD L SRIT= s, ... S0 S0,
en sereportant, d’autre part, soit i 2°, soit au cas déja examiné dans 3°,
suivant que le dernier fragment S*=" ... S® egt direct ou inverse, on

a la relation
Wsy ... S SW =W, ... S,

qu'il suffit de comparer avec la précédente pour en déduire le point
(ue nous avons en vue.

IV. Les hypothéses étant les mémes que dans notre énoncé général, un
chemin inscrit de régulateur ¢ qui contient le fragment

('77 [l’ v ')1
(3/5) (Ur l:h . '))
(57 53’ v ')

équivaut au chemin inscrit (de méme régulateur) que Uon déduit du
premuer en remplagant o par s dans le sommet intermédiaire du [rag-
ment (34).

Effectivement, le troisitme chemin inscrit que I'on déduit du pre-
mier en y remplacant le fragment (34) par

(7, £y, ...),
(7, by, ...),
(33) i ’
(57 t?? "')’

V(5 ),
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est nécessairement praticable, puisqu’il admet, comme les précédents,
le régulateur p. D’un autre coté, le second et le troisieme sommet du
fragment (35) sont compris dans les limites de convergence du déve-
loppement correspondant au premier; le troisieme et le quatrieme,
dans les limites de convergence du développement correspondant au
second. On peutdone, en vertu de 'alinéa II, supprimer i volonté soit
le second, soit le troisitme sommet du fragment (35), ce qui fait re-
tomber, soit sur le fragment

g (_’-7’ llv )’
‘ (.51 la, )’
' (51 l:h )7

soit sur le fragment (379).

V. Notre proposition est cxucte dans le cas general ot Uarc donné
depend de p varables s, 1, .. ..

Si ona égard o Palinéa 11, il suffit évidemment de faire voir qu’en
la supposant exacte pour un arc & p — 1 variables, elle I'est nécessaire-
ment encore pour Pare donné.

A cet effet, désignons par (s,, £y, -..) le pointinitial de Pare, et par
(o, 7, ...) un systeme de valeurs arbitrairement choisies dans les
intervalles respectifs ot les p vaviables s, £, ... sont assujetties & s¢
mouvoir. Si on considere Pare i p — 1 variables, obtenu en attribuant
as lavaleurfixe s, et en faisant mouvoir les autres variables ¢, ... dans
ceux des intervalles précedents qui leur correspondent, tous les che-
mins inscrits de végulateur g ayant leur ovigine en (¢,, ...) sont prati-
cables, et, des lors, en vertu de ce qui est admis, conduisent en (7, ...)
aun seul et méme développement final. Si, prenant ensuite ce dernier
comme développement fondamental, on considere 'arc 4 une seule
variable obtenu en attribuant & ¢, ... les valeurs fixes =, ... et en fai-
sant mouvoir s dans Uintervalle qui lui correspond, tous les chemins
inscrits de régulateur p ayant leur origine en s, sont encore prati-
cables, et des lors (1) conduisent, en ¢, & un seul et méme dévelop-
pement final. Or, comme nous allons le faire voir, le parcours d’un
chemin quelconque de régulateur ¢, inscrit dans 'arc donné de
(8545 Ly ---) 2 (7,7, ...), fait néeessairement retomber sur le dévelop-
pement dont il s’agit.

Ann, de U’ Ee. Normale, 3¢ Sérvie. Tome VIL — Mar 18gr. 20
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Effectivement, soit
(:"‘ua [()1 cee)

(S15 Lyy o2

(36 (S0 by o)
(85, b3y o o0

(o, T, 1)

un semblable chemin. Le chemin inserit

—
kg

S
~

(45 Loy )

)

(57 Ly (ST )
(81, T, )

c sy T, )

, (83, Ty v )

\ (7,7, ),

déduit du précédent i 'aide d'un mécanisme facile i apercevoir, admet
aussi le végulateur g, et 'on voit sans peine quil Tui est équivalent:
car on peut, en vertu de Palinéa IV, remplacer s, par s, dans la cin-
quiecme ligne du Tableau (37), puis faire suceessivement la méme
substitution dans la quatrieme, la troisicme et la seconde ligne. Con-
sidérant alors le tableau résultant, on pourra de méme remplacer s,
par s, dans sa sixieme, sa cinquicme, sa quatricme et enfin sa troi-
sitme ligne. En continuant ainsi et réunissant en un seul les derniers
sommets du tableau final, qui coincident avee (7,7, ... ), onretomhera
sur le tableau (36).

Il suffit maintenant d’obhserver que le chemin (37) se compose de
deux fragments conséeutifs respectivement inscrits dans Parc i p — 1
variables et dans I"arc & une variable dont nous avons parlé ci-dessus,
le premier de (¢,, ...) a (=, ...), le seccond de s, & 7.

33. Lorsque les hypotheses formulées par Uénoncé du numéro pré-
cédent se trouvent réalisées, nous dirons que 'arc donné est praticable,
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avee le rdgulateur o, par rapport au développement fondamental. A
tout point de cet arc, ¢’est-a-dirve @ tout systéme de valeurs des indéter-
minées réelles dont il depend, on peuat alors faire correspondre un déve-
loppement déterminé, en s’astreignant i ne considérer que les chemins
inscrits de végulateur g parmi ceux qui vont de 1'origine de I'arc au
point considéré 5 le parcours d’'un semblable chemin se nomme, pour
abréger, le parcours de Uarc, effectué de I'origine au point dont il
s’agit. D’ailleurs, la proposition formulée & I'alinéa IT du numéro pré-
cédent permet de supprimer parfois tels ou tels sommets du chemin
inserit, ce qui abrége évidemment Popération.

31. En supposant, comme de raison, que le développement fonda-
mental admette quelque systeme de rayons de convergence, tout are
conlinu, tracé i partiv du point fondamental dans des limites snffisam-
ment restreintes, est praticable. Considérons, en cffet, un are compris
dans les limites de convergence du développement fondamental; dési-
anons par /(x, v, ...) la somme de ce dernier, par s, 2, ... les olo-
metres de f(a, v, ...) sur Pare dont il s’agit (19), enfin par ¢ une
quantité positive telle que, sur tout chemin inscrit de régulateur g, les
différences formées avee les coordonnées imaginaires semblables de
deux sommets conséeutifs queleonques présentent des modules respec-
tivement inféricurs i o,, 2,, ... (7): cela posé, on voitimmédiatement
que Pare donné est praticable avee le régulateur o (33).

D’un autre coté, deux arcs continus, praticables par rapport & un
méme développement fondamental et respectivement terminés en
deux points de mémes coordonnées imaginaires, peuvent conduire,
soit au méme développement final (comme cela aunrait lieu, par
exemple, si les deux ares étaient entierement situés dans les limites
de convergence du développement fondamental), soit, au contraire, &
deux développements distincts.

Nous dirons, en conséquence, qu'un développement fondamental
donné (admettant quelque systeme de rayons de convergence) définit,
non pas une fonction, mais unc pseudo-fonction (') de , y, ...; nous
dirons encore que cette dernivre est calewlable suivant tel ou tel che-

(1) Lo terme de pseudo-fonction est emprunté & M. Méray.
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min, brisé ou continu, lorsque le chemin dontil s’agit sera praticable
par rapport au développement donné (30) (33).

35. St lon substitue a un dévcloppement fondamental quelconque sa
dérivée d’ordres partiels p, q, .. ., tout chemin brisé praticable (30) rela-
livement aux anciennes données ['est encore relativement anx nouselles,
el les developpements successifs obtenus dans le sccond cas sont les dericees
dordres p, ¢, . .. de ceux que U'on obtienl dans le premicr.

Il en résulte que la pseudo-fonction définie par les nougelles données
est caleulable (371), avec le méme régulateur, sur toul arc continu ou lu
premiere est supposée Uétre, el que le déceloppement de la seconde en un
pownt quelconque de cet are (33) est la deérivée dordres p, q, ... du dépe-
loppement correspondant de la premiére.

Cette deuxieme pseudo-fonction se nomme la dérivée d’ordres par-
tels p, q, ... de la proposée. En tout point d’un are praticable, les va-
leurs d’une pscudo-fonction donnée et de ses diverses dérivées sont,
aux facteurs numdériques connus pres, les coeflicients du développe-
ment correspondant de la pseudo-fonction donnée.

I est claiv que, si deux ares praticables de méme extrémité condui-
sent, pour une pseudo-fonction donnée, & un méme développement
final, ces deux ares jouissent de la méme propriété relativement i une
dérivée queleonque.

.

36. SiPon désigne par

(38) Sy,

la somme d'un développement entier en w — w,, ¢ == ¢, ..., ¢t par
(39) UCe, v, o), Ve, y, ...,

N

les sommes de développements entiers en w — 2, ¥ — ¥y, - .., ayant
respectivement wy, ¢,, ... pour termes conslants, on sait (27) que,
pour des valeurs de x, y, ... suffisamment voisines de 2y, y,, ...,
I’expression

(40) FQa, yy oo )y=flUCe, vy o0), Vb, py onl), oo

peut elle-méme élre mise sous forme d'un développement entier en
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a— 2,y — Yy, ... Ges divers développements, considérés conjointe-
ment avee le point fondamental («,, ¢, ...) s'il sagit du premier, ou
avee le point fondamental (x,, y,,...) s'il s’agit des suivants, défi-
nissent autant de pseudo-fonctions, auxquelles nous attribuerons les
dénominations respectives de pseudo-fonction composante, pseado-
fonctions simples, pseudo-fonction composée.

Avant d’énoncer la proposition générale relative aux pseudo-fone-
tions composées, il importe d’observer que la valeur variable acquise
par une pseudo-fonction donnée de 2, y, ... aux divers points d’un
are continu praticable, a pour ¢léments (6) deax fonctions conti-
nues (7%) des indéterminées réelles s, ¢, ... dont Pare dépend. Effecti-
vement, si Pon désigne par o, 7, ... des valeurs particulitres attri-
buces & s, ¢, ..., et par %, 7, ... les coordonnées imaginairves du point
correspondant de Pare donné, lTa valeur de notre pseudo-fonction, pour
des valeurs de s, ¢, ... suffisamment voisines de o, 7, ..., s'obtiendra
en substituant aux 2z ¢léments dex —%, vy — 7, ..., dans un certain de-
veloppement G (e, v, ...), entier parrapport a ces différences, 22 fone-
tions continues de s, £, ..., Des lors, pour des valeurs numériquement
assez petites de s — =, ¢ — =7, ..., les modules de x — %,y — v, ...
tomberont au-dessous de toute quantité donnée, par conséquent aussi
celui de Ta différence GG, y, ...) — G(%,7,...), ety plus forte rai-
son, les valeurs numériques des deux ¢éléments de cette dernitvre.

D'apres cela, si, dans Uespace inddfind relat) awr variables tnagi-
naires 2, v, ... (6), ontrace, a partir du point fondamental (x,,y,, - ..),
wn are continu praticable pour les diverses psewdo-fonctions sinples (3q ),
le point ayant pour coordonnées imaginaires les valeurs correspondantes
de celles-ci déerit, dans Uespace indéfini relatif aux variables imagi-
naires w, ©, ..., wn are continu (/(*’/)(f/t(/(t/tl des mémes ndélerminees

réelles que, le premier.

37. Cela posé, s¢ les diverses pseudo-fonctions simples (3q) sont toutes
calculables sur un méme are continu («), et si la composante (33 ) jowt
de la méme propriéié sur lare correspondant (A) décrit par le pount

[(UCz, yy o)y V@2, 9y i)y oot ]

(36), la pseudo-fonction composée (10) est caleulable sur Uare (@), el son
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développement en un point quelconque de celui-ci s’obtient en combinant
les déeeloppements correspondants (33) des pseudo-fonctions simples et
composante a Uaide du méeanisme déerit awn® 27.

Pour abréger, nous ne ferons guere qu’énoncer successivement les
divers points & démontrer.

I. Lorsqu’une pseudo-fonction de x, vy, ... est calculable sur un are
donné, on peul assigner certaines constantes posilives O 3),, «euy que son
développement en un point variable de Uarc (33) ne cesse d’admeltre
comme rayons de convergence.

Le fait en question se démontre par des raisonnements tout & fail
analogues & ceux du n° 18, et nous exprimerons d’une maniere plus
breve en disant que notre pseudo-fonction admet, sur toute étendue
de Pare donné, des rayons de convergence au moins égaux i Con

[in désignant par s, £, ... les indéterminées réelles dont dépend
'are donné, soil @ une constante positive telle que, pour deux points

(854, .00, (87,04, .0,
arbitrairement choisis sur cet are, les différences formées avee les
coordonnées imaginaires semblables présentent des modules respecti-
vement infévieurs a o, 2., ..., aussitot que les différences s — s/,
("=, ..osont numériquement inférieurs & o (7)1l nest pas inutile
d'observer que la constante positive o, ainsi déterminée, peat sercir de
regulateur & la pseudo-fonction sur Uarc donné.

. Lorsqu’une pseudo-fonction de x, ¥y ooow, caleudable sur oun are
donné, admetl, sur toute Uétendue de cet are, les rayons de conver-
gence Sy 39., oo (1), respectivement supcrieurs anx constanles positives
2, 8;‘, v oy 0n peut assigner une derniére constante positive au-dessous de
laquelle tombe sans cesse le module du développement de la pseudo-fone-
tion, quels que soient et le point de I'are augquel ce (/(,s*('/up[)('m('/zt se rap-
porte, et les valeurs, de modules inféricurs ou égauz @ <., S, ..., altri-
buces aux accroissements variables qud y figurent. .

ITI. Soient
A" deux constantes positives telles que 'on puisse assigner aux
diverses pseudo-fonctions simples, toutle long de 'are («), quelque
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systeme (fixe) de rayons de convergence >>¢’, et & la composante,
tout le long de Parc (A), quelque systeme (également fixe) de
ayons de convergence > A" (1);

L une quantité positive au-dessous de laquelle tombent constamment les
modules des développements des diverses pseudo-fonctions simples,
quels que soient et le point de U'are (@) anquel ces développements
se rapportent, et les valeurs, de modules inférieurs ou égaux a 5,
attribuées aux accroissements variables qui y figurent (I1);

Y une quantité positive inféricure 4 ¢/, et telle que 'expression

I. — 1
& U
| — = I )
) ) 0

tombe au-dessous de A’ tant que les variables positives %, v,
restent i la fois inféricures i v;
v une quantité positive telle que, pour deux points

(s, 0, ...), (", ¢, ...)

arbitraivement choisis sur Pare (@), les différences formées avee
les coordonnées imaginaires semblables présentent des modules
inféricurs v, aussitot que les différences s”"— s, 2" — ¢, ... sonl
toutes numériquement inféricures a v (7).

Cela posé, on se convainera sans difficulté que la pseudo-fonction
composée est calculable sur 'are (@) avee le régulateur v, et que son
développement en un point quelconque de Pare (a) s’obtient confor-
mément aux indications de I'énoncé.

38. La remarque suivante est parfois utile.

St les digerses pseudo-fonctions simples sont caleulables suivant wn méme
chemin brisé ( 30 )s st, d autre part, la composante est une fonction (nde-
finiment olotrope (12) (26), la pseudo-fonction composée est elle-méme
calculable suipant le chemin brisé dont il s agit ; chacun des déeeloppements
successifs qu’elle fournit alors admet comme rayons de convergence ceux
g’ admettent a la fois les développements de méme rang des pseudo-fonc-
tions simples, et s’ obtient en combinant ces derniers avec celud de la com-
posante.
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)

39, Sotent
(4 UCe, oy, ood)y Ve, vy oo,
diverses pseudo-fonctions de @, v. ... (en nombre limité);
D,y o)y
quelques-unes de leurs dérivées (en nombre également Timité) (35);
(o, Yoy «0v)
le point fondamental commun & toutes ces pseudo-fonetions, et
T T
leurs valears fondamentales. Soit, d'autre part,
(12) JOr, Yy, co vy e, )
une pseado-fonction composante avee
(s Vs voes Wyy oy ooy Dyy v )
comme point fondamental.

St lon trace a partir de (x,, vy, ... ) unare praticable pour les diverses
psewdo-fonctions (41), st Lon suppose en outre que Uare correspondunt
(36) décrit par le point

[y, oo Uy oy o0, V0o, vy o)y oo, @G, vy nl)y ol

soul lut-méme /1/'((/[r,'(t/)/(' pour la /).s'(.'ll([()-_ Jonction composante ( 42), le
simple rapprochement des n® 35 et 37 nous fail voir que le premier de ces
deux arcs est praticable pour la pseudo-fonction composée, et nous apprend
a former le déceloppement de cette derniére en un point quelconque de
UCarc dont il s'agit, connaissant les développements correspondants des
pseudo-fonctions (41) et (42).

Considérons maintenant deux pseudo-fonctions composées, {inies ou
différenticlles, et supposons que les diverses données fondamentales
définissant de part et d’autre, comme ci-dessus, les pscudo-fonctions
simples et composantes, aicnt été choisies de telle manitre que les
développements fondamentaux des deux pseudo-fonctions composées
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solent identiques. Si I’on trace alors, & partir du point fondamental
commun & ces derniéres, un arc tel que la proposition précédente soit
applicable & toutes deux, leurs développements construits, d’apres le
mécanisme indiqué, en un méme point quelconque de I'arc dont il
s’agit, seront, eux aussi, identiques I'un & 'autre.

40. Deésignons par
(’/13) fi('r)y"'°)7 f?(my‘)"-'-)v DN fg(x"yv"'),

des pseudo-fonctions toutes calculables sur un méme arc continu partant
du point fondamental commun, et supposons que, pour chaque point par-
ticulier de 'arc dont il s’ agit (¢ est-a-dire pour chaque sysiéme de valeurs
particulicres atiribuces aux indéterminées réelles s, (, ... dont il dépend),
on puisse assigner : 1° un systéme de rayons de congergence 8y, S, ...,
commun en ce point a toutes les pseudo-fonctions de la swite, mais variable

d’un point a Uautre; 2° un groupe de quantités positives
O <8y 0,y ...,
el une série convergente & lermes posiifs
My4My+ ... Mg+ ...,

variables encore d’un point & Uautre, et tels que les développements des
diverses pseudo-fonctions (43) au point considére conservent des modules
respectivernent inférieurs a My, My, ..., Mg, ..., lorsqu’on attribue aux
accroissements variables quiy figurent des valeurs quelconques de modules
respeclivement inférieurs ou 6gaux & Gy, Sy « - - -

Cela cétant, si l'on considére la série ayant pour termes les sommes des
développements fondamentaux des pseudo-fonctions proposées, quon lu
lransforme en une autre procédant suivant les termes élémentaires de ces
séries particlles, et qu’'on opcre Jinalement la réduction des termes sembla-
bles, la pseudo-fonction définie par le développement resultant est elle-
méme calculable sur I'arc donné, et son développement en un point quel-
conque de celui-ci peut se déduire, a Uaide du méme mécanisme, des
développements correspondants des pseudo-fonctions proposées.

On démontrera, par des raisonnements analogues a ceux du n° 18,
Anun. de U'Jie. Normale. 3* Série. Tome VIII. — M1 18g1. 21
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Nt

que les quantités 8,, ¢, ..., variables d’un point & 'autre de I'arc
donné, restent tomoux*s au moins égales & certaines constantes posi-
tives ¥, ,, ... ; puis, on désignera par r une constante positive telle
que, pour deux points

(s'y ¢y ..0), (8", L),

arbitrairement choisis sur I'arc donné, les différences formées avec les
coordonnées imaginaires semblables présentent des modules respecti-
vement inférieurs a ¥,, ¥,, ..., aussitot que les différences s —

# —1t,...sont toutes numériquement inférieures 4 v (7), et 'on fera
voir que la psceudo-fonction déduite des proposées par le mécanisme
indiqué est calculable sur 'arc donné avec le régulateur .

41. Les fonctions proprement dites (et ¢’est la une observation de
la plus haute importance) se définissent tres souvent & Paide de
pseudo-fonctions ; le mécanisme de cette génération est d’ailleurs tres
facile & saisir.

Ltant donnés une pseudo-fonction de a, y, ..., et un espace con-
tinu (4) comprenant le point fondamental, considérons, parmi lesares
tracés & partir de ce point dans Pespace donné, ceux qui satisfont i
tel ou tel groupe de conditions (comme, par exemple, de dépendre
d’indéterminées réelles en tel ou tel nombre, ou bien encore d’en dé-
pendre par des relations de telle ou telle nature, ete.). Si tout point
(2, y,...) de Pespace donné¢ se trouve situé sur quelqu’un des ares
dont il s’agit, si de plus ces derniers sont tous praticables, si enfin le
développement auquel on est conduit & Uextrémité de chacun d’eux
dépend uniquement des coordonnées imaginaires de cette extrémité,
¢t non de I'arc suivi pour y arriver, il est clair que 'on peut, i
I’aide de notre pseudo-fonction, définir dans 'espace donné une fone-
tion proprement dite de @, y, ....

42. Deux arcs continus, praticables par rapport & un dévcloppement
/on(lamental donné, et aboutissant respectivement en deux points de mémes
coordonnées imaginaires, condwisent aw méme développement final, si les
deux chemins brisés a I aide desquels celui-ci s’ obtient de part et d’ autre (33)
peuvent éire choisis de maniére & constituer les deux termes extrémes de
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quelque swite de chemins brisés, ayant tous mémes poinis initial et final
que les arcs proposés, et satisfaisant a la triple condition :

1° Que les sommets soient en méme nombre sur deuzx gquelconques
d’entre eux ;

20 Qu'en désignant par o, 334, ... certaines constanles posuties, les
différences formédes avec les coordonnées imaginaires semblables de deux
sommels consceulifs appartenant & un méme chemin, ou de deux sommels
de méme rang appartenant a deux chemins conséeutifs, présentent tou-

N
Jours des modules respectivement inférieurs a %57 9)1, S

2

30 Enfin, que les développements successifs auxquels conduit {'un quel-
conque de ces chemins admettent tous comme rayons de convergence les
N N
CONSLANLES Gy, Oyy - . .

Il suffit évidemment de démontrer I'équivalence de deux chemins
conséeutifs pris dans la suite dont parle I’énoncé. Or, si l'on dé-
signe par

(a)o(a) (a)y ... (a);(A)
el

() (o)1 (&)y <o (@) (A)
les deux chemins en question, nos hypotheses, combinées avec le
n° 31 et lalinéa I du n° 32, donnent successivement

W(a) (ee)1] = W(a) (a) (a)],
puis
W)y (er)i(o)a]
=W [(a)(a)(e)(er)s] = W(a)(a)i(a)e] =W[(a)(a)i(a)(e).],

d’olt

U(a)y(a)(a)e] =W[(a)o(@)(a)e(a)a]; .
puis encore
W(a)y ()i (@)a(a)s] = U[(a)e(a)(a)s(a)a(e)s]
=W{(a)y(a)(a)y(e)s] = W[(a)(a)i(a)(a)(e)s],
"ot

W{(a)(a)i(e)a(a);]=W[(a)(@1(@):(@)s(a)s];
cte.
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On arrivera ainsi &
W(a)(e)i(a)s - .- () ]=W[(@)o(a)i(a):- .. (a)i(a):],

et finalement &

W(a)o(or)(@)z .- (2):(A)]
=W[(a)(a)(a)s .. (@)i(@):(A)]=W[(a)(a)1(@)s .. (@)i(A)]-

Application des théories précédentes.

43. Désignant par « une fonction inconnue des variables imagi-
naires @, y, ..., et par z,, y,, ... des valeurs fixes respectivement
attribuées a ces dernieres, considérons un systeme d’équations diffé-
rentielles ayant respectivement pour premiers membres certaines dé-
rivées d’ordres particls donnés de la fonction inconnue, et pour seconds
membres autant de développements entiers en & —x,, ¥ — ¥y, ...
La recherche de tous les développements de méme forme qui, substi-
tués & « dans ces diverses équations, en rendent les premiers mem-
bres respectivement identiques aux seconds, se trouve contenue tout
enticre dans les considérations suivantes, que nous nous bornerons i
rappeler comme étant connues de tout le monde.

I. Nous nommerons dérivées principales de la fonction inconnue
celles qui figurent dans les divers premiers membres du systeme pro-
posé, ou qui peuvent se déduire de quelqu’un d’entre eux par des dif-
férentiations convenables. Les autres dérivées porteront le nom de pa-
rametriques ().

Par exemple, si les dérivées du premier ordre de la fonction incon-
nue sont toutes données, ses dérivées de tous ordres sont nécessaire-
ment principales.

Si les dérivées d'ordre total K, sans aucune d’ordre inféricur, sont
toutes données, les dérivées d’ordre inférieur a K sont paramétriques,
et toutes les autres sont principales.

(*) Les loculions de ddrivées principales ot de dérivées paramétriques se trouvent
ddéja employées dans un Mémoire publié par M. Méray avec notre collaboration el intitulé :
Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d’un sysiéme d’cquations
différentielles particlles (Annales de U’Ecole Normale, janvier, février et mars 1890n).
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Dans le systeme

d*u d? 2

m:[), d:.;x:Q’ di’(l:cl';y:R’
ol u désigne une fonction inconnue et P, Q, R trois fonctions con-
nues des variables indépendantes x, y, 5, les dérivées de u qui con-
tiennent au dénominateur de leur notation la différentielle d’une seule
variable sont paramétriques, tandis que toutes les autres sont princi-

pales.

1. Si la somme de quelque développement entier en x — x,, y — y,, - - -
vérific identiquement les diverses équations du systéme, elle vérifie encore
toutes celles qu’il est possible d’en dédwire par des différentiations quel-
conques.

Une identité constante entre les diverses expressions ainsi obtenues
pour une méme dérivée principale quelconque est donc une condition
absolument rnceessaire & Uexistence des intégrales cherchées. D’ail-
leurs, les relations mutuelles que cette condition impose aux divers
seconds membres se raménent 4 un nombre fini d’entre elles, dont les
autres ne sont que de simples conséquences, et que nous nommerons,
suivant I'usage, conditions d’intégrabilite.

1. Tout développement entier en & — x4,y — Yo, - - -, dont la somme
S(x, y, ...)vérifie identiqguement les équations proposées, peut étre recon-
struit, dés que Uon connait seulement les valeurs prises en x, y,, ... par
J(x,y, ...) el ses diverses dérivées paramétrigues.

Nous nommerons détermination initicle (*) de I'intégrale la partie
du développement qui correspond & Uensemble des dérivées paramé-
triques, par opposition avec la partie restante, que nous nommerons
partie principale.

IV. Les conditions d’intégrabilivé (11) étant supposées salisfailes, il
existe, pour une délermination initiale arbilrairement chotsie (sous la
seule restriction d’étre conyergente), un développement et un seul dont la
somme vérifie identiguement les équations proposées; la partic principale

(1) Locution déja employée dans le Mémoire cité & la page précédente.
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de ce développement conyerge dans les limites ow les divers seconds mem-

bres jouissent a la fois de celle proprictc.

Nous nommerons intégrale principele I'intégrale particuliere qui cor-
respond A une détermination identiquement nulle.

Nous considérerons maintenant des systemes de la forme sui-
vante :

Les n variables mdc[)(,ndanlcc etanl parta rfe('s en deux groupes déeter-
mines, lels que

I~

) ¥, o,
) aly, oy, oo

T

(
(47

<

1® Les seconds membres du systéme considere se réduisent a de sumples
développements entiers en

oy W e ! ’ .
e TP 4 -——'}’0, ey TN, Y e Yo ey

29 Les dérivdes de la fonction inconnue qui en constituent respective-
ment les premiers membres, ne renferment, aux dénominateurs de leurs
notations, aucunce des (Zi//c'r('nu'cll(as' dr', dy', ... des variables (45);

3¢ Le sysl('m(' dont il s'agit renferme quelque groupe d’équations en
nombre égal a celud des 7)(era/)l('$ (44), et ayant respectivement pour pre-

f)ll(’rS membms
dhu  dku

T T
. dyt

ot h, k, ... désignent des entiers positifs quelconques.

1l est bien facile de voir que, dans la détermination initiale (43, 111),
ordonnde par rapport & x — x,, ¥y —y,, ..., certains lermes, d ‘expo-
sants délermines, el en nombre (f.S‘.S‘(‘nli(’/l(‘/ﬂ(ﬂtl limité, ont alors pour coef-
Jecients des séries arbitraires en x' — xy, y'— y,, ..., tandis que tous les
autres ont pour cocfficients séro. Nou% nommerons, pour abréger, coef-
Jicients de la détermination initiale les séries arbitraires dont nous
venons de parler.

45. Les variables imaginaires étant partagées, comme au numéro
précédent, en deux groupes (44), (45), qui en contiennent chacun un
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nombre quelconque, tracons dans I’espace indéfini relatif aux variables
%, y, ..., un arc continu partant de (x,, y,, ...), puis, dans l'espace
indéfini relatif aux variables ', y/, ..., un deuxiéme arc continu par-
tant de (), y,, ...) : la considération simultanée de ces deux arcs,
que nous supposerons dépendre respectivement de deux groupes d’in-

déterminées réelles
Sy L ey

!
s, o, .,

n’ayant aucune indéterminée commune, fournit un troisieme arc con-
tinu tracé a partiv de (i, y,, ....x,, y,,...) dans 'espace indéfini
relatif & toutes les variables imaginaires. Pour abréger, nous dési-
gnerons respectivement ces trois ares par A, A et (A, A").

Cela posé, et le systéme différentiel donné étant de la forme définie
«w numéro precédent, une intégrale particulicre du systéme en question
est caleudable sur Uarc (A, A'), si les seconds membres jouissent tous de
celle propriélé, el qu’en méme temps les coefficients de la détermination
rnatiale (44) sotent tous calculables sur Uare A'.

[. St les dipers seconds membres du systéme défini au n® 44 sont caleu-
lables suivant un chemin brisé, pour tous les sommets duguel les va-
riables unaginaires x, y, ... du premier groupe restent Sexes, [inte-
grale principale (43, 1V ) est également calculable suivant le chemin dont
il s’agit, et chacun des développements successifs qu’elle fournit alors
admet comme rayons de convergence ceux qu’admetient & la fois les
développements de méme rang fournis par les divers seconds membres.

IEn vertw du n® 35, toute dérivée de Uintégrale principale jouil comme
elle de cette propriete.

En effet, le développement de I'intégrale principale, construita partir
du sommet initial de notre chemin brisé, admet, comme on sait, les
rayons de convergence communs aux développements correspondants
des divers seconds membres (43, 1V), et un cheminement direct per-
mettra, pour lui comme pour cux, de passer du premier sommet au
seecond. Si, dans le systtme donné, on remplace alors les seconds
membres par leurs développements respectifs construits & partir du
deuxitme sommet, on voit immédiatement que le développement de
notre intégrale, construit & partir du méme sommet, est encore inté-
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grale principale relativement au nouveau systeme. On raisonnera de la
méme maniere sur ce nouveau systéme, puis sur un troisieme, et ainsi
de suite jusqu’a ce que I’on soit parvenu au sommet final.

1. Considérons un chemin brisé

[(@)o, (a")o]=[(20, Yor +-+)s (‘7;37.)/;)7 9]

[(@)es (@ N ]=[(®o Yo» ---)s (&}, Y o)

[((Z)O, (al)/c]:[("z"o’ Yor - - <) (‘L;«’ }’?.-, X )l
[(“)0: (“’)k+<l]:: [(1'0’ Yo o - D (Zhrrs .y;r rir o)

[(@)o, (a")pl=[(0> Y -- ), (J';,, Year -+l

satisfaisant a la double condition : 1° que les coordonnées imaginaires
correspondant aux variables x, y, ... conservent, pour tous les sommels,
des valeurs fixes x,, Yo, ...; 2° que, pour deux sommels conséculifs
quelconques, les différences formées avec les coordonnées imaginaires de
mémes noms, parmi celles qui correspondent awx variables ', y', . .., pre-
sentent des modules Loujours inféricurs aux constantes posiives S, Sy, . .. .

Considérons en outre une pseudo-fonction de x, vy, ..., o',y ..., cal-
culable suivant le chemin brisé dont il s’ agit, de telle manicre que les g —+ 1
développements successifs auxquels ce dernier conduit admettent tous
comme rayons de convergence les constanies positioes S, Gy ..., Cyry Oyy .. -

Cela élant, si, parvenu en un sommet quelconque [(a)y, (@')], on
ordonne par rapport a x' — xy, y' — y;, ... le développement correspon-
dant, et que U'on attribue ensuite a x, vy, ... des valeurs particulicres
vérifiant les relations

mod (& — 2y) << Oy, mod (y — y,) < 3y, ce

le chemin brisé

(@) (@ Vper + - (@)g

est praticable pour le développernent résultant.

Le seul énoncé de cette proposition subsidiaire suffit presque 2 en
[aire apercevoir I’évidence.
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IIT. Revenant & notre énoncé général, désignons par
(46) 2r Oy .eer Oms Oyr,

des constantes positives telles, que, en un point quelconque de I'arc
(A, A7), les pseudo-fonctions définies par les seconds membres de notre
systeme admettent comme rayons de convergence les constantes dont
il s'agit (37, 1). Désignons ensuite par » une conslante positive suffi-
samment petite : 1° pour que les coefficients de la détermination initiale
admettent tous sur arc A’ le régulateur o ; 2° pour que, deux points

(o,7y ey ty o0l),

étant arbitrairement choisis sur 'are (A, A’), les différences formées
aveeleurs coordonnées imaginaires semblables présentent des modules
respectivement inféricurs aux constantes (46), des que les différences

c—g T—1t ..., O’I"—ﬁ,’ —1,

sont toutes numériquement inféricures & ©. Cela posé, nous effec-
tuerons notre démonstration en prouvant que Iintégrale particuliere
considérée est calculable suivant tout chemin de régulateur , inscrit
dans (A, A") (5) (32).

Désignons en elfet par

[(a)o, (’1/)0]}:: [(zg, o5 - )5 (205 Yoo - )]
[(“1); (a/)l]:[(wb .}’17 )a (Zlu ,7'1, "-)]7
(/|7) [(.“)27 (a’)E:J:[(,"v2: .)/27 "')9 (x:z’ J’;, "-)]7

(@) (@)1= [ Yo - s (B Vi - )]

les points de espace & 2n dimensions qui correspondent aux sommels

successifs d’un semblable chemin inscrit. L’intégrale particuliere que

nous considérons s’ohtient en ajoutant & l'intégrale principale P, du

systeme donné %, la détermination initiale D,. En vertu de notre

hypothise, combinée avec 'observation du n° 38, la pseudo-fonction

définie par D, est calculable suivant le chemin brisé (47), et tout
Ann. de I' . Norm. 3° Série. Tome VII. — Juix 189g1. 22
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revient alors 4 faire voir que la pscudo-fonction définie par P, jouit de
la méme propriété.

En premier lieu, puisque le développement P, admet les rayons de
convergence communs i tous les seconds membres de X, (43, 1V),
on pourra, pour lui comme pour eux, cheminer dircctement du
sommet [(@)y,) (@' ),] au sommet |(@),, (a’),]. Cela posé, si dans les
équations du systeme donné X, on remplace les divers seconds membres
par leurs développements construaits & partir des valeurs

T ’
Tyy Viy ooy Ly Vip oo es

le développement de Iintégrale Py, construit & partir des mémes
valeurs, vérifie identiquement le systeme ainsi formé X,. Ce déve-
loppement peut d’ailleurs se décomposer en deux parties Py, Dy,
jouant, a égard du systeme X,, les roles respectils d’intégrale prinei-
pale et de détermination initiale. Tout revient alors & faire voir :
1° que 'intégrale principale P, est caleulable suivant le chemin brisé

S l((l/)l’ (“’)1]’
) [(a)sy (a')],

............

() (a5

(4%)

2° que les coefficients de la détermination initiale D, le sont suivant
le chemin bris¢

(49) (@) (g oot ().

Or, & un facteur numérique pres, chaque coefficient de D, est la
valeur que prend, pour # ==z, y =y,, ... (et pour des valeurs
dea’, y', ... sulfisamment voisines de «/, ¥}, ...) Uintégrale P, ou
quelqu’une de ses dérivées relatives aux scules variables @, y, ... Au
méme facteur pres, ce coefficient peut done s’obtenir en développant
Py ou la dérivée dont il s’agit & partir des valeurs

! ’
Loy Yoy covy Lyy Vis «eey

ordonnant par rapport aux différences " — x;, ' — y,, ... et faisant
dans le résultat x = 2,y = y,, .... Cela posé, il résulte de nos hypo-
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theses que le chemin hrisé

[(0)07 (0’/)0]: [(—TO’ }'0: .. '>y (-‘1”0, 9’;)7 .. ')}’
[(a)m (a’)l]:[(wm}’o, ), (-Iz'll, t)"’l, ...)],
[(@)o, (@)1= [(@, s «-2)s (25 ¥hs - )],

[(ﬂ)m ((",),'.':] = [("L'm Yas - ) (.Z';,, y_;u .. )],

est praticable pour chacun des développements (entiers en x — 2,
Y=Y o0 &=, ¥y — y,, ...) figurant dans les seconds membres
du systéme donné X, et conduit, pour chacun d’entre eux, a des dé-
veloppements successifs admettant les rayons de convergence (46); il
jouit done des mémes propriétés par rapport au développement P, ou
a 'une queleconque de ses dérvivées (I). D'ailleurs, pour deux som-
mets consécutifs quelconques, les différences telles que ), — 2,
Yier ==Y - présentent des modules respectivement inférieurs i 2,
Sy, .... Finalement, comme les valeurs particulivres ,, y,, ..., sa-
tisfont aux conditions

mod(ay— zy) < Oy, mod (y;-— y,) < aj'v )
»

notre lemme de I'alinéa I1 est applicable ¢t montre que chaque coef-
ficient (44) de D,, obtenu & 'aide des opérations déerites ci-dessus,
est calculable suivant e chemin brisé (49).

Tout revient alors & prouver que Uintégrale principale P, est calcu-
lable suivant le chemin brisé (48). On fera pour cela un raisonnement
analogue 4 celui que nous venons de faire sur Py, et I'on continuera
ainsi jusqu'd ce que 'on soit parvenu au sommet final du chemin
brisé (47).

46. En désignant par x, y, ... les n variables indépendantes imagi-
naires ( que nous supposons cetle fois former un groupe unique), st le sys-
téme donnd a pour seconds membres de simples développements entiers en
X — Zyy ¥ — Yoo - - -» €l 8t renferme quelgue groupe de n équations ayant
respectivernent pour premiers membres



172 RIQUIER. — SUR LES PRINCIPES DE LA THEORIE GENERALE DES FONCTIONS.

tout chemin brisé praticable a la fois pour les dicers seconds membres [est
aussi pour une intégrale particulicre quelconque; en outre, chacun des
développements successifs que fournil alors le calcul par cheminement de
Iintégrale considérée admet comme rayons de congergence ceux: qu’ad-
metlent a la fous les développements de méme rang fournis par les divers
seconds membres.

On le voit sans peine en observant que la détermination initiale est
ici un simple polynome en z, y, ....



