
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

RIQUIER
Sur les principes de la théorie générale des fonctions (suite)

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 8 (1891), p. 141-172
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3_8__141_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1891, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3_8__141_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES PRINCIPES
DE LA.

THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS
(Sl-ITE),

PAB M, 1UQUIER,
I>ROFKSSI;:L'B A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAE'N,

Expressions calculables par cheminement.

29. Outre les fonctions proprement dites, précédemment considé-
rées ( < ) , on rencontre sans cesse, dans l'Analyse moderne, certaines
expressions, di tes calculables par cheminement, dont l ' importance est
capitale. Nous proposerons à cet égard une théorie q u i nous semble
être à la fois rigoureuse et conforme à la nature du rôle analytique
de ces expressions. En comparant notre manière de voir à celle de
M. Méray (2), le lecteur pourra constater aisément et l'identité du
point de départ, et les différences notables qui séparenî ensuite les
deux théories.

30. Une série entière en x — x^ y —jo , -., admettant quelque
système de rayons de convergence, déf ini t , comme nous l'avons d î t an
n0 13, une fonction olotrope de x, y, .... dans toute l 'étendue de
l'espace où la convergence, subsiste. Donnons à ce développement la
forme de Taylor; puis, désignant par ̂ , j,, . . . des valeurs particu-
lières comprises entre les limites de convergence, introduisons, dans
ce développement et dans toutes ses dérivées, l'hypothèse numérique
^ = = ^ , , y = = 7 , , .... Le calcul des sommes de ces divers développe-

(1) Voir les numéros de février et mars 1891.
( 2 ) 'Nouveau PrccU, p. 91: à. 98.
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ments, une fois e f f ec tué , nous permettra év idemment de cons t ru i re
celui , de notre fonct ion à pa r t i r des nouvel les va leurs i n i t i a l e s .r,,,
y^ ( . . . : ce deuxième développement , de Tavlor , en lier en x — x ^
.y—ji , . . . , admet t ra cer ta inement que lque système de rayons de con-
vergence, et nous d i rons , pour abréger, qu'il se raccorde avec le précé-
dent .

Cela posé, considérons u n chemin. Inisé ayan t pour sommets succès-
sifs les p o i n t s

(rt),,=: (.r<,,y<,, . . .),

(/7)i:-r= (.r^ri, . . .),

(a),^.(^Y,, . . . ) ,

| (^^^(.^,,y^,...),

\ ( A. ):::::::( X, Y, . . .),

Si, à par t i r de ces sommets successifs , on peut cons t ru i re a u t a n t de
développements don t chacun se raccorde avec le précédent, et dont le
premier ne soit a u t r e que le développemeni donné , le chemin brisé ("21 )
sera d i t praUcahl^ r e l a t i v e m e n t à ce lu i -c i . Ains i , il f a u d r a d 'abord que
le développement donné a d m e t t e des rayons de convergence respecti-
vement supérieurs aux m o d u l e s des di f lerenees x^ — ^,, y^ — y^,
ce qu i permettra, de cons t ru i re , a p a r t i r des v a l e u r s i n i t i a les/r^ y,, . . , ,
un^leuxième déve loppemen t se raccordant avec le p r e m i e r ; i l faudra
ensu i te que ce nouveau développement admet te des rayons do conver-
gence supérieurs aux modules des dif ïerenccs .H~^, y , — y,,
ce qu i permettra, de construire, a, pa r t i r des valeurs i n i t i a l e s a:^ y^ , - . ,
un troisième déve loppemcîn t se raccordant avec le second; et a ins i de
su i t e jusqu'au développement cons t ru i t à par t i r de x^, j,, ..., qu i doi t
adme t t r e des rayons de convergence supér ieurs a u x modules des d i f -
férences K—Xg., Y —j^ . . . , a f in qu 'un dern ier , déve loppement
puisse être f ina lement construi t à par t i r de X, Y, . . . .

Nous nommerons, avec M. Méray, série ou, développement fonda"
mentale série entière cn^ — x ^ y ^ y ^ . . . , choisie comme hase des
calculs précédents, et nous afïecterons de la même qual i f ica t ion les
premières1 valeurs ^o,yo, ... (les variables indépendantes , „ a ins i que
le po in t (a)o dont elles sont les1 coordonnées imagina i res .

Nous a u r o n s ' p l u s d 'une fo is à exprimer que deux chemins brisés de
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môme extrémité, praticables par rapport à un développement fonda-
menta l donné, conduisent au même développement final : en dési-
gnan t par

( 0 ) 0 ( 0 ) 1 ( 0 ) 3 . . . ( a ) ^ (A) ,
(^^(^^.(^^. . . . (^^(A)

les deux, chemins brisés dont il s'agit, nous exprimerons cette équiva-
lence à l 'aide de la notat ion

W[(a), (a), (a), . . . (a),, (A)] == W [(a), (a), (a) . . . (a1^ (A)].

31.. 5Ï, par rapport à un développement fondamental donné, deux
chemins brisés de même extrémité,

(^) ( ^ ) ( ) ( ^ ) l ( ,^)2 . . • ( ^ )^ (A) ,

(^) (a) , (a / ) , (a / ) , . . . (a / )^ (A) ,

sont praticables el écf'uiçalents ; si de plus, le chemin brisé

( ^ )o (^ ) i ( ^ . . - (^(A.)(a)i . . . (a),,

ohlenu par un cerlain cillon^ernent de (22)^ est praticable : le chemin
brisé

(^)u(^)i (^)2 . • • (^)^(A.)(a)i ... (a),.,

obtenu par le même allongement de (23), est praticable comme le précé-
dent, et eo/uùul au même développement final.

32. Étant d o n n é un développement fondamenta l , entier par rapport
aux./^ différences x — x^ y —jo, . • . » nous dirons qu'un arc continu,
tracé dans l'espace à 'in d imensions (3) (6), part du point fondamen-
tal (30), lorsqu'aux valeurs in i t i a l e s ^o^o. - • • ^s indéterminées
réelies s, / , " . . . , dont il dépend, correspondront, pour x, y, . . . , les
coordonnées imaginaires x^y^ ... du point dont il s'agit.

Si, à par t i r de {s^ t^ ...), on inscrit dans l'arc donné un chemin
quelconque

(24) (^05 ^0- • - • ) ? (<î!? t^ - • • ) » • ' *

(5), la suite formée avec les systèmes de valeurs de x, j, . . . , qui
correspondent à ses divers sommets, constitue, dans l'espace à 2n
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dimensions, un chemin brisé (30)

(^5) (^o,j<h ' • •). (^i,.,rn • • . ) , • . • ,

ayant son origine ï-m po in t fondamenta l . Nous dirons (le même, en
pare i l cas, que le chemin inscrit (24) a son origine au. point fonda-
men ta l , et qu ' i l est praticable ou non par rapport , au développement
d o n n é , s u i v a n t que le chemin (^5) jou i t ou non de cette propriété (30).

Cela posé, si l'on peut assigner une constante positive p jouissant de
la propriété c/ue les divers chemins de régulateur p (û), inscrits dans l'are
en (/uestion à partir du point fondamental, soient tous praticables, les
coef/icients du développement final auquel on est conduit à r extrémité
d'un semblable chemin dépendent un'icfuement des valeurs de s , / , ...
(lui en fournissent le dernier sommet.

Nous démontrerons comme il suit cette proposit ion capitale :

I. Considérons un développement fondamental admettant les "ruyofis
de convergence H^, Ry, ..., et un cfie'min brisé (30)

(^)o-; (.^.ro» • • • ) »
( a ) i = ( .z"o "-h h i, y<, -h A' i , . . . ) = = ( .ri , y ^ . . . ) ,

(0)2 =: (,ri 4" /^.ri +• ̂  . . . ) = = (^"2,/a» - . ) »
• . . . . * « » • * • . » • • . • . . • • » • . . « « . . » • * . . * » » • » . , ,

(a)^=: (^^,,.1 4" ^/.,7/,-î 4- Â^, ...) := (^^,y/,, . . .),

ayant son origine au point fondamental (<z*o» ^Yo^ • • *) : n ^€ff accroisse-
ments successivement ailribués aux zw'iables vérifient les relations

(^6)
rnod/ti-h m o d^2 4".. . 4- tnod hp<^ R^.,
modki 4" mod h^ +... -h mod ̂  < Ry,

^ À?a.r chemins
(^ ) , , ( a ) i ( a )a .. . ( a ) ^ ,

(^)o(^)^

.yo/ '̂ praticables et conduisent au même développement final.
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On sait (13, III) que la somme du développement fondamental dé-
f i n i t une fonct ion fÇx.y, ...), olotrope à r intérieur des cercles de
rayons R^, l\y, ... décrits des points ^o,jo» - • • comme centres. Cela
é t a n t , si l'on désigne par y un entier quelconque de la suite 1 ,2 , . . . ,? ,
les re la t ions (26) donnent immédiatement

mod (x,j — XQ) == mod (hi -4- /^ 4-... + hy) < R^,

mod ( jy—jo) -=- mod (/q + A-a 4-... + A^) < By,

des lors, les points (a)^, (a)i, (0)2, . . . , (a)p sont tous si tués dans un
espace où la fbnction/(,r,j, ...) est olotrope, et la quan t i t é

/(.z^i ̂ h,y^,^rk, . . .)

est développable en une série entière par rapport à À, A, . . . , tant que
les modules de ces accroissements sont respectivement infér ieurs aux
différences

1̂ . "- mod (^^i •— .To) == i\x — mod (Ai -+-.. . 4" Ay_i ) ,

Ry — mod (y/^i — Jo) == Ky — mod ( Â-i +... -i- A-y-i ) ,

(13, I I I ) . Comme on a précisément, en vertu de (26),

mod (Ai ~i~ hî -h...-+- hy^i ) 4- mod /Zy < R.y,
mod ( Â'i — /Ça -l-... + ky-î ) + mod A"y < Ry -,

les valeurs
,2-y = ̂ y^i •+" Ây , y y == Jy .1 -f- /C<7 ,

se t rouvent cer ta inement dans les l imites mf(oc,y, ...) est dévelop-
pable par la forinule de Taylor à partir des valeurs x^_^ yq-\^ . . . .

Cela posé, si Poti considère le développement de/(^, y , . . . ) à par-
t i r des valeurs in i t ia les ^o,.y<p . . . » l'hypothèse numér ique ,r===.z", ,
y = y ^ , . . . , in t rodui te dans ce développement et dans toutes ses déri-

Àfiiï. de l'Éc. Normale» S8 Série. ToTne V Ï I Î .— MAI 1 8 9 1 . iq
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vées, fournira, à des fac teurs numér iques près, les coefficients du
développement de f(œ, j, ...) à pa r t i r de .x'i,;y,, . . . et permettra de
construire le développement dont il s'agit. Ce deuxième développe-
ment une fois connu , on en dédui ra , par le même mécanisme, le
développement de ./(^ ,r, ...) à part ir du t ro i s i ème sommet (^,
y^, . . . ) , et ainsi de sui te jusqu 'au sommet f ina l (.2^, y?, • • • ) " 1-̂
chemin

(^)o (a) i (a)g ... (a),,

est donc praticable et équivalent au chemin direct (^)o ( ^ " ) / r

II. Tout chemin brisé (30) praticable par rapport à un développement
donné, et ayant touf! ses sornmels dans les limiles de convergence du déve-
loppement dont il s'agit, écpwaut du cfiemin direct formé (tw^les den.T
sommer extrêmes.

1.° Le po in t ci-dessus énoncé est exact, lorsque le nombre des som-
mets est é^al à 3.

En désignant par/*(,r, y, . , . ) la somme de notre développement
fondamenta l , entier en x— ;r<p y — y „, , . . , et par

(a)o==(.^j,, , . . . ) ,
(a ) i =(.ri,ji, . . . ) ,

( A ) :=(X, Y, . . . ) ,

les trois sommets de notre chemin brisé, on observera tout d'abord
que le développement auquel on est condu i t en (a)i coïncide avec c e l u i
'de/"(^,y, ...) effectué à partir des valeurs x ^ y ^ ....

Si l'on considère maintenant les différences

n'iocU'i — modX, modj'i •— rnodY, . . . ,

un certain nombre d'entre elles,

niod^i— modX, . . . ,

sont S o, tandis que les autres,

modji— mody, , . . ,
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sont ^o. Cela é tant , les deux arcs continus

(^7)

(.8)

X •= A/'i 4- ( X — .17i ) A",

y-=--71.
. . . . . . 5

,., _„ -y,Z •_ A,,

. . . . . . 5

j=yi+(Y-ri)^,

dépendant chacun d'une indéterminée assujettie à varier de o à i, sont
ent iè rement situés dans les l imites de convergence de la série propo-
sée* Efïectivernent, le premier de ces arcs commençant en ( x ^ y ^ . . . ) ,
le second se te rminant en (X, Y, ...), et les points (x^ y^ . . .),
(X, Y, .. *) se trouvant compris Fun et l'autre dans les l imi t e s en ques-
t ion, i l suffi t de faire voir que les différences

rnod.z'i — n'KKL'̂ y

sonti;::o sur toute l 'é tendue du premier arc, et que les différences

modY — mody,

jouissent de la même propriété sur toute l 'é tendue du second. Or, si
l'on t i en t compte des inégalités

mod^i^ inodX, . . . ,
niody^ modY, . . . ,

les re la t ions évidentes

mod.ri — (i — A1) rnod^ -- s mod^i== o, . . . ,
modY — ( i "-" l ) rnodY — t modY === o, . . .

donnent successivement, les premières

ni o d .;r i — ( î -- <s' ) rn, o d x i — .s1 in o d X ^ o ? • • • »1

n'iod.z"i — mod[(ï — ^.y^ 4- A"X]S o, • * • ?

=^y • " 'mod^i — mod[^r+(X, — x^s}^o
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les dernières
mod Y — ( i — t ) rnodji — ^ mod Y ^ o, • • • •»
r'nodY — •mod [(i — t)y^ -h ^YJ ^ o, . . . ,
mod Y — mod [ji + ( Y — }-\ ) £] ̂  o, . . . .

Cela posé, i l résalle (lu n° 19 que la fonction f(x\ y , ...) adme t
sur toute l 'é tendue de ces deux arcs des olornètres au moins égaux à
certaines constantes positives 5^, S y , .... Formons alors, avec o et i
comme termes extrêmes, deux suites croissantes

o v' ^ <"(^5 ?U, .> , .5 5 . . . , 0 y l y

n l ' L" 1^^ ïU, ( f t, y , . . , /. ', l

telles que, pour c l iacun des deux chemins inscri ts q u i leur corres-
pondent respec t ivement sur les arcs (27) et (s8), les différences for-
mées avec les coordonnées imag ina i r e s semblables de deux sommets
consécut i fs q u e l c o n q u e s présentent dos modules respect ivement infé-
r ieurs à 5.;p, Sy, ... (7). Puis , cons idérant les deux chemins brisés qu i ,
dans l'espace à ^iz d imens ions , correspondent respecl ivement a ces
deux chemins inscr i t s (1), observons que le sommet f i n a l du premier
coïncide avec le sommet i n i t i a l du, second, que le chemin brisé résul laul
de leur j ux tapos i t i on b o u t a b o u t a son sommet i n i t i a l en ( a ' ^ y ^ y < . . ) ,
son sommet f i na l (in (X, Y, ...), et que, si l'on prend pour développe-
ment fondamenlal celui de /Y^y» • • • ) effectué à par t i r des valeurs
^ i , y ^ . . , , l e parcours total de ce dernier chemin f a i t retomber de
toute nécessité sur le développement deyT/r, y, ...), effectué à par t i r
des valeurs X, Y, . . . . Assurons-nous enf in , chose ext rêmement aisée,
que, sur le chemin brisé dont i l s'agit, la somme des modules des
accroissements successivement attribués à chaque variable est égale à
l 'une ou à l 'autre dès-quant i tés

mod ( X, — <z'i ), mod ( Y — ji ), . . . »

suivant qu'il s'agit de r u n c ' o u de l 'autre des variables .'y, y, * . . .
Comme, en vertu de notre hypothèse, le po in t ( X , Y , . < . ) est s i tué
dans les limites de convergence du développement qui correspond au

( i ) Voir Io début du préHcnl numéro*
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sommet initial (.r,,^,...), on pourra passer directement de celui-ci
au sommet final (X, Y, . . . ) (I).

lîn conséquence, le développement auquel conduit, en

(A)=(X,Y, . . . ) ,

le chemin donné (o)o(a) i (A) coïncide avec le développement de
/(;r,y, .*.), effectué à partir des valeurs X ,Y , .... Il équivaut donc
au chemin direct (a)o(A).

2° Le point énoncé au début du présent alinéa est exact, quel que
soil. le nombre des sommets de notre chemin brisé.

Si l'on désigne, en effet, par (a)o, (ûQ», (^)a» • • • » (ûQ^ (A) les
sommets successifs du chemin dont il s'agit, on a, en vertu de i°,

W[{a),{a),(a),]-^W[(a),(a),]

(30), d 'où l'on dédu i t (31)
W [W^a),(a),(a),]-^ W[(a),{a),(a),],

Une nouvelle applicat ion de i° donne alors

¥[(0)0(^)2(^)3] =¥[(0)0(^)3],

d'où, par comparaison avec la relation qui précède,
¥l : (a)o(a) , (a)2(a)3] =¥[(^)o(^].

En con t inuan t ce raisonnement de proche en proche, on tombera f ina-
lement sur la relation

X Ï J ' [ (^ )o(^) l (^ )2 . . . (^^(A)]== l ï J > [ (^ )o(A) : | .

fil. La proposition formulée par noire énoncé gêné ml est exacte, si
l'arc dépend d'une seule variable s.

1° En. désignant par s^ et S les valeurs initiale et finale de la variable
dont il s'agit, tout chemin, inscrit

•^O'9!'^ * ' • »

partant du point fondamental, se compose d'une suite limitée de frag-
ments al ternativement directs et iwerses, c'est-à-dire tels, .que les diffé-
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renées formées en retranchant chaque valeur de s de la suivante a i e n t
toutes le signe de S — ^,, s'il. s'agit d 'un fragment de rang i m p a i r , et le
signe contraire, s'il s'agit d'un fragment de rang pair.

2° Deux chemins inscrits de régulateur p, composés l'un et l ' aut re
d 'un simple fragment direct, et dont l 'extrémité f inale correspond,
pour tous deux, à une même valeur de s, conduisen t au même dévelop-
pement f inal .

Soient
(29) ,.,^...4S^,
(30) ^^...^S^

les deux chemins dont il s'agit. Si, entre les valeurs extrêmes ^o, S(1),
des deux suites précédentes, on range par ordre de grandeur les va-
leurs ^, , $^ ..., ,Ç, ^, .^, . . . , ,Ç, on obtient un troisième chemin
inscrit

, (3i) .yo o-i (72. . .cr^^S'^

équivalent, comme nous allons le voir, à chacun des proposés.
Parcourons, en effet, la sui te (3i), jusqu'à ce que nous y trouvions

le terme s\, et soit, pour fixer les idées,

(3 a) /»•(, (7i 0-2 O-;, (74

(où c^ == .^) la port ion de suite ainsi obtenue. Deux termes quelconques
de cette suite par t ie l le présentant une différence numér iquement i n f é -
rieure à p, il résulte de notre hypothèse que le chemin (3a) est prat i -
cable et a tous ses sommets situés dans les l imi tes de convergence du
développement in i t ia l . Dès lors, en, vertu de l'alinéa I I , la, portion s^s\
du chemin (29) équivaut à la portion du. chemin (3:ï;), qui. commence
et f i n i t aux mêmes valeurs de s, et l 'on verra de proche en proche qu'il
en est de même des port ions successives

.<.̂ , ,^4, .... .s^'S^.

Le chemin (3ï) est donc équ iva len t à (29) et, en vertu d'un raisonne-
ment semblable, à (3o); ces derniers sont donc équivalents entre eux,
ce qu ' i l Vagissait de prouver.

3° Un chemin inscrit de régulateur p, composé de k fragments altcr-
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nat ivement directs et inverses, équivaut à tout chemin direct de même
régulateur dont l 'extrémité finale correspond à la même valeur de s.

Supposons d'abord k == 2, et soit

(33) SQ ... S^ ... SW

le chemin inscrit dont il s'agit. La valeur S^ étant comprise dans l'in-
tervalle de So à S^, on peut (2°), sans altérer les coefficients du déve-
loppement f inal , intercaler à la place voulue la valeur S^ dans la por-
tion directe du chemin (33), et considérer celui-ci comme composé
des trois fragments

A-o . . . S^ . . . S^ .... S^,

les deux premiers directs, le troisième inverse. A ce dernier, on peut
en outre subs t i tuer un fragment formé avec les mêmes valeurs de s
que le second, mais dans l'ordre inverse; car les deux fragments que
l'on remplace ainsi l 'un par l'autre constituent deux chemins directs,
et par suite équivalents (^°)» relativement à l'arc partiel qui com-
mence à S05 et f in i t à S^. Désignant alors par

S^, ^ ^ ..., ^ S^

les valeurs successives de s qui constituent le deuxième fragment, il
est aisé de se convaincre que les deux chemins inscrits

SQ . . . SWs^s^ ... s^s^'y^ . . . ,<^S^,

.îo ... S^

sont équivalents : car l 'application alternative de l 'alinéa précédent (11)
et du n° 31 nous donne

W[^ ... s^.^ ... ̂ -.î 1^! =: x¥^ - • • s(2)^ ly2 • • • ̂ -i^
W[fî, . . . S^^ .- ^-iS^V^i^-^l^ ... S^,?^ ... .̂ -.i,̂ >-i]

:=¥[>, ... S(2)^ ... ̂ -i],

et nous conduit ainsi de proche en proche à l'équivalence dont il
s'affit Le chemin (33) équivaut donc à quelque chemin direct de
régulateur p allant de ̂  en S^, et, par suite (2°), à tout chemin direct
remplissant cette double condition.
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Il nous suff î t m a i n t e n a n t de faire voir que, si le point en question (3°)
est vrai pour un chemin composé de k — i fragments, il l'est encore
pour un chemin composé de k fragments, par exemple

A\, ... S^ ... S<2) ... etc. ... S^'-1) ... S^.

Désignons, à cet effet, par
,s'o ... S^-~1),
.90 . . . SW

deux chemins directs , de régulateur p, allant respectivement de ^
a S^-0 et de ^ à S^"5. On a, d 'une part, en vertu de ce qui, est admis ,

W[s, . . . S1 1) ... SW ... etc. ... S^^ ¥[^ ... S^)],

d'où (31)

^[^ .... S^ï ... S^.. etc. ... S^'-^ ... S<^]=¥[.yo ... S^-" 1 ) ... S^)'];

en se reportant, d'autre part, soit à ̂ \ soit au cas déjà examiné dans 3°,
su ivan t que le dernier f ragment S^1) .., gw .est direct ou, inverse, on
a la relation

W[s, ... S^-1) ... S^]=¥[^ ... S^)],

qu'il suffit de comparer avec la précédente pour en déduire le point
que nous avons en vue.

IV. Les hypothèses étant les mêmes que dans notre énoncé général, un
^hem.m inscrit de régulate/ur p (fui contient le fragment

(o-, (.„ ...),

(34) (or, ^ ...),

(^ ^, ...)

équivaut au chemin inscrit Çde marne régulateur') (fue l'on déduit du
premier en remplaçant a par jfi. dans le sommet intermédiaire du frag-
ment (34)*

Effectivement, le troisième chemin inscrit que l'on dédui t do pre-
mier 1 en y remplaçant le f r agmen t (34) par

(35)

(^ ^ —).
(^ ^5 • • . 1 1 ) »

) {^ ^ ...),
' (^ ^ - ),
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est nécessairement p ra t i cab le , puisqu'il admet, comme les précédents,
le régulateur p. D 'un autre côté, le second et le troisième sommet du
f ragment (35) sont compris dans les l imites de convergence du déve-
loppement cor respondant au premier ; le troisième et le quatrième,
dans les limites de convergence du développement correspondant au
second. On. peut donc, en vertu de l 'alinéa II, supprimer à volonté soit
le second, soit le t rois ième sommet du fragment (35), ce qui fait re-
tomber, soit sur le f ragment

1 (^ ^i, ...),
(^ ^ • • • ) ,

? (^ ^ . - . ) ,
soit su r le f ragment (3.4).

V. ^ol/'e proposition est exacte ((ans le cas général où rare donné
dépend de p varicihleff .y, /, ....

Si l 'on a égard a. l ' a l inéa 1.1.1, il . s u f f i t év idemment de faire voir qu'en
la supposant exacte pour un arc \\p — i variables, el le l'est nécessaire-
ment encore pour l'arc donné .

A. cet e f i e l , dés ignons par (".s\p /o , . . . ) le po in t i n i t i a l de l'arc, et par
(or, ^, ...) "u'n. système de va leurs a rb i t ra i rement choisies dans les
i n t e r v a l l e s respectifs où les p variables ,9, / , ... sont assujett ies à se
mouvoir . Si. l 'on con sidère l'arc h p — î variables, obtenu en a t t r i buan t
a s la. v a l e u r f i x e ̂  et en f a i s an t mouvoir les autres variables /, . .. dans
ceux des in terval les précédents qui. l eu r correspondent, tous les che-
m i n s inscr i ts de régula teur p ayant leur origine en (^'o, ...) sont prati-
cables, et, dès lors, en, vertu, de ce qui est admis, conduisent en (r, ...)
à u n seul et même développement f ina l . Si, prenant ensuite ce dernier
comme développement f o n d a m e n t a l , on considère l'arc à une seule
var iable obtenu en a t t r i b u a n t à t., ... les valeurs fixes ^, . . . et en fai-
sant mouvo i r s dans l ' in terval le qu i lu i correspond, tous les cliernins
inscri ts de ré^'olateur p ayant leur origine en s^ sont encore prati-
cables, et dès lors ( I I I ) conduisent , en o", à un seul. et même dévelop-
pement . f ina l - Or, comme nous al lons le faire voir, le parcours d 'un
cliemin q u e l c o n q u e de régulateur p , inscrit dans l'arc donné de
(^p /(p ...) à (cr, ^, . . . ) , f a i t nécessairement re tomber sur le dévelop-
pement dont i l s'agit. ! .

Ânn. de V Ec. Normale. ̂  Série. Tome VII. -- MAI iByi* 2a
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Effectivement, soit

!UQl;ÎEH.

(•Siî ^ •

(•^ ^ 1 , .
(•^ ̂  .

(^, ̂  . .
(^ ^ • •

un semblable chemin. Le chemin inscrit

/ ' (^, ^0, .

(•v.)» ^ l » •

. (^» ^2, -

[ (^ ^^ . .

/ (^T, .

( ^ » T , . ,

(•^î r , • -

if (̂ .'h T> • .

r (^,^ . •h

déduil; du précédent à l'aide d'un mécanisme fac i l es apercevoir» admel
aussi le régulateur p, el l'on voit sans peilK» qu'il lui est équivaleni :
car on peut, en vertu de l'alinéa IV, remplacer .Vo par ,̂  dans la cin-
quième ligne du Tableau (37^), puis fa i re successivement la même
substitution dans la quatrième, la troisième el la seconde ligne. Con-
sidérant alors le tableau résultant, on pourra de même r(W)placer ^
par ^ dans sa sixième, sa cinquième, sa. quatrième et enfin sa troi-
sième ligne. En continuant ainsi et réunissant en un seul les derniers
sommets du tableau final, qui coïncident avec (7, -:,... ), on retombera
sur le tableau (36).

il suffit maintenant d'observer que le ebemin (3^) se compose de
deux fragments consécutifs respectivement inscrits dans l'arc h/) — i
variables et dans l'arc à une variable dont nous avons parlé ci-dessus,
le premier de (/<,, ...) à (-,...) Je second de s, à o\

33. Lorsque les hypothèses formulées par l'énoncé du numéro pré-
cédent se trouvent réalisées, nous dirons que l'arc donné ^praticable,
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avec le régulateur p , par rapport au développement f o n d a m e n t a l . A
tout p o i n t de cet arc, c'est-à-dire à tout système de valeurs des indéter-
minées réelles dont il dépend, on peu t alors faire correspondre un déve-
l o p p e m e n t d é t e r m i n é , en s 'astreignant à ne considérer que les chemins
inscr i t s de régu la teur p parmi ceux q u i vont de l 'origine de l'arc au
p o i n t considéré ; le parcours d 'un semblal)l,e chemin se nomme, pour
abréger , le parcours de l ' arc , effectué de Forigine au point dont i l
s'agit. D ' a i l l e u r s , la proposit ion formulée à l 'alinéa II du numéro pré-
cédent permet de s u p p r i m e r parfois tels ou tels sommets du chemin
i n s c r i t , ce q u i abrège é v i d e m m e n t l 'opérat ion.

31. En supposant , comme de raison, que le développement fbnda-
m e n t a l adme t t e q u e l q u e système de rayons de convergence, tout arc
c o n t i n u , tracé a part i r du, point fondamenta l dans des limites suffisam-
ment res t re in tes , est pra t icable . Considérons, en effet , un arc compris
d a n s les l i m i t e s de convergence du. déve loppement fondamen ta l , dési-
gnons pa.r/(.r^y, . . . ) la somme de ce dernier , par S^., ï y , . . . les olo-
métres de/(.r,r, . . . ) sur l'arc dont i l , s'agit (19), enf in par p une
q u a n t i t é p o s i t i v e te l le que, sur tout chemin inscrit de régulateur p, les
d i f fé rences formées avec le-s coordonnées imaginai res semblables de
doux sommets consécu t i f s quelconques présentent des modules respec-
t ivemen t i n f é r i eu r s à .̂, S;,,... (7) : cela posé, on voit immédiatement
que l 'arc d o n n é est praticable avec le régulateur p (33).

D 'un au t re côté, deux arcs cont inus , praticables par rapport à un
même développement fondamenta l et respectivement terminés en
deux, po in t s de mêmes coordonnées imaginaires , peuvent conduire,
soit au môme développement f inal (comme cela aura i t l i e u , par
exemple, si les deux arcs é ta ient ent ièrement situés dans les limites
de convergence du développement fondamen ta l ) , soit, au contraire, à
deux déve loppement s dis t incts .

Nous d i rons , en conséquence, qu 'un développement fondamenta l
donné (admet tan t q u e l q u e système de rayons de convergence) définit ,
non pas une fonct ion, mais un ̂ pseudo-fonction ( !1) de <r, j, ... ; nous
d i r o n s encore que cette dernière est calculable suivant tel ou tel che-

( l i ) Le terme de pseudo-fonction est emprunté à M. Méray.
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min, J3risé ou con t inu , lorsque le chemin d o n t i l s 'agit sera p ra t i cab le
par rapport au développement d o n n é (30) (33).

35. Si l'on substitue à un développement fo/ïda/nenlal r/uelco/'u/ue sa
dérivée d'ordres partiels p, y , .. ., tout chemin brisé praticable (30) rela-
tivenierit aux anciennes données rest encore relativement aiw nouvelles.,
et les développ cm en fs successifs ol)fenus dcins le second cas sont les dérïvées
d'ordres p, y, ... de ceux que 1/0/1 ol)tient da?is le premier.

Il en résulte que la pseudo-f()netion définie par les nonvell.es don fiées
est calculable (3î), avec le me/ne régulateur, sur tout are continu ou la,
première est supposée l'être, et que le développement de la seconde e// uiî
point (juelco/ufue de cet arc (33 ) est la dérivée d f ordre's p, y, ... du déve-
loppement correspofuïant de la prendêre.

Ceifce deuxième pseiido-fbnction s(ï o^oînme la dérivée d'ordres /n'/r'-
fiels p, y, ... de la proposée. En tout point d'un arc praticable, les va-
leurs d'une pseiido-fonciion donnée et de ses diverses dérivées sont ,
aux facteurs î'îuinériqoes connus près, les coefficients du développe-
ment correspondant de la ()seudo-fonction donnée,

1 1 est clair que, si deux, arcs praticables de rnûîne extrémité condui-
sent, pour nue pseudo-tonction donnée, à un même développement
tina.1, ces deux arcs jouissent, de la même propriété relativement a une
dérivée quelconque.

36. Si l'on désigne par

(^) /( / / , r , , . . )

la somme d'un développement entier en u — u^, v — t\», ..., et par

(39) U(^r,...), V(.^j,...h . . -

les sommes de développements entiers en .r — ^p y — j o ^ • • • ^ îiyant
respectivement u^ v^ ... pour termes constants, on sait (27) que,
pour des valeurs de ,z;, y, ... sufïisannnent voisines de x^ y^ ...,
l 'expression
(40) F(.r, y, . ..)=/[[.! (.r, y, . ..), V(.,r, y, . . . ) , . . .]

peut elle-mêîne être 'mise sous forme d 'un développement, ent ier ers
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a' — ^o, j — jo, .... Ces divers développements, considérés conjointe-
ment avec le point fondamental (u^ç1^ ...) s'il s'agit du premier, ou
avec le poini fondamental (,z^,j(,,...) s'il s'agit des suivants, défi-
nissent autant de pseudo-fonctions, auxquelles nous attribuerons les
(.1 é i i o m 1 n a t i o n s r e s [") e c t i v e s ( i e p s e u î 1 o - tb n c t i o n composante, p s e u d o -
fou c. t, i o n s simples, p s G u ( 1 o - fo n c t i o n composée.

Avant (renoncer la proposition générale relative aux pseudo-fonc-
tions composées, il importe d'observer que la valeur variable acquise
par une [iseudo-tbnction donnée de ̂ j, ... aux divers points d'un
arc continu praticable, a pour éléments (6) deux fonctions conti-
nues C7^) des indéterminées réelles a, t, ... dont l'arc dépend. Etfecti-
vement, si l'on désigne par G", T, ... des valeurs particulières attr i-
buées à s, t, .. .9 et par £, T], ... les coordonnées imaginaires du point
correspondant de l'arc donné, la valeur de notre pseudo-fonction, pour
des valeurs de .v, /, ... suff isamment voisines de O '^T , ..., s'obtiendra
en subst i tuant aux 2//. éléments de .2' — ^, y — T], ..., dans un certain dé-
veloppement (.«(.r, y,...), entier par rapport à ces ditîerences, '2/1 fonc-
tions continues de .v, /,.... Dés lors, pour des valeurs numériquerneni
assez petites de s — G-, / — T, ..., les modules de x — ^y — Y], ...
tomberont au-dessous de toute quantité donnée, par conséquent aussi
celui de la dilïerence G (.r, y , ...) — (.;(?;, Tp ...), et, à plus forte rai-
son, les valeurs numériques des deux éléments de cette dernière.

D'après cela, .s'4 da/is L'espace inde/ini relcuij' aux mificibics U^KÏ^I-
/laires x, y, .,. ('(î ), o/i trace, à parlir ^,/^^/^yb/^/a/^^/^^/(.r(,,yo^...),
ait, arc coriU/ui praticable ponr les diverses pseudo-fonctions simples (3(')J,
le poinf ayaul pour coordonnées imaginaires les valeurs correspondanles
de celles-ci décrit, dans l'espace inde/ïni relatif aux variables imagi-
naires a, ç\ * . . , un arc continu dépendant des mêmes indélerminées
réelles f/ae, le premier,

37. Cela posé, si les diverses pseudo-fonclions simples ÇÏC)) soni toutes
calculables sur un même arc continu (a), et si la composante (38) jouil
de la même propriété sur F arc correspondant (A) décrit par le point

[LU.r,r,...)/V(.r,y, ...), ...]

(36), la pseudo^onclion composée (^o) ^t calculable sur l'arc (a), el son
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développement en. un point (fuelconrfae de celui-ci s'obtient e/î. combinant
les développements correspondants (33) des pseudo-fonctions simples et
composante, à l'aide (lit mécanisme décrit au n^ 27.

Pour abréger, nous ne ferons guère qu'énoncer successivement les
divers points à démontrer.

1. Lorsquune pseudo-fonction de x, y, ..'. est calculable sur un arc
donné, on peut assigner certaines constantes positives S .̂, .̂, . .., cfue son
développement en un point variable de l'arc (33) ne cesse d'admettre
comme rayons de convergence.

Le fa i t en q u e s t i o n se démontre par des ra i sonnements tou t à f a i t
ana logues à ceux du n° 18, et nous l 'exprimerons d 'une maniè re p l u s
brève en d i s a n t que n o t r e pseudo-fonct ion admet , sur toute r é t e n d u e
de l 'arc d o n n é , des rayons de convergence au moins égaux à o^,
o,,, . . . .

En dés ignant par .v, /, ... les i n d é t e r m i n é e s réelles don t dépend
l 'arc donné , soit co u n e cons tante posi t ive telle que, pour deux po in t s

Y /' } ( ^ /// '\, " 5 /' ? • * • )l \ " Ï <• » • • • ) l

arbi t ra i rement choisis sur cet arc, les ditlerences formées avec les
coordonnées imaginaires semblables présentent des modules respecti-
vement inférieurs à ê,^, .̂, ..., aussitôt que les d i f f é rences^—^ ,
/ / / — / /, . .. sont numériquement inférieurs à QJ (7 ) : il n'est pas inutile
d'observer que la constante positive 0, ainsi déterminée, peut servir de
ré^idateur à la pseud.o-fonction sur l'arc donné.

II. Lorsqu'une pseudo-fonction de x, y , ..., calculable sur un arc
donné, admet, sur toute retendue de cet arc. les rayons de couver-

^ ï\ / y .,- . , .gence o^., o^., ... ( j ) , respectivement supérieurs aux constantes positives
o,., o^, ..., on peut assigner une dernière constante positive au-dessous de
laquelle tombe sans cesse le module du développement de la pseudo-fonc-
tion, (fuels que soient et le point de F arc a.uc/uel ce développement se rap-
porte, et les valeurs, de modules inférieurs ou égaux à 5',., o',., .... attri-
buées aux accroissements variables qui y figurent.

I I ( . .Soient
o'. A' deux constantes positives telles que l 'on puisse assigner aux

diverses pseudo-fonctions simples, tout le long de l'arc (a), que lque
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système (fixe) de rayons de convergence >o\ et à la composante,
tou t le long de l 'arc (A), q u e l q u e système (également tîxe) de
rayons de convergence 1>A / ( I ) ;

I. une quan t i t é posi t ive au-dessous de laquelle tombent constamment les
modules des déve loppements des diverses pseudo-fonctions simples,
quels que soient et le po in t de l 'arc (a) auquel ces développements
se rappor ten t , et les va leurs , de modu les i n fé r i eu r s ou égaux à o',
a t t r i buées aux accroissements variables qui y f igurent ( I I ) ;

ïï une q u a n t i t é posit ive in fé r i eu re à o', et telle que l 'expression

''[.RIRF"
tombe au-dessous de A' t an t que les variables posit ives E, Y), . . .
restent à la f o i s i n f é r i e u r e s à ï»;

r une q u a n t i t é pos i t ive te l le que, pour deux poin ts
( y / / } ( ^ / " \v » " > " • • / » \ '» » *' •» • • • /

a r b i t r a i r e m e n t choisis sur Farc (a), les différences formées avec
les coordonnées • imag ina i r e s semblables présentent des m o d u l e s
in fé r ieurs à ï», auss i tô t q u e les différences ./ /—.^, /"— i\ ... sont
toutes n u n ' u m q u e n j e n i mfer ieures à r (7).
Cela posé, on se convaincra sans d i f f i cu l t é que la pseudo-fonct ion

composée est ca lcu lab le sur l'arc (a) avec le r é g u l a t e u r r, et que son
développement en un p o i n t q u e l c o n q u e de l 'arc ( a ) s 'obt ient confo r"
ï n é m e n t a n x i n d i ça t iens d e l 'énoncé.

38. La, remarque su ivante est parfois u t i le .
Si lef; ^w^^/w^^/o/^/^/^ dmples sonL calculables suivant un même

chemin brùé (30), si, (l'autre pari, la composante est une fonction f/u/e-
finiment oloirope ( 12 ) (26), la pseudo-J'onction composée est elle-même
calculable suivant le chemin brisé dont il s agit ; chacun, des développements
successifs (fu elle fournil alors admet comme rayons de convergence ceux
(/u admettent à la fois les développements de mêm.e rang des pseudo-f onc-
tions simples, et sol)tient en combinant ces derniers avec celui de la com-
posante.
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39, Soient ,

( .10 • l.K.^.r, • • • ) , V(..r^»-, . . . ) , . . .

diverses p s e u d o - f o n c t i o n s (.le ;r, y . . . . (en nombre l i m i t é ) ;

^(.^.r, . . . ) , . . -

que lques -unes de leurs dérivées (en nombre éga lemen t l imité) ( 3 5 ) ;

(•y<)5 .'^0, . . .)

le p o i n t f o n d a m e n t a l commun à toutes ces p s e u d o - f o n c t i o n s , et

^0"» ^O» . . . y ^()ï . . .

leurs valeurs fondamentales. Soit, d 'autre part,

(,^) /(•^J,. . * ., ^, c, ..., o, .. .)

1 1 1 s e p s o u d o-fb n c t i o n < k o m p osa n ( :,e a v < ̂ c

^"o» .y<»ï • ' ' 9 //^ Co^ • • • ^ pu? - - • )
c o m m e p o i il t fo n d a m en la 1.

Si l'on trace à partir de (x^^ y^, ... ) lui are nr(Ui(nible î)ourles diverses
ps'ei{d(hfoneli()fis ( ' i ï ) , si l'on suppose en ouire ( { t i e l'arc eorreKpo/Hlunf.
( 3()) décrit, par le poini

[ . v , y , ..., l!(,r,j, ...), V(.r^r, ...), ...,^(.r,r, ...), ... j

soit lui1-me/ne praticable pour la pseudo-fond ion composante (42), le
simple rapprochement des n^ 35 et 37 nous j ail voir (fae le premier de ces
dena' arcs est praticable pour lapseudo'-forictaîn co/nposee, et nous apprend
à former le développement de cette dernière en un point quelconque de
l'arc dont il s agitf connaissant les développemeniîi corresponda./Us des
pseudo-fonctions ( 4ï) et ( ^ 2 " ) .

Considérons m a i n t e n a n t deux pseudo-fonct ions composées, f in ies ou
d i f l e ren t i e l l e s , et supposons q u e les diverses données f o n d a m e n t a l e s
dé f in i s san t de part et d'autre, comme ci-dessus, les pseudo-fonct ions
simples et composantes, a ient été choisies de te l le manière que les
développements f o n d a m e n t a u x des deux pseudo-fonctions composées
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soient identiques. Si l'on trace alors, à partir du point fondamental
commun à ces denlières, un arc tel que la proposition précédente soit
applicable à toutes deux, leurs développements construits, d'après le
mécanisme indiqué, en un même point quelconque de l'arc dont il
s'agit, seront, eux aussi, identiques l'un à l'autre.

40. Désignons par

(43) /i(^j,...), /2(^,j,...)» • . . , fff(^^}^ " • ) » • • • "

des pseudo-fonctions toutes calculables sur un même arc continu partant
du point fondamental commun, et supposons que, pour chaque point par-
ticulier de l'arc dont il .s agit (c est-à-dire pour chaque système de valeurs
particulières attribuées aux indéterminées réelles s, /, ... dont il dépend),
on puisse assigner : i° un système de rayons de convergence " ,̂ §^,,... ,
commun en ce point à toutes les pseudo-fonctions de la suite, mais variable
d'un point à l'autre ; 2° un groupe de quantités positives

o;,. < c5,̂  S y < rîy, ...,

cl une série convergente à termes positifs

M'i •+- Ma 4- . . < 4- M^ - + - . . . ,

variables encore d'un point à F autre, et tels que les développements des
diverses pseudo-fonctions (43) au point considéré conservent des modules
respectivement inférieurs à M^, M'a, ..., M^ ..., lorsqu'on attribue aux
accroissements variables qui y figurent des valeurs quelconques de modules
respectivement ùzféîieurs ou égaux à ô^,, Qy, ....

Cela étant, si F on considère la série ayant pour termes les sommes des
développements fondamentaux des pseudo-fonctions proposées, quon la
transforme en une autre procédant suivant les termes élémentaires de ces
séries partielles., et quon opère finalement la réduction des termes sembla-
f-des, 'la pseudo-fonction définie par le développement résultant est elle-
même calculable sur F arc donné, et son développement en un point quel-
conque de celui-ci peut se déduire, à F aide du même mécanisme, des
développements correspondants des pseudo-fonctions proposées,

On démontrera, par des raisonnements analogues à ceux du n° 18,
Afin. de l'Àc. Normale. 3" Série- Tome V Ï I L — MAI 1891. 21
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que les quantités â^., S y , . . . , variables d'un point à l'autre de l'arc
donné, restent toujours au moins égales à certaines constantes posi-
tives ï̂ ,., ï^, ... ; puis, on désignera par r une constante positive telle
que, pour deux points

(.^^ ...), ^,t\ . . . ) ,

arbitrairement choisis sur l'arc donné, les différences formées avec les
coordonnées imaginaires semblables présentent des modules respecti-
vement inférieurs à ïy^, ï^, . . . , aussitôt que les différences s" — s ,
t" — t\ ... sont toutes numériquement inférieures à r (7), et l'on fera
voir que la pseudo-fonction déduite des proposées pa r l e mécanisme
i n d i q u é est calculable sur l'arc donné avec le régulateur r.

41. Les fonctions proprement dites (et c'est là une observation de
la plus haute importance) se définissent très souvent à l 'aide de
pseudo-fonctions ; le mécanisme de cette génération est d 'a i l leurs très
fac i l e à saisir.

Etant donnés une pseudo-fonction de x , y , .... et un espace con-
t i n u (4) comprenant le point fondamenta l , considérons, parmi les arcs
tracés à partir de ce po in t dans l'espace donné , ceux q u i sa t is font à
tel ou tel groupe de .condi t ions (comme, par exemple, do dépendre
d ' indéterminées réelles en tel ou tel nombre, ou bien encore d'en dé-
pendre par des relations de telle ou telle nature, etc.). Si tout po in t
(,r,j, ..'.) de l'espace donné se trouve situé sur quelqu'un des arcs
dont il s'agit, si de plus ces derniers sont tous praticables, si enf in le
développement auquel on est c o n d u i t à l ' ex t rémité de chacun d'eux
dépend uniquement des coordonnées imaginaires de cette extrémité,
et non de l'arc suivi pour y arriver, i l est clair que l'on peut, a
l 'aide de notre pseudo-fonction, définir dans l'espace donné une fonc-
t ion proprement dite de .r, y, . . . .

42. Deux arcs continus, praticables par rapport à un développement
fondamental donné, et aboutissant respectivement en deux points de mêmes
coordonnées imaginaires, conduisent au même développement final, si les
deux chemins brisés à F aide desquels celui-ci s obtient départ et d'autre (33)
peuvent être choisis de manière à constituer les deux termes extrêmes de
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quelque suite de chemins brisés, ayant tous mêmes points initial et final
que les arcs proposés, et satisfaisant à la triple condition :

];° Que les sommets soient en même nombre sur deux quelconques
d'entre eux ;

2° Quen désignant par §y, §^ . .. certaines constantes positives, les
différences formées avec les coordonnées imaginaires semblables de deux
sommets consécutifs appartenant à un même chemin, ou de deux sommets
de même rang appartenant à deux chemins consécutifs, présentent foii-

'•> '\
fours des modules respectivement inférieurs à -ï? JL-, - • • ;

3° Enfin, que les développements successifs auxquels conduit l'un quel-
conque de ces chemins admettent tous comme rayons de convergence les
constantes i$ ,̂ Oy, ....

1.1 suffit évidemment de démontrer l'équivalence de deux chemins
consécutifs pris dans la suite dont parle l'énoncé. Or, si l'on dé-
signe par

( a )o (ah (a ) , . . . ( a ) , (A )
el,

( ^ )o (a) i (a ) , . . . (a )KA)

les deux clicn'iins en question, nos hypothèses, combinées avec le
n0 31 el l 'a l inéa 1 du n0 32, donnent successivement

¥[(a)o(a)J=¥[(^)o(a),(a)J,
puis

<F[(^)o(a) , (a) , ]
=¥[(a)o(^)i(a)i(a)2]=V[(^)o(^)i (0)3] =¥[(0)0(0)1(0)2(0), ] ,

d'où
¥[(a)o(a)i(a)2:|=¥[(a)o(a)i(a),(a),]; .

puis encore

y[(^)o(^)l(^)2(^)3]= l^.^[(û)o(^)l(^)2(^)2(a)3:|

= ̂ P[W,a),(aU^] =^^)o^)i(^)2(^M^L

d'où
¥[(^)o(a)i(a),(a),]=¥[(^)o(a)i(a)2(a)3(a)3:];

etc.
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On arrivera ainsi à

¥[(^)o(a),(a)a ...(a)J=='»F[(a)o(a)i(a),...(a),(a),],

et finalement à
¥[(^)o(aJ(a),. . .(a)KA)]

= ¥[(0)0(^)1(0)2. . . (a),(a),(A)]==y[(a)o(a),(^)â...(a)KA)].

Application des théories précédentes.

43. Désignant par u une fonction inconnue des variables imagi-
naires x, y , ..., et par XQ, y^, , . . des valeurs fixes respectivement
attribuées à ces dernières, considérons un système d'équations diffé-
rentielles ayant respectivement pour premiers membres certaines dé-
rivées d'ordres partiels donnés de la fonction inconnue, et pour seconds
membres autant de développements entiers en x—^^ y — y o . ....
La recherche de tous les développements de même forme qui , substi-
tués à u dans ces diverses équations, en rendent les premiers mem-
bres respectivement identiques aux seconds, se trouve contenue tout
entière dans les considérations suivantes, que nous nous bornerons à
rappeler comme étant connues de tout le monde.

I. Nous nommerons dérivées principales de la fonction inconnue
celles qui figurent dans les divers premiers membres du système pro-
posé, ou qui peuvent se déduire de quelqu'un d'entre eux par des d i f -
férentiations convenables. Les autres dérivées porteront le nom ^^pa-
ramétriques ( ' ).

Par exemple, si les dérivées du premier ordre de la fonction incon-
nue sont toutes données, ses dérivées de tous ordres sont nécessaire-
ment principales.

Si les dérivées d'ordre total K, sans aucune d'ordre inférieur, sont
toutes données, les dérivées d'ordre infér ieur à K sont paramétriques,
et toutes les autres sont principales.

( l ) Les locutions do dérivées principales et de dérivéeff paramétriques se trou vent
déjà employées dans un Mémoire publié par M* Méray avec notre collaboration etinlitulé :
Sur Ici convergence deff développements des intégrales ordinaireff.d'unfîy'fftèrne d'e'qwtiolu
différentielles partielles {Annales de l'Ecole Normcde, janvier, février et mars 1890)*
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Dans le système
clî u - p d2u — n d^u __ ^

dr~dz '"" ' dTdx ~" u5 û ŷ """ ï

où M désigne une fonction inconnue et P, Q, R trois fonctions con-
nues des variables indépendantes x , y , z , les dérivées de u qui con-
t iennent au dénominateur de leur notation la différentielle d'une seule
variable sont paramétriques, tandis que toutes les autres sont princi-
pales.

II. Si la somme de quelque développement entier en x — x^, y — yo ? - • *
vérifie identiquement les diverses équations du système, elle vérifie encore
/ouïes celles qu'il est possible d'en déduire par des différentiations quel-
conques.

Une identité constante entre les diverses expressions ainsi obtenues
pour une même dérivée principale quelconque est donc une condition
absolument nécessaire à l 'existence des intégrales cherchées. D'ail-
leurs, les relations mutuelles que cette condit ion impose aux divers
seconds membres se ramènent à un nombre fini d'entre elles, dont les
autres ne sont que de simples conséquences, et que nous nommerons,
su ivant l 'usage, conditions d'''intégralnlité.

III. Tout développement entier en x — x^ y — jo» ..., dont la somme
f(x, y , ...) mrifie identiquement les équations proposées, peut être recon-
struii dès que Von connaît seulement les valeurs prises en x^ Jo, ... /w
f(x, y, ...) el ses dive'nes dérivées paramétriques.

Nous nommerons détermination initiale ( ^ ) de l'intégrale la partie
du développement qui correspond à l'ensemble des dérivées paramé-
triques, par opposition avec la partie restante, que nous nommerons
partie principale.

IV. Les conditions d'intégrcdniité (II) étant supposées satisfaites, il
existe, pour une détermination initiale arbitrairement choisie (sous la
seule restriction d'être convergente}, un développement et un seul dont la
somme vérifie identiquement les équations proposées ; la partie principale

( ï ) Locution déjà employée dans le Mémoire cité à la page précédente.
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de ce développement converge dans les limites où les divers seconds mem-
bres fouissent à la fois de cette propriété.

Nous nommerons intégrale principale Fintégrale particulière qui cor-
respond à une détermination iden t iquement nulle.

44. Nous considérerons maintenant des systèmes de la forme sui-
vante :

Les n variables indépendantes éteint partagées en deux groupes déter-
minés, tels que

(44) ^ ,r/ • . . ,
(4^) .̂  ./, ... :

1° Les seconds membres du système considéré se réduisent à de simples
développements entiers en

^ ̂  ,y^ ^ _ y^ , . ̂  ^'..... a^, y' — j;,, . . . ;

2° Les dérivées de la fonction inconnue (fui en constituent respective-
ment les premiers membres, ne renferment, aux dénominateurs de leurs
notations, aucune des différentielles dx\ d.y\ ... des variables (45);

3° Le système dont il s'agit renferme quelque groupe d'équations en
nombre égal à celui des tKtriables (44)» ̂  ciyant respectivement pour pre-
miers membres

d'1 u d^ a
TÏx115 dy^ 3 * * > ?

où h, k, ... désignent des entiers positifs quelconques.
Il, est bien facile de voir que, dans la détermination initiale (43, IIi),

ordonnée par rapport à oo — x^, y — y ^ , . . . , certains termes, d'expo-
sants déterminés, et en nombre essentiellement limité, ont alors pour coef-
ficients des séries arbitraires en x ' — a;^ y ' —- y\^ . . . , tandis que tous les
autres ont pour coefficients zéro. Nous nonamerons, pour abréger, coef-
ficients de la clétermination initiale les séries arbitraires dont 'nous
venons de parler.

45. Les variables imaginaires étant partagées, comme au numéro
précédent, en deux groupes (44), (40), qui en contiennent chacun un
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nombre quelconque, traçons dans l'espace indéfini relatif aux variables
x , y , ..., un arc continu partant deÇx^y^ ...), puis, dans l'espace
indéf ini relatif aux variables x'\ y'\ . . . , un deuxième arc continu par-
tant de {x^y\^ ...) : la considération simultanée de ces deux arcs,
que nous supposerons dépendre respectivement de deux groupes d'in-
déterminées réelles

,s t, ...,
<j / /
À , // 5 • • •'»

n'ayant aucune indéterminée commune, fourni t un troisième arc con-
tinu tracé à partir de (.ro,y^ .. . ,^o ,y^ , ...) dans l'espace indéf in i
relatif à toutes les variables imaginaires. Pour abréger, nous dési-
gnerons respectivement ces trois arcs par A, A' et (A, A')*

Cela posé, et le système différentiel donné étant de la forme définie
au numéro précédent, une intégrale particulière du système en question
est calculable sur rare (A, A7), si les seconds membres jouissent tous de
cette propriété, et qu'en même temps les coefficients de la (^/çwwza^//
Initiale (44) soient tous calculables sur l'arc A'.

1 . iSÏ les divers seconds membres du système défini au n^ 44 sont calcu-
lables suivant un c'Iiemi/i brisée pour tous les sommets duquel les va-
riables imaginaires A', y, ... du premier groupe restent fixes, l'in/é-
grale principale (43, IV) est également calculable suivant le chemin don/
il s'agit, et chacun des développements successifs quelle fournil alors
admet comme rayons de conçergence ceux- cjuadmelieni à la/bis les
développements de même rang fournis par les divers seconds membres.

Hn vertu du rf 35, toute déwée de /'i/À/^Y^fc/^rw^^afe^/o^^ comme
elle de cette propriété.

En. efîet, le développement de l'intégrale principale, construit à partir
du sommet in i t i a l de notre chemin brisé, admet , comme on sait, les
rayons de convergence communs aux développements correspondants
des divers seconds membres (43, IV), et un cheminement direct per-
mettra, pour lut comme pour eux, de passer du premier sommet au
second. Si, dans le système donné, on remplace alors les seconds
membres par leurs développements respectifs construits à partir du
deuxième sommet, on voit immédiatement que le développement de
notre intégrale, construit à partir du même sommet, est encore inté-
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grale principale relativement au nouveau système. On raisonnera delà
même manière sur ce nouveau système, puis sur un troisième, et ainsi
de suite jusqu'à ce que l'on soit parvenu au sommet final.

II. Considérons un chemin brisé

[WQ, (^)o]=[(^o.7o» • • • ) » (^IpJo» •-)]

[(^)o? (^)i]=[(^7o, •••M^jp - • • ) ]

[(^)o> (^^•^[(.•ro, y^ ...), (^, y/,,, ...)]

[(»)o, (^)^+..i]==[(^ yo. • • • )? (<^+u y^M. • • •)]

\{a^(a'},}=[^y^ ...),(.4,y^ ...) j

satisfaisant à -la double condition : i0 que les coordonnées imaginaires
correspondant aux variables x, y , ... conservent^ pour tous les sommels^
des valeurs fixes x^ jo» • • - ; ^0 y^^» po^r ^a.r sommets consécutifs
quelconques, les différences formées wec les coordonnées imaginaires de
mêmes noms^ parmi celles qui correspondent aux vctriables x\y\ ..., pré-
sentent des modules toujours inférieurs aux constantes positives $a/, S y , ....

Considérons en outre une pseudo-fonction de ;r, y, .. ., a/, y',, ..., cal-
culable suivant le chemin brisé dont il s 9 agit, de telle manière que les g + i
développements successifs auxquels ce dernier conduit admettent tous
comme rayons de convergence les constantes positives c .̂, êy,..., o^s âys ....

Cela étant, si, parvenu en un sommet (fuelconque l"(<^)o» (^Vl» ()n

ordonne par rapport à x — x^ y' — y,^ ... le développement correspon-
dant, et que F on attribue ensuite à x, y, ... des Dateurs particulières
vérifiant les relations

rnod ( x — ,j;o ) < ô^, mou {y — jo ) < ôy, ...,

le chemin brisé
(^M^)/.4-i -. (a^

est praticable pour le développement résultant,

Le seul énoncé de cette proposition subsidiaire suffit presque à en
faire apercevoir l'évidence.
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III. Revenant à notre énoncé général, désignons par

(46) ^x-f yyy ' - • • > ^x'i u;)'?

des constantes positives telles, que, en un point quelconque de l'arc
(A, A/), les pseudo-fonctions définies parles seconds membres de notre
système admet tent comme rayons de convergence les constantes dont
il s'agit (37, I). Désignons ensuite par co une constante positive suffi-
samment pet i te : i° pour que les coefficients de la détermination initiale
admet t en t tous sur l'arc A' le régulateur QJ; 2° pour que, deux points

(cr, T, . . ., o-', -?/, . ..),

(^t ...̂  f,...)

étant arbitrairement choisis sur l'arc (A, A'), les différences formées
avec leurs coordonnées imaginaires semblables présentent des modules
respectivement inférieurs aux constantes (4.6), dès que les différences

o-—^, r — t ..., (7'—g,\ ^—f, • - •

sont toutes n u m é r i q u e m e n t inférieures à co. Cela posé, nous effec-
tuerons notre démonstration en prouvant que l'intégrale particulière
considérée est calculable suivant tout chemin de régulateur co, inscr i t
dans (A, AQ (5) (32).

Désignons en ellet par

(47)

[(^)(h (^Qo] '=• [(lz^ Jo? • • • ) » (^o? Jo? • • • ) ] »

[«), (aQi]-=[(^,yi, ...),(.^yi, -.)]»
[(a)î, (a')â] •= [(.rs, J-â, • . •). (^2» y^ ' • •)]»
. . . . . « . . . . . . . . . . • . • • • - " • • • • " * - * * - - ' - - » ' 5 1

[(/Q^(a/)ÀJ•] = [(•r^ y^ ' - •). (^ y^ • • •)]

les points de l'espace à. 2n dimensions qui correspondent aux sommets
successifs d 'un semblable chemin inscrit. L'intégrale particulière que
nous considérons s 'obtient en ajoutant à l'intégrale principale Pô du
système donné So îa détermination init iale Do. En vertu, de notre
hypothèse, combinée avec l 'observation du n° 38, la pseudo-fonction
définie par Do est calculable suivant le chemin brisé (47)» et tlout

Ânn. de VÈc. .Norrn. 39 Série. Tome VÏ1I. — JUIN 1891. 23
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revient alors i.i faire voir que la pseudo-fonction définie par P() j o u i t de
la même propriété.

En premier lieu, puisque le développement Pô admet les rayons de
convergence communs à tous les seconds membres de So (43, ÎV).,
on pourra, pour lu i comme pour eux, cheminer directement , du
sommet |(^)o,) (^)o| au sommet j (^ ) i , (^)i|- Cela posé, si. dans les
équat ions du système donné 2o on remplace les divers seconds membres
par leurs développements construi ts à pa r t i r des valeurs

•^'i? ,7"i? • • " ? ••^i? y - { y • . • »

le développement de l ' in tégrale Pô, cons t ru i t à partir des mômes
valeurs, véri t ie i d e n t i q u e m e n t le système ainsi f o r m é S,,, Ce déve-
loppement peut d 'a i l leurs se décomposer en deux parties P^I) , ,
Jouan t , à l'égard du système S^ les rôles respectifs d ' intégrale pr inci-
pale et de dé t e rmina t ion i n i t i a l e * Tout revient alors à f a i r e voi r :
1° que l'intégrale principale Pi est calculable su ivan t le chemin brisé

(48)
t:(^.(^h:h
[(̂  (^)2:L

î(.a)^(af)^

2° que les coefficients de la d é t e r m i n a t i o n i n i t i a l e D^ le sont s u i v a n t
le chemin brisé

(49) (^)i (^). .- (^^

Or, à un facteur n u m é r i q u e près, chaque coeff ic ient de Di est la
valeur que prend, pour oû-=.x^ y~:.-.y^ ... (et pour des valeurs
de^.y, ... sufTisainment vois ines de ^,j^ * . . ) l'intégrale Pô ou
que lqu 'une de ses dérivées relatives aux seules variables <r, y , . . . . Au
même fac teur près, ce coefficient peu t donc s'obtenir en développant
PO ou la dérivée, dont 11 s'agit à partir des valeurs

.y«, yo9 -., ^, ,/i, - . . y

ordonnant par rapport aux difïerences a/ -- x^ y< — y\, .. * et faisant
dans le résultent ^ ̂ y ^ y =y^ ..., Cela posé, il résulte de nos hypo-
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thèses que le chemin brisé

[(^)o, (^)o]=[(-^Jo, ...), (^pYo. —)L
[(a)o, (a7)! ] -: [(.yo, jo, . ..), (,̂  r,, . ..)],

[(a)o, (^)J^[(^Jo, ...),(^.J^ • • • ) ] .
• • • " " • * " • • ' • • • • • • * < « • . . . . • . . . . . . . . . . . . . ,

[(a),, (̂ ,.:! = [(^, J,,...), (^ ̂ , ...)],

est praticable pour chacun des développements (entiers en x — ̂ ,
y —y^ .. . , ^'— oc'^ y — y^, ...) figurant dans les seconds membres
diï système donné So, et conduit , pour chacun d'entre eux, à des dé-
veloppements successifs admettant les rayons de convergence (46) ; il
jouit donc des mêmes propriétés par rapport au développement Pô ou
à l 'une quelconque de ses dérivées (I). D'ailleurs, pour deux som-
mets consécutifs quelconques, les différences telles que oc'^^ — .v^
J/(..,H —y^ ... présentent des modules respectivement inférieurs à S^,
o/, .... F ina lement , comme les valeurs part icul ières x^ y^ . . . , sa-
t i s f o n t aux condit ions

mod (^ — .ry ) < ̂ ., rnod Çy, — y, ) < rXp

notre lemme de l ' a l inéa II est applicable et montre que chaque coef-
f ic ient (^4) de Di , obtenu, à l 'aide des opérations décrites ci-dessus,
est calculable su ivant le chemin brisé (49)*

Tout revient alors à prouver que l'intégrale principale P^ est calcu-
lable suivant le chemin brisé (4B). On fera pour cela un raisonnement
analogue à celui que nous venons de faire sur Py, et l'on continuera
ainsi jusqu'à ce que l'on soit parvenu au sommet final du chemin
brisé (4.7)'

46. En désigncint par x, y, ... les n variables indépendantes imagi-
naires (yue nous supposons celte fois ̂ former un groupe unique), si le sys-
tème donné a pour seconds membres de simples développements entiers en
^ — ^^ y — y^ .. ̂  el s il renferme Cjiielque groupe de n équations ayant
respecti^e'men'l pour premiers membres

cï^ u cV^ u
dx71-) dF ' * i ' ï
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tout chemin brisé praticable à la fois pour les divers seconds membres l'est
aussi pour une intégrale particulière quelconque; en outre, chacun des
développements successifs que fournit alors le calcul par cheminement de
l'intégrale considérée admet comme rayons de convergence ceux au ad-
mettent à la fois les développementf! de même ran^ fournis par les divers
seconds membres.

On le voit sans peine en observant que la détermination i n i t i a l e est
ici un simple polynôme en x ^ y , . , . ,


