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SUR LES PRINCIPES

DE LA

THEORIE GENERALE DES FONCTIONS,

Piar M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE’ CAEN.

Depuis un certain nombre d’années, quelques géometres, jugeant
défectueuses les méthodes couramment employées dans I'enseigne-
ment du Caleul infinitésimal, ont essayé de l'asseoir sur une base
nouvelle, et de faire reposer la théorie générale des fonctions sur les pro-
prictés des séries enticres. Nous devons citer au premier rang MM. Weier-
strass et Méray, qui, sans connaitre les travaux l'un de l'autre, s'é-
taient rencontrés dans la méme voie.

M. Weicrstrass n’ayant publié¢ aucun Ouvrage d’ensemble sur la
théorie des fonctions et s’étant borné i la développer dans des lecons
orales, nous ignorons de quelle facon et dans quelles limites 'éminent
géometre pense que I'on doive tirer parti de cette idée. Quant & la
méthode de M. Méray, qui se trouve exposée succinctement, mais
completement, dans un Ouvrage publié en 1872 ('), elle nous a paru,
et de beaucoup, supérieure aux méthodes courantes. Telle qu’elle est
cependant, elle souleve, & notre avis, certaines objections et ne nous
semble pas s’adapter, avec toute la commodité désirable, au but éleveé
poursuivi par son inventeur. Nous signalerons, par exemple, comme
ne conduisant pas toujours & des résultats satisfaisants: 1°la forme
donnée par M. Méray & la proposition concernant la nullité identique

(1) Nouvcau précis d’Analyse infinitcsimale.
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d'une séric entiére ('); 2° P'exclusion absolue de toute considération
de continuité, soit dans la théorie des fonctions proprement dites, 501t
dans celle des expressions calculables par cheminement; 3° 'hypothese
restreinte consistant & supposer, dans tous les cas, que chacune des

n variables imaginaires
& = &'+ L', Yy iy,

d'une fonction quelconque f(x,y, ...) varic, indépendamment des
autres, dans quelque portion ou aire donnée du plan qui sert & sa no-
tation graphique, au lieu de supposer, plus généralement, que le

point
(!, 2", yl, '),//’ )

varie dans quelque portion donnée de Uespace i 22 dimensions; 4° la
considération des sones additionnelles, constamment adjointes aux aires
dont il s’agit (*).

Conduit par une pratique journalivre de Penseignement i adopter,
dans ce qu'elles ont de plus essenticl, les idées de M. Méray, nous
nous sommes cfforcé de remédier aux quelques inconvénients que, a
tort ou & raison, nous avons cru y apercevoir. Puisse 'inventeur de la
méthode nouvelle ne pas nous taxer de présomption, et accueillir avee
indulgence ce modeste (ravail, dont nous serions fier qu’il daignit
accepter la dédicace.

Préliminaires.

L. Nous nous appuicrons plus d’une fois, dans le cours de ce fra-
vail, sur certaines définitions ou propositions contenues dans un Mé-
moire antérieur (*); mais nous nous dispenserons le plus souvent de
les formuler une seconde fois, nous bornant en pareil cas a Uindication
des passages utiles. Les chiffres suivis d’un astérisque renverront le

(1) Nouveaw précis, p. 41.

(%) Ihid., p. 45.

(%) Sur les fonctions continues d'un nombre quelcongque de variables, et sur le principe
Jondamental de la théorie des dquations algcbriques (Annales de UEcole Normale, 8-
tembre 1890).
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lecteur aux divisions du Mémoire dont il s’agit, et les chiffres non sui-
vis d’un astérisque & celles du présent Mémoire.

2. Nous nommerons point a n coordonnées tout systeme de valeurs
particulieres respectivement attribuées aux n variables reelles x, y, . ..,
et espace a n dimensions I’ensemble de tous les points & » coordon-
nées.

La distance des deux points

(1'1;3’1, ), (‘r‘l: .)’2, )
sera, par définition, la racine carrée non négative de la quantité
(#o= 1)+ (ya—y1)*+- . ..

Dans 'espace & n dimensions, on a souvent 4 considérer, d I'exclu-
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont i
certaines conditions, d’une nature absolument quelconque d’ailleurs :
leur ensemble constitue ce qu’on appelle une portion de U’espace a n di-
mensions.

Une portion d’espace est dite lLimitée, lorsque la distance du point
(0, 0, ...) h un point variable de la portion dont il s’agit ne cesse
d’étre inférieure  quelque quantité fixe.

Un point est dit complétement extérieur 4 une portion donnée de
I’espace & n dimensions, lorsque sa distance a un point variable de
cette dernitre ne cesse d’étre supérieure 4 quelque quantité positipe
fixe.

Enfin, une portion d’espace est dite compleéte, lorsque chacun des
points qui n’en font pas partie lui est completement extérieur (').

(1) Par exemple, en désignant par R une constante posilive, et par &g, ¥o, -.. des con-
slantes quelconques, positives, négalives ou nulles, le fragment d’espace défini par la re-
lation

(&= )24 (y —)0)+ ... 2 R2

est ala fois limité et complet. Si T'ont supprime le signe d’égalité qui figure entre les
deux membres, pour ne laisser subsister que le signe d’inégalité, on obtient un fragment
limité, mais incomplet.
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3. Relativement & un groupe

s, &,

d’indéterminées réelles en nombre quelconque p, nous nommerons
intervalle complexe I'ensemble de tous les systemes de valeurs dont les
¢léments s, ¢, . . se trouvent respectivement compris dans p intervalles

simples o o
s a N, 6, oa T,

(ou égaux a quelques-unes des valeurs extrémes de ces intervalles).
(lela posé, si on désigne par

o(sy by o), VA

n fonctions réelles de s, ¢, ..., toutes continues (7°) dans un iméme
intervalle complexe, 'ensemble des n formules

(1) 'y VAGTI RN

ol les divers systemes de valenrs attribuées & s, ¢, ... n’excedent pas
Pintervalle en question, définit ce que nous nommerons un are con-
tinae a p variables, ou, pour abréger, un are a p variables dans I'espace
an dimensions. Si, pour les valeurs considérées de s, ¢, ..., le point
(2, v, ...) défini par les formules (1) demeure constamment dans
quelque portion déterminée de Vespace it 2 dimensions, nous dirons
que arc dont il §’agit se trouve entierement situ¢ dans cette der-
niere.

Nous nommerons point de are, tantol un systeme de valeurs de
$,4, ... compris dans les limites ci-dessus spécifices, tantot le sysieme
des valeurs correspondantes que les formules (1) assignent aux va-
riables 2, y, .... En particulier, si, dans chacun des intervalles
simples ol s, ¢, ... sont respectivement assujetlis i varier, on convient
de considérer 'une des deux valeurs extrémes comme valeur initiale,
et Pautre comme valeur finale, il faudra entendre par extrémitd initiale
(ou finale) de I'arc donuné, tantot le systeme formé par les valeurs ini-
tiales (ou finales) des, ¢, ..., tantot le systeme formé par les valeurs
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correspondantes de , y, .... Mais cette légere confusion de langage
ne donnera lieu par la suite & aucune ambiguité, et, dans chaque cas
particulier, le lecteur apercevra bien facilement ce que nous aurons
voulu dire.

4. Une portion de 'espace 4 n dimensions sera dite continue si, a

deux points
(1 Y1y oo 2)s (2o Yo v n)s

Y étant pris & volonté, on peut assigner quelque arc continu

x=0(s, L ...),
Y ’1:2'/.(.9, L, .. .),

les admettant respectivement comme extrémités initiale et finale, et
entierement situé dans la portion d’espace dont il s’agit (3).

5. Ltant donné¢ dans I'espace & #» dimensions un arc & p variables
§, ¢y ..., si lasuite (limitée)

(2) (Siy by - o)y (Say oy o)y wony (Sgy bgy - 2)

est formée avee des systemes de valeurs n’excédant pas Pintervalle
complexe olt e groupe des variables s, ¢, ... est assujetti 4 se mouvoir,
nous dirons qu'elle constitue un chemin inscrit dans l’arc.

Nous dirons encore que le chemin ci-dessus défini admet comme
régulateur la quantité positive p, si, pour deux systemes consécutifs
quelconques

(Sks Liy + )y (Shwry Lrvrs - -)

de la suite précédente, les différences spy — Skv ey — L --- sONt
toutes numériquement inféricures a p.

Enfin, nous nommerons sommets de notre chemin inscrit, tantot
les systemes de valeurs compris dans la suite (2), tantot les systemes
formés par les valeurs correspondantes de x, y, .. ..

6. Nous nommerons premicr ct secona élément de I'imaginaire
a'+ia" les deux quantités réelles a’, a’.
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Si aux » variables
(3) = A R Yoty

on attribue tous les systémes possibles de valeurs imaginaires, les
systemes de valeurs réelles que prennent alors leurs éléments re-
donnent les divers points de l'espace indéfini & 22 dimensions. 1
arrive d’ailleurs sans cesse que 'on ait & considérer exclusivement,
dans telle ou telle question, les systemes de valeurs des variables (3)
fournis par tel ou tel groupe de conditions subsistant entre leurs
an éléments, ou, ce qui revient au méme, les points situcs dans telle
ou telle portion de I'espace dont il s’agit.

Dans les questions qui comportent la considération de n variables
imaginaires (3), et par suite de U'espace a 22 dimensions, on désigne
un point queleonque de ce dernier, tantdt par ses n coordonnées ima-
ginaires, ¢'est-d-dive par les n valeurs attribuées aux variables (3),
tantot par les 2n valeurs réelles attribuées d leurs éléments.

7. Dans Uecspace a 2n dinensions, a la considération dugquel on cst
conduit par celle des n variables imaginaires @, y, ... (6), (ragons un
arc continu a p variables s, ¢, ... (3), el désignons par

(4) Exs  Eyy
n constantes positives donndées, par
(‘917 LU cen)s (""‘27 27 ces)

deux systémes de valeurs arbitrairement choisis dans Uinterealle complexe
ou le groupe des variables s, (, . .. est assujelli a se mousoir, enfin par

("7’n N AT -)’ ('7*".“ Yo o .)

les systémes de valeurs qui correspondent awx précédents pour les n va-
riables imaginaires x, y, .. ..
Cela posé, on peut assigner une constante positive 3 telle, que les diffé-
rences
Ly Ly Yo~ Vs

présenient des modules respectivement inférieurs aur quantitds (), dés
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que les dyfférences
So— 81y La— Ly,

sont loutes numeriquement inférieures a 3.
Posons en effet

r = 2 y=y'+u,
p e ! S ol — ) .
T== X+ LTy, V1=Y1+ 8
Xy 2+ Ly, Vo= )5+ (),

Ot

. ey

°

.y

et désignons par e la plus petite des quantités (4). Les coordonnées
réelles ', 27, y', y”, ... d’un point variable de 'arc étant des fonc-
tions continues de s, ¢, ... dans I'intervalle complexe considéré, c’est-
a-dire dans un espace évidemment limité et complet (2) par rapport
au groupe de ces indéterminées, on peut (9*) assigner un nombre po-

sitif § tel, que les relations

[
val. num. (z,— ) < —=>

V2

, €
val. num. (z,— z}) < 7:;
2

! ! s
val, num.(y,—y\) < \—/-:a
2
n n E
val. num. (y,—y}) < \—/-—_’
2

et par suite aussi les relations
mod. (z,— ;) < ¢,
mod. (y.— y1) <6,

résultent nécessairement des inégalités

val. num. (s,— s,) <3,
val. num. (£— &) < B3,

8. Supposant connue la théorie des variantes simples, due d M. Méray
(Annales de 'Ecole Normale, novembre 1887), nous avons donné,

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VIII. — Fivaier 18g1.

9
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dans le Mémoire cité plus haut (1), la définition d’une varante com-
plexe (4%). Nous nommerons en particulier variante imaginaire une
quantité imaginaire variable

' .
—— ) ’
v/ll = ne + o ms

dont la valeur dépend d’un indice m, susceptible de prendre toutes les
valeurs entieres et positives.

Dans I'espace indéfini & 2n dimensions, & la considération duquel
on est conduit par celle de » variables imaginaires x, y, ... (6), une
portion donnée sera dite normale, si les n coordonnées imaginaires de
I'un quelconque de ses points peuvent étre considérées comme les
limites respectives de n variantes imaginaires @,,, ¥,, ..., satisfaisant
i la double condition que nous allons énoncer : 1° chacune entre
elles, considérée isolément, differe constamment de sa limite aussitot
que la valeur de son indice surpasse quelque entier convenablement
choisi; 2° si Pon considere le point (@, ., ...) et ceux qui s'en dé-
duisent en y remplacant telles ou telles des variantes @, ¥,. ... par
leurs limites respectives, chacun d’entre eux reste constamment situé
dans I'espace dont il s’agit, aussitot que les indices m, r, ..., tous
indépendants les uns des autres, surpassent respectivement certains
entiers.

9. Les quelques exemples ci-apres suffivont & éclaiveir la définition
du numéro précédent.

I. Silon désigne par Ry, Ry, ... n constantes positives, et par a,,
Yor -~ les = coordonnées imaginaires (6) d’un point fixe, 'espace dé-
fini par les relations simultanées

mod. (z — 2,) < Ry, mod. (y — yo) < Ry,

est normal.
~ [y . ) [t ;. ’ . . .
Effectivement, g, 7, ... désignant les coordonnées imaginaires de
I'un quelconque de ses points, les relations

mod.(z ~ x0) S mod. (& — £) + mod. (% ~ x,),
mod. (¥ — yo) S mod. (¥ —n) -+ mod.(n — v,),
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font voir que le point (. y,...) reste constamment situé dans l'espace
donné, aussitdt que les modules des différences x — &, y — 7, ...
tombent respectivement au-dessous des quantités positives

Ry— mod(§ — zy), R,— mod(n — yo),

Deés lors, il est facile de se convaincre que les variantes
p I 1
(5 .x,,,:g-}—’;, Yr=mn+

satisfont bien & toutes les conditions requises.
II. L’espace défini par les relations simultanées

(6) mod (z — ) Z Ry, mod(y — vo) SRy, cee

ou Ry, Ry, ..., @y, Yo, ... ont la méme signification que ci-dessus (1),
est encore normal.

Effectivement, si pour un point (&, v, ...), pris dans cet espace, les
diverses relations (6) sont toutes vérifiées avec le signe d’inégalité, on
prendra encore pour %,, Y, ... les variantes (5). Si quelques-
unes sont vérifiées avec le signe d’égalité, si I'on a, par exemple,
mod (& — x,) = R,, on remplacera la premiere des variantes (5) par

I
m

(£ — ).

Xy == E_. —

[II. Sil’on pose, comme d’habitude,
x=x'+ (2", y=y'+ iy, ceey

et que 'on désigne par x,, ¥,, ..., R des constantes réelles quel-
conques, la dernitre essentiellement positive, I’espace défini par le
systeme des relations

() [ (@ — @)+ (' Yo+ . <R,
/ ( 1

oY/ — —
Xi= Y =...==0

est normal.
Soient en effet &, v’, ... des valeurs particulieres de 2’ 3/, ... véri-
fiant la premiere relation (7), et @, a,, « les trois points ayant respec-
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tivement pour coordonnées réelles

" i
z'y o, ¥y, oo ...,
’ ’
Zoy Oy Yoy Oy oy
= !
[-35) o, 17, 0O,

En rapprochant la relation a,z < R de la relation aa,=ao + a,«, qui
subsiste entre les distances mutuelles de ces trois points ('), on voit
immédiatement que le point variable « reste constamment situé dans
I’espace donné aussitot que la distance aa reste inférieure & R — «, o,

et par suite aussitot que les valeurs numériques de 2'— £, y'— 7/, ...
R~ ,o , .
tombent toutes au-dessous de ——="="- Il en résulte que les variantes
n
1 1
P E'—}— ! Y n' - et

satisfont encore & toutes les conditions exigées.
IV. Quant & la portion d’espace définie par les relations simultandes

(@ — &)) 24 (' — y)r+. . T R, a0,
ol les mémes notations ont ¢t¢ adoptées que dans exemple I, il
serait facile de voir que tous ses points sans exception ne jouissent
pas de la propriété constatée dans les divers exemples ci-dessus. Par
exemple, si'on suppose égal 2 2 le nombre des variables imaginaires

& - dat Yyl iy,
et que 'on considere les relations
a2yt T R2, &l oy’ o,
il faut, pour obtenir un espace normal, y faire abstraction des quatre

points ot «’ et y' ont les valeurs suivantes :

z'=R, y': 03 z'z=— R, Y'==0; z'=o0, ¥y R; a0, }”4--'5' —R.

(1) Il est facile de prouver on effet que, deans Lespace @ un nombre quelconque de di-
mensions, la distance de dewx points est comprise entre la somme et la différence de leurs
distances & un méme troisicme (et peut parfois atteindre Uune ou U'autre de ces dewr
limites).
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Fonctions olotropes.

10. Les propriétés des séries entieres sur lesquelles il s'agit,
comme nous 'avons expliqué, de faive reposer toute la théorie des
fonctions ('), peuvent s’établir & I'aide des généralités relatives aux
séries quelconques, en y adjoignant au besoin quelques propriétés
¢lémentaires des polynomes entiers, de ceux notamment qui ne dé-
pendent que d’une seule variable. Elles sont suffisamment connues
pour que nous puissions nous dispenser méme de les formuler : il
importe cependant d’insister un peu sur la condition de nullité iden-
tique, au sujet de laquelle nous proposerons I’énoncé suivant :

Soient
(8) S,y o) =Za,,,.. xlyl. ..

la somme d’une série entiere par rapport aux n variables imaginaires x,
la somme d’une s { a ta 1 variabl g

Yy eei Uy Opy oo, NVATIGRLES UMAginaires ayant loutes zero pour li-
mute, et remplissant en outre les deux conditions suivantes : 1° chacune
d’entre elles, considérée tsolément, demeure constamment différente de
zéro, aussitot que la valeur de son indice surpasse quelque entier convena-
blement choisi; 2° la quantité f(u,,, ¢,,...) demeure constamment égale

/i s 9 5

a z€ro, aussilot que les indices m, r, ..., tous z'n(le'pen(lan[s les uns des
aultres, surpassenl rcspecll'velnenl certains entiers.

Cela ctant, la série proposée a tous ses coefficients nuls.

I. Nous supposerons d’abord que le nombre des variables indé-
pendantes se réduise & 1. En désignant par

/(1) Iy - A - ag.’liﬁ -~

la somme de notre série, on sait que le module de f(z) — «, reste
inférieur 4 une quantité positive donnée, aussitol que celui de x
tombe au-dessous de quelque quantité positive convenablement

(1) Nous signalerons comme les plus importantes celles qui sc trouvent formulées aux
pages 32, 36 et 80 du Nowvcau Précis de M. Méray, puis la continuité (14%) et la condi-
tion de nullité identigue.



70 RIQUIER.

choisie. La variante u, étant infiniment petite pour = infini, la va-
riante f(u,) — a, I'est donc aussi, et, comme f(u,) finit par étre
constamment nul, il en résulte @, = o.

Cela étant, si I'on pose

Si(x)=a -4y + ayrt+4.. .,

d’oll
S(x) = fi(=x),

la variante /, («,) — @, est, comme tout a ’heuare, infiniment petite
pour m infini; d’ailleurs, le produit w, f,(w,) == f(u,) finissant par
étre constamment nul, et Ie premier facteur w,, constamment diffé-
rent de zéro, le second facteur /, («,) finit par étre constamment nul,
d’ott Pon déduit encore «, == o,
Posant alors
./'2(.1.') e R S T s I
d’otr
Sr) =2t fy(e),

on démontrera de méme que «, est nul, puis @, et ainsi de suite in-
définiment. .

I1. Il suffit maintenant de faire voir que, sila proposition est exacte
pour une série entiere dépendant de o — 1 variables, elle I'est encore
pour la série (8), dépendant des r vaviables z, y, .... A cet effet,
ordonnons-la par rapport & 2, et mettons-la sous la forme

Ag(yyoos) Ay o) A=Ay, o) 2.,
ol

(9) A0 o)y Ay ) Al o),

désignent des séries entieres dépendant des 2 — ¢ variables y, .

Lin ne considérant les indices m, r, ... qu’a partir de valeurs sufti-
samment grandes, les variantes w,, ¢., ... sont constamment diffé-
rentes de zéro, et la quantité /'(uy, ¢,, . ..) constamment ¢gale a zéro.
Dans ces limites, si 'on attribue aux » — x indices r, ... un systeme
déterminé de valeurs particulitres, I’expression

Ao(wp o) A (0 o Nty By (g )18, 4 L
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s’évanouit quelle que soit la valeur attribuée & =, puisque ce dernier
indice est indépendant des premiers, et 'on a par conséquent (I)

Ag(opy oo ) =A1(¥py .. .) =Ag(¥)y ...)=...=0.

Mais les indices r, ... étant a leur tour indépendants les uns des
autres et les valeurs particulieres que nous venons de leur attribuer
étant arbitraires, il résulte de I'exactitude supposée du théoreme
dans le cas de » — 1 variables que les coefficients des diverses séries
(9) sont tous nuls, et par suite ceux de la proposée (8).

11. De la résulte immédiatement la conséquence suivante :

Sotent f(z,y,...), o(x,y,...) les sommes de deux séries entiéres
par rapport aux n variables imaginaires x, ¥, «..; Uy, Vpy -.., N Va-
riantes imaginaires ayant toules séro pour limite, et remplissant en outre
les deux conditions suivantes : 1° chacune d’entre elles, considerée isole-
ment, demeure constamment différente de zéro, aussitot que la valeur de
son indice surpasse quelque entier convenablement choisi; 2° la dyfférence

Sy €y o o) — (Ui Oy -2 )

demeure constamment égale a =éro, aussitét que les indices m, r, ...,
tous indépendants les uns des autres, surpassent respectivement certains
entiers.

Cela étant, les coefficients des termes semblables dans les deux séries
sont respectivement égaux.

12. Nous pouvons maintenant énoncer la propriété générale qui doit,
a notre avis, servir de base & la théorie des fonctions. Nous en indi-
querons & la suite un certain nombre d'autres, presque toutes emprun-
tées 4 M. Méray, et qui, si I’on suppose connue la théorie des séries
entieres, peuvent se déduire facilement de la propriété dont il s’agit.
Ces indications seront parfois accompagnées de démonstrations, et
nous aurons toujours soin, pour que la comparaison puisse étre facile-
ment établie, de renvoyer le lecteur aux passages correspondants de
I'Ouvrage de M. Méray.

En désignant par x, y, ... des variables imaginaires en nombre
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quelconque, nous dirons qu'une fonction f(x, y, ...), considérée dans
un espace normal (8), y est olotrope ('), si & chaque point (2, y,...)
de I'espace en question on peul faire correspondre quelque groupe de
quantités positives S, &,, ..., et quelque série entiere en 4, £, ...,
jouissant conjointement des propri¢tés suivantes : 1° cette série admet
comme vayons de convergence les quantités o,, o, ...; 2° sa somme a
pourvaleur f(x + h, y + £, ...), tant que les accroissements 2, £, ...
ont des modules respectivement inféricurs a ¢, 2,, ..., et que le point
(2 +h,v +k,...) tombe dans I"espace donné.

Les quantités &,, oy, ... s¢ nommeront alors les olomdéres de la fone-
tion au point (x, y,...).

Une fonction de » variables imaginaires, olotrope dans toute I'¢len-
due de Uespace a 2z dimensions, sera dite indéfiniment olotrope.

Il ne faut jamais perdre de vue que nrotre definition d’ une fonction
olotrope implique essentiellernent la nature normale de Uespace ot on la
considere. Faute de cette restriction, la théorie des fonctions olotropes
pécherait par la base : le lecteur devea done la sous-entendre constam-
ment dans toute la suite du présent paragraphe, alors méme que nous
ne la spécifierions pas d’une inaniere expresse.

I3, Voici quelques exemples tres simples de fonctions olotropes (*).

I. Unefonction entiere est indéfinimentolotrope, etadmet en chaque
point des olometres de grandeur indéfinie.

[I. La fonction

/(11’, Yy ) -

I
N TR

ol @, ¥, .. désignent les coordonnées imaginaires d’'un point fixe,
et p, ¢, ... des entiers positifs, est olotrope dans la portion d’espace
(évidemmentnormale) constituée par’ensemble des points olt aucune
des différences & -—x,, ¥ — y,, ... nes’évanouit, et elle admet comme
olometres au point (x, y, ...) les modules de ces différences.

HI. Lorsqu’une série entitre en @ — x,, ¥ — y,, ... admet quelque
systeme de rayons de convergence (et par suite une infinité ), sa somme

(1) Nouveaw Precis, p. 42 ¢l 43.
(%) 1bid., p. 44 el 45.
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aunevaleur bien déterminée en chaque point ot les différences 2 — ',
Y = Yo» -.. présentent des modules respectivement inféricurs aux
ayons de quelqu’un des systemes; cette somme est done une fonction
de 2, v, ... dans espace (évidemmentnormal) formé par 'ensemble
des points en question.

Gela posé, on prouve facilement : 1° que la somme de notre série
est une fonction olotrope de @, y, ... dans I'espace ainsi défini; 2° qu’en
désignant par «, y, ... les coordonnées imaginaires d’un point quel-
conque de ce dernier, et par R, Ry, ... des rayons de convergence
choisis de manitre & rendre positives les différences

Ry—mod(x —z), R,—mod(y— ),

3

la fonction admet comme olometres en (z, y, ...) les différences dont
il s’agit.

Vi("). Siune fonction [(x, v, ...)est olotrope dans un espace donné,
les coefficients du développement de [ (¢ + A, Y4k o) en une serie
enticre par rapport & b, k, ... sont des fonctions de x, vy, ... olotropes
dans le méme espace, et admettant en chaque point de cet espace les olo-
metres de la proposée.

in premier licu, chacun des coefficients dont parle I'énoncé a une
aleur déterminée en tout point (, y, ...) de espace donné et peut
des lors y étre considéré comme une fonetion des mémes variables in-
dépendantes que la proposée. Désignons, en effet, par (2, y,...) un
point déterminé quelconque de cet espace, par &, £, ... des accroisse-
ments variables attribués aux valeurs initiales z, y, ..., et supposons
qua partir de ces dernieres la valear de la fonction soit exprimable
par un premier développement entier en 4, £, ... avec les olometres
D Sy, ..., puis par un second développement de méme nature avec les
olometres ¢, 2, .... Si I'on nomme alors 37, 27, ... des quantités
positives satisfaisant aux relations

PR ) G
a.’:ga;ry P;;%a;) 9

(Y)Y Nouveau Précis, p. 46.
Ann. de I’ Ee. Normale. 3¢ Sérvie. Tome VIII. — Mars 18g1. 1£¢]
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les deux développements dont il s’agit ont des sommes égales tant que
le point

(ro0) (w~+h,y—+4h,...),

,

sans sortir de ’espace proposé, donne lieu aux inégalités

€

.

wod/l << dl, mod A < a7,

Ils ont done leurs coefficients semblables respectivement égaux,
puisque cet espace est normal (8) (11).

En second lieu, si 'on désigne par /,,.. (2, v, ...) le coelficient de
hrke. .. dans le développement de /(@ -+ /A, y 4 £, ...), Ja quantite

(l l) ./.lh'/q-..(""' -+ /1’ ,)' - /“7 )

est exprimable, dans les mémes limites que cette derniere, & Paide
d'une série en £, £, .... Lffectivement, si le point (10) de Pespace
considérd donne licu anx relations

mod /<< o, modk - ao,, e,

Y N . s N L
olt S, 9y, ... désignent les olometres de la fonetion proposée en
(z,y,...), etsile point

(=t Lo By b= )
du méme espace donne licu aux relations
mod /e -+ mod h' = 0, mod /A -+ mod ' -6y, e

on peuat, apres avoir développe /(A A,y +k-+ £, ...) en une
série entiere par rapport aux sommes A N, k- £, ..., transformer
celle-ci en une série entiere par rapport i toutes les quantités 2, £, ...,
WK, .. Or, dans cette nouvelle sarie ordonnée par vapport & /A7,
&, ..., le coefticient de 2'7£7. .. constitue le développement cherehé
de Texpression (11).

5. Supposons actuellement qu’an lieu d’attribuer i toutes les va-
riables sans distinction des aceroissements i partiv de valeurs ini-
tiales déterminées, on en attribue seulement 4 quelques-unes d’entre
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elles. Partageons a cet effet les variables indépendantes en deux
groupes

Xy .,

Yoo

ct, considérant une fonction f(a, ..., y, ...), olotrope dans un espace
donné, désignons par (x, ..., y,...)un point déterminé de cet espace,
parZ, ... des accroissements attribués & «, ...; supposons enfin que,

désignant des constantes positives, la quantité
S+, ...,v, 000

soit exprimable & P'aide d’une premitre série entiere en 4, ..
que le point

., tant

(12) (x+Ny ooy yyool),
sans sortir de 'espace considéré, donne lieu aux inégalités
modh << 0, el
. 9 . A . N y - ) LY .
puis, qu’elle soit de méme exprimable 4 l'aide d’une deuxieme séric
enticre, tant que le point (r2), sans sortir de I'espace en question,

’

donne lieu aux inégalités analogues

mod /2 << 3,

Si 'on nomme alors ¢, ... des quantités positives satisfaisant aux
relations

8” i. ax "

ey

les deux développements dont il s’agit ont des sommes égales, tant
que le point (12), sans sortir du méme espace, donne lieu aux rela-
tions

modh <oy ...,
et il résulte encore des n** 8 et 11 que les coefficients de leurs termes
semblables sont respectivement égaux.
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En conséquence, le développement unique de la (/uan/z'le'
AT /PN L
peud sobtenir en fuisant k== o, ... duns celui de la quantite
Jr e N e

16. Si Pon désigne par f(a, v, ...) une fonction olotrope dans un
espace donné, le terme indépendant de 7, £ ... dans le développe-
ment de /(v + A, v =k, ...) estoprécisément [Ca, y, ... Les coef-
ficients des premieres puissances de £, £, ... se nomment les deéricces
premicres de [, y, .., prises par rapport @, v, ... respectivement.

En vertu du numéro précedent, le coefticient de la premivre puis-
sance de 4 dans le déeveloppement de fCe -/, v - &, .0) estle méme
que dans celai de fCa /A, v, .o0). Pour obteniv la dérivée premicre
de f(a, y, ...) parrapport v, on peut done opérer comme sia ¢lail
la scule variable, en considérant les autres comme momentanément
réduites i des constantes, ce qui vamene toujours le ealeal d'ane de-
rivee premiere an cas "une seule variable indépendante (7).

Comme les dérivees de f/(a, v, ...) sont olotropes dans Te méme
espace (que o proposée et avee les mémes olométres en chaqgue
point (11), clles ont des dérivées jouissant de cette propriéteés de
maéme, pour celles-ci, leurs propres dérivées, et ainsi de suite indéfi-
niment. Ces dévivees de dervivees sont les dericdes particlles de tous
ordres de [(x, v, ...)(*).

On prouvera facilement :

12 Quane derivée dordre supéricur dépend uniquement des nombres
exprimant combien de fois on a déricé par rapport @ chague variable,
duns quelyue ordre que ces opérations particlles aient pu étre ccdeu-
tées (7))

2° Que la dérivée d ordres partiels Prlfsees de fCr, y, ...) est égale
aw produit qu’on obtient cn mudtiplicel par le fucteur  numcriguae

(V) Nouveaw Pricis, p. 47,
(%) Ihid., p. fy).
(%) Ihid., p. 19 ct 5o.
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1.2...p. . 2...q... le coefficient de h¥ k... dans le développement de
[l by k) ().

17. Toute fonction olotrope est continue (14*).

Cette proposition résulte de la continuité des séries entieres, com-
binée avec la définition du n© 2.

18. Sidans un espace (normal), oitla fonction f(2,y, ...) des n varia-

bles imaginaires

xr=ua + iz’ y=y'+iy,
est supposée olotrope, on considére une portion limitée et compléte B (nor-
male ou non) (2), les olométres de f(z, y, .. .) en un point variable de la
portion dont il s’ agit restent lowours au moins égaux a certaines quan-
lites positives fixes.

1. Sl existe dans la portion B quelque point o Uun au moins des
olométres tombe forcément au-dessous de la constante positive », on peul.
sutvant une lot bien déterminée, assigner dans cette portion un point tel
que Uun au moins des olométres 'y soit forcément < o.

Lespace B, ¢tant limité, se trouve entierement contenu dans quelque
intervalle complexe 3, (3). Divisons en deux parties égales chacun
des 2n intervalles simples

aya X aa X,y aY, i aY,

g 4
de Passociation desquels ce dernier résulte, ordonnons les intervalles
complexes partiels fournis par cette subdivision (6% II), et appe-
lons J, le premicr d’entre eux contenant quelque point de E ol I'un
au moins des olomutres de f(x,y, ...) tombe forcément au-dessous
de @. En opérant sur 'intervalle J, comme nous I'avons fait sur J,,
et ainsi de suite indéfiniment, nous obtiendrons une suceession illi-
mitée d’intervalles complexes

(13) ,371, jz, Cel, ﬁ,,, ey

jouissant de la triple propriété que nous allons ¢noncer :
1° Chacun d’eux fait entierement partie du précédent;

(Y) Nouveau Précis, p. 51.
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2° Celui de rang ¢ est formé d’intervalles simples ayant pour gran-
deurs respectives les valeurs numériques de

N, X'—a, Y=y
1

of-—1 ’

Y=o

0d1 ’ i1 o d—1

Y ey

3¢ Chacun des intervalles (13) contient quelque point de E ol 'un
au moins des olometres tombe foreément au-dessous de w.

Cela posé, nous désignerons par («), la variante complexe (4%)
ayant pour coordonnées réelles les valeurs extrémes minima des 272 in-
tervalles simples dont est formé ,37,,, et nous démontrerons suceessive-
ment les points suivants :

1° La variante complexe (w), tend vers une limite (v), situde dans U un
quelconque des intervalles (13); car Ta distance des deux points (w«),,
(t)g. s, inféricure i

(1) e VOO F O PR (V= 30 (Ve

est infiniment petite pour ¢ infini, et le point (w), , reste compris,
quel que soit r, dans Uespace complet 3, (4%) (5%).

20 Le point (v) fail nécessairement partie de Uespace 1.

Car, dans le cas contraire, intervalle 3,/ contiendrait, en mdéme
temps que (v), quelque point de Pespace dont il s’agit, et la distance
de (v) & un pareil point pourrait ainsi devenir inféricure i la quan-
tité (14), par suite i toute quantité donnée. Or ¢’est la une conelu-
sion absurde, puisque Pespace donné est complet, et que le point (v),
il n’y est pas compris, ne peut lui étre que completement exté-
rieur (2).

3° Les olométres de [(x, v, ...) au point (v) ne peusent ére dla fois
superieurs d .

Supposons, en effet, quils le soient tous, désignons par &, 7, ...
les coordonndes imaginaires du point (u), par R 3.,‘, ... les olombtres
dont il s'agit, et para, y, ... les coordonnées imaginaires d'un point
quelconque commun d Eeti 3,. A partiv A’une valeur de ¢ suffisam-
ment grande, les modules de x — £, y — v, ... tombent au-dessous

‘\
‘

de toute quantité donnée, parce qu'ils sont inférieurs i Iexpres-
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sion (14). Des lors, les olometres de la fonction en , y, ..., au moins
égaux aux différences

dz— mod (x — &), 8,— mod(y —mn),

(13, 1II), deviennent supéricurs & o pour ¢ suffisamment grand, ce
qui est impossible, puisque le point (z, y,...) peut toujours étre
choisi de maniere que I'un au moins des olometres y tombe forcément
au-dessous de cette quantité.

[I. Adoptons pour un instant la conclusion contraire i celle de notre
énoncé général, et admettons que, en désignant par » une quantité
positive de petitesse arbitraire, il existe quelque point de E ou I'un
au moins des olometres tombe forcément au-dessous de w. En dési-

gnant par 7 un entier positif arbitraire, et prenant w = 1711.’ il existe,
apres Palinéa I, quelque variante complexe (4%)
(Ym=(Zwms Ym> - -)
tombant constamment dans ’espace E, et telle que, au point (¢),,, I'un
au moins des olometres de f(a,y,...) soit forcément <—. La va-
m

riante (¢), ne sortant jamais d’un espace limité, une variante
()= (9 ), = (.:l:'("'),‘)/(“’, ),

convenablement extraite de (¢,,), sera convergente (6), et 'un au
moins des olometres de f(x,y,...)y sera forcément inférieur ou au
, I

plus égal & la variante infiniment petite s sa limite (Z, H, ...) sera

. . , . 3 \
d’ailleurs située dans Uespace B (57). Or, si 'on nomme ¢z, g, .
les olombtres de la fonction en (E, H, ...), celle-ci admettra en
(2™, y5...) des olomitres au moins égaux &

O — mod (2 — 2®), dyg— mod(H — ), ...,

¢’est-a-dire h des quantités tendant vers les limites positives ¢z,
Sy ... pour £ infini, et finissant, contrairement i ce qui précede, par
1]

m,.'

4

étre toutes supérieures 4 la variante infiniment petite
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19, Eiant donnés une fonction olotrope dans un espace (normal)
(/1[(’/(?()/2(/[((’, el un arce contlinu lrace dans cet espace, les olomdctres de la
fonction en un point variable de Uare dont ol sagu restent toujours au
moins egaux « certaines quantiles positives fixes.

. £En désignant par

deax groupes de variables réelles en nombres respecticement quelconques,
st les fonctions réelles

(15) VAR A T

cn méme nombre que les variables du premicr groupe, sont toutes conlti-
nues (7% dans un méme espace Vg, ., et st le point obtena par Uassocia-
tion de lewrs valeurs (15) ne sort jamais d'un espace B, odcla fonction
reelle f(z, .. .) jouisse de cette propriéeé, la fonction

U7ty o]
est continue dans Uespace 1, .

soient en effel

($4s 0y - un point fixe de kg, s

Zys o .- les valeurs corvespondantes des fonetions (15);
z un nombre positil’ choisi i volontés

3 un deuxieme nombre positif tel que la différence

SOs, o) = f(5, 000

soit numériquement inféricure iz, toutes les fois que le point (=, ...)
de Pespace I3, satisfait aux relations
val. num. (5 - z,) << 9,

v un dernier nombre positif tel que les différences

'/‘(Sy [7 ‘. ) : "Z(S(lv ln’ . -')9

soient toutes numériquement inféricures i B, des quele point (s, ,...)
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de lespace E, ,, . satisfait aux relations
(16) val. num. (s — 5,) < v, val. num. (¢ —¢,) <y,
Cela posé, on voit immédiatement que la différence
SLZ(s, 60 00 o] —SLZ(S0s oy <+ )y -2 ]

est numériquement inférieure a o, des que le point (s,¢,...) de les-
pace E ,, . satisfait aux inégalités (r0).

II. Sil'on désigne par 72 un entier positif, et que 'on considere la
fonction réelle et positive vs dans I'espace que définit la relation
= Zo, il suffit, pour que la différence de deux valeurs de la fonction
soit numériquement inféricure a «, que la différence des valeurs de =
soit numériquement inférieure i ™.

A plus forte raison cette fonction est-elle continue dans U espace dont il
sagu.

1. Si, dans ( ’('.s'/)(t(:e wndefini relattf au groupe des variables =, ...,
on consideére un are continu dependant du groupe des variables réelles s,
ty «.. (3), la distance du point fixe (z,,...) de cet espace a un point
variable (=, ...) de cet arc est une fonction continue de s, (, ... dans
Uintervalle complexe od ces dernicres quantites sont assujetties ase moupour.

I suftit d’observer que la distance en question se déduit de 'expres-
sion

V(s —50)£+.T_.

en y remplacant les variables z, ... par leurs valeurs tirées des for-
mules qui définissent I’arc, puis de combiner avec la continuité des
fonctions entieres les alinéas I et II du présent numéro.

[V. Comme un intervalle complexe jouit évidemment de la propriété
d’étre limité et complet (2), il résulte en particulier de I'alinéa II :
1° que la distance au point (o, ...) d'un point variable (=, ...) de I'arc
reste constamment inféricure a quelque quantité fixe (10%); 2¢ que
la distance du méme point variable & un point fixe (z,,...) non situé
sur I'arc reste constamment supérieure & quelque quantité positive
tixe (117).

La proposition que nous avons en vue se présente alors comme une
conséquence immédiate de celle du numéro précédent.

Ann. de {’Ec. Normale, 3¢ Sévie. Tome VIII. — Mars 18pr1. 11



82 RIQUIER.
20 (). Soient

f(x,y,...) une fonction olotrope admettant comme olométres les con-
.- . ~ ~N . . . ’
stanies posuines gy Gyy o .- dans unce porton limitée (normale ou non)
de Uespace ot on la considere;

~ N . . R L,
S,y G ... des constantes posilives respecticement inférieares aux preéee-
dentes;
<~ ‘ /[Ill A'fl
19 \ DUl (e 4 e i w
(17) S+ Y0 e (s )1.4...//1 I

le développement de la fonction proposce par la formude de Taylor a

partr des valears indteales x, y, . ..

Cela ctant, on peut assigner une quantilé posiise au-dessous de laquelle
tombe constamment le module dw développement (17, pour tous les sys-
témes de valears de x, v, ... correspondant awr divers points de la por-
tion limitée dont il s'agit, et pour toutes les valears de b, k, ... demodules

. . . ’ N N
respectieernend e [éricurs ou cgawr @ s, 0',., coes

21 (*). S du developpement (17) on extrail une sérwe partielle eny
prenant tels termes qu’on voudra, et les diccsant par tel mondme entior
enhy ky oo, hPE. L qdlds pourraient avoir comine facteur comumun, la
somme des modules reste, dans les limites ci-dessus specifices (20, con-
stamment inféricure a quelque quantite posiice fixe.

22 (*). Sovient [(x,y, ...) une fonction olotrope admettant les olo-
INCLres 5, o vy oo dans une portion détermince de U espace ot on la const-
dire, et 3\, ., ... des quantilés positives respectivement inféricures
cewx-ce : st pour tous les systémnes de valewrs de v, y, ... correspondant
wwx divers points de la portion dont i s'agdd, et pour toules les valeurs de
hy ey ... de modudes infericurs ou égawx a 3;,, 3',., v ooy le developpement
par la formule de Taylor de [(x+h, v +k, ... ) conserve un module
constamment tnféricur a la quantité positice M, la déricée d’ ordres par-

(1) Nowveaw Précis, p. 57 el 38,
(2) Ihid., p. 65.
(%) Ihid., p. 86.
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tels p, q, ...de f(x, y,...)conserve, dans toute l'étendue de la portion
considérce, un module constamment inférieur &

1.a...p1.2...q

'\/Il \I(/
o'l dy

23 ('). Lorsque deux fonctions, olotropes dans un méme espace, y sont
tdentiquement égales, leurs dérivées semblables le sont ausst.

Inversement, dewx fonctions, olotropes dans un méme espace con-
tinu (4), y sont identiquement égales, si, en quelque point de cet espace,
les valeurs de U'une d’entre elles et de ses diverses dérivées sont respective-
ment égales a celles de I'autre et de ses dérivées semblables.

/

24. Sotent f(x,y, ...) une fonction olotrope dans un espace continu,

el
Ly Loy ey Ty ey
)'17 3’2’ L] ,)’1'9 LR ]
ceey  aeay feey  meey PR

des suites tllimitées dans chacune desquelles les termes sont tous inégaux.
Si, a partir de valeurs suffisamment grandes de m, r, ..., le point
(s Vry - - ) 8L constamment situé dans quelgue portion limitée et com-
pléte (2) de Uespace dont il s'agit, et qu'en méme lemps la quantité
S (X, ¥py - o) sOULCORStaAmment égale a =éro, la fonction f(x, y,...) est
wdentiquement nulle dans ['espace donne.

25. Soient

T, Y, e
,

!
X, Yo

nvariables imaginaires partagées en deux groupes; E, E’ certaines por-
tions des deux espaces indéfinis qui correspondent respectivement &
ces deux groupes de variables, et

(18) (E, E)

la portion de 'espace indéfini & 2~ dimensions qui résulte de la con-
sidération simultanée des précédentes. Il est extrémement facile de se

(1Y Nowveau Precis, p. 61, 62 el 63.
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’

convainere : 1° que si chacun des espaces E, I est normal, 'un par
rapport au groupe &, y, ..., lautre par rapport au groupe &', 'y .-
I’espace (E,E’) jouit de cette propri¢té par rapport a l’(_ensmnl)l(') de
toutes les variables; 2° que si chacun des espaces E, I est continu,
Pespace (E, E') ne peut manquer de I'élre aussi.

Cela posé :

Si Uespace (18) est composé avec dewx espaces normaur, ol st la fonc-
ton f(x,y, ..., 2",y ...), olotrope dans [ espace en question, v est in-
dépendante des valeurs allribuces aux variables x, v, ..., loule derivee
intéressant quelyiune de ces dernicres (agec ow sans les variables ',
Y. ) 8’y annule identiquement.

Inversement, en supposant U espace (le’) composé avee dewx espaces
normaux el continus, la fonction f(x,v,... 2", ¥, ...), olotrope dans
Uespace en question, y est indépendante des valeurs attribuces anx varia-
bles x, y, ..., lorsque ses dérivées du premier ordre relatives i ces variables
s’y annulent toutes identiguement ().

26. Nous avons vu & Palinéa HT du n 13 qu’une série enticre en
x — Xy, ¥ — Yor - (admettant quelque systeme de rayons de conver-
gence) définit une fonetion olotrope de x, y, ... dans Pespace formé
par 'ensemble des points intéricurs i divers systemes de circonférences
respectivement décrites de @y, y,, ... comme centres.

Réciproquement (*), ltoute fonction olotrope dans un pared espace y
est exprimable a Uaide d’ un seal et méme deéecloppement entier en x — x,,
Y = Yor ooes qui coincide, naturellement, acec celud de Taylor, effectué a
partir des valeurs initiales x,, y,. .. ..

En particulier, st une fonction [(wx,y,...) est indéfiniment olo-
trope (12), le développement de f(xy~+ h, y,+ k, ...) est applicable
quels que soient et les valeurs indtiales x,, y,, ... et les aceroisse-
ments h, k, ....

27 (). On appelle composition des fonctions I'opération qui con-

(1) En supposant que le nombre do variables imaginaires du groupe ', y', ... s¢ r6-
duise A zéro, on retombe sur une proposition énoneée 4 la page 63 du Nouveau Précis.

(*) Nouveaw Précis, p. 87 & 91.

(3) Thid., p. 98 ot suiv.
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siste & substituer aux variables «, o, ... d’une fonction donnée f(u, ¢, ...)
autant de fonctions données

(19) UCe,p, .., V(x,y,...),

d’autres variables a, y, ..., ce qui engendre évidemment une nouvelle
fonction de ces dernieres,

F(e,y, .. )=f[U(x, 5, ...) V(x,y, ...), ...].
Relativement & cette opération, les fonctions (19) sont dites simples.
J(u,0,...) se nomme la foncetion composante, et F(x,y,...) la fonc-
tion composée.

Cela posé, si les fonctions simples (1) sont toutes olotropes dans un
espace B, 5 st la composante [(u, v, ...) jowit de la méme propricié
dans un espace B, . ; st enfin les valeurs des fonctions simples en chague
point du premier sont les coordonndes imaginaires de quelque point du
second, la fonction composée ¥(x,y, ...) est certainement olotrope dans
le premier espace.

En outre, le développement de la fonction composée & partiv du
point initial (x,,y,. ...), arbitrairement choisi dans E, ., peut s’ob-
tenir en combinant e développement de la composante, effectué i
partiv des valeurs correspondantes «,, v,, ... des fonctions simples,
avec ceux de

U(x, y, o) —ty, V(2,0 -0) — 00 ey
ellectués a partir de @, y,, ... : il suffit de remplacer respectivement
par les derniers développements les différences

U — ly, & — ¢y

qui figurent dans chaque terme du premier, d’appliquer a chaque
résultat la régle de multiplication des séries, de former, sans omis-
sion ni répétition, une série procédant suivant les termes élémen-
taires des séries particlles ainsi obtenues ct d’opérer finalement la
réduction des termes semblables en . — 2, y — ¥4, - ..

28 ('). Désignons par
(20) Sl @y, o) Sol@yys o)y e ey, i),

(1) Nouveaw Pricis, p. 109 ¢l 170.
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des fonctions loutes olotropes dans un méme espace, el supposens que, pour
chaque pont particulier (x,,y,,...) de Uespace en question, on puisse
* N ’ v N N . \
assigner : 1° un systéme d’olométres o,, oy, ... commun en ce pounl d
towdes les fonctions de la suite (20), mais variable d’ un point 'l ‘aulre;
2® un groupe de quantités positives
a.(r < 6.1’1 6/y < a)‘v
el une série concergenle & lermes positifs
MMy My a ol s,
variables encore d'un point & Uautre, et tels que les développements par
“la formude de Taylor des quantités
J1 Gy fy yot= Ky ool),
/’2 ("7'u -+ /’7 J’O “+ /"7 L )’

conservent des modules respectivement inféricurs @ My, My, ..., My,
pour toutes valeurs de b, &, ... de modules respecticement inféricurs ou
r LN “~

Cgaur A g, G .

Celu étant, la somme de la seérie
L T R B A N O Y /71 (7% LA I ERN

absolument congergente dans toute Uétendue de Uespace donné, v est en
outre une fonction olotrope de x, vy, ..., et les olométres de cette dernicre
er (Tys Yoy o) SORL QU MOINS EGAUT A 5y By oo

Cette somme f/(x, v, ...) se différentic ’ailleurs terme & terme,
comme s'il s"agissait d’'une série entivre ou d’un simple polyndme.

Enfin, pour obteniv le développement, & partiv des valeurs particu-
lieres 2y, vy, ..., soit de la fonction f(2, y,...), soit de quelqu’unc
de ses dérivées, il suffit de considérer la série ayant pour (ermes les
développements correspondants soit des fonctions (20), soit de leurs
dérivées semblables, de Ta transformer en une autre (absolument con-
vergente) procédant suivant les termes élémentaires des séries par-
tielles, et d’opérer dans la série résultante la réduction des termes
semblables en @ - a4, ¥ — y,, ...

(A suivre.)



