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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

MEMOIRE

«SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE,

Psr M. Pavr PAINLEVE ('),

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

INTRODUCTION.

Les théoremes bien connus de MM. Briot et Bouquet permettent
d’étudier, dans le voisinage d’un point z,, les intégrales d’'une équa-
tion différentielle du premier ordre

y'=r(zy)

qui deviennent égales & y, pour x =x,. Si f(x, y) est holomorphe
dans le voisinage de x,, y,, il existe une seule intégrale satisfaisant a
la condition y(«,) = y,, et on sait la développer en série de Taylor.
Quand les valeurs (x,,y,) forment un couple de valeurs singulieres
de f(x, y), on sait encore discuter, dans le voisinage de z,, la forme
des intégrales, qui peuvent étre alors en nombre infini. MM. E. Picard
et H. Poincaré ont méme indiqué des développements en séries de ces
intégrales dans le voisinage de «,.

(1) Mémoire couronné par '’Académie des Sciences (grand prix des Sciences mathéma-
tiques, 189o).
dnn. de I’Ec. Norm. 3° Série. Tome VIII. — Jaxvier 1891. 2



10 P. PAINLEVE.

Mais qu’arrive-t-il lorsqu’on fait varier & d’une facon quelconque
dans le plan des z et qu’on suit les variations correspondantes d'une
intégrale particuliere y? La fonction y est-elle indéterminée en cer-
tains points @, ? acquiert-elle un nombre limité ou illimité de valeurs?
(Vest 12 une question & laquclle ne répondent pas les théortmes que
nous venons de rappeler.

Dans le cas particulier ott & ne figure pas explicitement dans équa-
tion

F(y,y')=o,
supposée algébrique en y, y', MM. Briot et Bouquet ont résolu le pro-
bleme suivant : ’

Reconnaitre si Uintégrale générale de U équation est une fonction de v
qui n’admet dans le plan qu'un nombre donné n de détermenations.

Ce probleme, devenu classique, a ¢(é le point de départ d'un tris
grand nombre de travaux.

Mais, quand 2 figure explicitement dans I"équation
(1) Fly, ¥, (x)]=o,
algébrique en y, y/, la question analogue apparait comme beaucoup
plus compliquée, et elle était demeurée intacte jusque dans ces der-
nieres années.

C’est M. Fuchs (') qui, le premier, a cherché les conditions pour
que 'intégrale d’une équation (1) soit uniforme. Il s’est méme placé i
un point de vue plus général que je vais indiquer.

Quand on considere les intégrales d'une équation différenticlle
d’ordre quelconque, parmi les points critiques x; de ces intégrales
(J’entends les points ot plusieurs valeurs de y se permutent), il en
est qui varient avec les constantes d’intégration et que j'appelle poins
critigues mobiles ; d’autres, au contraire, qui restent fixes. Ces deux es-
peces de points jouent un role trés différent, comme la suite de ce Mé-
moire le montrera.

M. Fuchs a indiqué les conditions nécessaires et suffisantes pour
que Uintégrale de (1) n’ait que des points critiques fixes 2. Ces con-

(1) Fucus, Sitzungsberichte der dcademic der Wissenschaften su Berlin, juin 1884,
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ditions une fois remplies, si 'on veut que 'intégrale générale soit uni-
forme, il reste & exprimer que ces points a;, qui sont connus, ne sont
pas des points critiques des intégrales.

M. H. Poincaré ('), reprenant la question, est arrivé & ces conclu-
sions inattendues :

Quand les points critiques de 'équation (1) sont fixes, celle dquation
siniégre algdbriqucmenl, ow par une quadrature, ow se raméne a une
dquation de Riccati.

Les trois cas se distinguent de la maniere suivante. Donnons a @
une valeur quelconque dans I’équation (1). Cette équation, algébrique
et irréductible en y, ¥/,

F ‘:)’: .7,7 (1)] =0,

a un certain genre p qui ne varie pas avec x. C’est ce nombre p que
nous appelons, par définition, genre de Uéquation différenticlle. Si p est
plus grand que 1, les équations de M. Fuchs s’integrent algébrique-
ment; si p =1, clles s’integrent par quadrature; si p est nul, elles se
amenent & une ¢quation de Riceali.

La raison de ce fait est qu’il existe alors, entre les valeurs (v, v) et
(vo,y,) de Uintégrale et de sa dérivée aux points @ et x,, une corres-
pondance birationnelle qui transforme 'une dans Pautre des deux
courbes algébriques

FLy, ¥ ()] = o, F{ye Yo (2)] = 0.

Plus récemment, M. Picard (%) s’est servi d’un théortme analogue
pour intégrer des classes treés étendues d’équations dordre supé-
rieur.

Je me propose de généraliser dans ce travail, 4 la fois la question
résolue par M. Poincaré et la méthode qui I'a conduit & cette solu-
tion.

Joignons dans le plan des 2 par des coupures L tous les points cri-
tiques fixes a; des intégrales de (1), en choisissant ces coupures de

(1) H. PorNcaRRE, Sur un théoréme de M. Fuchs ( Acta mathematiea, 1. V).
(%) E. Proarn, Théorie des fonctions algébriques de deux variables (Journal de Mathé-
matiques, 1889).
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telle fagon que le point x, assujetti & ne pas les franchir, puisse
atteindre un point quelconque du plan, mais ne décrive jamais un
contour fermé autour d’un ou plusieurs points ;.

Soit alors y, la valeur en «, d’unc intégrale parvticulivre y(a); fai-
sons varier z (sans franchir les coupures L) et suivons les variations
correspondantes de y, en partant de @, avec la valeur y, de y.

Il peut arriver, dans ces conditions, que y acquitre un nombre
limité ou illimité de valeurs en un méme point .. Si ¢’est le premier
cas qui se trouve réalisé¢ (quel que soit y,), nous convenons de dire
que Uintégrale générale de (1) ne prend que n valeurs autour des points
critiques mobiles.

Deux problemes se posent maintenant d’cux-mémes :

10 Etudier les proprictés de Uintégrale de (v) quand clle est supposée
de cette nature;

2 Reconnalitre si l'intégrale d’une équation donnée (1) ne prend qu’un
nombre limité de valeurs autour des points critiques mobiles.

Ce sont ces deux probléemes dont nous nous occupons ici. Il est in-
dispensable, pour les traiter, de s’appuyer sur certaines propriétés
caractéristiques des équations du premier ovdre, qui demandent a étre
~démontrées rigourcusement. Ces propriétés se résument ainsi :

. Une intégrale y(x) d’une équation (1) ne sauratt degenir indéter-
minée qu’en certains poinls particuliers £ du plan des @, facies a deter-
maner sur I’ équation dyfférenticlle.

Il. Ces points &; mis & part, une intégrale qui ne prend dans le voisi-

nage de la ligne \ (d’un coté de cetie ligne) que n valeurs ne peut
admeltre cette ligne '\ pour ligne singulicre.

HI. Quand Uintégrale générale d’une éguation (1) ne prend que n va-
leurs autour des points critiques mobiles, il existe entre yix)ety,(a,)
une relation algébrigue - -

q"[% Yor (~7’), (.1,‘(,‘)] O

Cetle relation est de degré mn par rapport @ v et &y, respectivement, si
m déstgne le degrc en y' de [ équation (1).

.. - ’
Ces propositions restent vraies quand on admet seulement que ¥ est
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une fonction analytique de y & m déterminations, y'= f(z,y), qui,
pour toute valear de «, n’admet pas dans le plan des y de ligne singu-
liere. La proposition III nous montre alors que, si I'intégrale de I’équa-
tion est de I'espece étudiée, y’ est nécessairement une fonetion algé-
brique de y. Nous nous bornerons donc & considérer dans ce Mémoire
des équations de la forme

F[.}’?}/I: (z)] = o,

algébriques et irréductibles en y, y’, dont les coefficients dépendent
de 2 d’une facon quelconque.

Le théoreme III, qui est fondamental, est évident quand on suppose
que l'intégrale y est une fonction algébrique de a5 si, en effet, I'inté-
grale de (1) se laisse définir par une relation algébrique

G(y,ax)=o,

d’un certain degré en y et 2, en exprimant qu’il en est ainsi, on forme
un certain nombre de relations algébriques entre les coefficients de G.
Ces coefticients dépendent done algébriquement d'un d’entre enx, par
suite de y,. Cette remarque s’applique aussi bien aux équations diffé-
renticlles d’ordre supérieur.

Mais, ce cas particulier excepté, les propriétés que nous venons
d’énumérer exigent une démonstration, en dépit de leur apparente
évidence qui les a fait parfois étendre aux équations d’ordre supérieur
pour lesquelles clles ne subsistent & aucun titre. L’intégrale géncérale
des équations du second ordre ou du troisieme ordre les plus simples,
quand elle est uniforme ou & ~ valeurs, peut présenter des points sin-
guliers essentiels ou des lignes singulieres, variables avee la constante
d’intégration, et qu’aucune particularité de I'équation différenticlle ne
met en évidence. Cette intégrale n’est pas nécessairement une fonction
algébrique des constantes y,, ¥,, ¥, ...; ces constantes y peuvent
figurer d’une facon transcendante (*).

Une fois admises pour les équations du premier ordre

(1) Flv,y,(z)]=o

(1) Voir a ce sujet l¢ Mémoire déja cité de M. E. Picard.
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ces propositions générales, il est aisé¢ de donner a I'intégrale de (1)
plusieurs formes intéressantes. Tout @’abord, on peut I’écrire

(2) Yy | [.yu’ y,l)y ("”0)7 (‘T)].)/u_l Ak RO[.}’O? .}’loa (‘1"0)’ (‘7)' =0,

les R désignant des fonctions rationnelles de y,, ¥, gqui dépendent
(3] . Yor Yo I
de z d’une fagon quelconque. Il est clair qu’on a aussi

(3)  yi+Racil0n 0y (@), ()i P Raly, s (), ()| = 0,

et ceci nous montre que Uintégrale de (1) se laisse définir par I'équa-
tion
o ) 8 ! 1
Rily, ', (%), (w0)] == Ri[ y0, yo, (2o)y ()] G

¢’est-4-dire par une équation telle que

(4) ply,y's (2)] == const. =y,
e désignant une fonction rationnelle de y, ¥/, et y' la fonction de (v, x)
que détermine I'équation ().

Plus généralement, intégrale vérifie une infinité de relations de [a
forme

(3) Ry, (2)] = A, 0),

ol A est une fonction de & dont les points critiques sont indépendants
de la constante C. Nous donnons aux constantes vy le nom de constantes
intégrales, aux fonctions A le nom de fonctions intégrales. Deux con-
stantes intégrales y, v, sont liées par une relation algébrique

8 (7> 71) = o.
Deux fonctions intégrales A, A, sont liées par une relation

H[A, Ay, (2)] =o,

algébrique en A, A,. Nous montrons qu’on peut toujours choisir deux
fonctions (ou, si I'on veut, deux constantes) intégrales

r=a, ry==dy,
liées par I'équation
hir,ry,(z)] =o,
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de telle facon que toute autre fonction intégrale R = A s’exprime
rationnellement 3 1’aide de », r,,
R=o[r, r, (x)], A=ola,a, (x)]
Cette relation 2 = o, dont les modules sont indépendants de x, n’est
déterminée qu’a une transformation birationnelle prés; nous I'appe-
lons relation entre les fonctions (ou constantes) intégrales.
Par exemple, il suffit de prendre pour r et r, les deux constantes

intégrales

p=a(@0) Ry, 2, (2), (20)] -+ Dt (@0) Raca [ s (2), ()]
et
&= 2 M) T 1y, (@) (o)) + I Ry, o, (), ()

liées par la relation
/’[ ’("())J = 0,

olt ¢, est une constante quelconque, soit zéro.

On peut aussi bien prendre pour r et r, les deux fonctions inté-
grales
rly,y s (@) =r'(z, C), 'y, y,(2)]=r"(z0C),

définies par les égalités

TE=N A |
= 2# 2i(z) Ri[yo 7o (w0), ()], r=rLy,y, (x), (x)],
L]
dr? dR; ay
= e 2‘ i(‘”) LVO’J’0:(1'0): Z ]""i“"n [0 Yo (20), (2 )],
=1

r'=ro Ly, o (2), (2)];

la fonction 7°(a), ou la fonction r (quand on y remplace y par une
intégrale de (1), vérific I’équation

dr® c dr -
/z[ , d’, ’ (a)] ou h [r, éé, (x)J =0,

équation dilférenticlle en » dont les points critiques sont fixes. (Dans
ces égalités, les A; sont des fonctions de x, ou de & qu’on laisse quel-
conques. )
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De ce qui précede résulte encore ce théoreme que Uintégrale de
I’équation (1) vérifie une relation
(6) GLy, v, (z)]=o0
de degré m en vy : dans cette ¢galité, y désigne une constante ou, si
I’on veut, une fonction de 2 et d’une constante dont les points cri-
tiques sont fixes dans le plan des .

Quand le genre @ de la relation £ = o est nul, les fonctions et con-
stantes intégrales s’expriment rationnellement & 'aide d'une d’entre
elles; il existe alors des relations

(6) Gly, 7, (2)]=o,
de degrém en vy, et de degré n en y; v est une constante, ou, si I'on
veut, une fonction de @ qui satisfait & une équation de Riceati arbi-
traire
y== My Ny -+ .

Autrement dit, U'intégrale y peut s’¢erire
(7) YRy [C, ()] - R [C, ()] =20,
C désignant une constante, et les R; des fractions rationnelles en ¢ de
degré m.

Quand o =1, U'intégrale est de fa forme

gy (77l @)yt € )]

(& désignant un certain nombre), et il existe des relations

GL}/, V2 <.I,‘)] 5O,
de degré m en vy, de degré 2n eny, olt ¥ représente une fonetion de z
qui vérifie la relation

L =N (=78 (1 = By 5

dar ™

dans cette derniere égalité, N(a) peut étre choisi arbitrairement. Si
Ion faitN=o, vy =C.

Ces théoremes sont connus depuis longtemps dans bien des cas
particuliers. M. Fuchs, par exemple, a montré par une autre méthode
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que Uintégrale de (1), quand elle est algébrigue, peut se mettre sous
la forme
ply o' ()] =7

De méme, quand la variable 2 ne figure pas explicitement dans (1),

la forme de I'intégrale
"+ R(n—i)[.}’ﬂ’ y/o» (z)] A S o RO[}/O’ .}/,(n ()] =0
=yt Ry (2 + C)ymri—+. ..+ Ry (2 + C)

correspond au théoreme d’addition des fonctions simplement ou dou-
blement périodiques.

Quand l'équation a ses points critiques fixes, 'équation (2) se

réduit i 4 .
Y =R Yo ¥y (@), (2)],

. \ -~ AR, 4, .
ct la relation 2 = o, ot l'on fait r =R, r’= —=~, & U'équation (1). On

retrouve ainsi le résultat qui est le point de départ de la méthode de
M. Poincaré, a savoir que les équations

dIR , ; . ,
:}/,m 2 [-7’0’ Yo (‘7’.0)1 (’Z’)_Ir Yy == “U’o Yo (‘”0)! ("l")J

T dx
définissent une correspondance birationnelle entre les deux courbes

Fly, s (2)] =0, F{yo ¥or (20)] = 0.
Dans le cas le plus général, les égalités
YEP[}” }",(-Z')], '}’1::()1[_}/7 yla (J’)‘
définissent une correspondance rationnelle entre la courbe

Fly, v (2)]=o0
ot la courbe
h{y, y1) =o,
(ue représente la relation entre les constantes intégrales.
Remarquons de méme que, si @ = o, il existe une correspondance
birationnelle entre la courbe

(1) Fly, vy, (z)]=o
et les courbes
(6) G[y,y,(z)]=o0,

Adnn. de UEe. Normale. 3° Série. Tome VI — Jaxvier 18gr.
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correspondance que définissent les égalités

y =pely, ¥ ()],

, t[oG 06
P06 0y T ox |
dy

avec la relation
7= Myt Ny + P

Dans tous les autres cas, il existe entre (1) et (6) une correspon-
dance rationnelle, qui est seulement birationnelle quand v est une
constan(e.

On voit comment les transformations rationnelles des courbes algé-
briques s’introduisent d’elles-mémes dans 'étude qui nous occupe.
Leurs propriétés doivent jouer dans ce qui va suivre un role essentiel,
et ¢’est au développement de ces propriétés qu'est consacré le second
Chapitre de ce Mémoire.

Les résultats que nous obtenons peuvent se résumer ainsi :

Soient

(oc) f(‘y,z}t‘:_ 0,
(8 F(y,s)=—o

les équations de deux courbes de degré m et m, respectivement, et

\ ‘)/:::(P(.yi’:l)»

(7) | 5 V(1 51)

deux fonctions rationnelles de (y,, 5,) qui permettent de passer de (o)
a1 (B)

Si le genre p de (&) est nul, on peut toujours passer de (o) a () par
une infinité de substitutions () qui dépendent d’une fonction ration-
nelle arbitraire du point analytique (y,, z,) de (§).

Quand p =71, on ne peut en géneral passer rationnellement de (o)
a (B). Pour qu'il en soit ainsi, il faut qu’une intégrale abélienne de
premicre espéce de la courbe () se raméne aux intégrales clliptiques de
module égal au module de (a). Une telle transformation, quand clle
existe, depend toujours d’une constante et aw moins d’un entier arbi-
traires, mais ne dépend jamais d'un second parameétre continu.



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 19

Quand p est plus grand que 1, il n’existe qu’'un nombre fini de substi-
tutions (y) transformant (a) en (B), et toutes ces substitutions se cal-
culent algébriguement.

Ces théoremes se laissent démontrer par des procédés analogues &
ceux qu’'emploient MM. E. Picard et H. Poincaré dans I'étude des
transformations birationnelles des courbes et des surfaces. Le point
fondamental de ces raisonnements, c’est que la transformation (v) fait
correspondre aux courbes adjointes de degré (m — 3) de (o) certaines
des courbes adjointes de degré (m, — 3) de (f).

Il résulte de ce simple fait que le genre p de (o) est au plus égal au
genre p, de (). Quand la substitution (v) est birationnelle, on sait
que p = p,; nous montrons que la réciproque est vraie quand p est plus
grand que 1. Ce'théoreme a déja été établi par H. Weber & I'aide d’au-
tres considérations (').

Plus généralement, si p désigne U'ordre de la transformation, ¢’est-
a-dire le nombre des points de (8) qui correspondent & un point de
(o), ona

Enfin, si la courbe (§) est d’espece hyperelliptique, il en est de
méme de la courbe (o).

Ces propositions supposent les deux courbes (o) et (§) données. Mais
la question qui nous intéresse surtout consiste & déterminer toutes les
courbes (o) distinctes qui correspondent rationnellement & une courbe ()
donnée. Jentends par courbes distinctes deux courbes qui n’ont pas les
mémes modules, et par suite ne se correspondent pas birationnellement.
En nous servant de I'équation de degré (p~+1) 4 laquelle Clebsch
ramene toute courbe de genre p, nous montrons qu’on peut calculer
algébriquement un type de toutes les classes de courbes (de genre p >1)
qui se transforment rationnellement, d’apres les formules (v), en la
courbe () donnée. Ces types (ou ces classes) sont en nombre limité. Les
courbes (), qui correspondent & la courbe () donnée, ne sauraient
dépendre de modules arbitraires.

(1) M. WEBER, Zur Transformation der algebraischen Iunctionen (Journal de Crelle,
t. 76).
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La question de reconnaitre si la courbe (B) est la transformee ration-
nelle d’une courbe de genre 1 vevient i déterminer s¢ une intégrale abe-
lienne de premicre espéce atlachée a la courbe (§) n’a que deux périodes.

L’application de ces théortmes & I'étude des équations différen-
tielles est immédiate. Soit
(1) Fly,y, (z)]==0
une équation dont Uintégrale prend n valeurs autour des points cri-
tiques mobiles.

1l existe alors, avons-nous dit, une correspondance rationnelle entre
la courbe (1) et une certaine courbe

n((:, (:1) =)

que définit la relation entre les constantes intégrales, el cetle corres-
pondance ' »

c =R [y, (2)],

o= Ri[ gy s (2)]

détermine U'intégrale générale de (1).

Nous sommes en état de décider 8'il existe une telle courbe H de
genre  supérieur ¢ 1. De L ce théoreme :

On sait reconnaitre algébriguement s¢ Uintégrale de Uéquation (1)
donnée ne prend qu’un nombre fini de valeurs autour des points eritiques
mobiles, la valeur correspondante de o étant supposée plus grande que .
S'il en est ainsi, Uintégrale s obtient elle-méme algébriguement.

On doit avoir, dans ce cas,

si p est le genre de I'équation (r). Ceci nous montre que, pour une
équation (1) de degré donné en y et y’, le nombre 2 ne peut dépasser
une certaine limite quand o est supéricur i 1.

Traitons maintenant la méme question en supposant o == 1.

Il existe alors une intégrale abélienne de premiere espece de la
courhe (1)

iep o .

=1
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qui satisfait, si y(z) est une intégrale quelconque de (1), & I'égalité
Iy, s ()] =h(z)+C
(C est une constante), ou encore a 1’égalité

dJ
— = k(x).

dz ()
Si 'on exprime que cette derniere relation est équivalente & I'équa-
tion (1), on forme un certain nombre de relations linéaires et homo-

X Y . ;

genes par rapport aux 4;, ——- Quand ces relations sont compatibles,
tous les A; sont donnés le plus souvent par une quadrature logarith-
mique. Il peut arriver toutefois que leur détermination dépende d’une
dquation dyferentielle linéaire et homogéne d’ordre p—1 aw plus. Les A
une fous calcules, I’ équation s'intégre par une quadrature

V= [k(z)dz+C.

Un cas important, ott les A; se déterminent algébriquement, est celui
ol Ies modules de Péquation (1) ne dépendent pas de .

Ajoutons que, les conditions précédentes se trouvant réalisées, I'in-
tégrale de (r) n’est pas nécessairement de la forme voulue. Il faut, de
plus, que 'une des intégrales J ainsi trouvées n’ait que deux pé-
riodes. Quand o =1, le nombre » peut dépasser toute limite, pour un
degré donné de I’équation (1) en y, y'.

Le nombre @ ne saurait étre supérieur a p. Il convient de remarquer
que, stp=a (p >1), Lintégrale a ses points criiques fixes, car la cor-
respondance entre F et H est birationnelle. Ce théoréme subsiste pour
p=T.

Seul le cas ol @ est nul échappe completement a la méthode. Elle
ne saurait donc rien nous apprendre sur les équations (1) résolues
par rapport a »' ou de genre o. Mais, quel que soit le nombre <, nous
pouvons résoudre la question suivante :

Détermuner si lintégrale générale de Uéquation (1) est une fonction
qui ne prend dans le plan des x qu’'un nombre donné n de valeurs autour
des points critigues mobiles.
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- ’ y . [V vorrenre N
Nous montrons d'abord qu’on sait trouver une limite supérieure N
du degré auquel figure y, dans la fonction

r=a,(x) Ro[ ¥ ¥y (20), 2]
A a ()Y Ry ¥oy Voo (20), ()] 4+ oo+ ey (2) Rumiy[ Yoo Yoo (24), ()],

supposée entitre et de degré (m — 1) en y,. Pour cela, nous identi-
fions le premier membre de I'équation

(I)I Yy Yos ()] =0
de degré mn en y et en y, respectivement avec le produit

'/,(:l)'/,(:ﬂ)‘ "'/,(zm)v
en posant

iz=n

Wl )
7(55) = X ¥ Ral yor 50 ()]s

je=1

s; désigne U'une des m valeurs de ¥, pour y,, a,. Une fois N caleulé,
. . .. . . dr .
on connait une limite supéricure du degré en Ry, 7, des relations

'4!’1[ R, r, (.‘1,')! w0,

(A -
A) h l ry=—s () ‘ 0.

- L. =

Exprimons que les fonctions R;, r, déterminées par les équa-
tions (A), n'ont que des points critiques fixes et définissent U'intégrale
de (1) quand on Ies porte dans 'équation

v(5)== o0,

Le systeme de conditions ainsi formé, entre les coefficients des 4, 1},
est ou incompatible ou déterminée; car si n est le nombre des valeurs de
y qui se permutent effectivement autour des points critiques mobiles,
il ne saurait exister deux systemes distincts de relations (A).

Une fois les relations A calculées (par des opérations purement
algébriques), I'intégration de (1) est ramenée i celle de

hir, v, (2)] = o.

Quant aux R, ils s’expriment rationnellement 4 l'aide de 7 et de . Si
nous appliquons a I'équation 4 == o0, dont les points critiques sont
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fixes, les résultats obtenus par M. Poincaré, nous voyons que {’¢qua-
tion donnée s’intégre algébriguement quand < est supérieur a 1; elle s’in-
tégre par une quadrature s¢ @ = 1; enfin elle se raméne & une dquation
de Riccatt, st @ = o.

La méthode précédente fournit une démonstration directe du théo-
reme que nous avions en vue. Mais les calculs auxquels elle donne
lieu sont en général impraticables. La marche & suivre la plus com-
mode consiste a distinguer les trois cas

w>1, ©w=I, w = 0.

Le premier se traite aisément a I'aide de la théorie des transforma-
tions rationnelles.

Le second nous conduit & chercher si une intégrale abélienne de
premiere espece de (1), J, ne se ramene pas aux intégrales clliptiques
par une (ransformation d’ordre n : probleme classique qu’on sait
traiter de bien des facons. Une fois J calculé, 'intégration s’acheve par
une quadrature.

Pour le troisieme cas enfin (& =o0), on se sert de la forme (6) de
I'intégrale

(6) GI.)/’ 7 (*1;)]:09'
ol G est de degré m en v, de degré n en y, et o y vérifie 'équation
(6" yY=My*+ Ny -+ D.

On assujettit les coefficients de (6) & trois relations choisies, de fagon
qu’'une seule équation (6) corresponde a I'équation (). Il suffit alors
d’exprimer que les équations (6) et (6") définissent I'intégrale de
I'équation donnée, pour former un systeme de conditions qui est ou
incompatible ou déterminé. S’il est déterminé, I'équation (1) se trouve
ramenée par des opérations purement algébriques & une équation de
Riccati.

Quand le genre p de (1) n’est pas nul, on peut abréger les calculs en
tenant compte de ce fait que les courbes (6) et (1) se correspondent
bhirationnellement. Quand p = o, on ramene ’équation (1) 4 la forme

. Ply, (z)
(I/) _y': R[y, (.Z‘)] et 6%—;,—-——-—’ E;;j,
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qui est la plus commode pour nos recherches. Il s’agit alors de recon-
naitre si I’équation (1) se laisse déduire d’une équation de Riceati

y'=My*+ Ny D,
par une transformation telle que

YUy Yy

bpor VPt

Quand la chose est possil,)le, elle n’est possible que d'une seule ma-
niere, ¢t M, N, P, @y_yy «ov»r @y Dyeys .. sont déterminés par des opéra-
tions linéaires.

On simplific considérablement ces opérations en introduisant la
transformation
() Y= Kyt ko =g (2),
hy hyy k, £, étant des fonctions de a,. Cette transformation (o) est la
plus générale, qui conserve a la fois la forme de Péquation (1) et le
nombre des valeurs de y qui se permutent autour des points eritiques
mobiles. :

Nous faisons de cette transformation une étude détaillée, analogue
a celle qu’a faite M. Appell (') de la transformation

v lyy -y, asp(ay).

Nous disons, par définition, que deux équations (17) sont de la méme
classe, quand elles se laissent déduire Pune de Pautre par une substi-
tution (e). Si A désigne le degré de P en y, g le degré Q, v le plus
grand des nombres A et . -+ 2, nous appelons ce nombre v le degre du
cocfficient différentiel de (1"). Ce nombre vy n’est pas altéré par une trans-
formation (), et, si 'équation (1") est la plus générale de sa classe,
A=v, w.=v — 2. Pour que deux équations (1) soient de la méme
classe, il faut d’abord que les degrés v et v, de leurs coefficients diflé-

(1) ApreLn, Invariants de quelques équations différenticlles (Sournal de Mathémea-
tiques; 1889).
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rentiels soient égaux; ensuite, que les (2v — 1) coefficients des deux
équations satisfassent & (2v — 5) relations. Ces relations expriment
qu'il existe une fonction @ = ¢(x,) qui transforme I'un dans 'autre
les (2v — 4) invariaunts J(z), J,(x,) des deux équations, dnvariants
relatifs au groupe des substitutions (o). ,

Pour mettre en évidence ces invariants, nous indiquons deux pro-
cédés généraux de réduction d’une équation (1) & des formes canoni-
ques : le premier, identique A celui qu’emploie M. Appell dans le Mé-
moire déjh cité, consiste d faire disparaitre de I'équation (17) le plus
grand nombre possible de termes. Il conduit, par des quadratures, i
des invariants qui dépendent de constantes arbitraires. Le second ra-
mene algébriquement ’équation (1) & une forme telle qu'un nombre
fini seulement d’équations réduites appartiennent & la méme classe.
Les nouveaux invariants ainsi introduits dépendent algébriquement
des coefficients de (1) et de leurs dérivées. Ils ont I'avantage de ne
pas entrainer avec eux de quadratures et de constantes parasites. Les
propriétés d’une équation (17), invariantes dans la transformation (o),
se traduisent par des relations différenticlles dont ordre est moins
éleve avec les seconds invariants qu'avee les premiers.

(’est ainsi, par exemple, que I'équation

P Y YRy -,
Y= byy -+ 0,

se laisse ramener & une des formes canoniques

dY .
X = Y+ J(X),

équation canonique de premiere espece, et

dyY
ol 2
> K(X) (Y24 3XY +1),
¢quation canonique de seconde espece. Les fonctions J(X) et X(z)
d’une part, K(X) et X(z) d’autre part sont des invariants.

Il existe toutefois des équations (17) qui ne sont pas susceptibles de
s¢ laisser ramener aux formes canoniques de seconde espece. Ce sont

dnn, de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Jaxvier 1897, 4
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les équations qui admettent un groupe continu de transformations ().
Nous établissons, au sujet de ces équations, ce théoreme général :

Soit une équation du premier ordre quelcongue
y'=7(z,y)

ot f est une fonction analytigue de (x, ). Quand une telle équation ad-
met un groupe continu de substitutions (&), elle se raméne sans quadra-

ture a Uune des formes
Y=ay4 byt

(k est un nombre constant quelconque) ou
Y=09(x)R(y),

et, par suite, elle s'intégre a 'aide de deux quadratures. Seule Udquation
de Riccals fait exception @ ce théoréme.

Ces équations mises & part, les formes réduites de seconde espice
se prétent, aussi bien que les premitres, & mettre en évidence des cas
d’intégration des équations (17). Ce sont elles surtout qui nous servent
a simplifier les caleuls quexige le probleme que nous nous sommes
pos¢. Le principal avantage de ces formes canoniques véside dans

tiple de Q dordre o, les coefficients By, B,, ..., B, sont nuls dans
I'équation
) it (Apery =B )yt (Ayy =B 4y = o,
qui définit Vintégrale de (17) avee la condition

= Myt Ny - P
De méme, si Q admet une racine y infinie dordre B (¢est-a-dire si
p=v — 2 — @), les coefficients A,—,, A,—ss - -+, Ay s, SONE NS, Par

exemple, quand y == o est racine de P =o dordre (n —1), I'équa-
tion (B) se réduit i

Yt Byt o By y 4y =0,
Si y’a deux infinis d’ordre (2 — 1), s0it y = 0, y == =, il vient

Yy o)
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I’équation est de la classe de celles qui se déduisent d'une équation
de Riccati en v par le changement de v en y".

Nous appliquons ces remarques en particulier aux exemples » = 2,
n=3.Pourn=2, ona

v = ou v=3;

pour 2 =3, on a
v==6, 5, 4 ou 3.

Nos calculs mettent en évidence ce fait remarquable qu’on peut dé-
montrer d’une fagon générale : Quand n r’est pas égal précisément a

v . . y . vV - .
5 (n ne saurait étre mferwur a ;), on connall touyours au mowns une so-

lution de U équation de Riccati en <. Le probleme se résout done & Iaide
de deux quadratures au plus. Quand nr est supéricur a v — 1, on con-
nait toujours au moins deuzx solutions de la méme équation. Le plus fré-
quemment, on obtient v sans quadrature : nous apprenons d’ailleurs a
distinguer les différents cas ot I'on connait une, deux ou trois inté-
grales particulieres distinctes.

Ces propositions sont susceptibles d’étre étendues aux équations (1)
de genre p quelconque, @ étant toujours supposé nul. L’équation (6)
dont nous nous servons se simplifie [4 encore, quand y =oouy ==
sont des valeurs de y rendant y’ infinie. De méme, si I'équation don-
née, de degré m en y’, n’est pas de 'espce la plus générale qui corres-
ponde & la valeur de 2 (ce qui arrivera toujours pour n suffisamment
grand), des intégrales particulivres de (1) se mettront en évidence.
Toutefois, les choses se présentent alors d’une facon plus compliquée,
a cause de la double espece des points critiques de I'équation, et je
me borne pour le moment & ces indications sur ce sujet.

Dans tout ce qui précede, nous n’avons rien supposé sur la nature des
points critiques fixes. Quelles simplifications entraine I’hypothese que
Vintégrale y (x) est algebrique dans tout le plan? Sil’on a reconnu que
intégrale prend un nombre fini ~ de valeurs autour des points criti-
ques mobiles, il faut, de plus, que I'intégrale de I'équation a points
critiques fixes

h |_I', % (x)J =0
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ait son intégrale algébrique. Si & est supérieur A 1, il suffit que les
coefficients de £ soient algébriques en 2. Quand o =1, le probleme
revient i reconnaitre si Pintégrale d’une équation

e = H ) (10— 12) (1 — L2 42

o= = )V ) )

st algébrigne. Quand @ == o, le probleme se résout algébriquement
ou Péquation se raméne & la quadrature

ainsi qu’il ressort des propriétés de Péquation de Riceati.

Si Pon se donne le nombre N des déterminations de Pintégrale alge-
brique y(z) dans le plan, la question, quand o == 0, se résout alge-
briquement; quand @ =1, elle revient encore i reconnaitre si une
intégrale abélienne de premibre espece est la transformée vationnelle
d’une intégrale elliptique.

En particulier, on reconnait algébriquement si Uintégrale v(x)
d'une équation (1), de genre p == o, est une fonction algéhrique &
N valeurs : I'intégrale s’obtient elle-méme algéhriquement.

Posons-nous maintenant la méme question sans nous donner ni 2
ni N; autrement dit, cherchons & déterminer si intégrale d"une équa-
tion (1) est algébrique. En nous seryant de la premiere méthode d'inté-
gration (apres avoir effectué sur 2, y une (ransformation homogra-
phique), nous montrons qu’on reconnait algébriquement s'il en est
ainsi, dans I'hypothese o > 13 dans hypothese o =1, on ramene
Uéquation i une équation de la forme

Y(y)dy =yl die

dont Uintégrale doit étre algébrique. Mais la méthode ne fournit au-
cun renseignement sur le cas de @ = o. Par conséquent, les équations
entieres en )y, ¥, x
F(y'sy,a)=o,
et de genre o en (y/,y), lui échappent toujours.
Nous traitons toutefois, au sujet de ces dernitres équations, cer-
taines questions particulitres. Nous les ramenons d’abord & la
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forme

dy

_ _ Ply2)

y,x)

ot P et Q sont deux polynomes en y, . Dans I'étude qui nous occupe
maintenant, y et  jouent un role symétrique; on peut leur faire subir
une transformation rationnelle quelconque, par exemple une trans-
formation de Cremona. Les points singuliers intrinséques de Iéqua-
tion sont alors les points communs aux courbes P =o, Q = o. Cer-
taines propriétés de ces points suffisent par[om a décider si l'intégrale
de I’équation est ou non algébrique; mais le genre de cette intégrale
est alors nécessairement nul. Des procédés analogues permettent,
dans bien des cas, de calculer les intégrales algébriques de genrve
donné et, dans tous les cas, les intégrales rationnelles particulieres.
Mais le probleme qui consisterait & calculer les intégrales algébriques
sans aucune donnée a priori ne semble pas pres d’étre résolu.

La conclusion générale & laquelle nous arrivons est identique &
celle de M. Poincaré dans son étude des équations de M. Fuchs. Les
intégrales générales & 2 valeurs des équations du premier ordre sont
des transcendantes qui ne different pas de celles que définissent les
quadratures ou les équations linéaires. C'est la une distinction essen-
tielle entre les équations du premier ordre et celles du second. Pour
trouver quelque analogie entre les deux especes d’équations, il faut se
horner & considérer les équations d’ordre suporwur dont intégrale y
dépend algébriquement des constantes y,, y,, - ... Encore ne peut-on
fixer (comme dans le cas du premier ordre) une limite supérieure du
degré auquel figurent ces constantes dans la relation

‘I’[;V, .,VUV y:), sy ("L'); (‘l'l)] = 0,

qui définit 'intégrale géndrale. Toutefois, la théorie des transforma-
tions r'atlonncllns des surfaces permet d’étendre notre premieére me-
thode d’intégration & cette classe d’équations d’ordre supérieur; les
résultats que nous obtenons ainsi et que nous énoncons succincte-
ment au cours de ce Mémoire, ¢t la méthode méme qui nous y con-
duit, constituent une extension des travaux déja cités de M. Picard
relatifs aux équations du second ordre.
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CHAPITRE 1.

GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

1. Soit
(1) Fly, v, (x)]==0

une équation différenticlle du premier ordre, algébrique et irréduc-
tible en y, ¥, dont les coefficients A(a) dépendent de 2 d’une facon
quelconque, et

(2) Y=z, y)

une des valeurs de y" qui satisfont a Péquation (r). L'intégrale y ()
d'une telle équation posstde certaines propriétés fondamentales que
nous allons rappeler :

Si une intégrale y(x) tend vers y, quand 2 tend vers xq, [, v,)
étant holomorphe, cette intégrale est elle-méme holomorphe dans le
voisinage de x, et développable par suite en série de Taylor dont on
connait les coefficients. 11 n’existe pas d’autre intégrale prenant au
point 2, la valeur y,, quand x tend vers 2, sur un chemin de longueur
finie. '

Quand f(z,y) n’est pas holomorphe en 2, y,, cette fonction peut
étre, ou non, uniforme dans le voisinage de x,, y,. Placons-nous
d’abord dans le premier cas.

Nous admettons que @, n’est pas un point singulier X; des coeffi-
cients A de (1).

Si la valeur de f(z,, y,) est infinie, il existe toujours une dérivée

(L
de ; par rapport 2 y d’un certain ordre, oy par exemple, qui ne
sannule pas pour (x,,y,) et le point 2 est un point critique algé-
brique de y () autour duquel se permutent (p -+ 1) valeurs.

Quand x tendant vers x,, y tend vers U'infini, on pose y == ;—;, et la
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fonction y vérifie I'équation

d
—d% =—Ji f(“:;{;) =/f1(z, y1)-
Si f,(z, o) est holomorphe, x, est un péle de y(z); si f, (z, o) est
infinie, , est un point critique algébrique de y ().
Ce qui précede s’étend au cas our le point x, est le point = du plan

. 1 9e » I
de la variable complexe . On pose alors = —; I'intégrale y (1—>
. 2
vérifie I’équation
dy 1 I .
dz, T ;r-gf(,;;u’) =/a(z1,))

et on étudie cette équation dans le voisinage de x, = o.
Enfin, f(x,,y,) peut étre indéterminée, ¢’est-a-dire qu’au voisinage
de z,, ¥, la fonction f se présente sous la forme

P (zy, .}/0)

I
Q(xm)’o)’
P et Q étantdeux fonctions entieres de z, y qui s’annulent pour x = x,,
y =y,- Ceci ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulieres X;
de z et Y; de y. Le point = X; peut étre un point transcendant sin-
gulier de y(a). Les travaux de MM. Briot et Bouquet, . Picard,
H. Poincaré permettent d’é¢tudier y(2) dans le voisinage du point X,.
Passons au cas ol f(x,y) n’est pas uniforme dans le voisinage de
X=Xy, Y =Y
Nous supposons encore que x, n’est pas un des points singuliers X,
des coefficients de I’équation (1). Dans ces conditions, un nombre fini
d’intégrales y deviennent égales & y, en x, et admettent ce point x,
comme point critique algébrique. I n’y a d’exception que si la
quantité
OF  OF
oz oy’

est nulle pour x =2, y =y,, ¥ = f(xy,). En général, les trois
relations
JF oF _OF ,

[*'::0, -(75/7:0’ —(-)x ()}/ =
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ne sont compatibles que pour des valeurs exceptionnelles X de a.
Mais au cas méme ot ces trois relations sont vérifiées, quel que soit 2,
quand z et y satisfont & une certaine relation

4“"’('1',",)‘) == ‘)7

I'équation admet une intégrale singulivre, et le point 2 est un point
algébrique de y(z), sauf pour (J(‘f'lélinﬁs valeurs particulivres Xi de x,
qui satisfont & une troisitme condition distinete des relations

Jr

l“ 0 i
! Ay

Je venvoie pour la démonstration de ces propriétés an Mémoire de
MM. Briot et Bouquet (Journal de U Ecole Polytechnique, année 1856).

Nous voyons, en résumé, quesi y tend vers y, quand a2 tend vers.r,,
le point x, est un point algébrique de y(x), et il n'existe qu’un
nombre limité d’intégrales ¥ prenant en 2, la valeur y,.

Il n'y a d’exception que si 2, coincide avee certains points singu-
liers £; (ou X, X}, X)) du plan des 2, points qu’on peut déterminer,
@ priort, quand on connait 'équation (1). Ces points peuvent étre des
points singuliers transcendants de Uintégrale y(x), et une infinité
d'intégrales y peuvent prendre la valear y,.

Mais, dans cette discussion, nous avons adnis que, @ tendant vers
x,, v tendait vers y,. Peut-il arriver que y ne tende vers aucune
limite? Pour les valeurs singulivres & de a, le cas se présente fré-

quemment, comme le montrent les exemples les plus simples. Ainsi
1

Vintégrale générale y = Ce* de I’équation

dy v

de —  at

admet le point z = o comme point singulier essentiel. Quand x, est

un pole ¢ de y' = fquel que soil y, on sait méme que y est néeessai-
rement indéterminée ou tend vers une des valeurs v, qui donnent i

\ ) 0 ' . .
JS(x,, v,) la forme -+ St done toutes les intégrales ne prennent pas

la méme valeur pour x =&, elles admettent nécessairement ce point
comme point singulier transcendant (point essentiel qui peut étre
aussi critique).



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 33

La méme chose peut-elle avoir lieu pour une valeur x, quelconque
de 4? Avant de répondre & cette question, voyons un peu ce qui sc
passe pour les équations d’ordre supérieur

F[)’, ,7’1’ J’”’ “ ey )’(”"”, }’””7 (1)] == 0.

Les propositions que nous venons d’énoncer ont leurs analogues
dans la théorie de ces équations, et permettent d’étudier, dans le voi-
sinage de z,, l'intégrale y(«) qui, pour & = x,, satisfait aux condi-
tions

Y=Y YIEYe o e yTU=o0h

Mais il est facile de former des exemples de telles équations dont
I'intégrale y(x) devient indéterminée pour des valeurs x, quel-
conques. Soit ’équation

(yy ' — ¥y )+ bhyy=o0;
son intégrale générale est
1
e ()C.T‘—-a’
b et a désignant des constantes. On voit que, pour une valeur quel-
conque z = @, une infinité d’'intégrales deviennent indéterminées.
Considérons de méme la fonction modulaire

¥ =0%x).

Cette fonction satisfait & une ¢quation différentielle du troisieme ordre
algébrique, formée pour la premiere fois par Jacobi; Iintégrale de
cette équation est une fonction uniforme qui admet un cercle entier
de points singuliers, et ce cercle varic avec les constantes d’intégra-
tion.

Le méme fait se produit quand on remplace la fonction modulaire
par une fonction fuchsienne quelconque définie sculement i I'inté-
rieur du cercle fondamental. Bien plus, parmi les fonctions fuch-
siennes, il en est qui admettent des lignes singulitres non analy-
tiques. Ces lignes ont une tangente en clmquo point, mais n’ont pas
de cercle osculateur. L’intégrale de I’équation du troisieme ordre cor-
respondante admet donc de telles lignes singulieres, variables avec les
constantes d’intégration.

Ann. de I’ Fc. Normale. 3* Série. Tome VII. — Jaxvier 18g1.

[S:4
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Ces difficultés, mises en lumiere par les travaux récents de M. Pi-
ard (1) sur les équations d’ordre supéricur, se peuvent-elles rencon-
trer dans les équations du premier ordre? Il n’est pas évident que la
réponse doive étre négative, et il convient de le démontrer. Je renvoie
pour cette démonstration & un Mémoire () Sur les lignes singulicres des
fonctions analytiques, et je me borne &t ¢noncer les propriétés sui-
vantes, caractéristiques des équations du premicr ordre, et qui servent
de point de départ aux méthodes dlintégration que nous exposerons
ensuite.

2. En premier lieu, si un point , du plan des @ est un point singu-
lier non algébrique de Uintégrale y(a), ce point coincide nécessaire-
ment avee un des points particuliers & signalés plus haut. Lintégrale
ne saurait done présenter de point essenticl variable avee la constante
d’intégration.

Soit maintenant une aire S quelconque du plan des 2 ne renfermant
aucun de ces points &, et une aire 2, de contour o, intérieure a S. Toute
intégrale y(x), qui ne prend dans S qu’un nombre fini de valeurs, est
continuable au dela de o et ne présente dans X que des poles ou des
points critiques algéhriques.

Distinguons maintenant, comme nous 'avons indiqué dans I'lIntro-
duction, parmi les points critiques d’une intégrale y(x), ceux qui
varient et ceux qui restent fixes quand la constante d’intégration
varie. Les points critiques de seconde espiee sont certaing points £
particuliers (qui font partic du groupe des %;). Joignons-les, comme il
a été dit, par des coupures, de facon qu'un point du plan des 2, qui
se meut sans franchir ces coupures, puisse atteindre un point quel-
conque @, mais ne déerive jamais un circuit ferme antour d’un ou plu-
sieurs points £.

() E. Preann, Théorie des fonctions algéhriques de dewx variables (Journal de Meo-
thématiques, 188q).

(2) dnnales de la Faculté de Toulouse (janvier 1888, p. 3y, {4). Je saisis cotle ocea-
sion de reetifier une erreur historique qui g'est ghssée dans UIntroduction de ee Mémoire
(p. »). Le théoréme de M. Mittag~Loffler sur Ia décomposition en somme d'une fonetion
ayant dang lo plan une infinité do poles a 6té publié par son auteur dés Pannée 1877, ot
est antéricur, par conséquent, aux travaux analogues, portant sur la déeomposilion en
sommes ou on produits de fonetions affectées do eoupures particulieres,
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Si, dans ces conditions, I'intégrale y n’acquiert que » valeurs, autre-
ment dit si 'intégrale ne prend que » valeurs autour des points cri-
tiques mobiles, elle ne saurait présenter ni lignes singulitres, ni points
essentiels (en dehors des &;).

Quand les coefficients de I’équation (1)

(1) Fly,y, ()] =0

ne sont définis que dans une portion du plan des , le méme théortme
vaut pour cette partie du plan.
Considérons maintenant 'intégrale générale de I'équation (1),

Y =0(yo x),
et admettons que cette intégrale générale ne prenne que z valeurs
autour des points critiques mobiles. En s’aidant des propositions pré-
cédentes, on montre que ¥ est une fonction analytique de y,, qui,
pour une valeur queleonque donnée & 2, ne présente dans le plan des
¥, ni ligne singuliere, ni point essentiel.

I est facile, des lors, de voir que y est une fonction algéhrique
de y,. Pour rendre le raisonnement plus clair, admettons d’abord que
les coefficients A,(z) de I'équation (1) soient des fonctions uniformes
de @ et que I'intégrale y(«) ne prenne que 7 valeurs dans tout le plan
des a.

Donnons & x, une valeur quelconque, et faisons varier y,. Pour
chaque couple (x,y,), ¥ est susceptible de » valeurs, si m est le
(]egx'(é fle Fen y'. Soit y, 'une de ces valeurs. L'intégrale y(x) qui
satisfait aux conditions :
r (@) = Yo
y’(xo) :.}’,o
est déterminée sans ambiguité par I’équation différenticlle
(2) y'=J(zy)

[/(20s y0) =5, ]-

~ Solent, d’autre part, ¥,, ¥s, ..., y, les 2 valeurs que prend en x une
des intégrales y. Ces n valeurs sont bien déterminées pour chaque
intégrale particuliere et, par suite, une fonction symétrique de ces
n quantités, soit 5, =y, +y,+ ...+ y,, n’admet qu’une valeur pour
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un systeme (y,,y,) donné. Si on veut encore, = est une fonction
uniforme du point analytique (y,,y,) de la courbe

Fo [_'.V(H ,)':n (ry )I S0,

ou encore unc fonction & m valeurs de y,.
Jette remarque s’applique 2 toutes les fonctions symétriques, no-
tamment aux suivantes :

Sy== Yy Ya-t YiYs dvee s YVaeaYaos
3y ':3-,)’1.?'2.7'»‘*‘ e YaesYuo 1Yo

Sp=YaYeYae - Yne

Mais on a
RS-0 T E o SR N

Done y est une fonetion de y, & mn valeurs. Inversement y, est une
fonction de y & mn valeurs. Comme dailleurs la foncetion y(y,) ne
présente que des points singuliers algébriques, la relation entre y el
¥, est une relation algébrique de degré mn par vapport i ¥ et y, res-
pectivement

Gy, Ve (L), ()] == 0.

Le raisonnement s’¢tend sans peine au cas ol les A, sont des fone-
tions quelconques de 2, et oit y admet des points critiques fixes (en
dehors des points critiques mobiles ).

Pour le voir, joignons encore les points %, &, par des coupures, et
faisons varier z dans le plan, en partant d'un point 2, quelconque
avee des valeurs déterminées, pour x,, des A;, de y, et de v, Si nous
ne franchissons aucune coupure, les coefficients de équation (1) sont
des fonctions de « qui gardent une valeur unique; d’autre part, il
existe une intégrale particuliere y () et une seule qui satisfait aux
conditions

’

('l'" ) = ,,}"" ’

')/(.1.0) = Yoo dr
en méme temps qu’a Péquation (1)
Fly, y', &)= o,

ol les coefficients A; gardent cette valeur déterminée. Cette intégrale
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y(z), quand z varie dans les conditions indiquées, ne peut prendre
en un point  que les » valeurs qui se permutent autour des points
critiques mobiles y,, ¥,, ..., ¥,. Une fonction symétrique quelconque
de ces quantités ne prend donc qu’une valeur (quand on laisse
2 constant) pour un systeme quelconque (y,, y,). Autrement dif,
5, =Y,+Ys+...+Yy, par exemple est unc fonction uniforme du
point.analytique (v,, y,) de la courbe

Fly0, Yos (20)] = o.

Ce point établi, le raisonnement s’acheve comme ci-dessus.
Nous avons supposé, dans tout ce qui précede, que la relation

(1) Fly, ¥o, (@] =0

était algébrique en y et y'. La démonstration des propriétés énumérées
exige seulement, comme on pourra s’en convaincre en se reportant au
Mémoire déja cité, que y’ soit une fonction analytique de y & 2 bran-
ches qui, pour une valeur quelconque de -, ne présente pas dans le
plan des y de ligne singulicre. ‘

Soit donc une telle équation (1). Son intégrale, si clle ne prend
autour des points critiques mobiles que ~ valeurs, doit vérifier une
équation

(3) GLys Yo (£), (#)] =0

de degré mn en y et y,, et dont les coefficients sont des fonctions quel-
conques de & et de z,. Si on éliminey, entre (3) et I'équation

oG, G
oY T 0z

le résultat est algébrique en y et . Nous sommes ainsi conduit a Ja
conclusion suivante :

Désignons par [[(x), y | une fonction dey @ m déterminations qut ne
présente pas de ligne singuliere pour x = x, (x, étant quelconque).

Quand I’ équation

Y'=[fl(z), ¥]

a pour wntégrale générale une fonction qui ne prend que n valeurs autour
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des points critiques mobiles, [ est nécessairement une fonction algebrique
de y.

Les seules équations que nous considérerons dans ce Mémoire seront
donc des équations algébriques en y’ et v, ou @ figurera d’une facon
quelconque.

3. Ktudions maintenant avec plus de détail la forme de intégrale
générale de I’équation

(1) ' Fly, ¥, (@) =0

par rapport aux constantes.

Désignons par 2 le nombre des valeurs de y, vy, ¥, ...y ¥, qui se
permutent cffectivement autour des points critiques mobiles. Nous
avons dit qu’une fonction symétrique quelconque s de vy, yuy -0 Ya
était une fonction uniforme de (y, y,). et comme d'autre part s dé-
pend algébriquement de y,, on a

s=R [)’ln .yl(n (-'1"0)1 (1)]9

R désignant une fraction rationnelle en y,, y,, dont les coefficients dé-
pendent de z, et de 2 d’une facon quelconque. Il en résulte que I'inté-
grale y peut s’écrire

) § Y Raea [0 Yo (20), ()] y" 1
( ~- l{,z.—z [.}'0’ y(u’ ('7"0)’ (”)] .y”d‘)"l“ o+ Ry Lyo: .?"(n (2y), ()] == 0,

Les constantes y,, v, sont assujettics i la condition
(5) F L}'m )'I(,, (%, )J =203

x, est choisi arbitrairement, par exemple x,==0. Inversement,
quand Vintégrale de (1) vérific une équation telle que (4), elle prend
au plus 2 valeurs autour des points critiques mobiles.

Quand n'est le nombre des branches de y qui se permutent effecti-
vement autour des points critiques mobiles, Uintégrale ne peut se
mettre sous une forme telle que (4), oli 2 aurait une valeur inféricure.
De plus, il n’existe pas deux équations (4) distinctes. Autrement dit,
soit

(4") Y1y [Cy @)yt . 1[G ()] =0
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une seconde relation que vérifie I'intégrale. Dans (4"), r; désigne une
fonction de « dont les points critiques ne dépendent pas de la con-
stante C. Pour une intégrale quelconque y, on a

Vit Yot o Yp=— R,—i[y0 For (20)s ()] =— ryp— [Co, ()],

et de méme pour R; et r;, ¢’est-a-dire qu’en faisant correspondre conve-
nablement C a y,, y,, R; doit coincider avec r;.
Il résulte de 1a que si on forme, en éliminant y,, y,, les relations

7

algébriques qui unissent R;, R; d’une part, R, ig} d’autre part, le
systeme d’équations ainsi obtenues est urnique.

Il est clair que ceci cesse d’étre vrai quand ~ n’est pas le nombre
des valeurs de y qui se permutent réellement autour des points cri-
tiques mobiles (mais un multiple de ce nombre).

Si nous éliminons y, entre (4) et (§), le résultant estune équation
de degrémn en v, et y respectivement

Gy, Yoo (2), (20)]=o0.

Cette équation ne change pas quand on remplace & la fois y et @ par
Yo cta,, v, et z, par y et . Elle est exactement de degré mn et irré-
ductible si x et 2, sont quelconques; autrement, 'intégrale satisferait
A une relation

gLy yos (%), (2)]=0
de degré v en y, et eny, v étant inférieur & mn : v doit étre en tous cas
un mﬁltiple de n, v =m'n, et pour chaque valeur de y,, y prend m’n
valeurs distinctes. Mais ’équation irréductible (1) admet 7z racines v,
quand y, est donné, et i chaque groupe (y,, y,) correspond (si y,,
2, sont quelconques) une intégrale distincte & » valeurs, donc mn va-
leurs distinctes de y correspondent & y, : m' ne peut étre inférieur i m.

Il est clair d’ailleurs que de 'équation (4) on peut déduire une infi-
nité d’équations de méme forme, mais dont le degré en y est unmul-
tiple de n. A de telles équations les remarques précédentes ne
s’appliqueraient pas.

Revenons & I'égalité (4) elle-méme. Nous pouvons 'éerire aussi
hien

(6) iRyl ¥ (2)]y0 ! .o+ Roly, o, (2)]=o.
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Sous cette forme, on voit que, quand on remplace dans R; |y, ', ()] v
par une intégrale particuliere de (1) et »* par sa dérivée, R; devient
une constante, a savoir (au signe pres) la somme des produits 7 a ¢ des
valeurs en z, de 'intégrale considéréc.

L’intégrale de (1) se laisse done définir par I'égalité

(7) Ri[y, oy (&) ()] = Ril yos ¥4 (0), ()] = C,,

(; désignant une constante, et y’ la fonction de v et @ déterminée par
I’équation

(1) Fly, y's ()] 0.

Une telle forme de Pintégrale a été indiquée depuis longtemps par
M. Fuchs dans le cas ol I'intégrale de (1) est algébrique. Mais je veux
insister surtout sur les rapports des diverses relations (7) qui peuvent
représenter intégrale.

1l estelair quedeéquation (7) on enpeut tirer une infinité d"autres,

en posant
rooz 5?("1)7

o étant rationnel en R. Plus généralement
oo ?(nl’ "27 PEPE “,,)

jouit de la méme propriéteé.
Remarquons encore que I'équation (7), ayant lieu quel que soit x,,
peut se différentier par rapport 2 2, et donne

: dARpo dC;, .,
(8) ;l.l‘, [..‘ » Yo (" )7 ("u)l - (Z}“ o (‘1-
Si nous posons
R, (R, dR N
= o Ry, Ry, « .., Ry, S0, (e ARy,
(9) S r=g( Ry Ry R, dry  day ’ (l.'l,',»,)

" . Al ! 4§
[ 6oy Cay ey Gy €y o ),

intégrale de (1) se laisse définir en égalant r i c.
Inversement, je dis que toute fonction r(y, y/, ), rationnelle en
¥, Yy qui, égalée & une constante ¢, définit I'intégrale de (1), est de
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la forme (g). Il me suffit de prouver que la constante ¢ s’exprime
rationnellement en fonction des constantes C,, ..., C,, C,, ..., C,.

En effet, admettons que, pour les valeurs C,, C,, ..., C}, ..., C,, les
égalités

R,=(,, R,= C,, e, R,=C,
dR, __ ., dR, __ ., dR, _ . F[y,y’,(x)]:o
;[.:l’—o_cl, E-——(JQ, v ey (lxo -——-(J,L

soient compatibles quel que soit z. Elles ne peuvent définir qu’une
seule intégrale particuliere de (1). En effet, on a d’abord

n-2

)’:;—'_CIL-'i}/g"i—'—C/l—?.yo -+.. -+Cg:0

ce qui détermine les n valeurs de y en x,; ensuite
nyttyi 4+ (n+1)Crm Ty it 0 +. ..+ Cy =0,

ce qui détermine la valeur de ¥’ en o, pour chaque valeur de x,.

A un systeme de constantes C;, C; compatibles correspond donc une
seule intégrale particulicre, par suite une seule valeur de ¢. On en con-
clut que rest de la forme (9).

Nous donnons & ces fonctions ¢ =r[y, 5/, (x)], rationnelles en y,
y', qui égalées 4 une constante définissent I'intégrale, le nom de con-
stantes intégrales. Soient deux constantes intégrales

fe=rlny,(=)]

(r0) | ev=riLy, s ()]s

ces deux constantes sont liées par une relation algébrique. Pour la
former, il suffit d’éliminer y, y’ entre les équations (1) et (10) : le
résultant est indépendant de . D’apres la théorie des irrationnelles
algébriques, on peut choisir dans le cas actuel ces deux constantes c,
¢, de facon qu’'une constante intégrale quelconque s’exprime ration-
nellement en fonction de ¢, ¢,. -

Il suffit en effet pour cela queles C;, C; s’expriment rationnellement
en fonction de ¢, ¢,. Les quantités C;, C; sont liées algébriquement
I'une d’entre elles : ce sont, sil’on veut, les coordonnées d’une courbe
de 'espace & 2n dimensions. Or on peut faire toujours correspondre
birationnellement & une telle courbe une courbe de I'espace a deux

dnn.de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII. — FEVRIER 18g1. 6
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dimensions. Soit, par exemple, C; unc des constantes en fonction
desquelles s’expriment toutes les autres; posons

7= 0 Gy 2o e 2y G g € - s

les A, . désignant des nombres quelconques. A chaque valenr de G,
correspondent £ systemes distincts des G, 7, et i ces £ systemes £ va-
leurs distinctes de vy, si les &, p.ne sont pas choisis d’une facon parti-
culiere. Il en résulte que les G, 7 s’expriment rationnellement en
fonction de C; et de v, liés par une certaine relation

I(CiHy)==o.

Il est donc toujours possible de choisir deux constantes intégrales
cete,, de fagon que toutes les autres s’expriment rationnellement en
fonction de ¢, ¢,. Ces deux constantes satisfont & une certaine ¢quation

(11) H(e,e)==0

que nous appelons relation entre les constantes intégrales.
SiR[y, ¢, (x)] = C est une constante intégrale, on a

Ro=q(r,r).

Si deux autres constantes intégrales v, v, jouissent de la méme pro-
priété, v et y, soni fonctions rationnelles de ¢, ¢, et réciproquement.
Il existe donc une correspondance birationnelle entre la courbe (r1)
et la courbe

"’("/, '/1) =0,

Inversement, quand ces deux courbes ont mémes modules, v et v,
peuvent remplacer Cet C,.

La relation entre les constantes intégrales n’est donc définie qu’a
une transformation birationnelle pres.

On voit qu’il existe une correspondance rationnelle

¢ ==

r Ly, s (@)],

12 ' _
() Loy rily, oy (2)]

entre les points ¢, ¢, de la courbe (11) et les points y, y de la
courbe (1), et cette correspondance définit 'intégrale de (1).
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Nous avons appelé genre de I'équation différentielle le genre de
I’équation (1) ol on laisse 2 constant. Ce genre p, comme nous le
démontrerons dans le prochain Chapitre, est égal ou supérieur au
genre @ de I'équation

(11) H(c, 1) =o.

Si la substitution (12) est birationnelle, I’équation (1) a ses points
critiques fixes. Réciproquement, si I’équation a ses points critiques
fixes, on a

Yy =R[yo ¥ (20), (£)],

dR ,
y'= 6’[;[3’“.70* (20), (2)],

avec )
]’OZR[_.}’s }'/’ (), ()],
. dR,
Yo m[.ya Y (x)y (xﬂ)];

la transformation est birationnelle, et 'on peut regarder I'équation
F[.?’O: .y’w ('TO)] =0,

dont les modules ne dépendent pas de x,, comme la relation entre les
constantes intégrales.

Quand 7 est quelconque, la transformation rationnelle est d’ordre 7,
¢’est-a-dire que n points y, y' de la courbe (1) correspondent i un
pointe, ¢, de (r1).

On voit comment la théorie des transformations rationnelles des
courbes algébriques intervient ici. Nous consacrerons le prochain
Chapitre & leur étude. Auparavant, il convient d’ajouter quelques
remarques au sujet du choix des constantes c, c,.

Si nous posons

p=aRy+aRij+...4+a, R,

7 =& CO -+ ay Cl A== Ap—-1 Cm»—ls

@y, Gy, ..., @,y etant des fonctions quelconques de x,, je dis que nous

pouvons prendre comme constantes ¢, ¢, les constantes v,

dz,
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Nous avons, en effet,

d sl Al
7= To, = a,Cy+ a,Cy ..+ apy Gy,

(lao
" Az,

da,

a0 dz,

da, .
Ci—+... - (/” 22 Gy

Pour une valeur x,, nous pouvons, uno fois les valeurs des a; détermi-

nées, nous donner encore celles des (h— Soient
hadlt}
(::)’ :’1’ ey (‘(/l,—'il'l :(l'l ey ‘:(Ih 1)
et
A\ Al 1
(Jo 19 A1 ety (‘mmm,n (lo,h vy (‘(u Ayt

deux sy%ti:mcs distinets de valeurs C, (7 correspondant 4 une valeur de
Y. Les L ¢tant laissés quelconques, ces deux systemes ne donnent
pas (pour z,) la méme valeur a ¥/, & moins que les 2 différences

1 1 1 1 1 1
Co— Gy, Gi— Gy vovy Cppmgy— Cpny s

ne soient nulles. Il résulte de Ia que les 2 constantes (0 s’expriment
rationnellement & Paide de v, /. Mais il faut, de plus, qu'il en soit de
méme pour les C; : ¢’est ce qui a licu elfectivement, car on a

Co=0[7, 7', (20)]

avee
v owl (op NT e L (//_ .
ly, o'y (29)] == 0, U G
done
v 4G _ 09, 0% 0y 09,

4P == - - — . / aZ
da’" dy '+ ()7 ()l(, JY0 iy, v (x)l,
si Pon tient compte de la relation

oh _, oh dy oh
()yy *_r)y dz, - dzy

Nous pouvons donc choisir comme constantes intégrales ¢, ¢, les con-
stantes y et y'.
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Si C=R[y, y, (x)] est une constante intégrale, on a
C= (?[')/7 }'/’ (xo)],
_ dp i
R=¢ [P: dzy’ (xO),I'
La relation
iy, s (z)] =0

est une relation entre les constantes intégrales quel que soit z,; ses
modules sont indépendants de x,.
Il est facile d’ailleurs de s’en rendre compte ainsi; sil’on pose

r=ay(x)Re[ yo, ¥ (0)y (2)]+.. .+ @pa () Riu—1[ yos Yo» (@0)s ()]

et

!

dr _
dz

la relation

hir, v, (z)]=o
est 'équation différentielle qui lie r & o, équation qui a ses points cri-
tiques fixes et, par suite, ses modules constants.

De plus, comme on a

Ci=oly, 7' (%)),

ou encore
Rl 7, (@), (@] =9 pr s ()
i » Y s ’ o)) — P dz, o) |s

on a aussi
Rz[}’o, J’B, (z¢), (x)] -_—‘CP[", r, (z)].

Enfin, r et ' peuvent s’exprimer rationnellement a I’aide de r,, r,
qui coincident, ainsi que p,, p;, avec v, ¥, et sont liés par la relation
h(re, ro, o) =0,

et réciproquement; donc

Ri[.}’m y,o’ (o), x] :‘p[ro, 7‘:,, (x;)), ()]

et, de méme,
Ri[]’: }’I: (=), (xo)] :L.b["7 r, (), (xo)]'



46 P. PAINLEVE.
Ces résultats peuvent se résumer ainsi :
Sil'on pose

r[ Yo, ,,V:p (29)s (2)] =, () Ro[ ), .7’:»-: (20)s ()] ...
b (l/,,...](-‘l«') "/1~1 I Yos ‘}"'(n (-’7«'0)’ ((I,‘)i],

rvérifie une ¢quation différentielle
hr, r', (z)] =o,

dont les points critiques sont fixes. Si 'on pose de méme

la fonction r, quand on remplace y par une intégrale de (1), véritie
Péquation
drt

h [4,.1, "(lr‘“, (m) ‘ = O,

Toute constante intégrale R| y, y', ()] == C peut s’exprimer rationnel-

. . or
lement en fonction de 7 et de e

. T dp N ’ {r!
]y o ()l =e o e Con | o[ G50 (.

Remarquons que U'intégrale de (1) vérifie aussi bien la relation
rlys s () (2)] == r[ yo, ¥y, (), ()]
que la relation
rly, ¥ (@) (@o)] == 1 [ Yor Yo (20)s ()]

On voit ainsi que U'intégrale se laisse mettre d’une infinité de ma-
nieres sous la forme
RLY' ys (2)] = A, C),

A désignant une fonction de « dont les points eritiques sont indépen-
dants de la constante C qui y figure. On démontre, comme précédem-
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ment (voir p. 40), que toutes les fonctions intégrales R = A(x, ()
s’obtiennent par les formules :

A(Z’, C) :CP[CO, Cl’ «sey Clz—h ::)s ey Cln--u (J")v (2”0)]

et
1{[)” }"» (.Z‘)] = {P[R(b l{h teey Rn——lv Rloy LR ] R;z-—-la (“I'l)’ (‘ro)]

On a, par suite,
' dn -
R{y, ¥, (z)] Z“IJ[P, d_.—l—"o’ (), (.Z'O)J

et aussi

dr

drt )
rooar! — 2 R, = Yy = (& -
REp o @] =b[rm o @], c=d|n T )]
D’une maniere générale, on peut choisir deux fonctions (ou con-
stantes) intégrales
Ry, ¥, ()] =A(x, C), Rily, v, (2)]=B(=x, C),

lides par une relation
k[A, B, (z)] =o,

de telle facon que toutes les autres fonciions intégrales (notamment les
constantes) s expriment rationnellement a U'aide des deux premicres. I{
est lowsible de faire

drt
| J—
R =r, R1 -— (i‘l} >
ou encore
— __ dp
R=p  Ri=g-

Toutes les relations k = o ont leurs modules égaux et indépendants de x.

On remarquera dans le raisonnement précédent 'importance de ce
fait que y,, ¥, @, ¢t ¥, y', x jouent un role symétrique.

Toute relation K[A*, B!, ()] = o entre deux fonctions (ou con-
stantes) intégrales quelconques se transforme rationnellement dans la
relation £ = o, et son genre, comme nous le verrons, est au plus égal
a .
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4. Tndiquons enfin une forme nouvelle de I'intégrale générale de (1).
Si I’on élimine ' entre les deux équations

Ry, ys (2)]=C
et
() Fly, ¥ (z)]=o,
le résultant
(12) : Ly, G, (x)]==0

est de degré m en C. Son degré en y est un certain multiple de n. Il
existe entre (1) et (12) unc correspondance birationnelle

Inversement, chaque fois qu’on a mis intégrale de (1) sous la forme
Ly, G, (z)] = o,

(i entrant dans L au degré m, G s’exprime rationnellement en y, y';
¢’est, par suite, une constante intégrale.
En elfet, nous avons (')
JL * oL
Jdy I o

03
pour chaque valeur de y, C prend m valeurs; les s valeurs de y” cor-
respondantes sont distinctes quand y et x sont quelconques. Sinon
I’équation en ', de degré m, serait décomposable. Done & chaque
couple y, ¥’ correspond une seule valeur de C.

Si, au lieu d’une constante intégrale, on considere une fonetion inté-
grale, on voit que I'intégrale de (1) satisfait & une infinité d’équations

(1) Lilys 70 ()] 0,

(1) Cette égalité nous montre que lintégrale de (1) ne gaurait vérifier une Gquation
telle que (12), ot € entrerait & un degré p inférieur & m; car équation (1) serail alors
de degré . en ).
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de degré m au plus en v, ol y désigne une fonction qui vérifie une
relation différenticlle
K[y,7,(z)]=o0

dont les points critiques sont fixes.
Mais inversement, quand I'intégrale est mise sous une telle forme,
v n’est’ pas nécessairement une fonction intégrale. Si cette condition
est remplie,
- 7 =ply, ¥ (@),

et 'équation (12') se transforme rationnellement en (1), mais la réci-
proque n’est pas vraie en général (').

Il me reste a signaler le cas particulier ou le genre o de la relation
entre les fonctions et constantes intégrales est nul.

Quand & = o, toutes les fonctions intégrales sont fonctions ration-
nelles d’'une certaine d’entre clles. Soient, en effet, A(x, C), B(z, )
deux fonctions intégrales lices par la relation

K[A,B, (#)] =o.

a

(1) 1l peut arriver que lintégrale de (1) vérifie une équation telle que (r2’), ol v
figure & un degré w inféricur & m : par exemple, équation (r2"),

.{v =,
qui est de degrd 1 en +y, m élant quelcongue. On forme aussi aisément des équations dont

Iintégrale se laisse meltre sous uno forme telle (12'), sans que y s’exprime rationnelle-
ment en y, ¥', ¢t soit, par suile, une fonetion intégrale. Soit I'équalion

Y21 22) — 4y ye 4+ 4y (y —1)=0;

s G 22—+ C)2 . .
son inlégrale générale y = ('T-T——L_Z)— vérifie la relation

(12") y—yt=o,

de degré . = m = 2 en 7, avec la condition

(1 &2) — oy’ e +2—1=0,
ou encore
2.2 -+
e
Vi G2

.

1 . . L
D'autre part, ¥ =% ne s’exprime pas rationnellement, comme on le voit aussitot, cn
fonction de y et de y’.

Ann. de {Ec. Normale. 3° Série. Tome V1. — Fivrier 18g1. 7
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Le genre de K ¢tant nul, on pose

A=sglr ()], B=1d[y («)]
avec

Y /[ ‘\7 “: (l”’

o, b, 7 étant rationnels respectivement en v, A, B. Toules les fone-
tions et constantes intégrales s’expriment rationnellement i Paide
o
de v, notamment - / :
dx
o

/.., y
PR ] B a
d.r vLyn (ol
cl, comme cetfe équation doit avoir ses poinls eritiques fixes, elle se
réduit, comme on sait, & une ¢quation de Riceati. Cette foncetion inté-
grale v n’est déterminée qu'a une transformation pros
)y -+ b
OVIE
a, b, a,, b, ¢ltant des fonctions de .
lin particulier, I'équation
I ry !y ()] = o,

qui est une des équations K == o, se raméene i une équation de Rie-
!

cati. Les coclficients R;| vy, v,, (), @], dans I'équation

[

(13) Y- ”ll N }/Iw Cagds () y e Ry Yoo .7"07 (), (’)] Ll
sont fonctions rationnelles d’une constante C, qui entre au degré m.
En effet,

G- /‘[_,)/m ,',Vl,,y ("')9 (""»)]
ct, pour chaque valeur de v, prend au plus m valeurs distinetes. Elle
n‘en peut d’ailleurs prendre moins, sinon Péquation (13) serait de

degré moindre que m en G, et Uéquation (1) ne serait pas une équa-
tion irréductible de degré m en y'.

Done, quand @ == o, Uintégrale se laisse mettre sous la forme
[y, C(x)]==o0,

Jy entrant au degré n, G au degré m dans cette relation.
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Plus généralement, 'intégrale peut se définir par une égalité
(14) ' L7y, (z)] =0,
de degré n en y, de degré m en vy, avec la condition
Y'=My*+Ny+ @.

Toutes les équations analogues & (14), de degré n en v, de degré m
en
I

(14" Ly, 7o ()] =0,

avee la condition

d; .
.——(l{r’ =Myi+Nyy,+ Py,
se dédui ) y ay,—+ b 5
se déduisent de (14) par le changement de y en —~——-. En effet,
i a7+ by
LG . , rr " i )
V= e , > au degré m dans (14'), es sonstante
Tl Wi et C, qui entre au degré m dans (14'), est une constantc

intégrale; donc v, est une fonction intégrale et s’exprime rationnelle-

ment en v; de méme, v s’exprime rationnellement en fonction des
dR; OR; JR;

Ri(w, v ), (2, v,) = 5~ + =7

~ e d enfin, v s’exprime ration-
da Jdu dy b one, ¢ i !
nellement en +, :
_ay;+0b
Ty by

Inversement, quand I'intégrale d’une équation (1) se laisse mettre
sous une forme telle que (14), le nombre @ est nul ('); car les

! 4 dR;
nz,'[yo’ .)/w <x0)’ (.%‘)J, -

dx
ment en fonction de vy, et la relation entre les fonctions intégrales dé-
finit une courbe unicursale.

[¥0, V> (24), (2)] sont donnés rationnelle-

(1) Cette proposition subsiste si I'équation (14) est d’un degré quelcongue . en vy. Les
raisonnements employés montrent, de plus, qu'une telle équation se déduit d'une équa-
tion (14) de degré m en v, par la transformation

ni=9lv (#)];
o Gtant ralionnel en y. Si ¢ désigne le degré de ¢ en v, on a

[ = qn.
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Enfin il existe, entre (14) et (1), une correspondance birationnelle,

¢car
] - B ! 7\ [ ,l.. - ”,(z./.l -0 .(2_11-
7 = (’[) s Y (‘l )l" Y = 5){1 l ()_/ 7 ().I'_ ?

dy
et, comme v est rationnel en v,
Y=l s (o))
Passons au cas ol o serait ¢gal & 1. La relation entre les constantes
ou les fonctions intégrales peut élee ramenée & la forme
B2 (1 A%) (1 — L*A%),

le module £* ¢tant constant, et toutes les fonetions intégrales s expri-

. o
ment rationnellement en A, B, notamment, S

(IA . Nl[A, ('1')] " NIA, (.I')I\/(l Av’.)([ /i>2;\2).

dr ™
Si N est nul, M doit étre un polynome du second degré, et, de plus,
B=y(r— A) (1— £*A*) doit avoir aussi ses points critiques fixes, ce
qui exige que A === 1, A === £ vérifient I'¢quation de Riccati

(1/\ .
S =MIA, (2)].

On en conclut
M=o, A=0C,  B=y{i—()(—/0),

Si N'n’est pas nul, les conditions de M. Fuchs montrent que

98 = N(a) V=R (A,

dx
A=sn[J(z)+C].
L'intégrale de (1) se laisse done mettre sous la forme
(Xl)) yn_*. g Py ““7 ("")l -t ("P/mﬂ-llTC? ("l’)-] g,)’” -1 R
A 10 [G (2)] - epo Gy ()] =2 ALy, Gy ()] -+ e By, G, (£)] =

C étant une constante, avee la condition
¢ = f(1— C2) (1 — /2(C?).
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On peut lui donner aussi une forme identique ou C désigne une
fonction de 2 qui satisfait & une équation

dC
dx

=N(2)YV(1—C) (1 —/2C?).

De plus, si 'on élimine ¢, le résultant en y et C est de degré 2n en v,
de degré m en C,

(15") [y, G, (x)]=o.
Il existe entre /= o et F = o une correspondance rationnelle

R0y (), e (2 O
C=RIy s @) == (e )
dy

Deux valeurs de y’ correspondent & un systeme C et y, si C n’est pas
une constante.

Toute équation analogue i (15), telle que I'équation (15") correspon-
dante soit de degré m en C, se déduit de I'équation (15) par la trans-
formation

(16 . OO =) (= ar) +ay\/(1— C2) (1 — £2C?)
) T | — f2a*(?

ol a est une fonction de «.
En effet, soit une équation analogue & (15) en y, G, ¢,, ot C, satis-
fait a la relation

dC
2751 =Ny(2)y/(1—C?) (1 —k2C} =N, ()¢

En différentiant I’équation (1’5), on voit que y" est de la forme
aly, Gy, (2)] + e BLy, Ci(2)];
st 'on élimine ¢, y’ est exprimé rationnellement en fonction de y, C,,
y'=ply: G (2)].

Si l'on observe, d’autre part, qu'a chaque valeur de y correspondent
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(pour z quelconque) 7z valeurs de C, et e valeurs distinetes de y', on
voit que G, est une fonction intégrale

= R 7 ()]
Il en est de méme, par suite, de e, :

o | s,
TN e

et Gy, ¢ s’expriment rationnellement en G, e. Pour les mémes raisons,
e et G s’expriment rationnellement en e, G 1y a done corvespon-
dance birationnelle entre (e, C) et (e, Gz de Ta résnlte éga-
lite (16).

Ceei suppose toutefols Ny () 4 o5 si Ny est nul, G est une constante
intégrale, par suite ¢,, d’apris I'équation

Aclys Colr)] e Biy, Gy, ()] =2 0,

v

et la proposition subsiste, & moins que les égalités A, == o, B, == o ne
définissent toutes deux Pintégrale de (1)5 mais, dans ce eas, o serait
nul, ce qui est impossible puisque la relation entre G et e est de
genre 1.

Ajoutons que, toules les fois que Uintégrale de (1) vérifie une équa-
tion identique a équation (15), le genre oy est égal i Punité (1); carles
Ri[ver vy (), ()], ([,/]i’ly‘,, Vi (), Ce)y| s'expriment rationnelle-
ment en ¢ et G, et réciproquement. Iy aurait toutefois exception dans
le cas indiqué olr, G étant une constante, A == o et B == o dé¢finiraient
Pintégrale de (1). Le genre o serait alors égal & zéros le vadical
V(1—C2) (1 — £2C2) ne figurerait qu'artificicllement.

Tout ce qui précede suppose absolument que 72 soit égal au nombre

(1) Cetle remarque est encore vraio quand intégrale de (1) vérifie une équation de la
forme (15), méme si le dogrd 1 en G de Voquation (15") n'est pas égal & s o est dgal i1,
4 moins que eetle équation (15) puisse so déduire d'une équation (14) par la transforma-
tion

= al ()] /(1 G2 ) (1= AECE) {0 ()],

oit o ol & sont rationnels en (5 o est nul dans ce dornier cas.
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des valeurs de y qui se permutent effectivement autour des points
critiques mobiles de I'intégrale.

5. Avant de nous servir de ces généralités pour chercher  intégrer
dans certains cas I’équation (1), j’ajouterai un mot sur la différence
essentielle qui sépare les équations du’ premier ordre des équations
d’ordre supérieur.

Ltant donnée une équation du premier ordre, nous connaissons i
'avance les points du plan des = qui peuvent étre des points singu-
liers transcendants de son intégrale. De plus, quand le point 2, est
un point critique algébrique de lintégrale y(a) égale & y, pour
a = x,, nous savons que (y,, «,) vérifient 'une des relations '

P(y,z)=0, Q(y,z)=0

qui expriment que y’ est infini ou mal déterminé.

Rien de parcil ne subsiste pour les équations d’ordre supdrieur.
Une intégrale quelconque, uniforme ou & 2 valeurs dans une certaine
portion du plan, peut, nous Vavons dit, présenter dans ce domaine
des points essentiels et des lignes singuliéres variables avec les con-
stantes d’intégration. Ces points peuvent étre é¢galement des points
critiques de Dintégrale. C’est cette difficulté nouvelle qui distingue
essentiellementla théorie des équations du premier ordre de la théorie
des équations d’ordre supérieur.

Un exemple simple fait ressortir clairement cette différence. Sil'on
veut reconnaitre que I'intégrale d’une équation du premier ordre n'a
que des points critiques fixes, il suffit d’exprimer que, pour auncune
valeur de y,  étant quelconque, y" n’est infinie, que la méme chose

. , 1 N . N
a licu pour la transformée en ¥y enfin que les systemes (y,, a, ), pour

/

lesquels deux valeurs de y’ s’échangent, correspondent & un point
ordinaire «, de I'intégrale y, égale & y, pour & =«,. On retrouve
ainsi les conditions de M. Fuchs. Si I'on veut de plus que I'intégrale
soit uniforme, il faut ajouter la condition qu’aucun des points §; ne
soit critique.

Quand on sait que Iintégrale ne prend que 2 valeurs, s’il n'existe
auncun point &; qui puisse &étre un point d’indétermination de y, cette
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intégrale est nécessaivement algébrique. Par exemple, soit une équa-
tion
l"(‘)", Ny ) =0

algébrique et entiere en ¥, v, 2. Sile coeflicient de la plas haute
puissance de y'ne contient aucun facteur de Ta forme (@ — « ) (a étant
constant), et si de plus le degré en . du coelficient de y'? surpasse
d’au moins 2(p — ¢) unités le degre en o du coeflicient de 17, toute
intégrale i 22 valeurs est nécessaivement algébrique.

Toutes les conditions correspondantes sont néeessaires pour que
Pintégrale d’une équation d’ovdre quelconque jouisse des propriétés
analogues, mais elles ne sont pas suffisantes. I faudrait encore expri-
mer que les points d'indétermination possibles des intégrales ne sont
pas points critiques, ou sont points eritiques algéhriques, ete; or ces
points n’apparaissent pas sur I'équation.

Toutefois, les théoremes que nous avons ¢tablis sur la forme de
Pintégrale générale, quand elle ne prend autour des points eritiques
mobiles qu'un nombre fini de valeurs, sont susceptibles d'une certaine
extension.

Soit

“‘l"y, ,4)", )’”, ()] =0

une équation du second ordre, algébrique en y, v/, ¥ (Fest un poly-
nome en y, v, y” de degré m en ¥”). En raisonnant comme nous a-
vons fait, on voit que, si Pon définit Pintégrale y par 'équation

e Ry ey =gl Ry = oo,
les R; sont des fonctions uniformes du point y,, v, v, de la surface
F {‘,)’m :y:n ,,)’:’,1 ("""() ) I g “v
.W " ‘\ L4 / N U . ’ .
c'est-ii-dire que y et y sont des fonctions de y,, v, & mn valeurs, et
réciproquement y,, ¥, sont des fonctions de y, y i mn valeurs. Mais
ces fonctions ne sont pas nécessairement algébriques.

En remarquant que Uintégrale s’éerit aussi

o= Ry, ¥ (@), () R S Roly, J”, o' (), ()],
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on voit que cette intégrale vérifie les relations
Ri[y:y’a J’”, (JZ‘), (‘1"0)] —= ;= Ri [‘70, ylo’ J"(’n ('1'0): (xO)J’
th' 17 " dRz ’ ]
dx Ly, ¥ "5 (@), ()] = Bi = dx Lyes Yo ¥o (20), (20)]

dle' 7 diRI‘ ’ " s
a2 [}’7 V¥ (&), (x0)] = Yi— e [¥os Yo» Yo (@), {0)],

les o;, B;, v; désignant des constantes. Si I'on pose

7‘[% ]',7 ,}/”’ (.2‘), (-10)] =X )‘i (xo) Ri: E}‘i(l’o)“i,
o, e
d, dx}
en prenant pour les A; des fonctions de @, quelconques, toutes les con-
stantes intégrales :
el s o' (@) ()] =g

s’expriment uniformement a I'aide des

r—ec¢,
r = C',
= "

Plus généralement, il en est de méme pour les fonctions intégrales
RLy, ¥ ¥" ()] = G[(=), C, C'];

dans cette égalité, R est une fonction uniforme de y, y’, y”, et G une
fonction de 2 dont les points critiques ne dépendent pas des constantes

Cet 7. On a
R=o[r, r, 1, (2)], G=o9[c, ¢, ¢, (2)],

o étant uniforme en r, 7, 7" {ouen ¢, ¢, ¢”). Quant aux r, ', 7, ils
sont liés dans tous les cas par une relation algébrique

hr, s 1", (2)] =0,
qu’on peut écrire aussi bien, en faisant
p=Zh(@)Ri[y0, ¥or 7os (20), 2],
[P il (w)} =o,

_

2 )
> dx’ dx?

Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome VIII. — FivriEr 1891. 8
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équation dillérentielle dont les points critiques sont fixes. On peut
d'ailleurs remplacer la relation

par une transformée birationnelle quelconque. L’intégrale de (1) vé-
rifie les formules

¢ =Ly, syt (ol

et [J" Y .9/”7 (2)],

" Ly sy (ol

qui établissent une correspondance uniforme entre h=o el F - o:
mais cette correspondance peut étre transcendante. Quand elle est ra-
tionnelle, I'analogic avec les équations du premier ordre est presque
compléte. I convient toutefois de signaler une importante différence
[a relation algébrique, de degré mn par vapport a y, entre y, vy v,
peut étre d'un degre quelconque en y,, ¥, 5 pour les équations du pre-
mier ordre, clle est au contraivre de degré mn en y,.
(A suivre.)



