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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

MÉMOIRE
.SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRHUH V AU J'Aille

PAR M. P A U L P A I N L E V É ( < ) ,
CHARGE DE COUÏIS A LA. FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE»

I N T R O D I T C T I O N ' .

Les théorèmes bien connus de MM. Briot et Bouquet permettent
d'étudier, dans le voisinage d'un point x^, les intégrales d'une équa-
tion différentielle du premier ordre

y'=f{œ,y),

qui deviennent égales àyo pour x=x^. Si f{oc,y) est holornorphe
dans le voisinage de x^, y ^ , il, existe une seule intégrale satisfaisant à
la condition y{^o) == /o? e^ on sait la développer en série de Taylor.
Quand le,s valeurs (^o»jo) forment un couple de valeurs singulières
de f ( x , y ) , on sait encore discuter, dans le voisinage de x^, la forme
des intégrales, qui, peuvent être alors en nombre infini . MM. E. Picard
et H. Poincaré ont même indiqué des développements en séries de ces
intégrales dans le voisinage de ^o- ,

(1) Mémoire couronné par l'Académie des Sciences (grand prix des Sciences mathénîa-
tiques, ^890)..
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Î O P. PÂlNLEVÉ.

Mais qu'arrive-t-il lorsqu'on fa i t varier x d'une façon quelconque
dans le plan des.r et qu'on suit les variat ions correspondantes d'une
intégrale particulière y? La fonction y est-elle indéterminée en cer-
tains points .To? acquiert-elle un nombre l i m i t é ou i l l imi té de va leurs?
C'est là une question à laquelle ne répondent pas les théorèmes que
nous venons de rappeler.

Dans le cas particulier où oc ne figure pas exp l ic i t ement dans l 'équa-
tion

F(^ / )==o,

supposée algébrique enj.y, MM. Briot et Bouque t ont résolu le pro-
blème suivant :

Reconnaître si ^intégrale générale de l'éf/ïlalion est une fo/n'/ion de x
qui n admet dans le plan qu'un nombre donné n de déterminul.lo//s.

Ce, problème, devenu classique, a été le point de départ d 'un très
grand nombre de travaux.

Mais, quand x figure explici tement dans l 'équation ! '
(i) , F[j,y,(^)]=:=o,

algébrique en y , y\ la quest ion analogue appara î t comme beaucoup
plus compliquée, et elle était demeurée in tac te jusque dans ces der-
nières années.

C'est M. Fuchs ( ^ ) qui, le premier, a cherché les condi t ions pour
que l ' intégrale d 'une équation (i) s o i t , u n i f o r m e . Il s'est même placé a
un point de vue p lus général que je vais i nd ique r .

Quand on considère les intégrales d 'une équation d i f f é r e n t i e l l e
d'ordre quelconque, parmi les points c r i t iques x, de ces intégrales
(j'entends les points où plusieurs valeurs dey se permutent) , i l en
est qui varient avec les constantes d ' intégrat ion et que j'appelle poln^
critiques mobiles; d'autres, au contraire, qui restent/^. Ces deux es-
pèces de points jouent un rôle très d i f fé ren t , comme la suite de ce Mé-
moire le montrera.

M. Fuchs a indiqué les conditions nécessaires et suffisantes pour
que l'intégrale de (î) n'ait que des points critiques1 fixes1^. Ces con"

(1 ) FUCHS, Sitzw^berichte der Académie der Wissenschciften. m-Berlin, juin (884.
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di t ions une fois remplies, si l'on veut que l'intégrale générale soit un i -
forme, il reste à exprimer que ces points oo^ qui sont connus, ne sont
pas des points cr i t iques des intégrales.

M. H. Poincaré ( < ) , reprenant ia question, est arrivé à ces conclu-
sions inattendues :

Quand les points critiques de F équation ( i ) sont fixes, cette équation
s intègre algébriquement, ou par une quadrature, ou se ramène à une
équation de Riecati,

Les trois cas se dist inguent de la manière suivante. Donnons à x
une valeur quelconque dans l 'équation (r). Cette équat ion, algébrique
et irréductible en y.j',

FL/,y.(^)]=o.
a un certain genre p qui ne varie pas avec x. C'est co n o m b r e / ^ que
nous appelons, par d é f i n i t i o n , genre de VéquaUon diffiirentieile. Si p est
plus grand que ,r , les équa t ions de M. Fuchs s'mtegreril algébrique-
rnesit; si. p === s , e l les s ' intègrent par quadrature; si. p est n u l , elles se
ramènent \\ une équat ion de Riccati.

La raison de ce f a i t est qu'il existe alors, entre les valeurs (y\ Y ) el
(.yo»,y<)) ^° l 'intégrale et de sa dérivée aux points x el a ' ^ , une corres-
pondance bi ra t ionnel le qui, transforme l 'une dans l 'autre des deux
courbes algébriques

F [js Y, W] = o, F[ro. y'^ (<^)] ̂  o-

Plus récemment, M. Picard (2) s'est servi d'un théorème analogue
pour intégrer des classes très étendues d 'équations d'ordre supé-
rieur.

Je me propose de généraliser dans ce travail, à la fo is la quest ion
résolue par M. Poincaré et la méthode qui l'a conduit , à cette solu-
tion.

Joignons dans le plan des^ par des coupures L tous les points cri-
tiques fixes Xi des intégrales de (x)', en. choisissant ces coupures de

( 1 ) H. POIIN'CAMÉ, Sur un théorème de M. Fac/i^ {Âcta malhemeitica, t. VIÏ).
( f 2 ) E, PÏCAÏU), Théorie des fonctions cd^ébricjueîs de deux 'va'nal'le,v ( /our/uti deM'cfïhê»

ywtùfueSy 1889 )^
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telle façon que le point x, assujetti à ne pas les franchir, poisse
atteindre un point quelconque du plan, 'mais ne décrive jamais un
contour fermé autour d'un ou plusieurs points ,r/.

Soit alors jo la valeur en ^o d 'une intégrale particulière ,y(^'): fai-
sons varier a? (sans f ranchi r les coupures L) et suivons les v a r i a t i o n s
correspondantes de y, en partant de x^ avec la valeur y,» de y*

II peut arriver, dans ces condi t ions , que y acquière on nombre
limité ou ill imité de valeurs on un même poin ts . Si c'est le premier
cas qui se trouve réalisé (quel que soit y ^ ) , nous convenons de dire
que l'intégrale générale de ( i ) ne prend que n valeurs autour des points
cntujueï) mobiles.

Deux, problèmes se posent m a i n t e n a n t d 'eux-mêmes :
1° Etudier les propriétés de If intégrale de ( ï ) quand. elle est supposée

de cette nature ;
2° Reconnaître si l'intégrale d'une équation donnée ( î ) ne prend ci a un

nombre limité de valeurs autour des points critiquer mobiles.

Ce sont ces deux problèmes dont nous nous occupons i c i - II est in-
dispensable, pour les traiter, de s 'appuyer sur certaines propriétés
caractéristiques des équat ions du premier ordre, qui demanden t à être

.démontrées r igoureusement- Ces propriétés se r é sumen t a i n s i ;

I. Une intégrale j(o?) d'une équation ( î ) ne murait deyenir indéier^
minée quen certains points particuliers ^ du plan den x, faciles à déter-
miner sur U équation différentielle,

II. Ces points ^ mis à part, une intégrale qui ne prend dam le mm-
nage de la ligne 1 ( d ' u n calé de celle ligne) que n valeurn ne peut
admettre cette ligne À pour ligne singulière.

I I I . Quand l'intégrale générale d'une équation ( î ) ne prend que n m»
leurs autour des points critiques mobiles, il exùte entre y ( x ) et y</^o)
une relation algébrique ' ^

^[7.J^(^(^o)]=o. , ^ , ! .

Celle relation est de degré mn par rapport à y et à y^ respectivement, n
'^désigne le degré en y de l'équation ( î ) » 1 1 ^ 1 1

Ces'propositions restent vraies quand on admet seulement que y est
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une fonction analytique de y à m déterminations, y =fÇx,y), qui,
pour toute valeur de x, n'admet pas dans le plan des y de ligne singu-
lière. La proposition III nous montre alors que, si l'intégrale de l'équa-
tion est de l'espèce étudiée, y ' est nécessairement une fonct ion algé-
brique de y . Nous nous bornerons donc à considérer dans ce Mémoire
des équations de la forme

F[j,y,(^):]==o,
algébriques et irréductibles en, y, y", dont les coefficients dépendent
de x d 'une façon, quelconque.

Le théorème III, qui est fondamental , est évident quand on suppose
que l'intégrale y est une fonction .algébrique de ^r; si, en effet, l ' inté-
grale de (i) se laisse déf inir par une relat ion algébrique

(ï(j,,y)==0,

d'un certain degré en y et x, en e x p r i m a n t q u ' i l en est a ins i , on forme
un certain nombre de re la t ions algébriques entre les coefficients de G.
Ces coeff icients dépendent donc algébriquement d 'un d 'entre eux, par
sui te dejo. Cette remarque s'applique aussi bien aux équations d i f fé -
rentielles d'ordre supérieur.

Mais , ce cas particulier excepté, les propriétés que nous venons
d 'énumérer exigent une démonstra t ion, en dépit de leur apparente
évidence qui. les a fa i t parfois étendre aux équations d'ordre supérieur
pour lesquelles elles ne subsistent à aucun ti tre. L'intégrale générale
des équations du, second ordre ou du troisième ordre les plus simples,
quand e l l e est uni forme ou à n valeurs, peut présenter des points sin-
guliers essentiels ou, des l ignes singulières, variables avec la constante
d'intégration, et qu 'aucune par t icular i té de l 'équation différentielle ne
met en évidence. Cette intégrale n'est pas nécessairement une fonction
algébrique des constantes y^ y\, y\, ...; ces constantes y peuvent
figurer d 'une façon transcendante ( ^ ) .

Une fois admises pour les équations du premier ordre

( i ) F[y,y,(^)]=:o

(r) Voir à ce sujet le Mémoire déjà cité de M. E. Picard.
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ces propositions générales, il est aisé de donnera l'intégrale de (ï,)
plusieurs formes intéressantes. Tout d'abord, on peut l'écrire

(2) y^R^iL^/o. (^o). (tr)]./"""1 + • * "+ Kof:7o,yo. (^o), (^):1 = o.

les R désignant des fonctions ra t ionnel les de y^ y^ qui, dépendent
de x d'une façon quelconque. Il est c la i r qu'on a aussi

(3) y?4- B^[y,y, (.r), (.ro)],,rï 1 4-. ..+ Ho|:./,.r^ (^). (^,);| =o,

et ceci nous montre que l'intégrale de (i) se laisse d é f i n i r par l 'équa-
tion

M7.J< (^ (^o):] = B/[jWo, (^), (^o ):1 -" C/,

c'est-à-dire par une équation telle que

(4) p [y, y ' , 0)] = ecmst.. := y,

p désignant une fonc t ion rationnelle dcy,y, et y la fonction de ( y , ,r)
que détermine •l 'équation ('r).

Plus généralemeot, l ' intégrale vérifie ime infinité de relaliorîs de* lîi
forme
(5) I't.[j./,(^)]=A(^,C),

où A est une fonct ion de x dont les points critiques sont indépendants
de la constante (L Nous donnons aux constantes y le nom de ('onstanlï^
intégrales, aux fonctions A le nom de fonctiûm intégrales. Deux con-
stantes intégrales "y, y^ sont liées par une relation algébrique

^(y,yi):=0.

Deux fonctions intégrales Ay A< sont liées par une relation

Ï I [A,A^(^) ]=o ,

algébrique en A, A < . Nous montrons qu'on peut toujourg choisir deux
fonctions (ou, si l'on veut, deux constantes) intégrales

r=a, f\-=.a^
liées par l'équation

h[r, r^(^)]==o,
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de telle façon que toute autre fonction intégrale R = = A s'exprime
rationnellement à l'aide de r, r^

R-=z(f[r,î\,(^)], A=:9[a,ai, (^l)].

Cette relation h = o, dont les modules sont indépendants de.r, n'est
déterminée qu'à une transformation birationnelle près; nous l'appe-
lons relation entre les fonctions Cou constantes) intégrales.

Par exemple, il suffit de prendre pour r et r^ les deux constantes
intégrales

p== ).o(^o) Ro[y,y, (^), (^o)] "+-.. .-4- ^-i(^o) R,^i[j,y, (.z?), (.^)]
et

à -If^ê^ (^^-«^+ ̂ )R.^^ (-•)' (-.>):(.
liées par la relat ion

4p?â?(<z>o)J=o?

où x^ est une constante quelconque, soit zéro.
On peut aussi bien prendre pour r el r^ les deux fonct ions inté-

grales
/• [y.y. (^)] = ̂ (^ C), ^[j,^ (,T)] "~ ̂ {x, o,

définies par les égalités
i='.n.--1

/>0 = 2 ̂ ^ K^Jo.Jo^^o)^^)]. ^^^E,/../^^)^^)],
/;=:!

t:=n—l

^^^^ 2 ^(^)^[,yo^.»(^), (^)] +^R.lj/o,jo,(^),(^3,
^'=1

^^^b^y^^)^^)];
la fonction r°(<r), ou la fonction r (quand on y remplace y par une
intégrale de (i), vérifie l 'équation

/.[^^(^)]=o ou A[r^,(.)]=:o,

équation différentielle en r dont les points critiques sont fixes*. ('Dans
ces égalités, les À, sont des fonctions de x^ ou de x qu'on laisse/quel-
conques.)
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De ce qui précède résulte encore ce théorème q'ne l ' intégrale de
l'équation (i) vérifie une relation
(6) G[j,y,(^)]==o

de degré m en y -'dans cette égalité, y désigne une constante o u » ai
l'on veut, une fonction de x et d'une constante dont les points cri-
tiques sont fixes dans le p lan des x.

Quand le genre rs de la relation h == o est nu l , les fonc t ions et con-
stantes intégrales s 'expriment ra t ionnel lement à l 'a ide d 'une d'entre
elles; il existe alors des relations
(6) G[j,y,(^)]=o,

de degré m en y, et de degré n en y; y est une constante, ou, si l 'on
veut, une fonction de x qui satisfait à une équation de lîiccati arbi-
traire

y^mf+Vy'^ 1\

Autrement dit, l ' intégrale y peut s'écrire
(7) y^h B(,^[C, (,r)]j^+. .. +. •Bo[C, «J ::= o,

C désignant une constante^ et les 1:̂  dos fractions rat ionnel les en C de
degré m.

Quand o = r , l'intégrale est do la fo rme
( j^+ r^[C, (^)]j^4-.. . + ro[:C, (^)-j

^ 0 1 < ,̂\ 4. ^/(î...::" ̂  )"•( T::r^) j p^ ^ [ (^ ( ̂  )] ̂ .-ï .^.,. .,4,.,., ̂  [ (^ ( ̂  )'[ j,,, „

(/: désignant un certain noml)re), et il existe des relations

^Ej^C^)] =:0»
de degré w en y, de degré a/z en y, où y représente une fonct ion de x
qui vérifie la relation

^ = N (.r) ̂ ^:ryÏ)7T^^^^^ ;

dans cette dernière égalité, N(.z?) peut être choisi arbitrairement SI
l'on f a i t N = = o , y = = = C .
' , Ces théorèmes sont'connus1 depuis longtemps dans bien des cas
particuliers- M. Fuchs, par exemple, a montré par une autre méthode
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que l'intégrale de (r), quand elle est algébrique^ peut se mettre sous
la forme

pEy.y^^)]^^-
De même, quand la variable x ne figure pas explici tement dans ('r),

la forme de l'intégrale
j^ -+• R^-I) [jo, /(P (^)Lr^1 -i-. - • + KoEjo, ./<n (Ml == û

ES j" -+- R,,-i (^ + C)^^-1"1 -h... -h- RoO' + C)

correspond au théorème d'addit ion des fonctions simplement oo dou-
blement périodiques.

Quand l'équation a ses points critiques fixes, l 'équation (2) se
réduit à

y = R [jo> Jo» (^o)» (^)L

et la "relation h = o, où l'on fait /• == R, r'r^ —^ à, l 'équation (î). On
retrouve ainsi, le résultat: qui. est le point de départ de la méthode de
M. Poincaré, à savoir que les équations

yf=l ̂  ̂ roî y0' ̂ 0^ ̂ ^' y ::::: R^70 lro7 ^r0^ ^"^1

définissent une correspondance birationnelle entre les deux courbes
y [. y. y'. W\ '=• °» F E 7o, jo > ( ̂ o )] = o.

Dans le cas le plus général, les égalités
y=p[j, y, (^)], yi=pi[y,y, (^)]

définissent une correspondance rationnelle entre la courbe
F[y./»(^)]=o

et la courbe
/i(y,yi)=:o,

que représente la relation entre les constantes intégrales.
Remarquons de même que, si CT = o, il existe une correspondance

birationnelle entre la courbe ! ! , .
( i ) F[y,y,(^)]=o

elles courbes , ^
(6) G[y,y.(<l=û,

^/z/l. ^c? ;̂<ï. Normale, S® Série. Tome V Ï ÏL — JANVIER tStjx. 3
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correspondance que définissent les égalités

y ^pbsy^'yL
/ r pG / rXî1

y ____ .̂  j ^ y -^ ̂ J,y' --- __ .̂ .,...-........», ..--.„. -/ ..-L-7 — ^; ^ / r

.̂ -

/=:M/4-- N 7 4 - P .
avec la relation

Dans tous les autres cas, i l existe entre ( î ) et (6) u n e correspon-
dance rationnelle, qui, est seulement b i r a t i o n n e l l e quand y est une
constante.

On volt comment les transformations r a t i onne l l e s des courbes algé-
briques s ' introduisent d'elles-mêmes dans l 'étude qui. nous occupe,
Leurs propriétés doivent jouer dans ce q u i va suivre un rôle essentiel ,
et c'est au développement de ces propriétés qu'est 'consacré te second
Chapi t re de ce Mémoire.

Les résultats que nous obtenons peuvent se résumer ainsi :
Soient

(a) /(y^)^:o,

(P ) F ( .̂  ̂  ):::::: o

les équations de deux courbes de degré m et w, respectivement, et

Lr=?(yi^i).
/ • ! ^-Kri^O

deux fonctions rationnelles de ( y^ ^ ) qu i permettent de passer de (a )
à ( ? ) .

Si le genre p de (a) est nul, on peut lou/ou'n passer ^ (a)a(6) par
une irifinùè de substitutions (^ ) qui dépendent d'une fonction ration-
nelle arbitraire du point analytique ( y ^ y z,) de ( 6 ).

Quand p ^ î , on ne peut en général passer •rationneilernent de (a)
a (p). Pour quil en soit ainsi, il faut (jaune intégrale abéllenne/dei

première espèce de la courbe ( [S ) se ramène cuw intégrales elliptiques de
module égal au module de (a). Une telle' transformation^ auand elle
existe,, dépend toujours d'une contante et au moins d'un entier arin-
traires, mais ne dépend jamais d'un second paramètre continu.
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Quand p est plus grand que r, il a existe qu un nombre fini de substi-
tutions (y) transformant (a) en (?), et toutes ces substitutions se cal-
culent algébriquement.

Ces théorèmes se laissent démontrer par des procédés analogues à
ceux qu 'emploient MM. E. Picard et H. Poincaré dans l 'étude des
transformations b i ra t ionnel les des courbes et des surfaces. Le point
fondamental de ces raisonnements, c'est que la transformation (y) fa i t
correspondre aux courbes adjointes de degré {m — 3) de (a) certaines
des courbes adjointes de degré (m^ —- 3) de ((3).

Il résulte de ce simple fai t que le genre p de (a) est au plus égal au
genre pi de ((3). Quand la subs t i tu t ion (y) est birat ionnelle, on sait
que p ===j^ ; nous montrons que la réciproque est vraie quand p est plus
grand que i. Ce'théorème a déjà été établi par H. Weber à l'aide d'au-
tres considérations (1) .

.Plus généralement, si [^désigne Vordrede la transformation, c'est-
à-dire le nombre des points de ({3 ) qui correspondent à un point de
(a), on a

.-^L=L1.^=:
p — i ,

Enfin, si la courbe (p) est d'espèce hyperel l ipt ique, il en est de
même de la courbe (a).

Ces propositions supposent les deux courbes (a) et (p) données. Mais
la question qui nous intéresse surtout consiste à déterminer toutes les
courbes (a) distincts qui correspondent rationnellement à une courbe (.3)
donnée. J 'entends par courbes distinctes deux courbes qu i n'ont pas les
mêmes modules, et par suite ne se correspondent pas b i ra t ionne l l ement .
En nous servant de l ' équat ion de degré (/?-+•'!.) à laquelle Clebsch
ramène toute courbe de genre p, nous montrons qn'on peut calculer
algébriquement un type de toutes les classes de courbes ( d e genre p ^> i)
qui se transforment rationnellement, d'après les formules (y), en (a
courbe (?) donnée. Ces types (ou ces classes) sont en nombre limité. Les
courbes (a), qui correspondent à la courbe (p) donnée, ne sauraient
dépendre de modules arbitraires.

( 1 ) H. WIÎBEB, Zur Transformation der cd^ebrcdschen Fwiclio/ieti (tournai clé C'relie,
t. 76).
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La question de reconnaître .y/ la courbe (p) est la transformée ration-
nelle d'une courbe de genre î revient a dé terminer si une intégrale abé-
Henné de première espèce attachée à la courbe Ç[^ n/a que deux périodes.

L'application de ces théorèmes à l 'é tude des équat ions d i f féren-
tielles est immédia te . Soit
( î ) , ^[.r»./S (.r)"]^ <>

une équation dont l ' intégrale prend n valeurs a u t o u r des points cri-
tiques mobiles. , .

Il existe alors, avons-nous dit , une correspondance r a t i o n n e l l e ent re
la courbe Ci) et une certaine courbe

H(c,^)-:o

que définit la relation entre les1 constantes intégrales, et cette corres-
pondance

, c =R [y,./,(^)1,
^^Bil:y»y.(^)]

détermine l ' intégrale générale de (:r).
Nous sommes en état de décider s'il'exisie une te l l e courbe II de

genre ̂  supérieur à î. De là ce théorème :
On sait reconnaître algébriquement si l'intégrale de l'équation ( i )

donnée ne prend (fuun nombre fini de valeun autour des points ûrùù/ues
mobiles, la valeur correspondante de m' étant supposée plus grande que î .
S'il en est ainsi, l'intégrale s'obtient elle-même algébriquement.

On doit avoirvdans ce cas,
p — ï

»n „*„.,„„, .',,.,,.,,,,,,.,,.,..,.,̂ ^

' '"""" vs — t

sip est le genre de Inéquation (î). Ceci nous montre que, pour une
équation (ï) de degré donné1 en y et y, le nombre n ne peut dépasser
une certaine l imite quand ç-r est supérieur à î.

Traitons maintenant la même question en supposant irr =^ î..
Il existe alors une intégrale abélierme do première espèce de la

courbe (î)
! • 1 ' J l v y' r r^-VirT^f^Lr.y^^)]^1 1 '1 tï L/y y » { x ) i — J^A' ( ̂ } s ——^^ ^y^
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qui satisfait, siy(.r) est une intégrale quelconque de (i), à l'égalité

J[y,y,(^)]=A(.ï)^C

(C est une constante), ou encore à l'égalité

^J
cix

./c(^).

Si l'on exprime que cette dernière relation, est équiva len te à l'équa-
tion (i), on forme un certain nombre de relations l inéaires et homo-
gènes par rapport aux ^—"- Qaand ces relat ions sont compatibles,
tous les \ sont donnés le plus souvent par une quadrature logarith-
mique. Il peut arriver toutefois que leur détermination dépende d'une
équation différentielle linéaire et homogène d'ordre p—i au plus. Les À/
une fois calculés, F équation s'intègre par une quadrature

J=: f/f(.zQ^+C.

Un cas important, où les 'X/ se déterminent algébriquement , es l -ce lu i
ou les modules de l 'équation ( i) ne dépendent pas de*r.

Ajoutons que, les conditions précédentes se trouvant réalisée^ F in-
tégrale de (i) n'est pas nécessairement de la 'forme voulue. Il f au t , de
plus, que l 'une des intégrales J ainsi trouvées n 'a i t que deux pé-
riodes. Quand 0 == < , le nombre n peut dépasser toute l im i t e , pour un
degré donné de Téquation (i) enj,j'.

Le nombre o ne saurait être supérieur ï p . Il convient de remarquer
que, sip == m (p^> ï ) » l'intégrale a ses points (critiques fixes, car la cor-
respondance entre F et H est birationnelle. Ce théorème subsiste pour
p = i . ,

Seul. le cas ou ^ est nul échappe complètement à la méthode. Elle
ne saurait donc rien nous apprendre sur les équat ions ( ï ) résolues
par rapport à y' on de genre o. Mais, quel que soit le nombre rs, nous
pouvons résoudre la question suivante :

Déterminer si l'intégrale générale de l'équation (i) est! une fonction
qui ne prend dans le plan des x quun nombre donné n de valeurs autour
des points critiques mobiles.
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Nous montrons d'abord qu'on sait trouver une l imite supérieure N
du degré auquel figure jo dans la fonct ion

/• =: a^x) RoD'o» .;)<,, (^•o), ^]
+ ai(^) Ri [yo, ./<p (^o). (^):| + • . . + ̂ -i (^) R(,^i)Lro, Vu» (^o). (^):L

supposée entière et de de^ré (m.—i) en y^. Pour cela, nous ident i-
fions le premier membre de l ' équa t ion

^Lr»7o» (^)]^o
de de£çré mn en j et en jo respectivement avec le p r o d u i t

X^Ozd^) - •^(•^//J?
en posant / :;„:;: /ii'

^(^)^^^R,[yo,^,(^):|;

Z j désigne l 'une des m valeurs de y^ p o u r y o » ^o» l-I1116 ^)m N1 ca lcu lé ,
on conna î t une l imite supér ieure du de^ré en B,/, r, . des, relat ions

( A ) , - dr . , ,
h /",~,(^) -o.

.^[R/,r,(,r):l ^o,
rf/-
7ix'

Exprimons que les fonct ions R/, r, déterminées par les équa-
tions (A), n'ont que des points cr i t iques fixes et définissent l ' inté^ralo
de ( i ) quand on les porte dans I n é q u a t i o n

Le système de conditions a i n s i fo rmé» entre les coefficients des h, d/^
est ou incompatible ou déterminée; car si n est le nombre des valeur» de
y qui se permutent effectivement autour des points cr i t iques mobiles,
il ne saurait exister deux systèmes distincts de relations (A).

Une fois les relations A calculées (par des opérations purement
algébriques), l ' intégration de (î) estramenée à celle de '

^/^(^l^o. 1

Quant aux R^, ils s'expriment rat ionnellement à l 'aide de r.ei de r\ Si
nous appliquonsà l'équation h == 0, , dont les points critiques sont
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fixes, les résultats obtenus par M. Poincaré, nous voyons que l'équa-
tion donnée s'intègre algébriquement quand rs est supérieur à i; elle s in-
tègre par une quadrature si rs ==. \ ; enfin elle se ramène à une équation
de Riccati, si 'us = o.

La méthode précédente fourni t une démonstration directe du théo-
rème que nous av ions en vue. Mais les calculs auxquels elle donne
lieu sont en général imprat icables . La marche à suivre la plus com-
mode consiste à dist inguer les trois cas

?»T;>I , C T = = I , ?ïT-~=0.

Le premier se traite aisément à l 'aide de la théorie des transforma-
tions rationnelles.

Le second nous conduit à chercher si une intégrale abélienne de
première espèce de (i), J, ne se ramené pas aux intégrales elliptiques
par une transformation d'ordre n : problème classique qu'on sait:
traiter de bien des façons. Une fois J calculé, l ' intégration s'achève par
une quadrature.

Pour le troisième cas enfin (çj=== o), on se sert de la forme (6) de
l ' intégrale
(6) G[j,y,(^)]=o,

où G- est de degré m en y, de degré n en j, et où y vérifie l 'équation

(6') y^Ml.y^-Ny+P.

On assujett i t les coefficients de (6) à trois relations choisies, de façon
qu'une seule équat ion (6) corresponde à l 'équation (i). Il suf f î t alors
d'exprimer que les équations (6) et (ô') définissent l 'intégrale de
l'équation donnée, pour former un système de conditions qu i est ou
incompatible ou déterminé. S'il est déterminé, l 'équation (i).se trouve
ramenée par des opérations purement algébriques à une équation de
Riccati .

Quand le genre p de (î) n'est pas nul, on peut abréger les calculs en
tenant compte de ce fai t que les courbes (6) et (i) se correspondent
bira t ionnel lement . Quand p = o, on ramène l 'équation (i) à la forme

"') y=B[y•(aî)]-^^•
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qui est la plus commode pour nos recherches. Il s'agit alors de recon-
naître si l'équation (Y) se laisse déduire d 'une équation de Riccali

y^My^l-Ny-hP,

par une transformation telle que

_ 7l-1- ̂ -i.r^""1 "+- - • • -+• ̂ J.y — - •-l•- ;̂̂ ^»llq: "

Quand la chose est possible, elle n'est possible que d 'une seule ma-
nière, et M, N, P, a,,^, ..., a^ Z^,, ... sont déterminés par des opéra-
t ions linéaires. "

• On simplif ie considérablement ces opérations en i n t r o d u i s a n t la
transformation

(.) y-1^'^ x-^
A, h^ k, A, étant des fonct ions de x^ Cette transformation (a) est la
plus générale, qui conserve à la, (bis la fo rme de l 'équation (ï') et le
nombre des valeurs dey qui se pe rmu ten t a u t o u r des points cr i t iques
mobiles.

Nous faisons de cette t ransformation u n e étude déta i l lée , ana logue
à celle qu'a f a i t e M. Appe'll ( 1 ) de la t ransformat ion

r—Aj'1+^i, ^-^(.t'i).

Nous disons, par définition, que deux, équat ions (V) sont de la, inêmr
classe, quand elles se laissent déduire l 'une de l'autre par une subali"
lution (a). Si X désigne le degré de P en y , (x le degré Q, v le pkm
grand des .nombres À et p. 4- .2, nous appelons ce nombre v le degré du
coefficient différentiel de (î'). Ce nombre v n'est pas altéré par une trans-
formation (a), et, si l'équation ( î / ) est la plus générale de sa classe,
X = = v , i x = = : v — 2 . Pour que deux équations ( • ï / ) soient de la même
classe,.il, faut d'abord que les degrés v et v^ de leurs coefficients difïe1-

(^APPEIL, Itmtricmts clé quelques équations différentielles (tournai da Mal/iôm^»
tiqueff; 1889).
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rentiels soient égaux; ensuite, que les (2v — î ) coefficients des deux
équations satisfassent à (av — 5) relations. Ces relations expr imen t
qu'il existe une fonction ;z'==y(^) qui transforme l 'un dans l 'autre
les ( 2 v — 4 ) invariants J(.^), J^^) des deux équations, invariants
relatifs au groupe des subs t i tu t ions (a).

Pour mettre en évidence ces invariants , nous i n d i q u o n s deiiK pro-
cédés généraux de réduction d 'une équat ion (r/) a des formes canoni-
ques : le premier, ident ique à celui qu'emploie M. Appell dans le Mé-
moire déjà cité, consiste à faire disparaître de l 'équation (V) le plus
grand nombre possible de termes. Il condui t , par des quadratures, h
des invariants qui dépendent /de constantes arbitraires. Le second ra-
mené algébriquement l 'équation (î) à une forme te l le qu 'un nombre
fini. seulement d'équations réduites appa r t i ennen t à la même classe.
Les nouveaux invar iants a ins i introduits dépendent algébriquement
des coefficients de (r/) et de leurs dérivées. Ils ont l 'avantage de ne
pas entraîner avec eux de quadratures et de constantes parasites. Les
propriétés d 'une équation (î'), invariantes dans la transformation, (a),
se traduisent par des relations d i f f é r e n t i e l l e s dont l 'ordre est moins
élevé avec le^ seconds invar iants qu'avec les premiers.

C'est ainsi, par exemple, que l 'équation

, ci'à y2 -+- a^y2 -l-ĵ i Y +• ^o
y ^ ___ ^^^^...

se laisse ramener à une des formes canoniques

^1. — y3-}- ] ( X }
clX ^^^^

équation canonique de première espèce, et

"' r/y
^:.:=K(X)(Y^3XY+î),

équation canonique de seconde espèce. Les fonctions J(X) et X(,ï)
d'une part, K(X) et X(.r) d'autre part sont des invariants.

II. existe toutefois des équations (Y) qui ne sont pas susceptibles de
selaisser ramener aux formes canoniques de seconde espèce.. Ce sont

Afin. de l'Éc. Normale. 38 Série. Tome VUl. — JANVIRR 18.9»:. 41
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les équations qui admettent un groupe continu de transformations (a ).
Nous établissons, au sujet de ces équations, ce théorème général :

Sou une équation du premier ordre quelconque

/=/(. ̂  j),

où/est une fonction analytique de (,y, j). Quand une telle équation ad-
met un groupe continu de substitutions (a), elle ne ramène sans quadra-
ture à Fune des formes

y'=: a y "+• by'^'

(/£ est un nombre constant quelconque) ou

y=9(.r)R(,y),

et, par suite, elle s intègre à l'aide de deux quadratures. Seule ^équation
de Kiccatifait exception à ce théorème.

Ces équations mises à part, les formes réduites de seconde espace
se prêtent, aussi bien que les premières, à mettre en évidencn des cas
d'intégration des équations (Y). Ce sont elles surtout qu i nous servent
à s imp l i f i e r les calculs qu'exige le problème que nous nous sommes
posé. Le principal, avantage de ces formes canoniques réside dans
cette remarque bien s imp le : quand la valeur j =:= o est racine m u l -
tiple de Q d/ordrîî a, les coefficients :B<, IL, \.., 1̂  sont n u l s dans
l'équation

(i3) f1 + (A^y + îî^)j^-i 4-.. - + (A,y + BO -+- y -:,=1 o,

qui, définit l'intégrale de (ï') avec la condit ion

y^M^+Ny^ 'P .

De même, si. Q admet une racine y i n f i n i e d'ordre p (c'est-à^i'ire si11

jx ̂  v - 2 ~ (î), le^s coefficients A/^, A,^, ..., A^,^ sont nuls. Par
exemple, quand y = o est racine do P == o -d'ordre {n - ï), l 'équa.
tion (P) se-réduit à,

^ l+B^I^-l-^ l . . .+BlJ.+y=o.

Si y a -deux /infinis d'ordre (n - î), soitj = o, y ^ ̂  il vient,
1 ' ! , ! y^ + y == o ; ,
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l'équation est de la classe de celles qui se déduisent d'une équation
de Riccati en y par le changement de y en yn.

Nous appliquons ces remarques en particulier aux exemples n = 2,
n == 3. Pour n = 2, on a

^ -=. 4 ou v == 3 ;
pour TZ == 3, on a

v == 6, 5, 4 ou 3.

Nos calculs mettent en évidence ce fait remarquable qu'on peut dé-
montrer d'une façon générale : Quand n nest pas é^al précisément à
- ( n ne saurait être inférieur à - ) ? on connaît toujours au moins une so-
1 \ •/ 9./ (/

lution de l'équation de Riccati en y. Le problème se résout donc à l 'aide
de deux quadratures au plus. Quand n est supérieur à v — i, on con-
naît toujours au moins deux solutions de la même équation. Le plus fré-
quemment , on obtient y sans quadrature : nous apprenons d'ail leurs à
distinguer les différents cas où l'on connaît une, deux ou trois inté-
grales part iculières distinctes.

Ces propositions sont susceptibles d'être étendues aux équations ( ï)
de genre p quelconque, ̂  étant toujours supposé nul . L'équation (6)
dont nous nous servons se simplif ie là encore, quand j = o ou y == -x
sont des valeurs dey rendant y' infinie. De même, si l 'équation don-
née, de degré m en y\ n'est pas de l'espèce la plus générale qui corre-s"
ponde à la valeur de n (ce qu i arrivera toujours pour n suffisamment
grand), des intégrales particulières de ( ï ) se mettront en évidence.
Toutefois, les choses se présentent alors d 'une façon plus compliquée,
à cause de la double espèce des points cr i t iques de l ' équat ion , et je
me borne pour le moment à ces indicat ions sur ce sujet.

Dans tout ce qui précède, nous n'avons rien supposé sur la nature dos
points cr i t iques fixes. Quelles simplifications entraîne l'hypothèse que
V intégrale y Çx) est algébrique dans tout le plan? Si l'on a reconnu que/
l'intégrale prend un nombre fini n de valeurs autour des points criti-
ques mobiles, il faut, de plus, que l 'intégrale de l'équation à points
critiques fixes

, f dr 1/v9^{x)^(ï
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a i t son intégrale algébrique. Si m est supérieur à i, il suffit que les
coefficients de h soient algébriques en x. Quand TTT =-= i , le problème
revient à .reconnaître si l ' intégrale d 'une équa t ion

dĥ •11(.r)v/(7'11 '^^^^^

est algébrique. Quand în ="= o, le problème se résout a l g é b r i q u e m e n t
ou l 'équation se ramène à la quad rature

^:::::H(^

ainsi qu ' i l ressort des propriétés de l 'équat ion de Biccat i .
Si. l'on, se donne le nombre N des déterminat ions de l ' in tégra le algé-

brique yC^) dans le p l a n , la ques t ion , quand CTÏ ^so, se résout algé-
br iquement ; quand C T = Î , elle revient encore à r econna î t r e si une
intégrale abélienne de première? espèce est la transformée r a t i o n n e l l e
d'une intégrale el l ipt ique.

En par t icul ier , on reconnaît a lgébr iquement si l ' intégrale y { ^ )
d'une équat ion ( ï ) , de genre p ' ^ o , est une fonc t ion a lgébr ique î»
N valeurs : l ' intégrale s'obtient elle-même algébriqinmmiL

Posons-nous main tenant la même question sans nous d o n n e r ni //
ni N; autrement dit, cherchons à dé t e rmine ra -nMÀ^rale ('runc (k/ua-
lion ( r ) est ûl^ébrùjue. En nous servant de la première méthode d'inté-
gration (après avoir effectué sur .1;, y une transfbrm.alion bom,ogra-
phique), nous montrons qu'on reconnaî t a lgébriquement s'il en est
ainsi, dans l'hypothèse C T ' ^ > T ; dans l 'hypothèse î ï T " = = î , on ramène
l'équation à une équation de la forme

9(j)^//:::::4/(^)^

dont1 l'intégrale doit être algébrique. Mais la, méthode ne f o u r n i t au-
cun renseignement sur le cas de "ers == o. Par conséquent , les é q u a t i o n s
entières eny\y, x

V { y ' , y , ^ ) - i ( ^

et de genre o en (y,y), lui, échappent toujours. ,
Nous traitons toutefois, au sujet de cea1 dernières équations, cer-

taines questions particulières. Nous les ramenons d'abord à la
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forme
^y_o^ y^ P(J^)^-K(y^)-»-0^^,

où P et Q sont deux polynômes enj, <r. Dans l 'é tude q u i n o u s occupe
maintenant , y et .z* jouent un rôle symétr ique; on peut leur faire sub i r
une transformation rationnelle quelconque, par exemple une trans-
formation de Cremona. Les points singuliers intr insèques de l'équa-
tion sont alors les points communs aux courbes P === o, Q == o. Cer-
taines propriétés de ces points suffisent parfois à décider si l ' intégrait1

de l 'équation est ou non algébrique; mais le genre de cette intégrale
est alors nécessairement n u l . 'Des procédés analogues permettent ,
dans bien des1 cas, de calculer les intégrales algébriques de genre
donné et, dans tous les cas, les intégrales r a t ionne l l e s part iculières.
Mais le problème qui consisterait à calculer les intégrales algébriques
sans aucune donnée a priori ne semble pas près d'être résolu,

La conclus ion générale à laquelle nous arrivons est i d e n t i q u e a
celle de M. Poincaré dans son étude des équat ions de "M. Fucbs. Les
intégrales générales a n valeurs des équations du premier ordre sont
des transcendantes q u i ne d i f fèrent pas de celles que définissent les
quadratures ou les équations linéaires. C'est là u n e d is t inc t ion essen-
tielle entre les équations du premier ordre et celles du second. Pour
trouver quelque analogie entre les deux espèces d'équations, il faut se
borner à considérer les équations d'ordre supérieur dont l ' intégrale y
dépend algébriquement des constantes yo,j^, .... .Encore ne peut-on
fixer (comme dans le cas du premier ordre) une l imi te supér ieure du
degré auquel figurent ces constantes dans la relat ion

(])[y, y^ y\, .... (x), (:z\)] ==: o,

qui déf in i t l ' intégrale générale. Toutefois, la théorie des transforma-
tions ra t ionnel les des surfaces permet d'étendre notre première mé-
thode d'intégration à cette classe d 'équat ions d'ordre supér ieur ; les
résultats que nous obtenons a ins i et que nous énonçons succincte-
ment au cours de ce Mémoire, et la méthode même qu i nous y con-
duit , const i tuent une extension des travaux déjà cités de M. Picard
relatifs aux équations du second ordre.
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CilAPITBE 1.
GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

1. Soit
(1) F[j,/,(^)1^o

une équation différentielle du premier ordre, a l^éhr iq î ic et i rréduc-
tible en y, y, dont les coefficients A(^) dépenden t de .r d ' u n e façon
quelconque, et
(2 ) y:=/(^j)

une des valeurs de y qui sat isfont à l 'équation (î). !/intégralej(a")
d'une telle équation possède certaines propriétés fbnda rnen ta IeH que
nous allons rappeler :

Si une intégrale y ( x ) tend versjo quaruLr tend vers ^/(*y<»^y«}
étant holoniorphe. cette intégrale est el le-même liolornorplie dans le
voisinage de ;yo et développable par suite on, série de* Taylor dont on
conna î t les coefficients 11 n'existe pas d'autre intégrale prenant an
point 0*01^ vsdeuryo, quand,;y tend vers^'o sur un chemin de* longueur
f i n i e *

Quand/(^,j) n'est pas holornorphe en ^.yo» cette ibnction peut
être, ou non, uniforme dans le voisinage de x^^ y<p Pfaçons-noyg
d'abord dans le premier cas.

Nou^ admettons que x^ n'est pas un poin t s ingulier X^ des coeffi-
cients A de (i).

Si la valeur de f(x^^Y^ est i n f i n i e » i l existe toujours une dérivée
^(-)

d e - p a r rapport à y d'an certain ordre, —,^-i par exemple, qui ne
^annule pas pour ( x ^ ^ y ^ " ) et le point x est un point crit ique1 algé-
brique dej(.r) autour 'duquel se permutent (p +" i) valeurB.

'Quand x tendant vers ̂  y tend vers l ' in f in i , on pose y == ^"y et la
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fonction y vérifie l'équation

dVi . J i \ „ , .^ =- y\ /(^ 7) =/i(^7i)-0.2- \ j i /

Si/i Çx, o) est holomorplie, ;x"o est un pôle de y Ç x ) ; si /i (.r, o) est
inf inie , x^ est un point critique algébrique de j(^).

Ce qui. précède s'étend au cas où le point x^ est le point co du plan
de la variable complexe x. On pose alors x= -^-; l'intégrale y ( — )
vérifie l'équation

d'y i ./ i \ . , .j-=--^f[-^y)=M^y)'
Ct/JL i tÂ.' s \tÂ/^ /

et on étudie cette équation dans le voisinage de*r, == o.
Enfin, /(<z7o,jy)peut être indéterminée, c'est-à-dire qu'au voisinage

de ^o»Jo l8 fonction y se présente sous la forme

l^^O^))

Q(^OîJo) 3

P etQ étant deux fonctions entières de x, y qui s ' annulent pour.x == .T(,,
y==y^. Ceci, ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières X.,.
de x et Y^. dej. Le point x == X^ peut être un point t ranscendant sin-
gulier de ,y(^")- Les travaux de MM.. Briot et Bouquet , E* Picard,
H. Poincaré permettent d'étudier j(<r) dans le voisinage du point X^

Passons au cas oùf(x,y) n'est pas uniforme dans le voisinage de
x=x^ y=,yo.

Nous supposons encore que o/'o n'est pas un des points singuliers X/:
des coefficients de l 'équation (:r). Dans ces conditions, un nombre fini
d'intégrales y deviennent égales àyo en x^ et admettent ce point x^
comme point critique algébrique. Il n'y a d'exception que si la
quantité

âF àF ,____ L- ____ -y/

àx à y "

est nulle pour œ=X(^ j==y^ y ' ^ /(^o^yo)" En généraly les trois
relations

àF àV àf ,F:=0, ——=^o ^ y ' ^ o
àyr àx ày
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ne sont compatibles que pou s' des velours exceptionnelles X^ (le .y"
Mais au cas même où ces trois re lat ions sont vérifiées, quel que soit .y,
quand x et y satisfont à une certaine r e l a t i o n

^(.r,r) -:: o,

l 'équation admet une in tégra le s ingu l i è r e , et: le [ joint x est un po in t
algébrique dey(^), sauf pour certaines va leurs par t icul ières X^ de a.%
qui satisfont à une troisième cond i t i on d is t i rn ' i e des re la t ions

V == o, , T ::= o.
()V
"()'/

Je renvoie pour la démonstrat ion de 'ces propriétés au M é m o i r e de»
MM. Briot et Bouquet (Journal de l'Ecole Polyteohniciw, a n n é e i K.W}»

Nous voyons, en résumé, que si y tend vers y,, q u a n d .r tend vers ,r,,,
le poin t x^ est un point algébrique de y(«^), et i l n 'existe q u ' u n
nombre l i m i t é d'intégrales y prenant en ^» la valeur y ^ .

11 n'y a d'exception que si o?<» coïncide avec certains points singu-
liers Ç/ (ou X/, X^ X^) du plan des ^points qu'on peut déterminer ,
a priori, quand on conna î t l 'équation ( i ) * Ces points peuvent être den
points singuliers transcendants de l ' intégrale y(^*)» et une i n f i n i t é
d'intégrales y peuvent prendre la valeur y,,*

Mais. dans cette 'discussion, nous avons admis que, x t enda î ï t vern
^p y tendait vers y^. Peut-il arriver que y ne tende vers aucune
limite? Pour les valeurs singulières ^ de œ^, le cas se pt^serîte fré"
quemment, comme le montrent les exemples les plus s imples» A i n s i

i
l'intégrale générale y == C^' de l'équation

dy _ yin" "'""^ 7^
admet le point .r==o comme point s ingul ier essentiel. Quand x^ est
un pôle S de y ==/* quel que soit y, on sait même que y est nécesgai-
rement indéterminée ou ' tend vers une des valeurs y<» qu i d o n n e n t h
/(^•o^yo) la forme °- Si donc toutes les intégrales ne prennent pas
larnême valeur pour;r==l; , elles admettent nécessairement ce point
comme point 'singulier transcendant1 (point essentiel qui peut être
aussi critique).
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La même chose peut-elle avoir lieu pour une valeur x^ quelconque
de .-r? Avant de répondre à cette question, voyons un peu ce qui se
passe pour les équations d'ordre supérieur

^ ly^ r ' . y " . ' - .,7^-^.y^, (^)] —o.
Les propositions que nous venons d'énoncer ont leurs analogues

dans la théorie de ces équations, et permet tent d'étudier, dans le voi-
sinage de ^o, l'intégrale y{oc) qui , pour x=x\), satisfait aux condi-
fions

y=y,, y=7,, . . ., y^)=y^1.

Mais il est facile de former des exemples de telles équations dont
l 'intégrale y(^) devient indéterminée pour des valeurs XQ quel-
conques. Soit l 'équation

(rf^/r^^y^^o;

son intégrale générale est
i

y = ̂ c:^ ^

b et a désignant des constantes. On voit que, pour une va leur quel-
conque <r === a, une i n f i n i t é d'intégrales d e v i e n n e n t indéterminées .

Considérons de même la fonction modulaire
j:-=9^;).

Cette fonction satisfai t à une équation différent iel le du troisième ordre
algébrique, formée pour la première fois par Jacobi; l ' intégrale de
cette équation est une fonc t ion un i fo rme qu i admet un cercle en t i e r
de points singuliers, et ce cercle varie avec les constantes d'intégra-
t ion .

1 1 1 Le même fa i t se produit quand on remplace la fonction modulaire
p a r ' u n e fonction fuchsienne quelconque définie seulement à l'inté-
rieur du cercle fondamental . Bien plus, parmi les fonctions fuch-
siennes, il en est qui admettent des lignes s i n g u l i è r e s ' n o n ' a n a l y -
tiques. Ces lignes ont une tangente en chaque point, mais n'ont pas
de cercle oscillateur. L'intégrale de l'équation du troisième ordre cor-
respondante admet donc de telles lignes'singulières, variables avec les
constantes d'intégration*

! Ann. de l'Èc. Normale. 36 Séria. Tome V IL—JANVIER 1891 . 5
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Ces difficultés, mises en l u m i è r e par les t ravaux récents de M. Pi-

card (1) sur les équations d'ordro supér ieur , se peuvent-elles rencon-
trer dans les équations du premier ordre? I l n'est pas évident que la
réponse doive être négative, et i l c o n v i e n t de le démontrer . Je renvoie
pour cette démonstration a un Mémoi re* (2) Sur les lignes sinw/ù^ des
fondions' analytiques, et je rne borne h énoncer les propriétés sui-

vantes, caractéristiques des équat ions du p r f î i n i e r ordre, et qui servent
de p o i n t de départ aux méthodes d ' in tég ra t ion q u e nous exposerons
ensui te .

2. En premier l i e u , si un poin t a^ du plan des ,r est un p o i n t , s ingu-
l ier non algébrique de l ' intégrale y ( ^ } , ce point co ïnc ide nécessaire-
ment avec un des points par t icul iers ^ signalés p l u s h a u t . i / in té^ra le
ne saurai t donc présenter de poin t essentiel var iable avec la cons t an te
d ' intégrat ion.

Soit ma in tenan t i ine aire S quelconque d u plan âesx ne rentenmmt
aucun de ces points ^, et une aire S, de contour cr, intérieure à S/IToute
intégrale j(<r), qui ne prend dans S qu'un nombre f in i de valeurs» est

' cont inuable au delà de a et no présente dans S que des pôles ou deg
points cr i t iques algébriques.

Distinguons maintenant , comme nous Favons ind iqué dans l 'Intro-
d u c t i o n , parmi les points critiques d ' une intégral(^y(oî), ceux qu i
varient et ceux qu i restent fixes quand la constante d'intégration

'varie. Les points critiques de seconde espèce sont certains poin ts ^
particuliers (qui fon t parlie du groupe des ̂ ). Joignons-les, comme il
a été d i t , par des coupures, de façon q u ' u n poin t do plan des ̂  qui
se meut sans f ranch i r ces coupures, puisse at teindre un po in t quel-
conque x\ mais ne décrive jamais un c i rcui t ' fermé au tou r d'un on plu-
sieurs points .̂.

( 1 ) ,.E. PICABD, Théorie dev fo/u'uow a^ébriqiwfi de dmx wirwhicf! (Jûwml cif.; Mu»
thêmatIquGîff 1889).

( 2 ) AnnaUîfî de la Faculté de Touhiu'e (janvier ,1888, p, 39, 4 4 ) , ^e mmm (^Ue occa-
sion (le rcelifler une erreur historique qui s'est p;2isHé(5 dans rintroduetion de as Mémoire
(p. z). Le théorème de M* Mittag-Lofflor sur la dôcomposiiifm m Hornmfô (rime Ibmîtkm
ayant dans l6 pîan UM Infinité duopoles a été publié, par wn autour dèn î'aunéfô 1877, ot
est ântérieuiv par .conséquent, aux /travaux analogues, portent sur la décomposition (m
sommes,ou1 on produits de fonctions affectées de eoupuros partîculîèros.
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Si.jlans ces conditions, l ' intégralej n'acquiert que n valeurs, autre-
ment dit si l 'intégrale ne prend que n valeurs autour des points cri-
tiques mobiles, elle ne saurait présenter ni lignes singulières, n i po in ts
essentiels (en dehors des Ç/).

Quand les coefficients de l 'équation (i)
(j) Fiy^(^)]=o
ne sont définis que dans une portion du plan des x, le mêrnïï théorème
vaut pour cette partie du plan.

Considérons maintenant l 'intégrale générale de l 'équat ion (i),

y^^yo^)»
et admettons que cette intégrale générale ne prenne que n valeurs
autour des points cri t iques mobiles. En s 'aidant des propositions pré-
cédentes, on montre que y est une fonction ana ly t ique de y^ qu i ,
pour une valeur quelconque donnée à x, ne présente dans le plan des
jo ni ligne singulière, ni po in t essentiel.

Il est facile, des lors, de voir que y est une fonction a lgébr ique
dejo- Pour rendre le. ra isonnement plus clair, admet tons d'abord que
les coefficients A,(;.z?) de l 'équation (i) 'soient des fonct ions u n i f o r m e s
de ̂  et que l'intégrale y ( x ) ne prenne que n valeurs dans tout le p lan
des oo.

Donnons à. x^ une v-aleur quelconque, et faisons varier y,,. Pour
chaque couple (^o,jo), y est susceptible de m valeurs, s f w est le
degré de F en y. Soitj^ l 'une de ces valeurs. L'intégrale y ( ^ ) qu i
satisfait aux condit ions

y(^o)==Jo,
y(^o)==j^

est déterminée sans ambiguïté par l'équation différentiel le
(2) y=/(^j)
[/{x^y^^y^

Soient, d'autre part, y^'y,,..., y^ les.n valeurs que prend en x une
des intégrales y. Ces n valeurs sont bien déterminées pour chaque
intégrale particulière et, par suite, une fonction symétrique de ces
n quantités, soit s, ==y, +y, +... +y^ if admet qu 'une valeur pour
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un système (r(pjo) (lonné* Si Von veut encore, z est une fonc t ion
uniforme (la point ana ly t ique (yo^yo) de la courbe

^Lro. ,)'o» (•^o)"l =o,
ou encore une fonction à m. valeurs dey,^

Cette remarque s'applique à toutes les fonctions symét r iques , no-
tamment aux suivantes ;

^•==riy2-4"Jij3 4-. - . -+• .r/,».î.:r//,,
^ ==. ji js.r;» +... "h yn „-.., âj/,,. i y//,

Mais on a
^//^.rijsja-.^/^

^^.....^^^-L^._±s^,,,o.

Donc y est une fonction d e r o a w// valeurs. Inversement y^ est une
fonction d é j à mn valeurs, (^ornme d ' a i l l eu r s la fonction y ( y ^ } n^
présente que des points singuliers algébriques, la relation entre y et
y,, est une relation algébrique de de^ré m/f par rapport a y et^ res-
pectivement

^[y^v^ (-y)»1 {a^\:::w: 0"

Le raisonnement s'étend sans peine au cas ou les A/ sont, deg Jonc-
tionsquelconques de ^>, et ou. y admet des points, c r i t iques fixes (en
dehors des points cri t iques mohiiesj .

'Pourle 'voir , joignons encore les points ^,, ^ par des coupures, ci
faisons varier x dans le p lan, en parlant d 'un po in t ̂  quelconque
avec des valeurs déterminées, pour^,, des A,, dej^ et dej,. Si nous
ne franchissons aucune coupure, les coeff icients de réquat ion ( i ) sont
des fonctions de w qui gardent une va leur u n i q u e ; d 'autre part, il
existe une intégrale particulière y Ç x ) et une seule qu i sa t i s fa i t a u x ^
cond i t i ons

' yW^y^ ^(^o)1^^,,
en même temps qifà l 'équation ( î )

\ 1 1 1 . 1 1 F(7,y,^):::..o,

où les coefficients A/ gardent cette va leur 'dé te rminée» Cette1 intégrait*
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j(^), quand avar ie dans les conditions indiquées, ne pont prendre
en un point x que les n valeurs qui se permutent autour des points
critiques mobiles y,, y ^ , ..., y^. Une fonction symétrique que lconque
de ces quanti tés ne prend donc qu'une valeur (quand on laisse
;r constant) pour un système quelconque (yo, y'/). Autrement dit ,
^ = = y ^ +y^-4~... . -+-y^ par exemple est une fonction un i fo rme du
point .analyt ique (.yo^Jo) de la courbe

^ly^y^^'Q)] ===o.

Ce point établi, le raisonnement s'achève comme ci-dessus.
Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que la relation

(i) n^jo. (0=0
était algébrique en y et y. La démonstration des propriétés énumérées
exige seulement, comme on pourra s'en convaincre en se reportant an
Mémoire déjà cité, que y ' soit une fonct ion analyt ique de y à m bran-
dies qui , pour une valeur quelconque de x, ne présente pas dans le
plan desy de ligne singulière.

Soit donc une telle équation (i) . Son intégrale, si e l le ne pî^nd
autour des points critiques mobiles que n. valeurs, do i t vér i f in r (nie
équation

(3) <x[y,jo,(^),(^)]=o

de degré mn enyetjo, et dont les coefficients sont des fonct ions quel -
conques de x et de x^. Si on élimineyo entre (3) et l 'éqi.iation

àfi , ()G_y 4». _ =: o,
ôy " àx

le résultat est algébrique en y et y. Nous sommes ainsi condu i t à I î <
conclusion su ivante :

Désignons parf[(x), y] une fonction dey à m déterminaUons r/iu ne
présente-pas de ligne singulière pour x == x^ (^o étant quelconque).
Quand V équation

y^/K^ji
a pour intégrale générale une fonction qui ne prend que n valeur autour
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des points critiques mobiles, f est nécessairement une fonction algébrique
de y.

Les seules équations que nous considérerons dans ce Mémoire seront.
donc des équations algébriques enj' et y, où x figurera d 'une façon
quelconque.

3. Etudions maintenant avec plus de détail la forme de l ' in tégrale
générale de l 'équat ion
( i ) ^[7, y, «]=:o
par rapport aux.. constantes.

Désignons par ri le nombre des valeurs de y , y^ jy, , * . , y,, q u i si*
permutent effectivement autour des points cri t iques mobihs. Nous
avons dit qu'une fonction symétrique quelconque s de y^ja, * . » , ,y/,
était une fonction un i fo rme de (yo,y^), et comme d'autre part ^ dé-
pend, algébriquement de jo, on a.

,,s=R[j,,j^ (,^o), (.y)],

R désignant une fraction, rat ionnelle eny^y^ dont les coefïicients dé-
pendent de x^ et de x d 'une façon quelconque. 11 en résulte que Finie-
Sraley peut s'écrire

( ^ ) y' + ̂ i l:Jo. 7o. (^o), Wly^1

-+" R^â [}^ y^ (.^o), W] J^M- - - 4" K(, [70, Jy, (.z-o ), (.r)'] ,;:r o,

Les constantes y^y^ sont assujetties à la, condit ion

(^) ' Flj',,7,, (^.)]=o?

.TO est choisi arbitrairement, par exemple ^==0. Inversement ,
quand l 'intégrale de (i) vérifie une équation telle que (4), elle prend
au plus n valeurs autour des points critiques mobiles.

Q'uand n'est le nombre des branches dey qui, se permutent 'effecti-
vement autour des points critiques mobiles, 'l ' intégrale 1 ne peut se
mettre sous une forme telle que (4), où n aurai tune valeur inférieure.
De plus, il n'existe pas deux équations (4) 'distinctes. Autrement dit,
soit 1 1 . ! ! ,. . ' / ! ! 1 1

(^ . 1 1 1 1 1 . J%+r,^[al(^)]J^]"^.-ll^lro{al^
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une seconde relation que vérifie l'intégrale. Dans (4'), r, désigne une
fonction de x dont les points critiques ne dépendent pas de la con-
stante C. Pour une intégrale quelconque j, on a

y^+j^. . ._{_y^=:— R^_i[jo, J^, (^), {X)~\ =:—— /^i [Co, (^)],

et de même pour R, et r^ c'est-à-dire qu'en fa isant correspondre conve-
nablement C à yo' Jo> R/ ^ol1L coïncider avec r^

II résulte de là que si on forme, en él iminant y()»jo' les relations
algébriques qui unissent R/, ï\j d 'une part, R^, — d 'autre pari , le
système d'équations ainsi obtenues est unique.

Il est clair que ceci cesse d'être vrai quand n n'est pas le nombre
des valeurs de y qui se permutent réel lement autour des points cri-
tiques mobiles (mais un mult iple de ce nombre).

Si nous éliminons j^ entre (4) et (5), le résul tant estune équa t ion
de degré mn eny -o ety respectivement

^[jï.ro, (^), (^o)']:^:).
Cette équation ne change pas quand on remplace à la fois y et .r par

Vo et ,T(), /o 6t ^o P^ y et •/r- El^ est exactement de degré mn et irré-
d u c t i b l e si x et .To sont quelconques; autrement, l ' intégrale sa t i s fe ra i t
à une relation

g{y,y'^ (^), (.ro)]=:o

de degré v en jo e1^ cny, v étant infér ieur à mn : v doit être en tous cas
un m u l t i p l e de /z, v = rn'n, et pour chaque valeur dejo, y prend /////
valeurs distinctes. Mais l ' équa t ion irréductible (i) admet m racines y\,
quand jo ^st donné, et à chaque groupe (/o^ro) correspond (si y^
,z'o sont quelconques) une intégrale distincte à n valeurs, donc mn va-
leurs distinctes dey correspondent àjo ; rn1 ne peut être inférieur à m,

II est clair d 'ai l leurs que de l 'équation (4) on peut déduire une i n f i -
n i té d 'équations de même forme, mais dont le degré,en y est un m u l "
t iple de n. A. de telles équations les remarques précédentes ne
s'appliqueraient pas.

Revenons à l'égalité (4) elle-même. Nous pouvons l'écrire aussi
bien
(6) yï+B^E.r,/, (^jr^—^KoE^y.^Q]^0-
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Sous cette forme, on voit que, quand on remplace dans R/ [y, y, (,^")|.y
par une intégrale particulière de (i) et y par sa dérivée, B/ devient
une constante, à savoir (au signe près) la somme des produits iï\ i des
valeurs en x^ de l'intégrale considérée.

L'intégrale de (i) se laisse donc dé f in i r par Pénal i té

(7) MJS ./, (^) (^o):l ̂  M,y^ Vp (-^). (^o) l = c,
G/ désignant une constante, eiy la fonc t ion de y et a" dé te rminée par
l 'équation

(0 ^y. (^)'l^<*.
Une telle forme de l'intégrale a été Indiquée depuis longtemps par

M'. Fuchs dans le cas où l'intégrale de (i) est algébrique. Mais je veux
insister surtout sur les rapports des diverses relations (7) qui p e u v e n t
représenter l'intégrale,

11, est clair que de l 'équation (7) on en peut t i r e r u n e in f in i t é d'autres»
en posant

r^o(B^

ç étant rationnel en R. Plus généralement

r.::::y(B^B^ .../H/,)

jou i t de la même propriété.
Remarquons encore que l 'équation (7), ayant lieu, quel que soi t '^y,

peut se difÏerentier par rapport à x^ et donne

(8) "' ^[r.y^.r)^^)]-^
U,t'^ 1 CfK.^-Q

Si nous posons

( /r, r> r> ^î d^ ^Ar=: ç Hi, Ita, < . . , I{,,« — — ^ .-8» . " . ? -7-̂  î(9) , i 1 \ ! ̂  ^y ^o/
( c :,:•:::.• 9 (Ci, (;a, * . .» C//, Ci, . .,, C^),

l^intégrale de (i) se laisse définir en égalant r à e.
Inversement, je dis que toute fonction r(^r,y, a?), rationnelle en

y, y, qui, égalée à -une constante •c, définit l'intégrale de ( n ) ^ est de
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la forme (9). Il me suffît de prouver que la constante c s'exprime
rat ionnellement en fonction des constantes C,, ..., C^, C\, . . . , C^.

En effet, admettons que, pour les valeurs C ^ , Ça, ..., Cp . . . , €„, les
égalités

RI==CI , B^=: Ça? . . . , R^r^C^
dR, _ d^ _ dï^ _ ^ F[y,y, (^)]= o
^-"-^ ^-L2Î " • • ' ^~^

soient compatibles quel que soit a?. Elles ne peuvent définir qu'une
seule intégrale particulière de (i). En effet, on a d'abord

7;? + Cn^yf + C/^yr2 +... -h Go = o

ce qui détermine les n valeurs dej en ^o; ensuite

^r^yo + (^ ^-1) c^iT-r'yo -^ jr1 c;̂ i +... + c'o = o,
ce qui détermine la valeur de y ' en x^ pour chaque valeur de x^.

A un système de constantes C/, C'j compatibles correspond donc une
seule intégrale particulière, par suite une seule valeur de c. On en con-
clut que r est de la forme (9).

Nous donnons à ces fonctions c ==r[y,j/, (c^)], rationnelles en y,
y', qui égalées à une constante définissent l'intégrale, le nom de con-
stantes intégrales. Soient deux constantes intégrales

( < o )
c =/• [y,y,(.r)],
c^ri[y.y'.W^

ces deux constantes sont liées par une relation algébrique. Pour la
former, il suffit d'éliminery.y entre les équations (i) et (10) : le
résultant est indépendant de x. D'après la théorie des irrationnelles
algébriques, on peut choisir dans le cas actuel ces deux constantes c,
^ de façon qu'une constante intégrale quelconque s'exprime ration-
nellement en fonction de c, c^

II suffit en effet pour cela que les G,, Cj s'expriment rationnellement
en fonction de c, c^ Les quantités C^, G} sont liées algébriquement à
l'une d'entre elles : ce sont, si l'on veut, les coordonnées d'une courbe
de l'espace à an dimensions. Or on peut faire toujours correspondre
birationnellement à une telle courbe une courbe de l'espace à deux

Ann. d e i ' È c . Normale. 3e Série. Tome Vif. — rEvmER 1 8 9 1 . 6
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dimensions. Soit, par .exemple, C/ une des constantes en fonction
desquelles s'expriment toutes les antres; posons

y == li Ci -h ^2 Câ +... + À/, (̂  4" p.i C, 4-... 4" p^ C^,,

les À, jx désignant des nombres quelconques . A. chaque va leur de C/,
correspondent k systèmes d i s t inc t s des C, (7, et a ces k systèmes k va-
leurs distinctes de y, si les \, [xne sont pas chois i s d ' une façon par t i -
culière. Il en, résulte que les C, (7 s 'expriment r a t i o n n e l l e m e n t eu
fonction de C/ et de y, l iés par une certaine r e l a t i o n

II(Q,y)="o,

11 est doue toujours possible de choisir deux constantes in tégra les
c et c^ de façon que toutes les autres s'expriment r a t ionne l l emen t eu
fonct ion de c,c^Ces deux constantes sat isfont à une certaine é q u a t i o n
(n) H, (c, ci) ̂  o

que nous appelons relation entre les constantes intégraleB-
Si B[y, y', (^)j == C est une constante intégrale, on a

C ~::y(c, cQ,
K :::"::: <p(r, r,V

. Si deux autres constantes intégrales "y, yi jouisserit de la môme* pro-
priété, y et Y^ sont fonctions rationnelles de c, <^, et réciproquement*
11 existe donc une correspondance bi ra t ionnel le entre la courbe (11)
et la courbe

H^y.yO^o,

Inversement, quand ces deux courbes ont mêmes modules, y et y^
peuvent remplacer C et G( ,

La relation entre les constantes intégrales n^est donc déf inie qu'à
une transformation birationnelle près.

On voit qu'il existe une correspondance rationnelle
. ! ( c-r[j,y,(^)],

( c^r^y,y\{^}

entre ' les points c, 0, de la courbe (u) et les points y^ y'àe la
courbe, (i), et cette correspondance défirdtTmtégrale de (î).
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Nous avons appelé genre de l'équation différentielle le genre de
l'équation (i) où on laisse x constant. Ce genre p , comme nous le
démontrerons dans le prochain Chapitre, est, égal ou supérieur au
genre vs de l'équation

( r i ) H(c, Ci) ==o.

Si la substitution (12) est birationnelle, l'équation (i) a ses points
critiques fixes. Réciproquement, si l 'équation a ses points critiques
fixes, on a

y=R[yo,7o» (^'o),(^)],

y= j^ij^./o» (^o)» (lr)]?
avec

yo^Rfy .y . (^)> (^o)],

./o = ̂ - [y>./» 0)» (^o)] ?

la transformation est birationnelle, et l'on peut regarder l 'équation

Î^Ejo, 7o. (^'o )]=o,

dont les modules ne dépendent pas de «z^, comme la relation entre les
constantes intégrales.

Quand n est quelconque, la transformation ra t ionnel le est d'ordre //,
c'est-à-dire que n points y, y ' de la courbe (:i) correspondent à un
point <?, c\ de (r i).

On voit comment la théorie des transformations rationnelles des
courbes algébriques intervient ici. Nous consacrerons le prochain
Chapitre à leur étude. Auparavant, il. convient d'ajouter quelques
remarques au sujet du choix des constantes c, c ^ .

Si nous posons
p r= :^Ro+aiRi+ . . .-+- a,,.-.,i,R^..i,
y == OQ Co •+• Oi Ci -4-...-+- a^i C/^i,

^o, Oi , ..., a^{ étant des fonctions quelconques de x^, je dis que nous
pouvons prendre comme constantes c, c^ les constantes y,-~^--

, - ! UtX'Q
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Nous avons, en effet,

/= -y7- == Oo (^ -4- ai C\ "+•. . . "+• r%/^i C^
a^Q

cla^ /-, da^ ^ da,,..^ p^ „.— (^ -4- -,— t<i •+• • • • 4- —,—— \^t -i.
<;/.'ro a.To a.'ry

Pour une valeur oc^, nous pouvons, une fois les valeurs des ai détermi-
nées, nous donner encore celles des -—•• Soient

Wt'Z'O,

/••if pf pf n ( 1
I.J(P <^, . - < » ^-'(/A-li» '- 'O» • " • » ^ ( / ^ • • 1 ^ , ?

et /v p' ic" f r1'
^ 0 , 1 » -l,!» • • • y ^ •^ ( / î . - î 1 , 1 » ^•''V»!» . .^ ^(/t-l, hî

deux systèmes distincts de valeurs C, C' correspondant a une valeur de
y. Les d^1 étant laissés quelconques» ces deux systèmes ne donnent,
pas (pour ,z?(») la même valeur à y', à moins que les /% différences

if11 /"i ï'111 /'"' ï1'11 /"^
i^O— ^(),l? ^.''l— ^l,!» • • * y '-'(^-l) """"" ^^(^-«l),!

ne soient nulles. Il résulte de là que les n constantes G s 'exprirnent
rationnellement à l'aide de y, y'. Mais il f au t , de plus, qui) en i^oît de
même pour les C^ : c'est ce qui a lieu eftectivonient, car on a

C,=ç[y,y^(^):J
avec

ACy,1 / , (.^o)]^o. y^;^
donc

^ ^C; ^œ , <)cp r^y^ <)ç , .„ , , ,.,Lt= s» - ?^ + ̂ 7 ̂  -t- ̂  --=^y' y^(J'^''
si ron tient compte de la relation

()h , àh d^ àh _! !

ày f ày' d^^ àx^ """"""" ' ' 1 , .

Nous pouvons donc choisir comme constantes intégrales «", c^ les con-
stantes Y et Y'. • , 1 1 1 1 \ 1 - \ .
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Si G = R[r, y, (ce)] est une constante intégrale, on a

C=?[y, f, (^o)],

^^^o^0^
La relation

/z[y, y', (.-ro)]=o

est une relation entre les constantes intégrales quel que soit .z'o; ses
modules sont indépendants de ̂ .

II est facile d'ailleurs de s'en rendre compte ainsi; si l'on pose

r=ao(.r)Ro[yo.yo» (^o)» (^)j -+-...+ ̂ -i (^) R,,-i [yo, y^ (^-o), (.y)]

et

^==^,
c^

la relation
h[r, r1, (^)]=:o

est l'équation différentielle qui lie r à.T, équation qui a ses po in t s cri-
tiques fixes et, par suite, ses modules constants.

De plus, comme on a
C/=cp[y,-/ ,(^o)].

ou encore
iv[.r^y? o)» (^o)]^^ p» ̂ -' (^o) ,

on a aussi
^[jo, Vo» (^o), (^)] ==¥[/', ̂  (.^)].

Enfin, r et r 'peuvent s'exprimer rationnellement à l'aide de r^, r^
qui coïncident, ainsi que po, po, avec y, y\ et sont liés par la relation

À(ro, r'Q, ^o)==o,

et réciproquement; donc

^•[jo? yo» (^o)» ^] == ^[^o» ^o» (^o), (^)]

et, de même,
MJVJS (^), (^o)]==^[^ ̂  (^), (^o)].
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Ces résultats peuvent se résumer a ins i :
Si l'on pose

'ijo, .y^ (^o)» (tz>)] ̂  ̂ o(^) ^[.Vo, Vo^ (^o). 0)] "i~t • -
-h ^/,,,,.i ( x ) !{„,„ î [ y^ y,, ( ̂ y ), ( ̂  )],

r vérif ie une équation différent ie l le

//[/', /•r, (,r)] =o,

dont les points critiques sont fixes. Si l'on pose 4e même

r^:::::r[.y,y/(.:r), (^)],

la fonct ion r^ quand on remplace y par une intégrale de ( ï ) , vént ie
l ' équa t ion

^ ^1
h •rS.^^) =o.

Toute constante intégrale K|\y,y,(^)] ̂  C peut s'exprimer rationnel"
dr1

lement en (bïiction de r1 et de -7— :a.'r

R|:y,y,(,:y):|=:9|p,^>(^
L ^ï"x(>

/. ..»„.. , L ^

^ ,^^(,)1

dr
y - ^ , ( ^ ) ^ ^ . , ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^——^\^^^^

Remarquons que l'intégrale de (ï) vérifie aussi bien là-relation

r[j,y, (.:z"), (^)]"^r[j(,»y^ (.ro), (^)"|

que la relation

^[y» /» (^)^ (^o)]:::1;:: ^'[jo» Jo? (^'o)^ (^o).]* ^

On voit. ainsi que l'intégrale se laisse mettre d 'une in f in i t é de ma-
nières sous la forme

K[y^y.(^)]= :A(^C).

A'désignânt une fonction de œ dont les points critiques sont indépen-
dants de la constante G qui y figure* On démontre, comme préeédern"
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ment (voir p. 4o), que toutes les fonctions intégrales R==A( , r , C)
s'obtiennent par les formules

A(^, C)==cp[Co,Ci , ...,C^,C,, ..., C;̂ , (», (.ro):(
et

R[j,y. (^)]=?[Ro, Ki, ..., R/.-I, Ro, •.., R;/-i, (^),(^o)].

On a, par suite,

^j^(^)]=4{p.^ (^).(^o)]
et aussi

R^y,^)]^1,^'^} c=^[,/•'£'(")]•
D'une manière générale, on peut choisir deux fonctions (ou con-

stantes) intégrales

R[.r»y. «]=A(^,, G), Ril:y,y, (^):|=B(^ G),
liées par une relation

Â^A^B, (^)]=o,

de telle façon que toutes les autres fonctions intégrales (notamment les
constantes) s'expriment rationnellement à F aide des deux premières. Il
est loisible de faire

n i T> dr^-.R=:rS • Ri= —,cix
ou encore B^- R'=^,•
Toutes les relations k = o ont leurs modules égaux et indépendants de x.

On remarquera dans le raisonnement précédent l'importance de ce
fait que y^ y\, x^ et y, y, ^ jouent un rôle sym.étrique.

Toute relation K[A1 , B\ (.^)J = o entre deux fonctions (ou con-
stantes) intégrales quelconques se transforme rationnellement dans la
relation k = o, et son genre, comme nous le verrons/est au plus égal
à ny. , ! ! ! !
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4. Indiquons enfin u n e forme nouvelle de l'intégrale générale de (ï).
Si l'on él imine/ entre les deux équations

R [ y , y , ( ^ ) ] ^ C

et
( i ) PLr»/» (^ ) ]===o ,
le résultant
( ja) . H. y, C, (.-r)]:^o

est de degré m en (1 Son degré.en y. est un certain m u l t i p l e de n. I l
existe entre ( i ) et (12) une correspondance b i ra t ionne l lo

C=B[y,/ , (^)] ,
àL
1)xy—^;-^

Inversement, chaque fois qu'on a mis l'intégrale de ( ï ) sous la forme

- H y. G. (^)]'-ô,
C entrant dans L au degré m, C s'exprime rat ionnel lement on,y./;
c'est, par suite, une constante intégrale,'

En effe t , nous avons (1)
()L , ()L^^..,^^-0;

pour chaque valeur de j, C prend m valeurs; les m valeurs de y cor-
respondantes sontdistinctes quand y et x sont quelconques. Sinon
l'équation en y, de degré m, serait décomposahle. Donc à chaque
couple y, y correspond une seule valeur de C.

Si, au lieu d'une constante intégrale, on considère une fonction inté-
grale, on voit que l'intégrale de ( ï ) sat isfai t à une inf in i té d'équations

,(ï^) 1 1 , lf^[J,y,(^)]r:::l:<^l

(1) Cette, égalité nous montre que l'intégrale de ( i) ne saurait vérifier1 'une équation
ielle que (1%), où C entrerait à un dtô^ré1^ Mènent à m; car réqaatîon ( x ) serait alors
de de^ré (A en y.
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(le degré m au plus en y, où y désigne une fonction qui vérifie une
relation différentielle

K[y , / , ( ^ ) ]==o

don t les points critiques sont fixes.
Mais inversement, quand l ' intégrale est mise sous une telle forme,

y n'est' 'pas nécessairement une fonct ion intégrale. Si cette cond i t ion
est remplie,

7,=p[r, /,(^)],

et l 'équat ion (i^) se transforme rati'onnellement en ( i ) , mais la réci-
proque n'est pas vraie en général (1).

Il me reste à s ignaler le cas par t icul ier ou, le genre TD' de la re la t ion
entre les fonct ions et 'constantes intégrales est nul.

Quand ^ === o, toutes les fonctions intégrales sont fonctions ration-
nelles d'une cerl'aine d'entre elles. Soient, en effet , A(\r, C), B(^ G)
deux fonctions in tégra les liées par l a , relation

K.[A/B,(.T)]^O.

( 1 ) II peut arriver que rintégralo de ( i ) vérif ie une équation telle que (ï"^), où y
figure à un degré (JL inférieur à m : par exemple, Féquation ( t 'A ' ) ,

qui est de degré i en y, rn é tant quelconque. On forme aussi aisément des équations dont
l'intégrale se laisse mettre sous une forme telle ( ï^) , sans que y s'exprime rationnelle-
ment enj",^, et soit, par suite, une fonction mlé^rale. Soit l'équation

y 2 ( i ̂  ^.2 ) _ f^Y'yx -+- 4j' (j- — i ) = o ;

, , , ., {^X 4- G)2 . / .« ., -, ..son intégrale générale y == ———r^— venue la relation

(l'jO y — ^ 2 = = o ,

de degré ^ === m == a en 7,. avec la condition

Y^r-l-.a;-2)—•2Y /Y.r 4 - ^2—1=== o,
ou encore

'Î.X -h 0
/]T+"(^*Y ^^p-^

i 1

D'autre part, Y = = j ' 2 ne s'exprime pas rationnellement, comme on le voit aussitôt , en
fonction dej' et dey'.

Afin^ de l'Êc, Normale. 3^ Série. Tome VU. — FEVRIER 1891 . 7
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Le û;enre de K é(an( : n u l , on pose

A=9|;y,«|, B=^[:y,(.2Q:|,
avec

y-:/l;A,B,(,r)],

o, ^, ^ étant rat ionnels respectivement en y, A, B. Tontes les fonc-
tions et constantes intégrales s ' expr imen t r a t i o n n e l l e m e n t a l ' a i d e *
de 7, no ta m ment —/ :• dx

â=^.wi.
et, comme cctt'e équat ion do i t avoir ses po in t s c r i t iques t ixes^ (die se
rédu i t , comme on sait , à une équat ion de ti iccati- Cette fonc t ion in té-
grale y n^est déterminée qu'à une t ransformat ion près

.,._ ^7i"+"^^,,^^^^^^^^^^^^^^^

a, &, a,, hf étant des (onctions de .r.
1î n '|1) a r t i c u 1 i e r, 1 ' é q u a t i o n

AC/^ r^^QJ^o ,

( j u i est u n e des é q u a t i o n s K == o, se ramène a une équa t i on de Hic"
cat î . Les coefficients R/ I jo^J^f^o)^! ' dans l^^ joat ion

( i3) j^h :S.M:.r".7;p (^o), (^);| y^^., .•+ .l-î,,|:j.,, j,, (.r,), (x}\ : o,

sont fonctions rationnelles d'une constante C, ( jni en f rc au de^ré m.
Kn effet,

C •::-. r[ y^ j;,, (.r), (.r,,)']

( î t , pour c l ïaque va leur de jo, ()rend au pi us m va l (*urs d i s t i r i c f . e s* E l l e
n'en. peut d ' a i l l e u r s prendre moins, s inon réqual iorr ( i 3 ) serai t de
•degré moindre que m en C, et r équa t iou ( t ) ne serait pas1 une é(iua-
lion i r réduct ib le de de^ré m en y. • • , , 1 1 ,

.IJon(*,1 quand CT ==: o, I^nté^rale se Jaisse mettre sous latbrme

/[ j, C, (. t' )] ,:•::::: o, 1 1 1 , 1 .'

y entrant au de^ré n, C au degré 'm dans cette, relation.
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Plus généralement, l ' intégrale peut se définir par une égalité

( ' 4 ) /,[,r,y,(.r)]rz:o,

de degré n en. y , de degré m en y, avec la condition

y /=:My2-^-Ny-^-<I>.

Toutes les équations analogues à ( i4)» de degré n en y , de degré m
en 7,

(0 ^[7,7i^)]-o,

avec la condi t ion
.^=M^+N^+IV

se déduisent de (i4) par le changement de Y en -a^——" En effet ,ç- a^.^\ ""t"" ^i
y, == ——'—, et G, qui entre au degré m dans ( s . ^ ) , est une constante
intégrale; donc^ est une fonction intégrale et s 'exprime rat ionnel le-
ment en y; de même, y s'exprime ra t ionnel lement en fonction des
TÏ / \ <^R/ / \ à'Ri âRi / i p •» • .•n/^r,^^), '—{^^{i) == •-T"- 4- -—y,; donc, enhn/Y s exprime ration-

ne l lement en Y( :
^^ î±A.
/ ^V l+^1

Inversement, quand l'intégrale d 'une équation ( i ) se laisse mettre
sous une forme telle que ( i4)» le nombre ^ est nul ( r); car les
^yo.Jo^oM^L ^[^o^^o» (^o)» (^)] sont donnés rationnelle-
ment en fonction de y, et la relation entre les fondions intégrales dé-
f in i t une courbe unicursale.

( 1 ) Cette proposition subsiste si l'équation (14) est d'un degré quelconque \j. en Y. Les
raisonnements employés montrent, déplus, qiA'ine telle équation se doduit d'une équa-
tion ( ï4 ) de degré m en ̂ i par la transformation

Y i = = t?[Y, (^)L

9 étant rationnel en y. Si g désigne le degré de © en y, on a

p == qm.
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mut in i l existe, entre (i:4) e t ( i ) , une correspondance b i ra t ionnel le ,
car

r / / \"i / I 1 à ! \ , àl\y -pin. ̂ MJ, y1---^^^^^
: , ^y
et, comme "̂  est ra t ionnel en y,

y=pi[7,,r, (^)].

Passons au cas où rs serait égal à i. La relation entre les conslant.es
ou les fonctions intégrales peut être ramenée à la fo rme

B^=:(^,,.,,,A.â)(i^^A^,

le module À2 étant constant, et toutes les fonctions intégrales s 'expri-
ment rat ionnellement en A, B, notamment "•>

^ = M: [A, (,r )] .4- N [A, (^):1| /(T^7I^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

Si N_^st^nul , M' doi t être un polynôme du second de^ré, et, de p lus ,
,B === \/(r — Â.)(i — P À2) doit avoir au^si ses points cr i t iques fixes, ce
qui exige que A, === ±: i , A == ± À vérif ient l 'équation de Riccati

^=M[A^),:|.
On en conclut

M' ss o, A = (], ,1̂  = ^(T—l'? )(r^JH^^

Si N n'est pas nul, les condi t ions de M. Fiichs montrent que
rIA / - - .^ == N (^) ̂ :::^r^^^^^^^^

A=sn[J ( , r )4 -C] .

L'intégrale de (;î) se laisse donc mettre sous la forme

^5) ( y11^ \/^ TA W\ + ̂ ,......i[c. (^):i î .r/^-îl4"... 1

, ( "4- /^[C, (^)] .4- cp,[C, (.y)] s A[j. a «l 4"1 ^(îC.r,1^. (^)l = o,
€ étant une constante, avec1 la condition , !

c= l^(t^c^(l l—^•M?y



SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 53

On peut lu i donner aussi une forme identique où C désigne une
fonction de x qui satisfait à une équation

^^NC^)^^"^^^"^^

De plus, si l 'on él imine c, le résultant en y et C est de degré an en y,
de degré 772 en C,

( i S - ) ^7,C,(^)]==o.

11 existe entre /== o et F == o une correspondance rationnelle

C - R r r r' Ml ^ - - —— ( ̂  (7 ̂ (H-\.^ — ^ D » y ^ wj ' y — ^ ^ ̂ ^ -+- ̂
^/ N .

Deux valeurs de y ' correspondent à un système C et j, si C n'est pas
une constante.

Toute équation analogue à (i5), telle que l'équation (iS') correspon-
dante soit de degré m en C , se dédu i t de l 'équation ( ï5 ) par la trans-
format ion

C ̂ '^^^^zj^ ̂  ̂  ̂ ^-^^^^^
(îlu) Ll w ————-—--^^^^—•-

où a est une fonction de x.
En effet, soit une équation analogue à ( ï5) en j, C ^ , ^ i , où C', satis-

fait à la relation

^ == Ni (^) ̂ (7^CF)TT=ircl =

En différentiant l'équation (ï5), on voit quey est de la forme

a[y,C, , (^)]4-^;3[y,Ci(^)] ;

si l'on élimine c ^ y ' est exprimé rationnellement en fonction dey, C,,

y=p[y,G,,(^)].

Si l'on observe, d'autre part , qu'à chaque valeur de y correspondent



:)!^ P. PAINLEVÉ.

(pour x que lconque) m valeurs (h- G, et ni valeurs d i s t inc tes de y , on
voit que (^ est u n e fonct ion intégrale

Ci=H|:.r,jU^|.

Il en est de même, par suite, de r, :

i </C,r,,.,..,. .̂̂ ,̂  .̂

et Cn Ci s 'expriment r a t i o n n e l l e m e n t en C, c. Pour les mêmes raisons,
c et C s 'expriment r a t ionne l l ement en c^ f;,. I l y a donc correspon-
dance b i ra t ionnel le entre (c, C) et ( "^ ,C; ,} ; de la r é su l t e Pesa-
I l (é (ï G).

Ceci suppose toutefois N,(^)^o; si N,, est n u l , (1, est une c o n s j a n t e
intégrale, par sui te c.^ d'après l ' équa t ion

Ai [.y, C^(.'r):|4-Cilli[j,(;^(^)]:_c),

(^ la proposition subsiste, à moins que les égal i tés A, = o, 1},, -= n ne
définissent toutes deux l ' iniégrale de ( i ) ; mais , dans ce (ïas, m serait
n u l , ce qui est impossible pmsque la re lat ion ent re C et a est, de
^enre î..

Ajoutons que , tontes les fois que Finlé^ra lo de 0) vé r i f i e une équa-
t i o n i d e n t i q u e a, l 'équat ion (1:5), le^enre î?rest é^al à l ' u n i t é ( i ); caries

^/Lr^Jo» (^o)» 0)L ^l.ro».}^ (^'o)» (^)| s'expriment ralionneile-
ment en fi et G, et réciproquement. Il y au ra i t tou te fo is except ion dans
le cas i n d i q u é ou, C étant une constante , A, == o et B == o d é f i n i r a i e n t
"intégrale de (i) . Le 'gen re ^ serait alors é^al a zéro; le rad ica l

t — C2) (i — PC2) ne f igurera i t q u ' a r l i f î c i c l l e m e n t .
Tout ce ( iui précède suppose abso lument q u e n soit é^al au nomhre

V/(

{ ' ) CetLo roma.rque ent on(;oro vraio (}<iand l'inté^ralcî dô (i) vérifie1 uno ôqnation des l?)
forme 05), même si le do^ré (A en C do l'éqinujon (.ï^') n'eHi {)as égal à ^; woni égal à ( ,
i ù m o i t w q d e cotto équation ( î5) pimsc HO déduiro d'uno oqualion (14) por la irarîgforma"
tiort

• Y ̂  ?f:C^(.ry| 4- /(T^Ï;^^^^^^^ (,^)],

on eu et d/ goi î t rationnels fôn ( ^ ; m esl nrd'dans ce denuer'eag.
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des valeurs dey qui se permutent effectivement autour des poin ts
crit iques mobiles de l'intégrale.

5. Avant de nous servir de ces généralités pour chercher à intégrer
dans certains cas l 'équation (i), j 'ajouterai un mot sur la différence
essentiel le qui sépare les équations du premier ordre des équa t ions
d'ordre supérieur.

Etant donnée une équat ion du premier ordre, nous connaissons a
l'avance les poin ts du plan des x qui. peuvent être des poin ts singu-
liers t ranscendants de son intégrale. De plus , quand le poin t x^ est
un p o i n t cr i t ique algébrique de l ' intégrale j(^) égale à jo pour
x == .r<), nous savons que (jo» '^o) vér i f ien t l ' une des r e l a t i ons

P(y, ^)=o, Q(j, x) •=:<:)

qui expr iment quey' est infini ou mal déterminé.
Rien dû pareil ne subsiste pour les équations d'ordre supérieur ,

Une in tégra le quelconque, uni forme ou à n valeurs dans une cer ta ine
port ion du plan, peut, nous l'avons d i t , présenter dans ce don' iainc
des points essentiels et des lignes s ingulières variables avec les con-
stantes d ' intégration. Ces po in t s .peuvent être également des poinis
critiques de l ' intégrale. C'est cette diff icul té nouvelle qui d i s t i n g u e
essentiellement la théorie des équations du premier ordre de là théorie
des équat ions d'ordre supér ieur .

Un exemple simple tait ressortir clairement cette différence. Si l 'on
veut reconnaître que l'intégrale d'une équation du premier ordre n'a
que des points critiques fixes, il suffit .d'exprimer que, pour a u c u n e
valeur de j, x étant quelconque, y n^est infinie, que la même chose
a lieu pour la transformée en -y enfin que les systèmes (y^, x^\ pour
lesquels deux valeurs de y s'échangent, correspondent à un p o i n t
ordinaire oc^ de 1/intégrale y, égale à y^ pour œ = x^. On retrouve
ainsi les condi t ions de M. Fuchs. Si, l'on veut de plus que l ' in tégra le
soit uniforme, il f au t ajouter la condition qu 'aucun des points E^ne
soi t c r i t ique ,

Quand on sait que l ' intégrale ne prend que n valeurs, s'il n'existe
a u c u n po in t î;/ q u i puisse être un point d ' i ndé te rmina t ion dejs cette
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intégrale est nécessai rement a lgébrique. Par exemple, soit une équa-
tion

F(:y,r, ,:r )=: „ :<>

algébrique et entière en y, y , .r. Si le coef f ic ien t de la p lus l i an t e 1

puissance (ley'ne contient a u c u n ( ac t eu r de la forme ( a ) — a ' ) (a é tant
constant), et si de p lus le» de^ré en .z* du coeiï icieni de y^ surpasse
d'au moins 2 ( p — y) unités le de^çré en a:* d u eoe f ï i c i en t de r\ f o u l e
intégrale a n valeurs est nécessairement a l g é b r i q u e .

Toutes les conditions correspondani.es sont nécessaires pour que1

rinlésrale d 'une équat ion d'ordre q u e l c o n q u e jou i s se des propr ié tés
analogues , mais elles ne sont pas su (lisantes. I l f a u d r a i t encore expr i -
mer que les points d ' i n d é t e r m i n a t i o n possibles des in tégra les ne sont
pas points cri t iques, ou, sont points c r i t iquer algébriques, e tc . ; or ces
points n'apparaissent pas sur l 'équation.

Toutefois, les tbéomnes que nous avons établ is sur la f o rme de
l ' intégrale générale, q u a n d elle ne prend au tou r des points c r i t i q u e s
mobiles qu ' un nombre f in i de valeurs , sont susceptibles d'une ce r t a ine
e x t e n s i o n .

Soit
^[y^^y^ (.r):|:=o

une équat ion du second ordre, algébrique en y , ;y\ y^fFes l un poly-
nôme en j, y, y de de^ré m en y). En r a i s o n n a n t comme nous l'a-
vons f a i t , on voit, que , si l'on d é f i n i t l ' intégrale y par l ' équa t ion

1 JM14";R/,-......^y.^;r/'"l+]l...l•••hlto=<

les R/sont des tondions uniformes du point Jo^ro, y\ de la surface

yiy^ y^ y^ (^o)"! "-0»
c'est-à-dire que y et y sont des fonct ions de y^ y, à ma valeurs, et
réciproquement y^ y, sont des fonct ions de y , y h mn. valeurs. Mais
ces fonc t ions ne sont pas nécessairemeîit algébriques»

En remarquant que l'inl.é^rale s'écrit aussi 1 1 1 1 1 ; 1

y;^K^{j,/,y, (^),(l.:r,l):|.r;;l-l•1114^11^11:4-«,^[/.\J^.J^I(^), (^):|, . . .
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on voit que cette intégrale vérifie les relations

lU^y? y " ^ (̂  (^o)] -= ̂ = B/ L/o> Vp r"o, (^o), (^o)]»
-^[y»y> Y» (^)» (^o)3 == P.= -^ [jo, Vu» Vo (^o). («^o)],

€J^ Cy» y. j^ (^). (0] ̂  y. = ̂ T' Eyo» yo. yo. (^o), (^o)],

les a^ p^ y^ désignant des constantes. Si l'on pose
r^ y. y. (^ (^o)] = ̂  ̂ (^o) R.-= ̂ ^.(^o)^-,

^ - -^ ^~^,/ — / ' ' ~— ~ ~ 7 5 /

dxQ cix^

en prenant pour les \- des fonctions de a?o quelconques^ toutes fe^ con-
stantes intégredes

pEj.y.y. (^).(^)]=^
s'expriment uniformément à l 'aide des

r =c,
r1 = c '

Plus généralement, il en est de même pour les fonctions intégrales

I<Lr.y.y^(^)]=G[(^),c^ /];
dans cette égalité, R est une fonction uniforme de y, y, y, et G une
fonction de x dont les points critiques ne dépendent pas des constantes
G et (Y. On a

R = 9[r, r 1 , r\ ^)], G =-. ̂ [c, r/, c^ (^)],

'p étant uniforme en r, r\ r" (ou en c, c\ c^Y Quant aux /', r', r", i l s
sont liés dans tous les cas par une relation algébrique

A[r, r 1 , />//, (.z-o)]=:o,

qu'on peut écrire aussi bien, en faisant

p =:: s À, (^) B, [jo > yo. y'o » (^o ) ? ^ ] »
, r dp ^p , .1^^^^i-09
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équation différent ie l le don t les points critiques sont fixes* On peut
(Failleurs remplacer la r e la t ion

h\c, (•/, c\ (,r,)]=.:o

par une transformée birat ionnel le que lconque . .[/intégrale de ( i ) vé-
rifie les formules

c -/• [y, j^ yu4L
^-^Lr.j^y,^):!,
^^^i.j.y.y^^)].

qu i établ issent une correspondance u n i f o r m e en t re A == o el, l^ . r -o ;
mais cette correspondance peut être t ranscendante . Quand el le est ra-
t ionnel le , l 'analogie avec les équations du premier ordre est presque
complète. Il convient toutefo is de signaler une importante d i f l e r ence ;
la relation algébrique, de degré mn par rapport à y, entre .y, jo Y^
peut être d ' u n degré quelconque enyo,^p pour les équations du pre-
mier ordre, el le est au contra i re de degré mn erry,,,

(A H ii ivre,}


