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M É M O I R E S U R L ' O P T I Q U E .

INFLUENCE
D t;

TERME DE DISPERSION DE RRIOT
SUR LES

L O I S DE LA D O U B L E R É F R A C T I O N ,

PAR M. E. CARVALLO,
P B O F Ï S S S E U R A U L Y C É E S A I N T - L O U I S .

I N T R O D U C T I O N .

1. En étudiant la dispersion de la lumière dans le spath d'Islande,
j 'ai rencontré des particularités dont les conséquences peuventapporter
d'importants documents sur la théorie de la lumière. Celle qui m'a
paru le plus remarquable, et que je me propose d'approfondir surtout
dans ce Mémoire, est relative au terme de Briot : elle permet de tran-
cher entre l'hypothèse de Fresnel et celle de Mac-Cullagh et Neumann
sur la position de la vibration lumineuse par rapport au plan de pola-
risation d'un rayon polarisé rectilignement.

Considérons un faisceau lumineux parallèle, réfléchi par le miroir M
(fi^. i) et suivant le chemin SIR. Pour une incidence convenable, le
rayon IR est polarisé : la vibration lumineuse est rectiligne, perpendi-
culaire au rayon; de plus, elle est ou dans le plan de polarisation,
suivant a, ou perpendiculaire à ce plan, suivant 6. C'est une consé-
quence mathématique de l'expérience de Fresnel et Arago, dans la-
quelle deux rayons polarisés et sensiblement parallèles interfèrent si les
plans de polarisation sont parallèles et n interfèrent pas si ces plans sont
perpendicula ires.
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Tout le monde est d'accord sur ce point. Mais la vibration est-elle
perpendiculaire aa plan de polarisat ion, suivant l'hypothèse de
Fresnel? Est-elle au contraire dans le plan de polarisation, comiKie le

Fig. i.

veulent Mac Cullagh et Neumann? Telle est la grande et longue que-
relle.

« II paraît difficile, dit Lamé, de décider par l'expérience laquelle
de ces deux directions est la véritable; car, quelle que soit celle qu'on
adopte, les deux rayons réfractés (dans un mi l i eu biréfr ingent) sont
polarisés à angle droit , et toutes les conséquences relatives à la polar i -
sation sont les mêmes. »

En parlant a ins i , le célèbre physicien n 'entend s'occuper que du,
terme principal de l 'équation du mouvement lumineux . Je pense que
la question peut au contraire être résolue par l 'étude des termes de
dispersion, et j'espère pousser la démonstration assez loin pour con-
vaincre la généralité des physiciens et des géomètres en ne leur de-
mandant que des choses admises par tous. Mais cette question m'a
conduit à diverses recherches dont plusieurs ont été fructueuses et que
je dois.faire connaître, notamment sur les formules d'interpolation et
les formules de dispersion, et sur les erreurs systématiques des me-
sures goniométriques. Le Mémoire sera partagé en quatre Chapitres.
Le premier1 traite des formules d'interpolation, préliminaire néces-
saire au. deuxième Chapitre; celui-ci, par l'étude des formules de dis-
persion, pose les bases du troisième Chapitre, ou l'on s'occupe de l'in"
f luencede la dispersion sur les lois de la double réfraction. Enfin, te
quatrième fournit le contrôle de la théorie par l 'étude expérimentale
dans le spath d'Islande.
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CHAPITRE I.
FORMULES D'INTERPOLATION ET DE DISPERSION.

2. Une formule de dispersion est une relation à coefficients numé-
riques applicable à une certaine étendue du spectre et qui lie l'indice
de réfraction à la longueur d'onde. Dans la recherche d'une pareille
formule, comme dans celle de toute formule d''interpolation, on ren-
contre deux sortes de difficultés : c'est d'abord le choix de la forme
analytique qu'on doit adopter; celle-ci dépend des idées théoriques
part iculières au sujet; j 'en remets donc l'étude à un autre Chapitre
et nie contente de dire ici que, résultant d 'un développement en série,
la formule sera l inéaire par rapport aux coefficients inconnus. La
forme étant choisie, i l s'agit de faire concourir toutes les observations,
chacune avec le poids qui l u i convient, à la déterminat ion des coeffi-
cients en nombre moindre que contient la formule.

Deux méthodes principales sont usitées poiir cet objet, celle de
Cauchy inventée tout exprès pour ses études sur la dispersion, et celle
de Legendre (méthode des moindres carrés). La deuxième seule est
conforme au Calcul des Probabil i tés; néanmoins la première lu i est
généralement préférée, à cause des grands avantages pratiques qu'elle
présente.

La divergence des deux méthodes vient de ce que les formules de
Cauchy, prises dans leur sens restreint, fixent d'une façon absolue,
et différente de celle des moindres carrés, les combinaisons à faire des
observations. J'ai pu heureusement leur donner une grande généra-
lité. La souplesse qu'elles y gagnent permet de leur faire représenter
telles combinaisons que l'on veut des observations, par suite de les
adapter à la méthode des moindres carrés en conservant tous leurs
avantages pratiques.

Bien plus, elle permet de modifier, dans le cours des calculs, le
poids d'une ou plusieurs observations. Ces modifications sont quelque-
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fois nécessitées par une évaluation erronée de la précision des expé-
riences; d'autres fois, elles s impl i f ient les calculs sans leur faire perdre
de leur exactitude; dans tous les cas, elles permettent de faire la part
de ce que la méthode des moindres carrés présente d'utiles indications
et de ce qu'elle offre de dangereuses illusions.

J'exposerai la méthode de Cauchy, puis la généralisation et l'adap-
tation de ses formules à la méthode des moindres carrés; enfin je pré-
senterai quelques observations critiques sur les deux méthodes.

§ I. — Méthode de Cauchy.

3. Soit à déterminer les coefficients a, b, c, ... de la formule

( i. ) y == au + bv -h CAV -t-. . .,

dans laquelle des systèmes de valeurs simultanées des variables y, //,
v, w, ... peuvent être déterminés expérimentalement. A chaque ob-
servation correspond u n e égalité telle que la précédente, de sorte que
l'observation de rang /'"donne

y/::= a//(-i- //(^4- C(T'/~h. * ..

1 Généralement, le second membre de la formule (i) résulte d'un dé-
veloppement en série, de sorte que les termes décroissent rapidement;
cette remarque a 'condui t Cauchy à procéder par approximations suc-
cessives.

4. Première approxifnalion. — Je suppose d'abord que les termes
qui, suivent le premier sont négligeables; alors les observations, au
nombre de /z, donnent , pour déterminer a, les égalités

ft := aui, j2== au^ . . ., y^== au^

Je prends deux .axes coordonnés 0^, ()y {fîg^ 2); je considère le
po in tM^, qui a pour coordonnées Ol\ = u^, ï\ M/ ==y^, et je joins O M ^ .
Le coefficient angulaire de OM,( est yl; c'est donc la valeur qui résul-
terait pour a de la première des égalités (i). A .chaque égalité répond,
de même une droite dont le coefficient angulaire est une détermination
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de a. Si donc les observations étaient exactement concordantes, toutes
ces droites coïncideraient en direction; mais il n'en est pas générale-
ment ainsi. La solution de Cauchy consiste à prendre la résultante
OM ( ^ ) des droites OM^, OMa, ..., OM^ et à adopter pour valeur de
l'inconnue a le coefficient angulaire de cette résultante OM. Pour ob-
tenir celle-ci, il suffît, comme on sait, de joindre le point 0 au centre

Fig. 2.

de gravité G des points M,, Ma, ..., M^ et de porter sur la droite ob-
tenue le segment OM == nOG. Reste à représenter l'écart entre l'obser-
vation et le calcul. La valeur de y correspondante à u^ est, par la pre-
mière observation, y ^ = P/M, ; si j 'appelle Ni l'intersection de P^M^
avec OM, la valeur correspondante à l'abscisse u^ est az^=P ,N^ .

L'écart entre l'observation et le calcul est donc
P^Mi- -P iNi==NiMi .

Cette explication géométrique, que j'ai cru devoir substituer à l'ex-
position analytique de Cauchy, conduit aux conclusions suivantes :

1° On reconnaît dans la solution adoptée une généralisation de la
moyenne arithmétique ; G mérite bien le nom de point moyen, OG celui
de direction moyenne; d'après une propriété des centres de gravité, la
somme algébrique des écarts N ^ M , , N ^ M ^ , ... est égale à zéro comme
pour les moyennes arithmétiques.

2° On doit supposer toutes les valeurs de u positives; si ^, par
exemple, était négatif, on devrait, pour ne pas diminuer la précision du
résultat, changer les signes des deux membres de la première égalité.
Il suffit, pour s'en convaincre, d'imaginer le cas extrême où la somme
^ .+. ̂  + ... -i- u^ serait nulle. Le point M, qui aurait pour abscisse

(1) La figure représente la construction pour deux points Mi, Ma.
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cette somme nulle ne pourrait pas faire connaître la direction moyenne
cherchée.

3° De ce qui précède résulte cette règle :
Ajouter membre à membre les égalités

( i ) yi -= aui, ja -== au^, . . ., j/, == au^

après avoir multiplié les deux membres de chacune d9 elles par 4-1 ou — r,
suivant que la valeur correspondante de u est positive ou négative.

J'appelle y^ é ta les sommes obtenues dans le calcul, de a, et que
(pour me servir d'une expression empruntée à la Mécanique) j'appelle
valeurs résultantes des nonibresy et des nombres u affectés des poids
4_ j: on — y . L'équation ainsi formée pour le calcul de l ' inconnue ci
s'écrit
(2) 7,,:=a^,

d'où, l'on tire

(A ) a-=^.
'••'•'a

Les écarts entre l'observation et le calcul, sont

Aji =:7i-. •̂  u^ Ay2=jâ— ̂  u^ ' " , Ay,,=j,/ — ••̂  /,///.
"'̂  ''"a ^''a

Comme vériûcation des calculs numériques, la valeur résultante de
ces différences doit être nulle; car elle a pour expression

[ày]^(y^^^ = y , ^ ^ = o «
\ "'a / a ^'a

5. Deuxième approximation. !— Ces écarts doivent présenter les ca-
ractères d'erreurs accidentelles; s'il, n'en est pas ainsi , c'est que cer-
tains termes négligés doivent être rétablis, et l'équation (î) doit s'écrire,
en introduisant par exemple le deuxième tonne,

(ï) 1 y '•=.au -Jr bv.

L'équation résultante (2) de la première approximation s'écrira
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alors

.(2) y a==aUa-^-bVa-

Je vais combiner les égalités (i) et (2) de manière à mettre en évi-
dence les différences da premier ordre. Pour cela, je retranche membre
à membre ces égalités après avoir multiplié les deux membres de (2)
par — u ; j'obtiens l'égalité

ua

(3) y^^ u=:b(^^u\
' Ua \ ua )

que j'écris avec Cauchy

(3') Ay=6Ap,

en représentant d'une façon générale par AX la différence X — ̂  u.
L'égalité (3') écrite pour chacune des n observations fournit n nouvelles
égalités ne renfermant plus que l'inconnue b et sur lesquelles j'opère
comme dans la première approximation. Je les ajoute membre à membre
après avoir mult ipl ié les deux membres de chacune d'elles par + i ou.
_ ï , suivant que la valeur correspondante de A^ est positive ou néga-
tive. Je représente par l'indice b les valeurs résultantes fournies par
les nouveaux poids et, au lieu de [Ajj^par exemple, j'écris Ay&, ce qui
ne risque pas d'apporter de confusion.

J'obtiens ainsi, pour déterminer h, l 'équation

(/;), ' Ay/^ôAc/,.

Le système des équations (2) et (4) donne, pour les inconnues a
et b de la deuxième approximation, les valeurs

(B)
p==^
I AP/,

)^.r^^.
Un. ^a

Les différences entre l'observation et le calcul s'obtiennent en écri-
Ànn. de VÉc. Normale. 3e Série. Tome VII. b-2
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vaut, pour les n observations, la formule

A ^ ^ A y — ^Aç*.J A^,

Elles offrent les vérifications suivantes :

A^^ro, A^^o.

6. Troisième approximation. — Si ces différences ne présentent pas
les caractères d'erreurs accidentelles, les égalités précédentes doivent
s'écrire, en a joutant un troisième ternie,

(i) y =: au + bv 4- cw,

( 3 ) fa = a^a 4" <^rt 4- W,,,

( 3 ) y - •ra „ = ̂  ̂ > „ ̂  ̂  .4. ,. f ̂  _ ̂  ^ \,
' ^a \ !.('a ) \ Ua ]

( 3 1 ) Ay= b A^ -hcAw,

(4 ) Ay/, := ^ Ac'/, -4- ^A^'/^

.M'ulf / ipl iani les deux înejahres de 1/é^alité (4) pa r— 7 A^ et reiran-
chant membre à membre de l'égalité (3 /)5 j'obtiens la formule

(5) ^y^^^^ci^^^^J Ap/, \ Aî^ /

que j'écris, toujours avec Cauchy,

( ^ } A^^cA2^.

Je fonne cette égalité pour chacune des n observations et j'en déduis ,
pour déterminer la seule inconnue restante c, l 'équation résultante

(6) , A^^cA2^,.

Les équations résultantes (2 )^ (4) et (6) déterminent les trois
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inconnues a, b, c. Il vient ainsi, pour les formules de résolution,

A2 y.
"A2"^;7

(C) . , ^ ^ , A ^
AP^ A^//

a ^ ^ ^ b ^ ^ c ^ .
lia Ua Ua

Les différences entre l'observation et la théorie s 'obtiennent en écri-
vant pour les n observations la formule

A^^A2 /-- A"̂ " A2^.
" J A2^

Elles offrent les vérifications

A^a = o? A^n == o, A3^ == o.

Si ces différences ne présentent pas les caractères d^erreurs acciden-
telles, on ajoute un terme aux équations précédentes et l'on continue
ainsi de suite jusqu'à ce qu'on obtienne des différences qui satisfassent
à cette condition. La loi de formation des diverses équations est d'ail-
leurs mise en évidence ; pour ne pas alourdir les explications suivantes,
je supposerai, la formule (i) limitée à trois termes.

§ II. — Généralisation des formules de Gauchy. Adaptation de ces formules
à la méthode des moindres carrés.

7. Dans le but de donner plus de généralité aux formules, je rem-
place les poids 4-1 et — i de Cauchy par des poids arbitraires; dès
lors l 'équation

( '2 ) y^=:au.a-+- b^a -4- cwa ( P • ^ o? û0 6 )

représente telle combinaison que l'on veut des n égalités (i). De
même, les équations (4) et (6) (p. 10, n° 6) représentent telles autres
combinaisons que l'on veut des égalités (V) et (5') et» par suite, des
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égalités (i) d'où elles sont déduites. En conséquence, les formules (C)
qu'on tire des équations (2), (4), (6) donnent les valeurs des in-
connues qui résultent de trois combinaisons arbitraires des égalités
(i); autrement dit, si l'on dispose convenablement des poids arbi-
traires, on peut faire représenter aux formules (G) telles combinai-
sons que l'on veut des observations; ces formules renferment donc
toutes les solutions imaginables et, en particulier, celle des moindres
carrés.

8. Or voici cette solut ion :
Multiplier les deux membres de chacune des égalités ( r) par le

multiplicateur u de a dans cette égalité et ajouter membre à membre
les égalités obtenues; on aura une première équat ion résultante rela-
tive à a. Former de même deux autres équations relatives à b et c
à l'aide de poids égaux aux valeurs observées de ^ et w. Si je dé-
signe par les indices a, b et c les valeurs résultantes formées de ces
trois manières, les trois équations obtenues pour déterminer a, b, c
s'écrivent

( a ) •1 y,, = a Ua -h b (^ -h- CWa,

( p ) y/, == au[, -+- bvf, •+• 6W/,,

y,. = au.a -h- b^a 4- Wc.

Par cette solution, la somme des carrés des écarts entre l'observa-
'tioïl et le calcul est rendue minimum, et la probabilité de l'apparition
simultanée de ces écarts, maximum. Je me contente de rappeler ces
résultats bien connus*

9. Pour ramener les équations (a, p, y) aux formules de Cauchy
généralisées, je tire a de la première et je porte la valeur obtenue
dans les deux autres; il vient

Wi

((3)i

(y)i

a = ^^b^^c^.
U^ Ua Ua

y,^ ( y - ̂  b^ ̂  ̂ \ ̂  6^ ̂
\ ̂ a U-a Ua. ]

y,= (y^-b^-c^u^bv^cw,.
\^ Ua Uaj
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L'équation ( p)i s'écrit, en ordonnant par rapport à b et c,

Or je remarque quej^— y^ représente la différence

2^.-ê;2».".=S (--£"-)"-ĵ J t/ l l Z/^ ̂  - - J-ri \^ ^,
f===l t=l t=l

qui s'écrit avec les notations adoptées ̂  Ay^/ ou encore A}'̂ .
£==i

De cette façon, les équations ((3)^ (y)i prennent la forme

( p )s AJA = ô A(^ + c Aw/,,

(y)a Aj^.== ôA^+cAw<..

Je tire & de l'équation (P)a et je porte la valeur obtenue dans l'équa-
tion (v).>. J'obtiens de la même manière que dans la première substi-
tution

Ay/, Aw&
((3)3 ^A^'A^3

(y) 3 A^^cA2^.

D'après les formules (y)^ (^3, (a)u les formules de résolution
sont, comme dans la méthode de Cauchy,

/ A2^c === ——,————— ————— y

A2 Wc
An Aw/,

/p. ^^^ ^ — — — ( ; -,——3
(-L) A^ At^

^^ ^^^c^
Ua ua "a

10. Le calcul se fera de même et présentera les mêmes vérifica-
tions': il n'y aura de différence que dans la manière de former les va-
leurs résultantes; mais cette différence est essentielle, car les poids
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donnés par la méthode des moindres carrés sont seuls conformes au
Calcul des Probabilités, tandis que les poids ± i adoptés par Cauchy
ne le sont pas. Enfin le calcul de ces valeurs résultantes ne sera guère
plus compliqué que dans la méthode de Cauchy, si l'on observe que les
poids, étant de simples coefficients de confiance, ne comportent pas
la précision assignée par la méthode des moindres carrés; que, par
suite, il, est naturel de les remplacer par des valeurs grossièrement
approchées; ainsi le poids 5274 sera remplacé par 5ooo, de façon à
éviter l'usage des Tables de logarithmes. Je reviendrai sur ce point
comme sur d'autres considérations théoriques; mais auparavant, je
vais donner le Tableau des formules et deux applications numériques.

§ III. — Applications.

11. Voici, le Tableau des formules à employer :

i° Calcul des différences.

I1'1' apjnmkrurtiorL. Ay=y — ̂ ' //,
^'a

^ approximat ion. . Ap == c — ̂ . a, A2 y := Ar ~ "^ Af^ J v A^ '

3*1 approximat ion. . Aw=^— wa n, A^^Aw— -—^ A^, A 3 r=A 2 y— Mr^ A^-P
((a At-^ v " A^ï-'/. 9

2° Vérifications. — X représentant une quelconque des variables y,
^, (;, w, ..., on a

^/;j=X. AX^o, [^'A^=o, A'X.-o. '^}^ A'X^o, ...,

[^A^^AX. A-X^o, [^A^]^o, A'X^o. .,.,

[^A'J^A'J =-A'X,, A'X,=o, ..„L^w. J
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3° Calcul des coefficients.

A2 y/,
~~"A2^ ' " '

r ^ Ar/, _ At^ __
""' A(^ A^/, ' * " ?

^ 2^ ^^ ^ ~c^
^ ^a U a

4° Erreurs moyennes. — Les erreurs sur les observations de y sont,
données par les dernières différences formées. L'erreur sury, étant Y],,
l 'erreur moyenne pour m équations à p inconnues est, comme on sait,

Ces formules sont aussi bien applicables aux deux méthodes ;^ mais
celle des moindres carrés permet en outre d'évaluer simplement les
erreurs moyennes (\w en résultent pour les valeurs des inconnues a,
b, c, .... Ces erreurs sont données par les formules suivantes (1), où
chaque lettre grecque représente l'erreur de la lettre romaine cor-
respondante

^^^—.^/ A*2 Wc * * ?

p--^fê)'—
- £ -^-(ë)' -/-fê)'-

12. A. titre d'exemple et dans un but de comparaison, je vais ap-
pliquer les deux méthodes au calcul des formulesde dispersion pour
le rayon ordinaire du quartz. Les résultats seront d'ailleurs utilisés

( i ) Foir la démonstration de ces formules, n0 19.
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dans la suite. J'emploierai pour ces calculs les valeurs inscrites dans
le Tableau suivant où la première ligne indique la raie du spectre; la
deuxième, la longueur d'onde "\; la troisième, l'indice ordinaire n;
la quatrième, l'erreur moyenne £.

A. B.

X. . . . . . . . ol̂  76040 0^ ,71836 op-,68674 0^,656-M o!A ,5889î
n........ i, 589 K) î , 540 i7 i, 5{ t oo i, 541 90 i, 544 ï r )

£ . . . . . . . . '±0,8 ±0,4 ±0,6 ±0,8 ±o,6

E. F. G', h. II.

\........ o^, 5a6 90 oî^-, 486 07 op-, 43% 56 oH-, 41 o ï '2 oP-, 396 72
/ / . . . . . . ; . 1,54717 1554969 t , 5 5 4 ï 3 i,5565o I , 5 / ) 8 ï 6
£ . . . . . . . . ±o,^ ±0,4 ±0,8 1 ±0,7 ± i , 7

Ces déterminations d'indices, dues à M. Macé de Lépinay (1) , ont
été faites avec une très grande précision et m'ont paru mériter plus de
confiance que les mesures faites antérieurement. J'ai adopté, pour
la formule de dispersion, la forme ( 2 )

^=ff4-^±C/2...,

dans laquelle n représente l ' indice; /== ~ est la longueur d/onde dans
le cristal, quotient de la longueur d'onde dans le vide par l ' i n d i c e ;
a, &, c, ... sont les coefficients à déterrainer* Les valeurs .de --̂  /'i'""2, /a

se calculent facilement au moyen des données précédentes n et A.
Elles représentent les valeurs de y, P, w dos formules générales
(n°ll) . On doit faire ici. a = = = i . Je donnerai d'abord le calcul par la
méthode de Cauchy, puis le calcul par celle? des moindres carrés; les
premières différences étant les mêmes dans les deux méthodes, je ne
répéterai pas cette partie du calcul dans la deuxième.

( 1 ) tournai de Phy.uque, avril 1887.
(2) Voir plus loin, Chap. Il, § I.



INFLUENCE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. S. 17

13. Voici le calcul d'une formule de dispersion pour le rayon ordi-
naire du quartz, par la méthode de Cauchy :

î° Calcul des différences.

Raios.

A.
a. ,
lî
{\ -
1)
E
F
G' ..
//
II

r
n

Raies.

A . .
< ( . .
B ..
C . .
1 ) . .
E . .
F ..
G'..
//...
H . .
Va
Ua.

2°

y -

.. 0 ,42

.. o,4'2

. . 0 , 4 %

.. o,4^

.. o ,4 i

.. 0 ,41

.. o , 4 i

.. o , 4 i

.. 0 ,41

.. 0 ,41

S = = o , 4 ia

</ = /-".

4,097
4,597
5,035
5,52l
6,876
8,6^

l o , T 6 5
la.Qog
ï4 ,4o4
i5,4a6

== 8,765

Calcul
^n
A2 Wc

i
11"

î 101 -4~
i563 -4-
I I 09 4-

,o6l8 -4-
9338 4-
77^7 +
64 oo —
4.0-^5 —
2764 —
i885 —

7756 Ay/,==—^

^JA
^l>

\f>.

— 4,668
- 4,^
~ 3,780
- 3,^44
- 1,889
— , o , ï 4 3
4- t ,4oo
-+- 4 , ï 4 4
-4- 5,639
--t- 6,661

A^=== 3%,ît54

des coefficients.

-l- o,oo48o

Ar.

4345
38o7
3353
•^862
t58^

i
i356
373i
499^
5871

^8961

0, OC

a'a
Ua

f>
t

A
À

*-i—
H- ,
-4- ,
--t- '

^8979,

w = ^.

o,%44o
o ,%[75
o, 1986
o, 1811
o , i454
o , i i 6o
0,0984
0,0775
0,0694
0,0648

=== o , i4 i3

\Yl, o
"'é

^'Ac. A2)- .
^ft
4191 -+- i54
3742 -h 65
3349 -+• 4
29 ï 3 — oï

1696 — 114
r28 — 127

1^7 — 99
Ï - J I Ï — 10
5o63 -+- 7 l

5981 -4- 110

A2jrc==-^ 8o5

^^ +o,oo48o

Atv.

-+-0, 1027
-4-0,0769.
-4-o,o573
-1-0,0398
-4-0,004ï
—o,oa5;î
—0,0429
—o,o638
—0,0719
—0,0765

A(P/,= —0,4882

,0008979 ûa

A<
""A
—0
—o
——0
— 0
—0
4-0
-+-0
4-o
-^0
-t-0

^A»A2 w^
— i53
—- 6a
- 4.
+ 45
-4- I l8
-h ï3-â
-h 104
+ 5
— 65
— i i7

^A^.t/?,
,0708
, 063*2
,o565
,0491
, 09.86
, 009/2
,0211
,0627
,o854
, ioo8

A2 Wc

4-0,4l:

H-. A^T.

4- l
-4- 3

0
— 6
+• 4
-4" 5
4- 5
— 5
4- 6
— 7

A2 w.

-4-o,o3i9
-ho,oi3o
-4-0,0008
—0,0093
—o,o%45
—030273
—0,0117
—0,0011
4-o,oi35
4-o,o'243

=4-0,1676.

7756

A^'/,. 0 —E == 4- o, 00007 'ïj
^b

c =^= 4- o, 00480 & == — o, ooo8%5'2
Ann. de Vie. Normale. 3e Série. Tome VU.

_ ^ ̂  =-}-0,007233
^a

— ç ïî == — o, 000678
Ua. _______

0=4-0,4^4^ l ï
S.3
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14. Voici le même calcul fait par la méthode des moindres carrés :

i° Calcul des différences. —Les colonnes poids indiquent les mult i -
plicateurs approchés que j'ai substitués aux multiplicateurs exacts.

:iies.

A

H ,
n ,
D
E .
F
(V
h
H

4r*
. . . . 4-0,004345 x
.... 4-0,003807
, . . . 4-o,oo3353
. . . . -r-O^OO^SG'-»,
. . . . 4-o,ooi58'-i

.... —o.ooï356

.... —o,oo373i

.... —o,00499%

.... —0,00.5871
Aj/,=-"o,i 4 3375

Ar//
^b

Poids.

-4,7
-4
-3,7
—3
—2

0
-4-,!
+4
.4-5,6
-+-6,7

^,,
A^

—4l8o
--3733
—334o
—^905
—t69'2
— 1^8
4-Ï254
+3711
4-5o5o
-1-5965

i oo A^j

089551,

^j.

-+- i65
4" 74
4" 1,3
- 43
— Ï I O
— .t%7
— K)'>-
— 9.0
4- 58
4- 94

^==4-1738

^n.
Aï rt^.

c

X

0,

Poids
m 0,0l .

-1-3,4
+t ,5

0
0

—î,3
—.ft ,7
—-^

0
4- 1 ,0
4-a;,o

,00470.

A2rc A^." A^; AM •
"—l6'2
— 7 1

— i3
-1- 36
4-1 î 0
4-1 •H)
4-ïo5
4- 1.5
- 49
- 9^

A3^-.

4-3
4-3

0

""""" 7
0

.4-3

....̂
4-9
-4

Raies. AP. Poids. Aw. A(^, At/. A'w. Poids
<yn o 5 o î

A . .
^...
B . .
G . ,
D . .
Ë . .
F. .
G'.,
A...
H . .

4,668 x
4 , ï 6 8
3,73o

. 3,244

. ï,889
• o,i43
- 1,400
• 4, i44
. 5,689
• G,66i
ï60,106

-4,7
-4
-3,7

3
—•2

0

+Ï

4-4
4-5,6
+6,7

AWA
^h
Ap/,

4-0,109.7
4-0,076'2
4-o,o573
4-0,0398
4-0,0041
••—o,o253
—0,04^9
—0,0638
—0,0719
—0,0765

===—a,34o4

==—o,oî,46'i8.

—68a
—6 io
—545
-474
—276
••••— '21
4"-s»-o5
4-606
4~8-24
4-973
ïoo A2 Wc,

4-o,o345
4-1 10,015%
4-0,0028
-—•0,0076
—o,oa35
—0,0274
•—•••• 0,0 2/2 4
—0 ,003'A
4-o,oïo5
4-0,o%o8

==-ho, 369^

X
+ï,5

—.,3
—•^7
~-''^?.

4- I , 0
•+'A,0

4-3,4

0

0

0

2° Calcul des coefficients a, 6, c.

À^ _
A^, • 0,0047<> A^

^/y
,A^
' ^fy '

0,0008955
0,0000687

— c

Va

Ua
Wa.

• 0,4.17756

•0,0079.47

"o,ooo664

c s== 4" o, 00470 /; ïïs;-.- o,ooo8'268 a == 4-'o,4*^4 3 39
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3° Erreurs moyennes. — Je les évalue en unités du sixième chiffre
décimal.

Raies, r^
A... . . . . . . . 9
^........... 9
B........... o
G........... 49
D........... o
E.......... 4
F........... 9
G'.......... 25
/ / . . . . . . . . . . . 8i
H . . . . . . . . . . 16

STJ=2oa s^-29 £=±:6 ,4

^ s2 £2

i^——8000 ^ = 0 1 1 8 ^ = % '9

^/^y^^^o p{^y=i46i \ A(^/ î / l \^/

^/^y=,6o
1 \ Ua I

^2== 8ooo psî= 1 ,9 a2== 809

Y ===± 90 ? = d = i , 4 a =± 17

En résumé, les résultats obtenrus par la méthode des moindres
carrés sont les suivants :

£==±5,4,

c =r4- 0,00470, h ==— o,ooo<S2Ô8, €i •==. -+- o,^^33c).

±9 ± 14. ±: s 7

Comme on va voir, ce calcul n'est pas absolument correct, parce
qu'on n'a pas tenu compte de ce que l'auteur des mesures a fait con-
naître l'erreur moyenne de chaque détermination.

^ IV, ^ Cas de la précision variable; formules complémentaires.

15. La solution précédente des moindres carrés suppose que toutes
les observations ont été exécutées avec la même précision. Cette hy-
pothèse, qui peut être quelquefois suffisamment vérifiée, est, dans
certains cas, très contraire à la vérité. Je considère le cas de la préci-
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sion variable qui a été traité par Gauss : je suppose que 1a valeur Y/
soit la moyenne de plusieurs mesures, de façon qu'on connaisse l'er-
reur moyenne £/ et, par suite, le poids À/== -^ de j^.

£^

La solution qui rend maximum la probabilité des écarts qui en ré-
sultent entre l'observation et le calcul est donnée par les équa t ions

(a)' ^hiUi xj/-== aïhiUi x M/-4- bthiUi x ('/-;- clfiiUf x n'/,

((3 / Ïhi^i x j,= alihi^i x ^/+ ^-S/^-c/ X ('/••+• cZ/^-r/: x tr/,

(y / S/i^Vi x ^y/ =: aÏ/ii n -̂ x /// + ^^S/z/ (.r/ x t1 '/ "-h c^h/ (F/ x H'/»

où les sommes S s'étendent de i = 's. à i === n. Ces équa t i ons p e u v e n t
s'écrire comme les équations a, (3, y (n° 8). Les mêmes t ransforma-
tions (n° 9) s'y appl iquent et, par suite, aussi les fo rmu le s défini-
tives C (n° 9). Seulement X^, X/,, X,. représenteront, non p i n s S^-X/,
S^X;, SwA, maisSÀ^/X,, S/^X,, SÂ/w/X/ .

K-). TnÉonÈME. — On peut, mns changer la valeur de Ici différence A7' X,
intervertir V ordre des lettres pcir rapport auxquelles sont prises les diffé-
rences,

Pour indiquer par la notation l'ordre de ces différences, je pose,
X désignant une variable quelconque,

(i) X - ̂  u =A,X, X - x' (- =:A,X,l^f^. <7/

(.) A,X- J^^A,.:=A,(A,X):=A^X.

Je calcule A^X afin de vérifier que cette expression est symét r ique
par rapport à u et ^, a et b.

On a, d'après les notations,

(3) A^X^X-^
Ha

et, par suite,

^r . [A,X],^X,-^^-= ̂ f^x.-x.^i. .
' 1 1 1 ! ! u^ 1 ' ^'a 1 , 1 . ! " ! ! ! ^ .
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On a de même, en remplaçant X par p,

A,,P = ̂  — t^- ̂  [A^ ̂ ]h=^ —— ( ̂ a ̂ — ̂  ̂ ).
^<a ^a

Portant ces valeurs clans l'expression de A^X, il vient

A^X^X^^a^-^^^^^ f r -^aV
a"' «a ^aCA— ï 'a^A \ ^^ /

Le coefficient du terme en u, dans cette expression, est

^ ^̂ ^Lll̂ L^ •̂  î =: ̂ î ÎZ-î!̂ ^
^^ ^tô ^/^ — ^a ^b "a ua t^ — t?^ M//

J'obtiens ainsi

^ x ̂ . X + ̂ x^-^^ „ + '^x- "' ""xii/) ̂
a Ua Vf, — ^a uh uc(. ̂ b — ^a ^ô

Cette expression est bien symétrique par rapport à u et ^ a et h, et
l'on a l'identité symbolique

( f î ) A^:=A^.

11 en résulte plus généralement que la différence A^. ̂  est indépen-
dante de l'ordre des indices. c- (•ïf F' l)>

17. THÉORÈME. — 0/z a
SÀ.A^X.A^Y^S/ iX.A^Y^SAY.A^X.

Aaç signes^ s'étendent aux valeurs de \ an données à l'indice i qui a été
supprimé ici pour simplifier l'écriture.

Je considère d'abord les différences du premier ordre.
J'ai la suite d'égalités

^..x^^-S^-S")

=2»(-â")-S2-(Y-£«)
^"^-^•-S"")
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et, en remarquant que le second terme de cette expression est nul ,

S/^X.A^Y==SAX.A^Y.

j 'obtiens ainsi

(6) S^.A,,X.A,,Y=:S//X.A,,Y=S^Y.A^X.

J'étends ensuite cette formule aux différences d'ordre plus élève-
Je considère, par exemple, les différences du troisième ordre.

.l'ai la suite d'égalités

S// .A^,X.A^,Y=^^.A,(A^X).A,(A^Y), d'après les notations,
=I^.A^X.A,(A^Y), d'après l'identité (6),
=2; / , .A^(A^X),A6(A^Y), d'après l'identité (5),
=I;A.A^X.A/,(A^Y), d'après ridentité (6),
=::SÀ.A^X.A^(AI.,Y), d'après l'identité (5).

J 'applique encore une fois les identités (6) et (5).
J 'obtiens, en dé f in i t ive , la formule

I;// .A^,X.A^,Y=SAX.A^,Y.

De même, le premier membre a aussi pour valeur SÀY.A^.X.
G. Q. F. D.

1.8. Le second théorème (n° 17) montre que, pour calculer A^,,
par exemple, on peut appliquer aux A^X les masses AA 2^ au lieu des
masses fw, ce qui est généralement plus avantageux pour le calcul ;
car on évite ainsi des termes négatifs qui se présenteraient dans la
somme S/w A'^X, tandis que tous les termes de la somme SÀ.A^.A'^X
sont positifs. De plus, les coefficients se groupent mieux, de façon
qu'on peut souvent appliquer un coefficient moyen à la somme de plu-
sieurs A^X. Enfin ce mode de calcul, se rapproche davantage de la
méthode de Cauchy, ce qui facilite la comparaison des deux méthodes.
Pour ces raisons, je l'ai appliqué dans l'exemple précédent (n° 14).

19. 'Voici un artifice .basé sur le théorème précédent, et par lequel
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on peut établir intuitivement les formules des erreurs moyennes sur
les résultats. Soit à évaluer l'erreur du terme —-£- •

A2 w<,
On a, par l'application du théorème (n° 17),

A2 y . SA. A2 w. A2 y,/c __ ___ liiii

A2^; ~" S/^A^)2

On reconnaît là l'expression de la moyenne des valeurs —?- affectées
des poids À(A2^)2 . Le poids de la moyenne est donc

^(A^Q^A2^

et le carré de son erreur moyenne est A—-
On en conclut, pour les erreurs commises sur les quantités,

c=^, 6=^-c^ a=^-b^-c^,
A-tP,. At'/r, A(^ ll-a, U-a ua

les formules ^

y^_, p^—^y^^Y, .^^^p.f^y+y.f^y.
/ A2^,. r AP// / \AP/,/ ^ VW / V^</

Je viens de traiter le cas où h == -^ est variable; s'il est constant, i l
se met en facteur dans l'expression du poids S^A2^)2 qui devient

IZ'i--̂ ^^ et s'écrit, dans ce cas, avec les notations correspondantes, —^'*

On trouve ainsi les formules précédemment données (n° 11).

20. Je vais maintenant justifier cette simplification par laquelle on
remplace les poids exacts par des valeurs grossièrement approchées.

Les multiplicateurs A^= -^ ne comportent pas une plus grande

précision que les facteurs 4" O^ sl ^on se reporte aux nombres de^i
M. Macé de Lépinay (n° 12), on voit que l'erreur relative de "̂  monte au^f
moins à o, i ; il serait donc illusoire de calculer ̂  avec une plus grande



S.2.4 E. CARVALLO.

approximation. Il y a plus : si l 'auteur avait omis de donner les valeurs
de £ ou, a fortiori, s'il n'avait fait qu'une mesure de n pour chaque ra-
diation, on devrait, faute de mieux, supposer tous les s ég'aux et em-
ployer les mult ipl icateurs u^ comme je l'ai fait dans le calcul précé-
dent: (n° 14). Ces poids sont erronés des facteurs -^ dont les rapports

Sf

varient de i à 16. Quel intérêty aurait-il alors à employer, par exemple,
le multiplicateur 5274. au lieu de 5ooo, quand ce mult ipl icateur peut
être erroné de seize fois sa va leur? Ces remarques s'étendent à toutes
les mesures, tout part iculièrement aux observations astronomiques,
où la précision des pointés dépend de tant de circonstances variables .

21. Il me reste à calculer la perte de poids dont sont aiïectés les
résultats par la subst i tut ion des valeurs approchées aux mul t ip l i ca -
î eu r s exacts. Soient deux déterminations a, et a^ de poids /^ et /^.
Désignant par M, la moyenne proprement dite et par P son poids, on
aura
/ . ««• ^iPl-h- CUp^ ,.( ï ) , M = -LL——ALr, p ,=: p, 4. p^

Pl-T-P^

Si, au l i e n des poids p ^ et/^, on emploie pour rnult ipl icateurs/^.r i
et/^a» on aura une nouvelle moyenne

M' ̂  ̂ £L:?.î.±..̂ ^£2.
'""" p^.,:^p^x^

J'évalue le poids de cette détermination.
J'ai successivement, le poids étant l'inverse du carré de l 'erreur

moyenne,

Carré de l'erreur moyenne sur a^ \
P\

)> , ai/^.ri........ . . . . . . . ^ (p^^y'=.pi^,

» , asi^^-2 • . . . . . . . - . . - . 1 - î• l•"(/?2^)â=P^j» l

P^
» , , a^p^ÛC^-^r C l ^ p ^ Û C ^ . . . . . . p^x[ "•h^A'|,

OI^.TI •4- a^p^\ . pi y\ 4" pî ̂
Pî ^'i^/h^î • - . ' " " • (p^ ̂  ^rp^X^Y
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J'obtiens, pour la nouvelle moyenne, les formules

(a)
a,p,x, •+- a,p,^ (p^^pï^ __ ./ .M ̂  _^^^^ , 1: „. -^^^^ „/ (^ ̂ ).

Elles reproduisent , les formules ( i ) quand on y remplace les ,r par
l ' u n i t é . Je calcule l'accroissement AP = A/(.r,,, ^,) obtenu, en augmen-
tant de dx\ et dx^ ces valeurs égales à l 'unité. J'écris, en bornant
l 'approximat ion au second ordre,

,/. . ^fAP==^/'+

Je [)ose

f(.x^^^)=:^ X-=(p,.z\^p^)\ Y==/?^rj^^^|;

vient
^[/^dX.Y-1^1^.^-1,

d\f = d2 X , Y-1 + ss ̂ X. ̂ Y-1 + X.. ̂  Y-1,

^/X = 2 (pi ••ri + ̂ 2 .ï2 ) (pi ̂ 'i + 7^ ̂ 2 )»

^2 X = a (/?i <'/.2-i + ^2 ̂ "2 ) 2 »

,/Y-1 = — 2 (^i ̂ f -+- /?2^1 )-2 (pi^i dx^ 4- ^2^2 ̂ 'â)'

d^Y-1^ 4(/?i^î 4-/^^j)~3C/?l^lJ•2?l 4-^2.3?2^"2)2

—2(p^rï+^2.T|)~•2(//l d^ 4-pâ <^|).

Faisant .r, == ^=.= r et reniplaçant^ , -+- p^ par P, il v ient
V ,-,..-..„ p2 •
./V, ..-.— i 9

^/X =: 2 P (/)i ̂ i -+- pï dx^,
d2 X. = 2 (pi dx^ -+- pî d.x^ Y ;

Y -= F,
^Y-1^:—— 2P~2(pl^Z> l -+-^2<^2),

^a Y1^ =: 4 P-3 (/^ dx^ + 7^2 ̂ 2 )51 — aP -2 (pi dx\ •+• p.î dxî, )

et, en portant ces valeurs dans les expressions de d/'et de rf2/,

df ^^P(p,dJ;^p,d^)P-l-PÎ^P-^p,d..v^p,d^),

^V=2(/?l^l+/^^3)2P-l+2•2p(/?l^rl+^^

+ P2 [4PW 3(/^ dx, ̂  pî dx^— aP-2^ ̂ i -hPa dx^ )]. ^ -
Ànn.df r Ec. Normale. 3" Série. Tome VIL b '^
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J 'obtiens, en déf in i t ive ,

«y=o, W^=-^/^4rpl^^-(/^^+^^

1" Par ces formules, on vérifie bien que la moyenne M a le poids maxi-
m u m ; on en d é d u i t , pour la perte relative de ce poids,

A P / n, dx i -4- p.» </.r, V », (</. /• f -4- p ^ dj-2
(, ) „ ̂ . -, (̂ ...,......̂ ^̂ ^̂  + ,.,__^^^^^^^^^^^^^^ .

De plus, dans l ' éva lua t ion approchée du poids, on remplace ce poids
P ==^ 4-^ par une valeur erronée ju s t emen t de / ) ^ dx^ +p^c/a\^

[/erreur relative de cette évalua t ion est

(4.)
p\ dx^ -h /?2 dx^

''"""'""'"'l*1"1'''""'"111'1'"111"''1'1"'1^

II impor te en première l igne que cette erreur ne ,dépasse pas la. l i -
mite qu'on s'impose pour l ' é v a l u a t i o n du poids , par exemple ^. Un
coup d'œil sililit pour réa l i ser cette c o n d i t i o n . Dés lors les termes
de la f o r m u l e ("3) sont négl igeables devant le terme f 4 ) , et l'on sera.
certain que l / i n e x a c t i t u d e du ca lcul , n ' e n t r a î n e pas sur le poids même
du résul ta t n i sur son évalua t ion une e r reur r e l a t i v e é^ale a, ^. Ces
erreurs sont bien inférieures, comme je l'ai e x p l i q u é , a. l 'erreur im-
posée par la nature même de la, ques t ion.

Pour s i m p l i f i e r , j 'ai considéré seu lement la moyenne de deux dé-
t e r m i n a t i o n s ; ma i s , que l que soit l e u r nombre , la démons t ra t ion sub-
siste, et le problème général de r i n t e r p o l a t i o n se ramené par mes
formules a. des ques t ions de moyennes .

îî. Comme a p p l i c a t i o n , je t ra i te par la méthode de (îauss le pro-
blème précédemment t rai té par la méthode de Cauchy; seu lement ,
pour s imp l i f i e r les calculs, je prends pour inconnues jes corrections a7,
b^ c1. qu'il, fau t porter aux résul ta ts f o u r n i s par la méthode de Cauchy
('n0-!.^). De cette façon, y représentera non plus,-? mais la. d i t î e rence

entre la valeur calculée et la valeur observée de - ï.-1 Les valeurs de/À2

cette, différence sont empruntées 'à la colonne b?y (n0 '13);. celles de s
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sont les données de M. M'acé de Lépinay (n° 12). Ces valeurs se rap-
por tent , il est vrai, à n\ mais, à cause de la faible var ia t ion de l ' indice
dans le spectre visible, les erreurs de — leur sont sensiblement pro-
port ionnel les . Il suffira, pour avoir les erreurs moyennes sur les résul-
tats, de mul t ip l i e r les valeurs trouvées pour a, (3, y par la valeur ab-

d\n^solue de —- qui est — = 5,5.cin l /z3

i0 Calcul des différences.

-s. s. //. r. ^r. Ar. AT,. -^-^. A-r. ^ --^A^.• ' " b A^/, " x 100. A-w,;
. . . . . 0,8 1,6 4- T - 4 -1 ,6 —1,8 -f-10,8 -+-o ,6 — i ,'2 — 6, o -r-1,7
..... o,.{ 6, % -+-3 -4" 1 8 , 7 -+-0 ? ̂  — 4 7 ̂  "I-015 + o ? 7 -+-5,6 -r-o , 7
l . . . . . 0,6 2,8 0 0 —2,8 4-12'2,4 -hO, 5 — 3,3 — 0,0 -4-0,1

;..... 0,8 1 ,6 —6 — 9 ï 4 —3,8 -+-35,9, -i-o,4. - -8 ,4 •+-8 ,4 —0,4
L . . . . 0,6 y., 8 -4--4 -n t , i -i-i,î. — 3,6 4-o,2 4- i > 4 — 8,4 —I^A

0,4 6,2 -+-'") -4-3l,% -4-2/2 4 -8 ,8 — 0 , 1 4- 2 , 1 —•À7,3 —,1 ,'2

0,4 6,2 4-5 4"3i,9. 4-%,2 4-3o,8 — 0 , 4 -+- 1,8 — i 2 ; 6 —0,7
0,8 i , 6 —5 •— 7,8 ~7^ —6-2,4 —^.8 — 8,6 — 1 7 , ^ -+-0,7
0,7 f>-^ 4-6 4-I'2,-2 4-3,% 4-4 ̂  6 — 1 , 0 4- % , % -^13,2 4-1,7
1,7 o^ —7 "--^ ,4 —9,8 —29i4 — î ^ — 1 1 , 0 — ï t , o 4--2,4

^ ̂  == 4- 31 ^ 3 j"^ ==4-86,4 Aj'^ == 4- 5 o, o i o o A2 } \: = -— 5 5 ,3

s--.8 ^=-.•(i .̂"-^
Raies. ^ == /-"3. Â(/. Ay. À Ac. A^.

A , . . . . . . . . . . . 4 ,1 6,4. —3,9 -6 4-23,4
a . . . . . . . . . . . 4,6 '-^,7 —M —ai • 4 -7^4
B . . . . . . . . . . . 5,o i3,9 —3,o — 8 4-24 ,0
C . . . . . . . . . . . 5,5 8,6 —a,5 — 4 4 - î 0 , o
D . . . . . . . . . . . 6,9 ^^ ~ I î ï ~~ 3 4"' 3'3

E . . . . . . . . . . . 8,6 ' 53,7 -+-0,6 4 - 4 , •+ ^ ,4
F . . . . . . . . . . . 10,2 63,7 4~a,-2 4-ï4 4-3o,§
G ' . . . . . . . . . . . 12,9 '10,^ ~^4î9 •4" ^ '4~ ^Q?'2

À . . . . . . . . . . . 14,4 29,4 4-6,4 4-i3 4-83/2
H . . . . . . . . . . . i5 ,4 5,3 4-7,4 ^ 3 -r- 2-2,2

^==4-^49,1 A^===4-3o9,9

^^4- 8,0
^a
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Baies. n1 = ^2. A^* AH".

A. . . .
(t.....
B....
C . . . .
D . . . .
E . . . .
F . . . .
G ' . . .
/ / , . . .
H . . . .

0,244 0,390 -1-0,097
o ,2 ï7 r ,348 +0,070
0,199 o,5f>7 4-o,o52
o , t8 ï 0,29° -i-o,o34
o, i45 o,4o6 —0,00%
o , î i 6 0 , 7 ^ 9 —o,o3ï
0,098 0,607 —o,o49
0,077 011^ ""(> ? 070

0,069 o,i38 —0,078
o, o65 o, o'x> -""0, o8 2

(^== 4,^99 ^(^

a'a Aw/,
— ===+o, ï47 -7— ;
Ua ^̂

ĵ , .^^A^. A3».». ^A^v.h A(/,, >< K)o-

~o,58'2 —0,066 +o,o3i +o,o5 4-o, •,i5.^
-~ i , 47<^ — o ,ôÔ7 4~o, o ï 3 4-- o, o8 4" o, i o,,f
~ o , 4 ï 6 -0)05ï "4-0,001 0,00 o,ooo
-o,136 —o,ô4^ —o,008 —o,o î -l -o,oo8
-0,006 —0,019 —0,021 -"-0,06 4-0, ï%6
-0, 124 4-0 ,010 "--0,0% ï —-0 , ï 3 4-0, 'ÎJ ''.î
-0,686 4-o, 087 —0,012 0,07 -l-o,o84
~o,5 6o 4~o,o83 4-0,013 4-0,02 +0,026
" î , o î 4 4-o, î o8 4-o, o3o 4- o, o6 +o, î 8<>
-0,246 +o,i25 +o,o43 +0,01 4-0,043
-5 ^ a4o 100 A^ «y. "--: +o, <)99

-0,0169

2° Calcul (les coefficients et des erreurs moyennes.

^^.55 ^=+o,.6 ^=+^76
^a'c ^h î (fa

^/A^ =^o,()H ^b'^ =-6,52
A^ î ' Ua

^^wa =+8,o8
^

// == — 55 // == — o, 8-A a' - 4" 4 ,3-A

+ o,oo48oo — o,0008252 o,424'^ f (

c === + o ,oo4745 ^ = — o, 0008260 « =-:" o, 4^4 315
±5,5 ±io ± i ï

ï î „ î „— s= 101 -— == o ,oo3 — -= o,o3
t^Wç HVh fia

^fê)'--"» ^'=•l•m

^ »..,,,

"̂  =3, o î pâ ;.̂  o, o32 a2 == 4 , ̂

y == 10 , ? = o, t8 a == 2,o5
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§ V. — Remarques critiques sur les trois méthodes.

23. Voici le résumé des valeurs que nous avons obtenues pour les
coefficients a, b, c de la formule de dispersion y ==- a 4- bl"^ 4- cl2 et la
comparaison des nombres calculés aux observations de M. Mouton ( j )
pour les radiations calorifiques :

Quartz, rci)"ofi ordinaire.

a. /'. c.

(1) C a a c h y . . . . . . . . . . . -4-o, 424311 —o,ooo8â5'2 —0,00480
( 2 ) Moindres carrés . . . -4-0,424339 —o,ooo8'268 -4-0,00470

±17 ±ï:4 ±9
(3) G a u s s . . . . . . . . . . . . -4-0, 4^43 ï r ) —0,0008260 -4-0,00473

±ii ±10 ±6

i , i .— obs. — — cale.n'-1 'it^
A. //. — observé.

(I). (2 ) . (3 ) .

^i4.. . . . . . . . . 1,5191 ' o,43334 — ï 4 •+• 8 --3
\^.... . . . . . ï,5,247 o,43oi6 — 2 -hio -4-5
i ,45. . . . . . . . . . 1,5289 0,42780 -4-9 •+'15 •4~ l-^
1 , 0 8 . . . . . . . . . . i ,5338 0,4^507 -4-3 -4-7 •+• 6
0 , 8 8 . . . . . . . . . . 1,537l o,4^5 —^ — I 2 — l o

Je ne fais pas la même comparaison pour les radiat ions ultra-vio-
lettes, parce qu'elle serait peu significative : on verra, en effet, que ces
radiations sont affectées d'un nouveau terme de dispersion.

Voici , d'autre part, les résultats de calculs fa i t s pour le rayon
extraordinaire par les trois méthodes et dont j 'épargnerai la reproduc-
tion au lecteur. On remarquera que la méthode de Cauchy et celle de
Gauss ont donné le même résultat.

Quartz^ rayon cxtrdorclincdre.
a. h. <•.

( i ) Cauchy et Gauss... -4-o,4ï95°7 -0,0008295 --1-0,00484
±:îï ± 7 :±6

(%) Moindres carrés.... -4-o,419494 —0,0008288 —0,00489
±iG ±i4 ^

( l ) Compter rendis cle.v aéancef: de l'Acct.déime des Sciences, t. LXXXVIII, p* 967, 1078.
î i 89 ; 1879.
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— obs. — — cale.
îA. n — observe.

a , î 4 ......... i, 5-278 o, 4-2842 — 1 5 —î4
1 , 7 7 . . . . . . . . . ï ,5335 0,4^5-24 — 8 —l3
i ,4-5 ......... i ,5377 o^'^)'2 •+" r) '+" %

ï ,08 ......... i,54^7 o , 4 a o 1 8 o — î
0 ,88 . . . . . . . . . î , 5460 o, 4 1 8 39 — lf l —{'-h

24. Je constate sur ces nombres les fa i ts su ivan t s :

r° Rayon ordinaire. — La formule (3) de Gauss est la plus conforme
aux observations do M. Mouton; les fonruiles (? ) de Cauchy et (2") des
moindres carrés s'en écartent également de part et d'autre,

2° Rayon extraorcîincure, — La formule ( î ) que concordent a donner
les deux,méthodes de Cauchy et de Gauss est nettement meilleure que
la formule (2) des moindres carrés.

Pour les deux rayons, les écarts entre les observations de M. Mou-
ton et les formules ( î ) présentent une uniformité remarquable : il ne
serait pas impossible qu'il y eût, sur les radiations extrêmes, À == î ', î / j
et À == o^, 88, des erreurs systématiques voisines de — 1 / 1 ei — 1 , 9 . ;
cela est assez vraisemblable aux extrémités du champ observable par
la pile thermo-électrique; j'en ai moi-même constaté l'existence quand
on met l'écran trop près de la pile. Je vais exposer d'autres remarques
basées sur la comparaison, des erreurs probables de chaque détermina-
tion.

25. Voici le Tableau des erreurs probables données par M. Macé de
Lépinay :

d i a t i o n . . . . . . . . . . . . A a B C 0 E F (7 h IIRadiation.
Rayr" —1;yon ordinai re . . . . . . 0,8 0,4 o,6 o,8 0,6 o,4 0 ,4 o,8 0,7 1,7u,4 (> , / ( 0,0 0,7 î , /

o ,8 o, 5 o, 7 ° î r ) ° ? 4» extraordinaire.. r , ' 2 o ,< ) 0,7 ï , o O y 5 0,8 o/Ï 0,7 o , f ) 0 ,4

Le hasard, n'a-t-il pas une grosse part dans là détermination de ces
erreurs? Pourquoi l ' indice de la raie H a-t-il pour erreurs moyennes
1,7 et o,4? Aucune raison ne permet de penser que les pointés ont été
quatre fois plus précis pour le rayon extraordinaire que pour le rayon
ordinaire, alors que ' i e s pointés de la raie a auraient ,été deux fois
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moins précis d a n s le premier cas que clans le second. La méthode de
Gauss commande d'affecter les observat ions de poids inversement pro-
por t ionne ls aux carrés de ces nombres si incertains. Quel |oueur con-
sentirait à mettre ainsi des enjeux proportionnels aux carrés de nom-
bres dont les rapports peuvent être erronés de hui t fois leurs valeurs? Ce
serait jouer trop gros jeu. Faut-il donc attribuer la variation des erreurs
au s imple hasard et considérer les observations comme formant une
seule série de même erreur moyenne? C'est la méthode des moindres
carrés que commande alors le calcul des probabili tés. Les résultats
nous avertissent que cette solut ion est la plus imprudente des trois. lin
voici la cause :

Malgré les contradictions signalées, le Tableau précédent donne à
penser que les observations extrêmes (A et H) sont les moins précises.
Or c'est à ces observations extrêmes que la méthode a t t r ibue le poids
prépondérant dans le calcul, de b et c. Ces dif f icul tés d'ordre purement
pra t ique se reproduisent sans doute dans toutes les questions. La pré-
cision des observations n'est-elle pas toujours variable et d 'une façon
à peu près inconnue? N'est-elle pas p lus fa ible pour les éléments
extrêmes que nos sens et nos instruments puissent a t te indre? S'il en
est a ins i , la méthode des moindres carrés n'est j ama i s appl icab le ; celle
de Gauss l'est seulement si l'on conna î t la précision des diverses dé-
terminat ions qui do iven t , pour cela, résul ter d 'un grand nombre de
mesures.

26. Il v a plus. Imaginons le cas idéal supposé par la théorie : un
observateur hab i l e , n u l l e m e n t impressionnable, a observé un phéno-
mène tou jour s aussi, net, débarrassé de toute erreur systématique,
avec un ins t rument connu, d 'un régime pa r f a i t emen t régulier . La so-
lu t ion la plus probable est, d'après la théorie, celle qui rend m i n i m u m
la somme des carrés des erreurs accidentel les .

« . . . . . Nous devons signaler d'abord une différence essentielle
entre la va leur la plus probable et la mei l leure v a l e u r a adopter . »
Ainsi s'exprime M. Bertrand dans son admi rab le Calcul des probabi-
lités (r). Voici le développement de cette pensée : « La va leur la plus

( ^ ) Page 176.
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probable est ce l le dont la probabi l i té est l ap ins grande. Peu importent
les autres. Elles do iven t toutes cependant diriger le choix, à faire. S'il
est ut i le d'accroître la probabi l i té des petites erreurs, il. est désirable
aussi de d i m i n u e r celle des grandes. S'attacher seulement à choisir la
valeur la plus probable, c'est imi te r le j oueu r qui, pouvant espérer
un grand nombre de gains d i f fé ren ts et craindre un grand nombre de
pertes, prendrai t ses décisions de manière à accroître la chance de
gagner le gros lot sans a u c u n e m e n t se soucier des autres.

)> En disant : « En présence de plusieurs mesures d ' u n e même
•)) grandeur, le parti le mei l leur est d'adopter la moyenne », et « la
)> moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus probable » ,
on énonce deux propositions di (rérentes. On a, eu tort de les con-
fondre. »

Cela est incontestable. La deuxième proposit ion qui. est le fonde-
ment de la théorie des moindres carrés de Gauss est-elle bien cer-
taine? La so lu t ion la plus probable a-t-elle même une existence objec-
t ive? Il y a bien lieu d'en douter : la prohabi l i té d'un écart dé terminé
dans un système dé mesures de précision connue peut être déf in ie et
calculée en admet t an t la loi, des écarts de Gauss, C'est une approxi-
mation très sa t is fa isante . Mais les mesures une fois fa i tes , les erreurs
sont déterminées quoique inconnues; on n\"i pas d'action sur elles. Les
valeurs des inconnues sont aussi, déterminées; el les ont une existence
certaine et non probable. La solution la plus probable, s'il, esl permis
d'employer une pareille expression, est celle qui répond aux, valeurs
véritables des inconnues , et il, y a tout à parier que ces valeurs ne
rendent pas min imum la somme des carrés des écarts. J'admets que
ces objections sont rejetées. La solution la plus probable a une exis-
tence réelle; est-elle la plus prudente à adopter? Pas plus que d' « ac-
croître la chance de gagner le gros lot sans aucunement se soucier des
autres », sans se soucier non plus des pertes possibles.

Le premier énoncé, plus vague que le second, est une indication du
bon sens : il n'a pas de prétention scientif ique. Par, mesure de simple
'prudence, on adopte pour la grandeur mesurée la valeur qui laisse la
même masse d'écarts de part et (fautre. Ce principe de prudence est
rigoureusement conservé dans la méthode de Cauchv; il est violé dans
celle des moindres carrés.1 ! ' ! 1 1 1 ; ! !
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27.. Soit à déterminer, en effet, le coefficient angulaire a de la droite

( î ) y = aii^

Pour diverses valeurs exactes de u, on a mesuré les valeurs ap-
prochées de l'ordonnéey avec la même précision. Le premier principe
des moyennes est exactement applicable; la prudence commande
d'adopter la valeur de a qui laisse la même masse d'écarts dey dans
les deux sens. D'après la méthode des moindres carrés, on doit at-
tacher ua plus grand poids aux plus grandes valeurs de y et déplacer
la droite fournie par la méthode de Cauchy, pour la rapprocher des
points de grande abscisse qui prennent ainsi une influence prépon-
dérante. ITest-ce pas supposer que le hasard change la loi des écarts
quand y cesse d'être fixe pour devenir variable? Les plus grandes va-
leurs de y seraient-elles sujettes aux plus petites erreurs absolues?
Si le hasard a voulu que la plus grande valeur dey soit la plus er-
ronée, la valeur de a sera fortement viciée par cette détermination à
l a q u e l l e on a attribué l ' influence prépondérante.

2<S. Voici une autre considération d'un ordre purement arithmé-
t i q u e : en ajoutant membre à membre les égalités telles que (î),
conune dans la méthode de Cauchy, on a de grandes chances pour que
les erreurs, indifféremment positives ou négatives, se détruisent en
grande partie. Mul t ip l ions au contraire les deux membres de chaque
équation par la valeur de u correspondante, comme dans la méthode des
moindres carrés : les erreurs des premiers membres deviendront tout à
fait inégales, et cela d'une façon systématique, les plus grandes répon-
dant aux plus grandes valeurs de u. Elles ne se réduiront donc que si
les plus grandes valeurs de u sont voisines et nombreuses. Quant aux
valeurs plus petites, autant vaudrait les supprimer, tant elles ont peu
d'influence sur le calcul.

Cette dernière considération conduit à l'extension naturelle de la
méthode de Cauchy au cas où la précision des observations est va-
riable : si l 'on estime, par exemple, que les mesures de l'indice n sont
affectées d'erreurs dix fois plus fortes pour les radiations calori-
fiques que pour les radiations lumineuses, on les affectera d'un coeffi-
cient dix fois plus faible, et non cent fois plus faible comme le veut la

Ànn. de l ' E c . Normale. 3e Série. Tome VII. " ï - 0
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méthode des moindres carrés. Les erreurs qui s 'ajoutent seront ainsi
de même ordre et offr i ront de grandes chances de réduction.

CHAPITRE II.
F O R M U L E S DE DISPERSION.

§ I. — Choix de la formule.

29. Une formule de dispersion est une relation entre l 'indice de ré-
fract ion et la longueur d'onde* De nombreuses formules on t é t é pro-
posées, résultant de théories dont les principales sont dues à Cauchy,
Briot, von Helmhoi tz . M. Koltclerles a discutées dans un Mémoire pub l i é
en 1887 (1). De toutes ces formes, plusieurs sont à, rejeter comme con-
traires à l 'expérience; les théories correspondantes sont au moins in-
complètes. D'autres sont acceptables à peu près également ; c'est un
argument en faveur des théories qui y conduisent, mais non une preuve
de leur exacti tude. Ne peut-on pas suivre une marche inverse ; se dé-
gager d'hypothèses rendues peu vraisemblables par leur précision
même et chercher une fo rmule de dispersion en se basant sur les faits
et s 'aidant seulement d'idées générales communes à toutes les théories?
puis tirer de cette formule, en quelque sorte expérimentale, des con-
séquences théoriques? Tel est le but que je me propose.

30. Pour simplifier les écritures, je considère une onde plane po-
larisée rectilignement dans un milieu isotrope très peu absorbant. JL/élon-

. galion, n'a qu'une composante Ç; celle-ci dépend, du temps t et d'une
seule coordonnée x normale au plan d'onde; enfin les trois équations
générales du mouvement lumineux se réduisent à une seule. Dans ces

( 1 ) WÏEDEMANN, Àîinctien der Physlk und Ckernie, Band 30*
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conditions, le principe généralement admis (an moins comme approxi-
mation) est celui-ci :

L'équation du mouvement lumineux est linéaire, à coefficients constants
relativement à t et x, et cette équation réduite à ses termes principaux de-
vient

(H • ^!-A^x } ^ -A^i?

qui est V équation du mouvement dans le vide.

Cet énoncé est conforme à toutes les théories, même à celle de
Helmhoitz quand on suppose l'absorption très faible : cela suffit. Cepen-
dant quelques points de cet énoncé ne constituent pas des hypothèses,
mais sont l'expression ou la conséquence des faits : l 'équation est li-
néaire, c'est la conséquence nécessaire des phénomènes d'interférence;
dire que les coefficients sont indépendants de t et x, c'est exprimer
que le milieu est homogène et dans un état permanent.

31. Soient, pour une radiation déterminée, n, T, "À, H'indice de ré-,
f ract ion, la période vibratoire, les longueurs d'onde dans le vide et
dans le milieu. On a, pour cette radiation, '

, f'S.'KX 9.TCt \ , ^
( -2) ^==sm(-^--~-7j--+-oJ, 1=^

^ étant la phase.
Je porte cette valeur de u dans l'équation simplifiée (i). Multipliant

Jî [î

les deux membres de l'équation obtenue par ̂ ^ et remarquant que ̂
est le carré de la vitesse de propagation 92, il vient ^= A. D'ailleurs,
l ' indice de réfraction est le rapport des vitesses de la lumière dans le
milieu et dans le vide; je suis ainsi conduit à diviser les deux mem-
bres par V2, carré de la vitesse dans le vide.

J'obtiens ainsi, en désignant par a le rapport de A au carré de la vi-
tesse de la lumière dans le vide,

(3) .̂ •
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Maintenant j'introduis dans l'équation différentielle (i) une dérivée
,, . . y dPu.d ordre pair'K^^.

La valeur de ^ portée dans l'équation (i) donne, pour ce terme,

•»;
l2 . . .celui-ci, mul t ip l ié par .-y-? puis divisé par V\ devient

•^^^p^^q^r^ry^^

je remplace Têt / par leurs valeurs

T-.^ / - À .
'"•"'V' /^

il vient

K^iry^x ̂ i^n^'^x À^'V'x V-^rr K^âTrî^-^V^^x ^---^ .̂.̂

terme en X^4-2/^-"2 dont le coefficient k == KCâTc)^1-2 1^'2 ne di f lere de
K que par le facteur connu (2'^;)^2Vr"""2.

lien résulte, dans la formule de dispersion, un terme en ̂ 'p-^^f-^^
,1e ne supposerai pas qu'on puisse introduire dans l 'équation ( ï ) de

termes d'ordre impair : ces termes sont incompatibles avec la propaga-
tion inaltérée d'une vibration rectiligne de période quelconque; . i l s
donnent des phénomènes, tels que l'absorption et la polarisation rota-
toire.

32. La méthode que nous avons suivie permet d'énoncer la réci-
proque de la proposition précédentCy puisqu'à chaque terme de l'équa-
trôn différentielle correspond un terme de la formule de dispersion :

Si Fan est certain que la formule de dispersion prise sous la forme

i— =: a + - . .n1

contient un terme en ̂ -p^n^2, on peut affirmer que V équation différen-

tielle contient un terme en —-^dx^ cW
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Le coefficient de ce terme pourra même être calculé au moyen du
coefficient correspondant de la formule de dispersion.

Quand on cherche expérimentalement quel terme on doit introduire
dans la formule de dispersion, on peut bien hésiter sur l'exposant de
n, mais non sur celui qu'il faut attribuer à X dont la variation est beau-
coup plus rapide Un terme en 'X~2 s'impose, et l'on peut hésiter seu-
lement entre les formes ̂ "^y Tr"2^, .... À"2/?"2, lesquelles répondent

i / " / -g . ^ i cl^u • d^u d^ u y., , ,aux dérivées du quatrième ordre .-p TTT/5 *"7 7 [ ^ ' D autre part,
l 'étude des radiations calorifiques montre la nécessité d'un terme en
'À2, Celui-ci répond à une dérivée d'ordre zéro, c'est-à-dire à un terme
en u; il n'y a donc pas à hésiter ici : ce terme est nécessairement de (a
forme

cP/r-2:^: cl2.

C'est le terme de Brioty qui. a été contesté tant qu'on s'est borné au
spectre visible. La nécessité de ce terme a été démontrée pour la pre-
mière fois par M.'. Mouton (1), et cela de la façon la plus complète. Elle
a été confirmée ensuite par les expériences de M. Langley ( û) sur le
sel g'emrne, comme je l'ai montré ( ; î).

33. Ces considérations sont subordonnées seulement à l'hypothèse
précédente (n°30) qu'il semble bien difficile de contester. Elles jus-
tifient le choix d'une formule de la forme

î

n1

De plus, pour les radiations calorifiques et les grandes valeurs de À,
elles conduisent, comme on vient de voir, à prendre pour variable /2.
Pour les valeurs petites de X (radiations ultra-violettes), on peut
prendre pour variable 'X""2 ou ^2 ; mais le choix précédent de P conduit
à choisir l"~2.

D^ailleurs, il paraît assez naturel de prendre la longueur d'onde dans

( î ) Compter rendus des séances de F Académie des Sciences, t. LXXXVII1, p. 967,
1078, ï î89 ; 1879.

( 2 ) Annales de Chim. et de Phys.y 6" série, t. ÏX; 1886.
(3) fourncd de Physique^ 2° série, t. Viïï; avril 1889.
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le milieu plutôt que la longueur d'onde dans le vide. J'ai été ainsi amené
à construire pour chaque corps deux espèces de courbes de la forme

( r ) — :=/(^2), favorable à l'étude des radiations calorifiques;

( 2 ) -g=:9(<?~2) , ïï » ultra-violettes.

Ces courbes ont très net tement la forme d'hyperboles ( < ) . Leur exa-
men dispense de toute discussion numérique; leurs équations sont très
sensiblement
( i ) y^a-Y-^ +c.r,

c( a ) y ":= a "h b a ' 4- — •

La formule de dispersion est donc, avec une grande approximation,

L^^a^-b^^cl^
n^

D'après ce qui précède, le principe (n° 30) étant admis, il n'y a pas à
hésiter sur les termes a -+• cl2 ; le terme en l"^ == À'"'2^2 est moins certain
et n'en exclut pas d'autres en À""2/?/.. .À'""2^"2, puis en À""'\ ... On peut
même constater sur les courbes -j = ^ ( l " " 2 ) que, pour l'extrême ultra-
violet, elles s'affaissent sensiblement au-dessous de l'hyperbole; un
terme en ^4 ramené bien la concordance entre la formule et l'expé-
rience. D'autre part,j)n constate que, si, on laisse l'ultra-violet pour ne
s'occuper que des rayons visibles et calorifiques, la formule à trois
termes

î^^•+"6^-•â•4-Ç/2^

représente très bien les observations, tandis que, si l'on remplace le
terme en l'^ par un terme en 1~2, il fau t ajouter un terme en À^4. C'est
là un nouvel argument en faveur du choix des variables l^ ou P au
lieu de À"2 ou y.

( i ) r<)ir ces courbes (n08 3^, 38, 9^, 96 et 99}.
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§ II. — Applications.

34. Je vais appliquer la formule de dispersion au sel gemme et aux
deux rayons ordinaire et extraordinaire du quartz. Plus loin, on trou-
vera son application au spath d'Islande pour les deux indices princi-
paux et le rayon extraordinaire à 3o° de l'axe optique. Si j'ai choisi ces
corps et m'y suis borné, c'est parce qu'ils offrent les séries de beau-
coup les plus étendues dans les deux sens. L'application de la formule
a d'autres corps serait bien moins concluante. On trouvera (n^ 35, 38,
95, 96 et 99), pour chaque corps, deux courbes ayant pour ordon-
na -^ et pour abscisses respectivement P et /~2. L'échelle des —^ est
de i1"1" pour 0,0002 (1). Or, dans le spectre visible, les erreurs sur cette
quan t i t é montent à peine à 0,0000 ï pour des expériences bien faites;
dans le spectre ultra-violet, la précision est la même pour les détermi-
nat ions photographiques; elle est dix à vingt fois plus faible pour les
déterminat ions à l'oculaire fluorescent et aussi dans le spectre calori-
fique. Les premières erreurs sont donc inappréciables sur le gra-
phique; les autres se traduisent par des écarts d'environ i111111- Pour
calculer /2 et l ' 2 , j 'ai évalué \ en microns (r micron == o^oei).
L'échelle des P est de i"1"1 pour 0,01 ; celle des /-2, de i"3"1 pour deux
unités. Avec ces renseignements, la considération des courbes est
tellement nette qu'elle me dispensera de toute discussion numérique
pour just i f ier la forme adoptée pour la formule de dispersion, l'exis-
tence de chaque terme et la valeur pratique de chaque formule nu-
mérique. On remarquera aussi sur ces courbes la faible étendue du
spectre visible, et l'on comprendra combien il était difficile d'y dé-
couvrir le terme de Briot, la courber =/(^~2) étant tres sensible-/&
ment une droite dans cette région.

35. Sel <yernme. — Par l'application de mes formules à la méthode
des moindres carrés, j'ai traité les nombres de M. Langley (2). Je me

( i ) Mes dessins ont été réduits pour la gravure.
( 2 ) LANGLEY. Annales de Chimie et de Physique, 6e série, t. IX, p. 433; i886.
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contente de reproduire les données et les résultats de ce calcul (1) :

\.

A „
CL . . . .
D a . . . . ,
A I . . . .
F
Si,

5,3oi
4,712
4, r23
3,534
•2,()45
^,356
1,767
1,178

... 0,75940
o,6563o
0,58961
o,5ï838

. . . 0,48614
0.30687

]
]

]

i
Ï

i
Ï

ï ,5 ï86
Ï ,5201
r ,5'215
l,.5'227

[ ,5243
i,5^54
r , 5 % 7 %
[ ,53oï
,53670
5^051i -1 ' -

, 5 { 4 î 4
5/î (H 5r^l'J/"

,553a3
.56833

o,4336a4
48^769
43197^
43129%
43o387
4^97^7
4-28754
4a7 I3o
4^3470
4'213 77
419399
4i6368
4ï45o3
à o6 5 6o

0,08 a 06
0,10407
o, i36i7
0,18564
0,26788
o,4i9^°
o,747<>o
1^68713
4,09484
ii.), ^09') ',)
6,8587^
8,93773

Ï 0, '208'A
ï5 .6T63

ïa , i855
î)?60^)1

7,3435
5,3868
3,733o
a,3855
1,3387
0,59^7
0,9449-1
o, ï 815o
o, r4 /)8o
o ,n ï88
o, oc)7<)6
o-o6/îo/î

A^.

-0,00015
- 'A

7
19

'.>.
l'A
6
o
o8
I o
0 t

ï8
1 4
I I •

Ces diverses colonnes donnent pour chaque radiation les quanti tés
marquées par les en-têtes; les deux premières sont empruntées au
Mémoire de M. Langley; les trois suivantes s'en déduisen t par le
calcul. La colonne A3/ est le résultat défini t i f du calcul d ' in terpola-
tion; on y trouve les valeurs de l'excès —observé — 4; calculé , ex"v n^ n^
primées en unités du cinquième chitire décimal pour la partie calori-
fique, et en unités du sixième chiffre pour la partie visible du spectre,
La/formule obtenue est

1 =^"4- bl^^cl^

avec
- 0,429 873»

±ia,
• o,oo;r 4ô ï 6,

±aa ,
" €),000 87 1 ,

±j8.

Je reproduis la comparaison de cette formule (1 ), que j'appelle/or-
mule de Briot, et de celle de M. Ketteler (2)

:__/^2^^2,,^ Jl̂

^-^

/c == 0,000 858 o,
a2 == a, 328 83,

D =•:: r , ï4 . ï o,
}.^=: 0,016 ^ ï ,

( 1 ) Journal de Phj-nque, a" série, t. ViïÏ; avril 1889.
( i s) Dispewons-FormGin ( WîecL Ann., t. XXX).
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avec les observations de M. Langley et celles de M. Joubin ( ^ ) , que je
distingue par des caractères gras. L'écart entre ces dernières et la
formule serait diminué par un terme en /~4; mais les déterminations
des deux observateurs ne sont pas assez comparables pour justifier ce
nouveau calcul.

Différences.
Briot. Ketteler.

}..

Ô^'3oi(d=65)
4 ,7^(±43)
4, i23(± 29)
3 ,534(± i9 )
- , ,945(±i3)
2,356(±:9)
1,767(^5}
i , ï78( :± :2)
0,75940

6563o
64370
5890 r
53771
53363
5i338
50844
486i 4
47986
46765
44145
39856
89687 •
36090
34655
34015
32470
27467
25713
23125
22645

n observé.

i ,5 i86(±2)
l,520ï(±: 2)
i,52i5(:± i )
l, 5227 ( dr 2 )
i ,5243(±:o)
i , 5 2 5 4 ( = L ï )
I,5272(±: l )
ï ,53oi(± i )
î,53670
ï ,5 4,0 5i
1,54151
i , 5 4 4 i 4
1,54839
1,54875
:l,5497 />
1,55116
1,55323
1,55436
1,55596
1,55982
1,56810
1,56833
1,57877
1,58391
1,58641
1,59330
1,62790
1,64870
1,68855
1,69900

n calcule.

ï,5i834
î,52007
î,56i62
i,523o3
1,52433
ï,5256ï
ï,52710
ï,53oio
î,53069
i,54o49
1,54111
î , 54 4 I^
1,54802
1,54840
1,54977
1,55079
1,55324
1,55404
1,55568
1,55955
1,56793
1,56832
1,57832
1,58340
1,58591
1,59272
1,62647
1,64547
1,68682
1,69836

- Bi
n calculé, obs.-

i,5i835 -l-o,(
î , 52007 -+-
i,56i62 —
ï ,523()2 —

i,5243i
1,52559 —
1,52712 -1~
I,53007
1,53666 -+-
t , 54o48 -+-

» ^-
i ,544i3 4-

)) •4-
)> 4-

1,54979 —
)) 4-

1,55327 —
)> -}-
)) -T-

)) -4-
» -+-

i,5683o 4-
1,5783 -h
1,5833 -+-
1,5858 -+-
1,5925 -+-
1,6251 -4-
1,6430 4-
1,6808 4-
1,6900 -+-

*iot Kefcl
-cale. ohs.-

30026 ~l-o, (
3 -+-

12 —
33 -

3 —
21 —
10 —
0 -4-
I -1-
2 4-

40
2 4-

37
35

2 —
37

î —
32
28
27
17

ï 4-
45 4-
51 4-
50 4-
58 4-

143 4-
313 4-
173 4-
164 4-

&clor
cale.

>0025
3

12
32

î
t9
8
3
4
3

t

4

4

3
47
61
61
80

275
570
775
900

( 1 ) Thèse pour le doctorat (Annales de Chimie et de Physique^ 6e série, t. XVI, p. i36
ofc 189 ).

S.6Afin. de VÈc. Normale. 3e Série. Tome VÏI.
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Voici la courbe que j'obtiens Ç/ig, 3) en prenant pour abscisses
les P et pour ordonnées les ~

^. 3.

Échelle dos l^

rti
0

*M

36. Quartz, rayon ordinaire. - A l'aide de l'oculaire fluorescent,
M, Sarazin a déterminé (1) les indices du rayon ordinaire du quartz
dans le spectre ultra-violet jusqu'à la raie 32 de l ' a luminium. En corn»
parant ses nombres à la formule que j'ai obtenue par la méthode de
Gauchy pour le spectre visible (n° 13), j 'obtiens les résultats suivants :

(,1) SABAZIN, Comptes rendue t.LXXXY, p. ï.a3o.
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Cd.

Zn.

Al.

9.... .
10
lî
42. . . . .
n
-18.....
^3
2-k. . . .
Î5,, , ,

\ 26.. . . .

Ti
28
<H)

30.... .
31 . . , . .
^2

X. 7Î.

0,36090
34655
34oi5
3'24 70
27467
%5713 1,596*24
%3i25 i,61402 48,715 '205 383869 384-2io —34i
•2-2645 i , 6 i 8 ï 6
2Ï935 1,62502

o,%ï4 ,3 i i,63o4o

0/20988 1,6356g
20610 1,64041

o,'2.o'243 1,64566

0,19881 i,65070
i93u 1^65990

o.i856'2 ï.675oo

,56348
,566i7
,56744
,57094
,5875o

l-\

18,768
20,424
21,234
23,4o8
33,4o5
38,538

5ï,o6a
54,885
57,878

6o,738
63,349
66,089

68,938
73,884
8r.43o

/a.

o,o533
490
470
4-27
^99
260

196
182

0,0173

o,oi65
i58

o, o 151

o,oi45
i35

0.01-23

-- observé.^

0,409087
407683
407022
4o5'2io
396800
892469

381908
378689

0,376194

0,373764
371618

o,36925o

0,366998
36294l

o,356^27

— calculé.u9

0,409080
407692
407014
405200

396889
392634

382^68
379107

0,376633

0,374269
372057

0,369846

o,367493

363407
0.367175

Diff.
0.-C.

•4" 7
-- 9
— 8
-h ï0

- 89
-~i65

--36o
—4i3
-439

~5o5
-~43(j
--596

-495
—466
—748

Si l'on forme une courbe qui a pour abscisses les valeurs de l~2 et
pour ordonnées les différences -g observé — -g calculé, on reconnaît
que cette courbe a une forme parabolique, ce qui conduit a introduire
dans la formule de dispersion un terme en /"~4. Quelle méthode employer
pour ce nouveau calcul d'interpolation? La méthode des moindres
carrés proprement dite? Mais la précision des observations est tout à
fait variable. La solution de &auss ne peut être non plus appliquée,
puisqu'on ignore la précision de chaque observation. Il y a plus, l'in-
décision porte non seulement sur la mesure de n, mais aussi sur celle
de À; le calcul montre, en effet, qu'une erreur de deux unités du qua-
trième chiffre sur la valeur de "X produit sur le terme bl^ de la formule
de dispersion une erreur qui, pour la raie 32 (aluminium), entraîne
sur l'indice une erreur d'environ 20 unités du cinquième chiffre dé-
cimal. Ainsi les erreurs sur la détermination de X, qui étaient sans in-
fluence dans le spectre visible, deviennent ici prépondérantes, en sorte
qu'il serait presque plus raisonnable de calculer À au moyen de l'in-
dice à l'aide de la formule de dispersion que de déterminer la formule
de dispersion par le concours des valeurs de n et À pour les raies
extrêmes de l'ultra-violet,
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Il en serait rigoureusement ainsi, si un terme en l^ ne venait ajouter
son influence. On le voit, de graves difficultés surgissent; encore pour-
raient-elles être résolues si l'on connaissait l'erreur moyenne de chaque
détermination de n et À, mais on est dans l'ignorance complète de ces
erreurs. La méthode de Cauchy s'impose donc par ses qualités de pru-
dence; mais, malgré sa simplicité, l'effort qu'elle réclame n'est pas
justifié par le peu de valeur des données du problème d'interpolation.
Faut-il donc renoncer à faire concourir toutes les observations au calcul
des coefficients? A coup sûr, moins que jamais, car une observation
isolée peut se trouver très défectueuse. Voici donc la méthode à laquelle
je me suis arrêté et qui paraît réunir, dans une mesure convenable, les
avantages de simplicité et d'exactitude. J'ai groupé les observations en
plusieurs séries; pour chacune d'elles, j'ai pris la moyenne des équa-
tions qu'elle contient. Enfin j'ai traité ces équations moyennes en
nombre beaucoup inoindre parla méthode de Cauchy, modifiée confor-
mément aux observations que j'ai présentées (n° 28) pour le cas de la
précision variable. Les groupes, au nombre de cinq, sont indiqués dans
le Tableau suivant, dont la dernière colonne indique le multiplicateur
employé pour la modification de la méthode de Cauchy.

Nombre
d'observation.s. Observateurs. Muîtiplk'atouî's.

1. Radiations calorifiques,... 5 Mouton. o,5
lî. A, ^, B, C . . . . . . . . . . . . . . 4 Macé de Lépinay. 4
III. D, E, F.... . . . . . . . . . . . . 3 Id. 3
IV. G \ / / , H . . . . . . . . . . . . . . . . 3 îd. ' 3
V. Raies 9 à 3â. . . . . * . . . . . . . 16 Saraxîn. o, ^

De cette façon, les groupes II , III, IV servent exclusivement pour le
calcul des coefficients a et b et contribuent à la détermination des
deux autres; le groupe 1 est prépondérant pour le calcul de c, et le
groupe V, pour le calcul de d. J'ai ainsi obtenu, pour les coefficients de
la formule de dispersion,

1 1 ' ! ! ! i
/À2

les valeurs suivantes :

^.a+bl^+c^^dl^,

a == 4- o, ̂ .9^.3oî, b == — o, 00082^,
G ==: H" ô, 004.79, ! cl == — ô ,'000000164.
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Voici le Tableau général de la comparaison des valeurs de n observé
et de n calculé. Segmenté en quatre groupes pour faciliter la lecture,
il offre comme variantes les nombres de Rudberg et de M. Maseart.

A ......
€ t . . . . . .

B . . . . . .
C . „ . . .
D. . . . . .
E . . . . . .
F . . . . . .
(y . „ , . .
À . . . . . .

H.. . . . .

L . . . . . .
M . . . . . .
9 . . . . . .
N . . . . . .
10. „ . .
0. . . .
11 , . , • .
P . . . . . .
là „ „ „ . .
17 , , . . .
18 1 . . . , . .

23 . , , . .
â4 „ . . „
S f ô . . . . .

â6 „ . . . .
27 ^ . . . .

"18. , . .
29 . . , ,
30 „ , . . .
31 . . . . .
-32 ..

A. 1

2, l4

ï ,77
i,45
ï ,o8
0,88

0,76040
7x836
68674
6569/1
58920
52690
48607
43256
4ïoi2
3967%

38190
37288
36090
358o'2
34655
344oi
34o A 5
33602
32470
•27467
257i3

23i%5
-À2.645
21935
2i43i
20988
2061 o
20243
19881
19311

o, i 85 62

ludberg.

))
))
»
))
})

»
»

,54090
,54i8i
,544i8
,547 I ï
,54965

))
»

,55817

))

))

»

)>

))

))

)»

))

»

)>

)>

))

))

))

))

))

))

))

)>

Ï)

»

Maseart.

)>
) )
»
»
»

i,53902
))

1,54099
i,54i88
j,54423
ï ,547 ï8
1,54966

»
»

i,558i6

1,56019
i,56ï5o

»
i,564oo

»
î,56668

»
ï,56842

»
y
))

)>
»
u
»
»
u
»
»
)>
y

n obs.

l , 5 l 9 ï .
i,5247.
1,5289.
1,5338.
i,537ï.

1,53919
î,54o17
î,54ioo
1,54190
1,544^5
1,547^7
1,54969
l,554ï3
r,5565o
ï,558i6

5)

)>

1,56348
y

î,566i7
»

i,56744
»

1,57094

î,5875o
1,59624

1,61402
1,61816
i,6%5o2
i,63o4o
ï,63569
x,64o4i
î,64566
ï,65070
1,65990
i,675oo

n cale.

î,5190.
1,5247.
1,5291.
1,5339.
î,5370.

1,53919
1,54017
i,54ioo
1,54189
1,544^4
1,54717
1,54969
î ,554 il
1,55652
i ,558ï5

i,56oi8
i,56i54
i,56352
i,56402
i,566i8
î,56670
ï,5675o
1,56839
1,57102
ï,5875i
1,59618

i,6i383
ï,61800
1,62485
î,63oa8
1,63553
î,64o38
i,6455t
ï,65o89
ï,66o4o
î,67625

Ditï.
0. — C.

•4- 1 .
0.

— 2.
— I .
•4- 1 .

C»

0

0.
-^ I
l- i

0
0

-4- 2

— 2
-4- I

j- î

- 4
- 4
— 2
— ,1
— 2

6
-r- 3

8
—1 Ï
-+- 6

•+• t9
+ t6
•+- 17
-4- 12
+ ï6
-i- 3
4- ï5
— 19
— 30

— 25



S, 46 E. CARVALLO.

37. Quartz, rayon extraordinaire. — Les mêmes considérations mon-
trent qu'il faut introduire un terme en l"1' dans la formule de disper-
sion si on veut lui faire embrasser les déterminations de M. Sarazin.
[Vailleurs, il suffit de regarder les courbes de \^fîg. 4 pour voir que la
loi de dispersion est sensiblement la même pour le rayon ordinaire et
le rayon extraordinaire du quartz. J'ai donc opéré comme dans le calcul
précédent. Seulement l'expérience du premier calcul m'ayant appris
que la précision des observations est assez bonne jusque la raie 18,
pour devenir brusquement plus mauvaise à partir de la raie 23, j'ai fait
un groupe de plus; le cinquième groupe allant de la raie 9 à la raie 18
du cadmium, et le sixième, de la raie 23 du cadmium à la raie 32
de l'aluminium.

J'ai ainsi obten'u la formule

avec

• ~, a 4- bl^' 4" c^ + dl-^ •n^

• o , 4 ï 9.480, b = — o, ooo8a56, '
• o, oo4 8 ;5, d ==:: — ô, ooooôô i a 5 3.

Enfin je compare les valeurs de n observé et den calculé; le Tableau
suivant , disposé comme pour le rayon ordinaire , présente des écarts de
même ordre.

a , i 4

r , 4 5
1,08
0,88

A . . . . . . .
a . . . . . . .
B . . . . . . .
C . . . . . . .
D . . . . . . .
E . . . . . . .
F. . . . . . .
G ' . . . . . .
//.......
H . . . . . . .

^
p.

ï?77

. 0,76040
7ï836
68674
65(m
58920
5*2690
58607
43a56
4ïoia

o.3o6^

Rudberg'.

»
»
»
»
»

)>
»

1,54990
i,54o83

• T, 553y.8
1,5563l
ï,55894

»
»>

i ^ÊTTI

..- , , , Diff.jvlascari. n obs. n cale. „ ^(,,). —•""• L •

» î
» j
» î
» l
» l

1,5481-2 ]
» j

i,55002
î , 55()()5
ï,55338 . ;
1,55636 , ;
1,55897 ;

» ]
)> î

T -56'-7'7n i . ^ f t^^^ i ^fi^n/i -4-.- ï

•,5278. 1
( ,5335. ]
c ,5377. ï
[ , 5 4 % 7 - 1

i ,540o . i

r , 5 4 8 ï 3 ]
1 ,54915 i
ï g 55ooo ;
I,55093 !1,55093 ,0
1,55336 î , 55337 ""• r
i , 55G4o i , 55639 -+- i
1,55899 1,55899 o
[,56357 ï,56356 -4" »
[y566o4 i , 5 6602 -4" ÎA

[ ,5'276* ""'"" % -
i,5334. -+- ï .
r ,5378. — i .
[,5:.i27. û.
c ,5458. 4" 2.

( ,548 i6 — 3
[,54917 1--- ^
i,55ooï "-- i
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\,

L . ,
M . . , , .
ï) „
N ,
1 0 . . . ,
0. .
1 1 „ . .

p , ,

Q.. . . .
12
R, . .
17
-18 , , , „

23, ,
ai
2?>
26
27 ,
28 ,
29 „
30
31 . „ . . ,
32 , „ . .

y-
... o,38t9o

37288
36090
3Ô8oa,
34655
34401
34oi 5
33602
3^856
32470
31798
27467
2-57i3

'23 I 25

22645
"2x935
2 i43 i
20988
20610
20243
19881
19311

o,i8562

Mascart.

1,56974
1,57121

»
î,5738l

)>
1,57659

»
î,57822
1,57998

)>
1,58273

))

)) :

)) :

»

»

))

)) 1

)) ]

)) '

)) 1

)) J

5) 1

fi obs.

»
»

l ,573l9
»

1,57399
))

i.577it
»

» :

I,58097 :

)) ;

1,59812 :

î ,607 ï 3 ;

[,0256l î
1,6299^ :

r,637o5 ]
1,64268 :
[ ,648i3 ]
[,653o8 j
i,65852 î
:,664io î
[,67410 î
;,68910 î

n cale.

I,56985
i ,55ia4
1,57329
i,5738î
î^57606
[,57639
i,5774i
1,57834
t ,58o i î
i ,58io6
r , 58'29'A
1,59815
t ,6o7i4

[,6^550
1,62,98%
[,63695
[,64'26i
[,64807
[,653rji
[,65847
,664i5
,67415
,68957

Diff.
O r, — 'u<

— î î
— 3
—• î 0

0

— 7
0

0

— 12

i3
— 9
— K)

— 3
- l

-r- l I

-+- 10

-}- 10

-+- 7
„;- 6
- 4
-+- 5
— 5
— 5
— 47

38. Pour les rayons ordinaire et extraordinaire du quartz, l'accord
entre l'observation et le calcul est, on le voit, très satisfaisant; les
écarts sont certainement imputables aux erreurs d'observation. S'ils
n'ont pas toujours les caractères d'erreurs accidentelles, c'est qu'en
effet il y a des erreurs systématiques assez fortes provenant de ce que
les séries dues à des observateurs différents ne sont pas comparables.
Ce fait est mis en évidence par la comparaison des nombres dans la
partie visible : pour la raie B du rayon extraordinaire, la différence
entre les nombres de Rudberg et de M. Mascart monte à douze unités
du cinquième chiffre décimal. Cette différence, beaucoup plus grande
que les écarts entre la formule et les nombres de M. Macé de Lépinay,
est de l'ordre des autres écarts. Deux seulement sont bien forts : — 5o
pour la raie 31 du rayon ordinaire et — 4? pour la raie 32 du rayon
extraordinaire- Ce sont à coup sûr des accidents explicables dans ces
observations difficiles. Comme je l'ai montré, il faudrait tenir compte
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aussi de l'influence considérable des erreurs de ^ dans cette région
extrême du spectre.

Si maintenant on considère sur la fig. 4 l 'étendue énorme des
courbes, on sera convaincu que la forme adoptée pour la formule pos-
sède une remarquable apti tude à représenter le phénomène de la

50 W

Échelle dos l-'\

dispersion. C'est là une preuve sérieuse à l'appui de notre postulatum
(a0 30). Elle est de nature à donner un grand poids aux importantes
conséquences que nous allons étudier dans le Chapitre suivant.
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CHAPITRE III.
DISPERSION ET DOUBLE RÉFRACTION.

§ I, — Influence du terme de dispersion de Briot sur les lois
de la double réfraction.

39. La doable réfraction a provoqué bien des théories : illustrée
par les noms de Fresnel, Cauchy, Lamé, Mac Cullagh, Neumann, elle
a été l'objet de travaux remarquables de MM. Maxwell, Sarrau, Bous-
sinesq.

Quoique très différentes par les hypothèses, l'analyse et les résultats,
ces théories ont des caractères communs : partir d'hypothèses précises
plus ou moins vraisemblables, mais nullement nécessaires; en déduire
les formules du mouvement lumineux.; enfin vérifier que ces formules
conduisent aux lois expérimentales de la double réfraction. On néglige
d'ailleurs les phénomènes accessoires. La dispersion est l'objet de
théories spéciales.

On vient de l i re dans la première Partie une marche inverse et qui
consiste à remonter de l'expérience à la théorie en partant seulement
d'idées générales qui sont en quelque sorte l'expression même des
faits observés : c'est la méthode expérimentale. Dans cette voie,
M:. Maurice Lévy a donné ( ') tous les systèmes d'équations capables
de représenter les lois de la double réfraction pour une lumière homo-
gène. Ils sont nombreux. Combien de théories pourraient enrichir en-
core le nombre de celles qui existent déjà! Toutes seraient aussi in-
certaines. Au contraire, l'examen attentif des faits et leur comparaison
conduit à des conséquences nécessaires. Une seule de ces consé-
quences peut renverser tout un groupe de théories; aucune ne saurait

( 1 ) Comptas rendiu, t. CV, p. io44; Ï887•
Ann. de l'Èc. Normcde. 3e Série. Tome Vlï. b-7
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être mise en suspicion par les conséquences d'hypothèses qui, pour
être très précises, n'en sont que moins probables. Je n'exposerai pas
les recherches que j'ai poursuivies dans la même voie que M. Maurice
Lévy. Elles sortiraient du cadre de ce travail que je t iens à l imiter
aux résultats positifs et utiles et ne pourraient guère être exposées
sans le secours puissant des systèmes l inéaires. La simplici té d'écri-
ture que donne cette méthode de Laguerre, jointe à celle des quater-
nions, m'a permis d'aborder les termes de dispersion dans l 'étude de
la double réfraction et de découvrir les conséquences que je vais ex-
poser après les avoir dégagées de ces recherches.

40* J'ai appliqué la formule de dispersion de Briot

—=^+ff+^4^../^

aux nombres donnés par M. Mascart ( ^ ) pour les rayons ordinaire et
extraordinaire du spath d'Islande. Les calculs, faits par la méthode de
Cauchy, montrent comment la méthode permet de s'arrêter juste au
nombre de termes nécessaires pour renfermer les observations dans
une même formule, trois termes pour le rayon ordinaire et deux pour
le rayon extraordinaire. II, importe de remarquer que cet avantage est
entièrement conservé par l'usage des formules que j 'ai données pour
l'application de la méthode des moindres carrés. C'est là, un résultat
nouveau dont l'intérêt pratique n'échappera à personne. Ces considé-
rations me décident à reproduire les calculs, qu i offrent d'ailleurs cet
intérêt d'être l'origine du présent Mémoire. Mais voici d'abord le Ta-
bleau des données de M. Mascart :

Raies. >,. //, ^ // .

A................. 0,76040 ,65oï% î ,48-285
B................. 68671 ,65^)6 ,434o<)
G,................ 6,5607 ,65,446 , ,4.8474

• I)' . . • 1 - . . . . . . . . . . . . 589%o 1 ,65846 ,48654
E. . . . . . . . . . . . . . . . . 5-2678 ,66354 ,4.838,5
F- -- .- . . . . . . . . . . 0,48607 ,66793 ,49084

(1) Comptes rendus^ t. LVIÏ.
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Raies.

0,43075
39681
3 8190
37-288
358o%
344oi
33602
3î856

0,81775

i,6833o
i,68706
1 , 6 8 9 6 6
i,69441
1 ,69955
1,70^76
i,706 T 3
i,7iï55

1,4947°
1,49777
iî4994l
i,5oo54
i,5oa56
i,5o486
i,5o6a8
i,50780
i , 510-28

Dans ce Tableau, la colonne "À. donne les longueurs d'onde; les
colonnes n^ et n^ les indices ordinaire et extraordinaire du spath,
pour les raies indiquées par la première colonne. On déduit de là les
valeurs de -^ /"2, l2 qui servent au calcul d'interpolation. Celui-ci
étant disposé comme les précédents ne demande aucune explication.

4'L Spath, rayon ordinaire.

Haies. y =- A/. ^J±
' A^,,

Ac.

A,,
B
C
1)
F
F
G.
H.
1
M.
N
0.
P
0.
.R,

.... «

o, 36726
366po
36533
36357
36i35
35()45
3559^
35^9^
35i35
35027
34.83o
34620
34.490
34354
34î 36

4-

:o,3545ï Aj-^,

i '27:)

n49
108^
906
684
494
ï4 i
159
3i6
424
621
831
961

1097
ï3i5

i^^

—i îoa
—i i38
—1078
— 9 t i
.- 696
— 5o4
— 149
4- i54
4~ 3i4
—î- 4^-
4- 619
4- 83-2
—h 9^6

—+"i ioa
—4-i3i9

A'^r,

•+•23

-i-l l

4- 4
-- 5
-- r a
— io
— 8

A3 y,c A2^'.A^ w^

—19
„ 8

•+• 8
•-»- 10

— 9
•+• 7
-h 5
-4- 4
4- '2

— t
_ ^

_ K

—" 9

A3) ' .

-i-4
4-3

o
4-1
4-a
4-3
-4-.I

0
0

4-2

0
_^

A2j^=4-99

—r ==: — o oo ï o58,
Ac//
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; F2. Ar\ w. Aw. — A(^ Ac.
A^

,(,709 — 11,838 o,2i24 -4-0,1276 —0,0713
5,795 ~ io,753 1726 4- 878 — 648
6,359 — i o , i 88 i573 •+ 725 — 6i4
7,934 — 8,6i4 1261 -4- 4i3 — 519
9,973 — 6,074 xoo3 4- i55 -"- 396

11,780 — 4,767 848 4- -2 — 287
î 5 , i 4 3 — i ,4o4 66o — 187 — 85
i8,oo3 4" 1,456 556 — 29% -1- 88
K) ,5 i5 -4- -2,968 5 ia — 335 4- 179
20,533 -4- 3,986 487 — 36o 4- 240
22,399 -4- 5,85a 447 — 4oi -r- 353
24.408 -+- 7,86t 4 ï o "-- 438 4- 474
25,679 4- 9, i32 889 — 458 4- 55o
26,964. 4- ïo , 417 371 — 476 + ^'^^
29,015 •4-12,468 345 — 5o3 4- 75 r

; r 6 , 5 4 7 Ap/,==4-io8,276 "-̂  ==4-0,0847 A«^=—o,6525 A2^^
^a

-l^^ +o, oo346 A^ =-~o,ooio58 ^ =4-o,3545i
A^VC 3 AP/, ' Ua '

Ad'/, - (/^— /,.' -— == ~l- ">. i, — b — == -}- ï 7 ,i („>

<',• == 4- o, oo346 b •= — o ,ooio37 a == '""i"1"" 0 5 ' ^ 7 l '^8

42. Spath, rayon extraordinaire,

Raies. j=~ A^. ,.,,,.,. ^A^. A-')-."• A('^ "
A . * . . . . , . * . . . . o,45479 "-!" 800 —79() -r' 4
B. . . . . . . . . . . . . 454o3 4- 79.4 —72f 4" ^
C . . . . . . . . . . . . . 45363 4- 6S4 —t)82 4- 2
i ï . . . . . . . . . . . . . 45^53 4- 574 —574 o
. K . . . . . . . . . . . . . 45 ï ( 3 4-- 434 ••"•1-"436 -"-" ^
F . . . . . . . . . . . . . 449<)•1< 4- 3 î 3 —3r3 o
G . . . . . . . . . . . . . 4.4760 •4- 8 ï — 87 — 6
H . . . . . . . . . . . . . 44577 — i<>^ "+• K)3 4- ï
L . . * . . , . . . . . . . , 4448o — 199 4-20'î 4- 4
M . . . . . . . . . . . . . 444.i3 — 206 4-271 -h 5
N . . . . . . . . . . . . . 44^93 — 3 8 6 4-392 ^ f >

0.............. 44 ï 58 • — 521 -4- 523 4- 2
. P. - . . . . . . . . , . . 44û75 — 6o4 4-6o6 4- 2

0. * . . . • . . - ... 439^7 !1 — 69^ ! 4-689 — 3
. K . . . . . . . . . . . . . 4384^ — 837 -1-821 -16

y^ „_ /. ///:•-.. A... ,: 0,44679 Aj7/==— 7^7
A^ .
Aî.^' -o,00086.11
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v = l-\Raies.
AA....................... 3,8o3 - 9,248
B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4,671 — 8,38o
C . . . . . . . . . . . . . . < - . . . . . . . 5, i2i — 7î930

D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6,874 — 6,677
E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7,988 — 5,o63
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9,412 , — 3,64o
G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i2,o4x — 1,010
I I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14,a53 -h- i,202
L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i5 ,4 i5 — 2,364
M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16,194 -r- 3 , ï43
N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17,614 -r- 4,563
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19,136 •+- 6,o85
P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20,095 -+- 7?°44
Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21,060 -+- 8,009
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22,591 ^ •4-9^40

-^=i3,o5i APA ==-4-83,896
Ua

A^ == — 0,00086 ^ = -+-0,44679
W/) Ua

^^,^=:-i- iiai
______^ Ua ________

b = — o, ooo86 <% = 4- o, 458oo

43. Portons notre attention sur le coefficient c qui, nous l'avons
vu, a par la certitude de sa signification une grande importance théo-
rique. Pour le rayon extraordinaire, sa valeur c^ est tellement petite
que les observations de M. Mascart ne permettent pas de la déter-
miner. Au contraire, pour le rayon ordinaire, ce terme a la valeur no-
table Co = 4- o,oo346.

Étudions les conséquences de cette remarque, en nous rappelant
que, dans la détermination des indices principaux, le plan de l'onde
passe par l'axe du cristal, le prisme ayant ses arêtes parallèles à
l'axe.

Soient Os l'axe du spath, Ox et Qy deux axes perpendiculaires
entre eux et à Qz. Faisons arriver une onde plane parallèle à xOz.

I. Système de Fresnel. -— Dans ce système, la vibration du rayon ex-
traordinaire est dirigée suivant Oz Çfig. 5); celle du rayon ordinaire,
suivant Ooc. Dès lors, la réaction proportionnelle a l'écart est sensi-
blement nulle pour une élongation parallèle à 0^, puisque ^ est in-
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sensible; elle a une valeur notable correspondante à c^ pour toute
élongation parallèle à Ox, et par suite aussi pour toute élongation
située dans le plan xOy. Si l'on fait tourner le plan d'onde autour de
(Lr, depuis xQz jusqu 'à «rOy, la vibration ordinaire demeure suivant
( ) x ' \ la réaction proportionnelle à l'écart ne chang'e donc pas, et, par

F.iï. ^

y
^

sui te , le coefficient de dispersion relatif au rayon ordinaire conserve
la valeur Cç pour toutes les directions d'ondes planes» A.u contraire,
pour le rayon extraordinaire , la vibrat ion se déplace de 0^ à ()y et le
coefficient c doit croître do .̂ à c/,.

II. Système de. Mac Cullcig/i. — Pour l'onde plane x ( ) z , ce système
suppose que la v ibra t ion du rayon extraordinaire est dirigée suivant
O.x\ colle du rayon ordinaire suivant 0-s, Dès lors, le coefficient c a une
valeur notable c,, pour une vibration parallèle à 0^; il a la valeur sen-
siblement nulle c^ pour une vibration parallèle à Ox et, par suite, pour
toute vibration située dans le plan xQy. Si l'on fait tourner le plan
d'onde autour de ().r de x()z à »z"0y, la vibration ordinaire tournera
.de Os à Oy; donc pour ce rayon ordinaire c décroîtra de c^ à c^ Au
contraire, la vibrat ion extraordinaire demeurant suivant Ox, le coef-
ficient c conservera pour le rayon extraordinaire la valeur insen-
sible Oc.

, En résumé, si rhypothèse de Fresnel est vraie, le coefficients re-
la t i fau rayon, ordinaire aura la va leur constante <^, que l l e que soit l 'onde
plane considérée; il croîtra de ^ à c^ pour le rayon extraordinaire.
Au contraire, dans , le système de Mac Culla^h, le coefficient c relatif
au rayon, extraordinaire conservera la valeur insensible <^; pour le
rayon^ ordinaire, il décroîtra de c^ à <^.

A. ces conclusions nettement contradictoires, l'expérience répond
d'une façon aussi nette, comme on verra plus lo in ,
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44. Ces considérations géométriques suffisent. Elles ont le double
avantage d'être intuitives et très générales, n'attribuant pas une forme
particulière aux équations de la lumière. Il y a plus, si le langage
suppose élongation et force, ce n'est là qu'une fiction commode; en
réalité, le raisonnement est général et s'applique a toute autre hypo-
thèse sur la nature de la lumière, pourvu qu'on admette le principe
relatif à l'équation différentielle du phénomène lumineux (n°30);
mais il importe de voir comment le ternie de Briot affecte les équations
auxquelles conduisent les principaleshrtiéories. Notre assertion sur la
généralité du raisonnement géométrique en ressortira d'ailleurs plus
nette. Pour simplifier, je supposerai négligeables les termes de disper-
sion qui contiennent les puissances négatives de À, de façon à ne con-
server que le terme principal et le terme de Briot. Pour que cette sim-
plification soit justifiée, il suffit de considérer les radiations infra-rouges
d'une longueur d'onde assez grande; la refuser ne servirait qu'à entraver
la démonstration sans changer sa force, en obligeant à des digressions
longues et peu fructueuses sur des termes difficiles à bien connaître.

§ II. _ Terme de Briot dans les diverses théories
de la double réfraction.

45* Je désigne par oc, y , s les coordonnées d'un peint du mi l ieu ;
par ï;, Y], *C les composantes en ce point du vecteur qu'on appelle géné-
ralement élongation, mais qui peut représenter tout élément dirigé

, „, , i ^Ê d^n d^(vitesse, force, rotation, etc.). Les valeurs de ^-5 ^^ ^-? compo-
santes de l'accélération, sont dans une première approximation des
fonctions linéaires des dérivées secondes de ^, T], Ç par rapport à x, y,

. cl^ d^ d2^ ^ d^n . d^ ^ i p r i p q i o n p ̂^ savoir ̂ ^^^^ ....; ̂ p...,^ ....Si je désigne ces

fonctions par F, F^ , Fa, les équations différentielles s'écrivent, dans
cette première approximation,

d^ ,. cl^n .,. d^ _
^-"=IS ^==:l<l iy- ^-1 2 >

Tenons compte maintenant du terme de dispersion de Briot, Nous
savons qu'à ce terme correspondent nécessairement dans les équations
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différentielles des termes proportionnels à Félongation. Les équations
seront donc de la forme

g=F^(U-H^KÇ,

^=F,~(x^-H^-KiÇ,

d^
dt^ :F,^G^~H2-n~.K^

N'ayant pour objet que le spath, je suppose le cristal muni de trois
plans de symétrie rectangulaires, et je choisis ces plans comme plans
coordonnés. Les conditions de symétrie réduisent les équations à la
forme

S--<-
^F.-.I.,

cp!
dp •FÎ-KÇ.

Je vais maintenant étudier ces équations, en remplaçant F, F,, F; suc-
cessivement par les expressions particulières qui résultent de la théorie
de Fresnel, puis de celles de MM. Maxwell, Boussinesq, Sarrau, enfin
de celles de Lamé, Neumann, Mac Cullagh.

46. Equations de Lama. — Ces équations ordonnées et complétées
par les termes de Briot s'écrivent (1 ) :

^=fB^+C-^-r^ -B-^- -G S,dt1 \ dst " y } dxdy dsd,v\
, . cl^n „ d'1'^ /-, d1 , d^ , dî'<,
0) ^=-c^ +(c^.4-A^)•fl-A^ -Hy"

^-B-^ -A-^ ^fA^+B-^k-KÇ.d^ 'dzdx dy ciz \ cly^ da^j

Je considère une onde plane dont la normale a pour cosinus direc-

(1) LAMÉ, Élasticité a6 édition, p. a34. Les lettres u, P, w,a2 ,1^2 , c2 de Lamé sont
' remplacées respectivement par ^ "/], Ç; A, B, G. . .
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leurs a, (3, y. Les équations du mouvement de cette onde sont de la
forme

Ç^L^, , YÎ^M^, Ç^N^,

P = 2-^ (ajc + ^y + y s — <^),

où / représente la longueur d'onde et v la vitesse de la lumière dans le
cristal ; L, M, N sont les amplitudes des trois vibrations composantes
suivant les axes.

Je substitue les valeurs (2) dans les équations (i). La première de
ces équations devient

> TT f\ ^ / r) TT /\ ^1̂  ̂ ^2^ [(B^+C^)£-C^ .y i -ByaÇ]-G£.

Désignant par V la vitesse de la lumière dans le vide, je divise les
deux membres par

/^V 4.7^
\ r ) ^~^~'

Je rappelle que l'on a, avec les notations précédemment employées,

^ _ i À _ G _
(,) v^-"/^5 ^i-^ ^2y.-^

Il vient
^ = (ôy^ ̂ 2)^ _ ̂ ^ „ /,^ + ̂

J'ordonne cette équation par rapport à E;, Y], '(, et j'écris les deux autres
équations qui résultent de même du système (î) .

J'obtiens ainsi

[(L^bf-c^-gl^-^ c^n -h by^ =o,

(4) ' c^ ^iL^c^-af-hl^'f}^- apy: -==. o,

by^ + a(âyYî +/^_ap2~^^~Â•^Çr=•ô.

Je vais appliquer ces équations au spath d'Islande. Je choisis pour
Os l'axe optique; pour Ox, la trace du plan de l'onde sur le plan per-

An.n. de l'Êc. Normale. 3" Série. Tome VII. ^.B
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pendiculaire à Os. La normale à l'onde sera dans le plan y 0^, et, si je
désigne par 9 l'angle qu'elle fait avec 0^, les cosinus directeurs de
cette normale auront pour valeurs

a==o, (3=:sin0, y==cos0.

On aura d'ailleurs
b^a, g'=:h.

Enfin, pour s impl i f ier récriture et me conformer à la notat ion que j'ai
employée dans les formules de dispersion, je remplacerai les lettres

a, b, c; g, h, / î ; ^

respectivement par
a, a, a' ; c, c, c ; s.*, w, i2 5 C, C, /k

Les équat ions précédentes s'écrivent alors

f ( A' — a ces2 0 — ^/ si n2 (5 — c^ ) £ = o,
( 5 ) • (^ — a cas2 ^ — cl^ ) r\ + a. si n 0 cas (5Ç :-; o,

a s'mO cos0,rj "h (.y — ^ sin.2^ — ^/^Ç = o.

Ces équations sont satisfaites par

(6) s = a cos2 Q + r/ sin2 6 -+- c/2, rj := o, Ç = o.

La, vibration est dirigée suivant (}oc-, elle répond au rayon extraordi-
naire; la vitesse de propagation, représentée par la première de ces
trois formules, donne en particulier :

Pour Q == o . . . . . . . . . . . . . . . . . . SQ= a "+- cl1

Pour Q == r ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . s^a'+ci'1

Si la valeur de 1^= -^ était la même dans ces deux, ég'alités, en les
multipliant respectivement par cos2*) et sin2!), et ajoutant , on obtien-
drait

So cos2 6 4"- Si si n,2 0 :.:::: A",

qui représente la loi connue des vitesses de propagation du. rayon
extraordinaire- Comme l'hypothèse n'est pas exacte, cette loi est légè-
rement altérée.
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On peut encore satisfaire aux équations (5) en posant

. î—acos^—cZ 2 a s in@cos0 $ ==o,
asm0cos0 ^ — a s i n 2 ^ — ^ / 2 ~~"oï •n _ asin0cos0

Ç — ,y -4- a cos2 0 -+- ct1

On obtient ainsi deux vibrations dans le plan desrs. Si l'on néglige
c et c\ ces solutions deviennent

^ ^==0, ^= tangô;

0-0 ^==0, -°=:—cot6L

La première représente une vibration longitudinale incapable de se
propager; la seconde donne une vibration transversale, dans le plan
de polarisation, et qui se propage avec une vitesse constante. Elle
répond au rayon ordinaire. Si. l'on tient compte maintenant des termes
en c et c\ les vibrations restent dans le plan de polarisation yOz, mais
deviennent quasi longi tudinale et quasi transversale. Pour la première,
qu i est parasite, .? est de l'ordre de cl2. Pour le rayon ordinaire, la
valeur de s s'obtient en développant et ordonnant l'équation (7). Il
vient ainsi

s2— [a + (c -4- c ' ) l^s + a(c sm2^ -+- c ' cos2^) /2 -l- ce' l^-zzi o

et, en, résolvant,

±-^^+^^±^^^^^^^^Lt^4"^2 . . /[^-^(^
2

Les lois relatives au rayon ordinaire sont donc altérées par les termes
/./2

de Briot. Si l'on néglige les termes du second ordre par rapport à —
c' /'2et -—^ la dernière formule donnea

(8) ^==a-4- (ccos^-hc'sin2^)/2 .

On a, en particulier,

Pour 0 == o . . . . . . . . . . . . . . . . . SQ •==. a -}- cZ2

Pour 0 = i^ . . . . . . . . . . . . . . . . '̂  = a -4- c' ^
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Les formules (6) et (8), relatives aux vitesses du rayon ordinaire et
du rayon extraordinaire, sont tout à fait accessibles à l'expérience;
elles sont conformes aux conséquences que nous avons tirées par la
Géométrie (n° 43) de l'hypothèse de Neumann et Mac Cullagh.

47. Equations de M. Boussinesq ( < ) . — Ordonnées et complétées par
les ternies de Briot, elles s'écrivent

î - A t ï ^ . ̂  dî ^ ,
^ - A [\7y + ̂ )£ - ̂ yrl ~ -d^Tdxç , - °^

/ , / v 1 ̂  p[" ^ „ / d2 ^\ d'2 1( ! ) •w^^^ 'H^^^-^^s |-.H^
^ ? _ r r dî •'' dî ( ^ ^ \ ' i
^ - c [- 5^^ " ̂  + (^ + ̂ i)sj - K.Ç.

En subst i tuant dans ces équations les valeurs (2) (n° 46), comme
précédemment, j 'obtiens les équations

\^-^+f}-^ -a^^ ,-^y.Ç:

- b^:^ + ̂  - b{f^ a2) - /^ ] rj ' _ /,p^ç ,

- c /^. ̂  ~ c- (3y. Y] + | ̂  - c ( a2 -h1 (32 ).- /"/2 Ç :

Appliquées au spath avec le choix d'axes et le changement de nota-
t ions expliqué précédemment (n° 46), les équations^') deviennent

i^-a^cl^ ^

(5^ -l- (•ç -- a cos^ — cl^-n — a sm9 cos^.Ç = o,
l — ^ sin,0 cos^.yj + (s — a7 sin^ — c'/2)^ = o.

Ces équations admettent d'abord la solution

(6/) ,î=a+c/2, ^=0, Ç==ô.

Elle répond au rayon ordinaire dont les lois ne sont pas altérées ici
par les termes de Briot : la vibration, dirigée suivant Qx, se propage

( 1) r<firM. POÏNCARÉ, Théorie mathématique de la lumière, p. 277 (n9 176).
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avec une vitesse constante quelle que soit l'orientation du rayon lumi-
neux.

On a ensuite deux autres solutions données par les équations

(7')

./ . ç 2 —[acos 2 0+a / s in 2 04-(c+c / )^] .ç
| 4- (ac1 cos2^ 4- ça' sWO) l2 4- cc^:= o,

ri asmQcosO
^==0, Ç s — a ces2 Q — cl^

Les vibrations sont dans le p lanjO^; quand on néglige e et c'y on
obtient

1° .<?=o, —-tango;

^ s^aco^O ^-a'sm^O, ^=^cot0.
Ç ^

De ces deux solutions, la première représente une vibration longitu-
dinale parasite sans vitesse de propagation; la seconde, une vibrat ion
quasi transversale répondant au rayon extraordinaire.

Tenant compte maintenant des termes c et c\ nous aurons d'abord
une vibration quasi longitudinale, dont la vitesse de propagation est
de l'ordre de c/2 ; puis, pour le rayon extraordinaire, une vibration quasi
transversale : la vibration est dans un azimut perpendiculaire au plan
de polarisation et la vitesse de propagation est donnée par la formule

^ ̂  a cos2 Q •+- a' sili2^^-^^^

^./l̂ 05!0^^

ou, en négligeant le second ordre relativement aux rapports de cl2 et
cT à a et a',

,/, , . ... acco^Q-^a'c'sWQ ^
( 8 ' ) .ç==acos2^ -h a'sin2^^- ———^——i ' ^a l 'v / acosîÔ-+-a' sm2^

Faisant successivement Ô == o et 6 == i^, il vient

pour 0 = = o . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^o== ^ +cZ2

Pour 0 = i ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . ^i== a' -+- c^2
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On n'a pas exactement

s =: SQ cos2 0 +.?! sin2 0,

mais la différence entre les deux membres est très petite, comme on le
verra (n° 97). La loi de la vitesse du rayon extraordinaire n'est donc
pas sensiblement altérée.

48. Équations de M. Poincaré. — M. Poincaré a montré (1) que les
résultats de la théorie de Fresnel conduisent aux équations

d^ _ ( ^ ^ \, d^ ^
d^ ^ A [d^ + d^j ^ ̂  ° JxTy^ ~ L dTdx^

(^ ^i-^A dî ?+B^ h^^- f dî tV ) JA -- A •"T^T/r- c,-±' ^ [ , . "t" "••r-. ; rj l.. -:,-;1-T: s,/:/r2 ~"' dxd^ \Js2 c/^2/ ^y<;/5

^S_ . ^ , p ^ . r ^ ^ , dî\r
d^ ^^^dzdx^^^Tijrdz ff} + " [d^ + J7^ "

Le déterminant des coefficients êymboliques de ^, T], *( se déduit de
celui de M. Boussinesq en le fa i san t tourner autour de sa diagonale
principale. Si donc on introduit les termes de Briot, on obtiendra la
même équation pour les vitesses de propagation. La vibrat ion ordi-
naire sera dirigée suivant Ox\ La vibration du rayon, extraordinaire
est transversale quand on néglige c etc', mais quasi, transversale quand
on en tient compte. Une vibration quasi longitudinale parasite se pro-
page avec une vitesse qui est de l'ordre de cl2 et c72.

On arrive à des conséquences tout à f a i t analogues en partant des
équations

^ / cP- c^ d^ \, d / , d , ,, d . d ,\ , d ( d , d^= AA,^"h^+^^w^(A^ ê + B^^+ L^
^ R ( dî - L - ^ , ^^ d / A d - T> d n d A 0 d C d " d—^ =: B 1 ,— + —^ 4- —— y] .--. A ~ ̂  4- B -7- -/) + C -T- Ç -•" B — — ^ +—.-/) +
d^ \d^ dy6 dy ) dy\ dx dy dz ) dy\dx dy

d^ ( ^ ^ ^2 \ d / , d , ^ d . d , \ . d ( d ., d—= L —- + —- 4.— ç.-- A ^.B —-/] 4-C-r-Ç — C — — Ç 4 - -T-'n +^- \(^ ^ ^-i/ ^^ ^^ dy ^ ) d z \ d x ' dy

qui répondent à la forme attribuée à l'équation de la surface de pola^

( 1 ) Théine mathématique de la lumière, ^. ̂ .
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risation par M. Poincaré (1), savoir

^=(A^24-BJ2+C^)(a2+P2+y2)_3^^^^^p^^Cy^^^^p^^y^

L'auteur a montré que cette forme satisfait aussi aux lois de Fresnel
relatives aux deux rayons lumineux. Il importe d'ajouter qu'elle donne
lieu à des vibrations longitudinales; en ce sens, elle ne répond pas
aux idées de Fresnel.

De leur côté, les équations (i/7) ne sont pas l'expression des principes
du grand physicien, mais donnent seulement les mêmes résultats;
il n'est donc pas étonnant que l'addition des termes de Briot dans
les seconds membres de ces équations conduise à des résultats con-
traires à ces principes : vibration lumineuse à peu près transversale
au lieu de l'être rigoureusement, vibration quasi longitudinale pa-
rasite.

49. Théorie de Fresnel. — Prenons maintenant pour point de dé-
part les principes mêmes de Fresnel, ou mieux, les hypothèses équi-
valentes, mais plus correctes, par lesquelles M. Poincaré Ies,,remplace,
savoir :

i° L'étber offre une" résistance infinie à la compression.
2° L'ellipsoïde de polarisation est indépendant du plan de l'onde.

L'équation d'incompressibilité est, comme on sait,

d . d d ,^ 4- ^ 4- ç 3= o.
dûG' dy dz

Pour une onde plane, dont la normale a pour cosinus directeurs a, p, y,
cette équation devient

a^ 4- (3'n 4- yC = o.

Elle constitue donc une liaison par laquelle le mouvement a nécessai-
rement lieu dans le plan de l'onde. D'après cela, la seule composante
efïîcace d^ne force quelconque est sa projection sur le plan d'onde.
C'est le principe admis par Fresnel pour les réactions élastiques de

( 1 ) Théorie mathématique de la lumière, p. 2*57, équation (7).
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l 'éthery et qui doit être étendu à toute force, en particulier à celle de
Briot.

En second lieu, l 'ellipsoïde de polarisation étant supposé fixe, ses
axes coïncident en direction avec ceux du cristal; son équation est
donc

(A^+B^'^CÇ 2 ) (o^+^-l-y2):^.

Pour remonter de là aux forces élastiques de l'éther, i l suffit de prendre
les demi-dérivées par rapport à Ç, Y], *( et de remplacer a, [3, y respecti-

d d d .> ^ <, , . , d^ d^ d2 , ,veulent par -7-? —•> -r-; a- 4- p" +Y' devient —^ + -7-; -h —">' symbole1 dx dy dz' r * d'x1 dy^ dz^ J

qu'on a l'habitude de désigner par A. Il vient ainsi, pour les trois com-
posantes delà force élastique, A A^, BAï], CAÇ. A ces forces, s 'ajoutent
les termes de B r i o t — G^, — HT], — K'C et les composantes de la réac-
tion de l iaison N, P, Q. D'après cela, les équations complètes, avec la
condition de liaison, s'écrivent

(0

^=(AA,-G)£+N,

^=(BA~H)Y)+P,

^(CA--K)^Q,

d d
^^^•n d

'ds Ç ::= o.

Dansées équations, je remplace Ç, T], '( par les valeurs (2), n° 46. l,a
réaction de liaison étant alors normale au plan d'onde, N, P, Q de-
viennent proportionnels à a, P, y. Il vient donc, avec les notations
adoptées (3), n0 46, et en appelant r la valeur algébrique de la réac-
tion de l iaison,

(4)

^ ={a-\-gl^ +ar,

^^=(^+A^)Yî+t3r,

~Ç==(c+ /c^ )S ^yr,

a^+ pY)+yÇ= o.

Ces quatre équations homogènes par rapport à ^, Y], '(, r ne sont sa-
tisfai tes que pour les valeurs de-^ qui annulent le déterminant de
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leurs coefficients : elles déterminent alors des quantités proportion-
nelles a ces inconnues. J'applique ces équations au spath, avec le chan-
gement de notations et le choix d'axes précédemment employés (n° 46).
Il vient

^ = ( < 2 + C Z 2 ) ^

(F)) • s'a = (a -h- c l2 )•/)-+- r sinô, Y] sin0 "4~ Çcos0==o.
s^ =: {a'-^-c'l^^ -4-rcosô,

On n'a plus que deux solutions pour le problème, la quatrième équa-
tion (5) mettant obstacle aux vibrations longitudinales. La première
est

r] •= o, Ç=o, r==o, 5== a -4- c^2.

La vibration est dirigée suivant 0<y : sa vitesse de propagation est con-
stante, quelle que soit la direction du plan d'onde. Les propriétés du
rayon ordinaire ne sont pas changées par l'introduction des termes de
Briot.

La deuxième solution répond au rayon extraordinaire, elle donne

^=o, -—cotô.

La vibration est donc dans le plan d'onde perpendiculaire à la pre-
mière ; c'est bien la loi de Fresnel. La vitesse de propagation s'obtient
en tirant T] et *( des deuxième et troisième équations (5) et portant
dans la quatrième. Il vient ainsi

__ r sin Q ^ _ r cos Q
^^^^^^, '-—^^—c^'

[' -̂ ifllL^ cos^ 1 __
r | ,y-_ a —cl2 + s — a'— c' l2] "~" 0*

La dernière donne, pour la vitesse de propagation,

s^(a-+-clti)co^Ô-^ {a'+c'l^^WQ,

Cette formule reproduirait exactement la loi de Fresnel pour la vitesse
du ravon extraordinaire, si /était indépendant de n.

Comme il n'en est pas ainsi, cette loi est légèrement altérée.
j4nn. de VÉc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.9
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50. Voici une remarque intéressante qui résulte des observations de
M. Poincaré (1). L'hypothèse sur la fixité de l 'ellipsoïde de polarisa-
tion n'est pas nécessaire pour arriver aux lois de Fresnel : il suffî t que
son équation soit de la forme

n^A^B^+CÇ^a^^+y2)
+ 2D(AaÇ -+- B(3Yï -i- CyÇ) (a^ -+- (SY) + yÇ) + E(a^ -h (3^ + y^=: i,

qui reproduit celle qu'on a précédemment adoptée, en faisant
I) === E = o.

En effet, si l'on adopte cette nouvelle forme plus générale, il faut,
clans les deux membres des équations (4), a jouter les termes q u i pro-
viennent des nouveaux termes de II et qui s'en déduisen t en les déri-
vant par rapport àÇ , Y], Ç. La demi-dérivée par rapport à Ç donne

(DA -{-E)a(aS"+- |3yj + y?) -h a ï ) (AaS •+• Bpr] + Cy;).

Le premier de ces deux termes est n u l en vertu de la l i a i s o n ; le
lleuxième terme se compose de deux facteurs, dont l 'un est a et l 'autre
une fonction symétrique. On pourra donc, en, mettant a en facteur,
joindre ce terme au terme de liaison ar de la première équat ion (4).
Si donc on désigne maintenant par r , l 'ancienne valeur de r augmentée
de cette fonction symétrique Aa^+B^+CyÇ, les équations (4) con-
servent la même forme et conduisent aux mêmes conséquences. On le
voit, les termes ajoutés dans l 'équation de l'ellipsoïde de polarisation
n'ont pour effet que de changer la réaction de la liaison. En particu-
lier, cette remarque s'applique aux équations déjà signalées de M. Poin-
caré (n°48), en faisant D == -" i, E == o. Elle s'applique aussi aux pre-
mières équations de M. Poincaré qui peuvent s'écrire

^ A A ^ d / A dc -n ̂  n^\-/.^ = A A^ — — A — 4- B — •+" C — ?at dx \ dx dy dz )
d^-f} d ( . d'^ ,, dn ,,<\-T^ = B ATJ — — A, — -i- B — + C — ,€u dy \ dx dy dz )

^ - r A ^ ^ ^ A ^ ^ B ^ ^ r ^ ' ^, ^ — t A Ç -^ ^A^+B^+L^J,

( 1 ) Théorie mat/KfmatiquG de Ict lumière, p. t56 eL ï57.
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quoique ces équations ne donnent pas lieu à un ellipsoïde de polarisa-
t ion proprement dit. On voit que notre remarque s'applique égale-
ment aux équations de M. Boussinesq, dont la première se met sous la
forme

^ A \'r A d ( d ^ d d A, , - ==AA£ — A -j— -7- Ç 4- — -Q -+. -—. Ç .
dt' dx \dx dy dz j

§ IÎI. — Sur l'incompressibilité de Féther.

51. De ce qui précède résulte un moyen de conclure sur l ' incom-
pressibilité de l'éther, ou, si l'on préfère le langage des faits à celui
des hypothèses, sur la transversalité rigoureuse des vibrations. Nous
avons dit que seules les théories du groupe de Fresnel restent à dis-
cuter, l'hypothèse de Mac Cullagh e tNeumann conduisant à des con-
clusions nettement contraires aux faits de la dispersion, et nous avons
trouvé que, si l'on assujettit les vibrations lumineuses à être rigou-
reusement transversales, les équations différentielles de toutes les
théories connues de ce groupe conduisent à la même formule, non
seulement pour le rayon ordinaire, mais aussi pour l'indice da rayon
extraordinaire, savoir

( ï ) -^ ^acos^^-^sm^H^cos^+c'sin2^)/2.

La condi t ion de transversalité supprimée, le premier terme peut
bien conserver la même forme, comme dans les théories de MM. Bous-
sinesq, Sarrau, Maxwell, comme aussi avec les équations de M- Poin-
caré; mais le terme de Briot est changé. Dans ces cas, nous avons en
effet trouvé
. . ï .,/., / . q/i cic co^Q -4- û/c/sm2^ „( 2 ) — = a cos2 Q + a'sm2 Q -+- ———„——T—TS- ^•' / n1 a cos2 Q-+-^ sm^ Q

La différence entre les formules (ï) et (2), quoique faible, est acces-
sible à l 'expérience, comme on verra plus loin (n° 100). L'expérience
peut donc un jour renseigner sur la rigoureuse transversalité des vi-
brations.

52. Pour donner plus de généralité à ce résultat, j'en reprends
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l 'étude par la méthode géométrique, dont j'ai déjà signalé les avan-
tages (n° 44).

Soient
G la réaction de Briotpour un déplacement égal à ï suivant Oy {fig- 6);
(7 la réaction de Briotpour un déplacement égal à ï suivant Os',
ON la normale au plan d^onde, située dans le plan y O z ;
0 l'angle que fait cette normale avec l'axe optique Oz;
01 Félongation rigoureusement transversale et égale à ï .

Fig. 6.

N

y

Je décompose 01 suivant Oy et Os en deux composantes

OK =cos0, OL=:sin^.

Ces composantes donnent lieu aux forces

C cos0 suivant Oj,
C'sïnO )) Qz,

dont les composantes efficaces, dirigées suivant 01, sont

Ccos2^ et C/sin2^

Le terme de dispersion de Briot sera donc, quelles que soient les réac-
tions élastiques de Féther,

: , (ccos^+^sm2^)/2 .

Si la vibration n'est pas rigoureusement transversale et fa i t avec le plan
de Fonde un angle constant co, compté positivement quand la vibra-
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tion se rapproche de l'axe Os, on trouve de même^ pour le terme de
Briot,

[ccos^^-hcû) +c / s in 2 (0+ &))]^.

Si l'on connaî t c, c ' , 0 et la valeur numérique du coefficient de /ti,
on peut, jusque un certain point , en déduire OD regardé comme indé-
pendant de X. Ainsi, sans admettre d'autre idée préconçue que le prin-
cipe fondamental adopté (11° 30), on peut, par l'étude expérimentale
du terme de Briot, non seulement savoir si la vibration est dans le plan
de Fonde, mais encore mesurer jusqu'à un certain point l'angle qu'el le
fait avec ce p l an* Ce dernier résultat est, il est vrai, moins certain,
car l 'angle o;» peut varier un peu quand on passe d'une radiation à une
autre.

§ IV. — Vérification expérimeûtale des théories précédentes.

53. Mes observations, je dois le dire, ne permettent pas de résoudre
cet impor tant problème de la transversalité rigoureuse des vibrations;
mais elles touchent de bien près à la solution, et je ne doute pas que
celle-ci ne puisse être atteinte par des moyens supérieurs à ceux dont
j 'ai pu disposer. Donc je m'abstiendrai de conclure dans ce Mémoire
sur l ' incompressibilité de Fé'ther, pour m'attacher seulement aux hypo-
thèses de Fresnel et de Mac Cullagh et Neumann ; mais je ferai l'exa-
men expérimental de ces hypothèses avec tous les soins et tous les dé-
veloppements que mérite une si grave controverse.

54. Tout d'abord, il faut assurer la base de l'analyse précédente
par une bonne détermination des coefficients de dispersion c e î c ' re-
latifs aux deux indices principaux. Les valeurs déduites des nombres
do M. Mascart n 'ont pas une précision suffisante* Cette base, solide-
ment posée, je rappelle les conclusions à vérifier. Dans Vhypothêse de
Fresnel, le coefficient du terme de Briot a la valeur constante ^ poi11*
le rayon ordinaire; ce coefficient augmente de c^ à c^ pour le rayon
extraordinaire quand l'angle de Fonde plane avec l'axe croît de o à ;̂
Dans le système de Neumann, c'est l'inverse : constant pour le rayon
extraordinaire, il décroît de ̂  à ̂  pour le rayon ordinaire.
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55. Voici d'abord un fait incontesté :
L'indice de réfraction de chaque radiation est constant pour le rayon

ordinaire^ quelle que soit la direction de l'onde pleine.

Compatible avec la première hypothèse, cette loi est manifes tement
contraire à la deuxième. Quelle est donc sa certitude? Quelles expé-
riences ont été faites pour la contrôler? Verdet rapporte ( i ) celle de
Brewster (2), qui est seulement qualitative, et celles de Swan C 3 ) . Ce
savant mesure l'indice ordinaire da spath au moyen de prismes taillés
dans différentes directions ; il emploie la méthode du min imum de dé-
viation et opère avec la lumière de l'alcool salé. Il obt ient les résultats
suivants :

Indice ordinaire
du spath.

Rayon réfracté parallèlo à l 'axe... . . . . . . . . . . . . . i ,658367
)) perpendiculaire à l 'axe... . . . . . . . G6
» » . . . . . . . . . . 6i
» »> .......... 84
n à 45° de F a x o , . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
» à 60° de l ' a x e . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Moyenne...,.., .. i,658375

Les différences ne portent que sur le cinquième chiffre décimal; elles
sont de l'ordre des erreurs d'observation. D'autre part, pour la raie D
et d'après les calculs précédents (n08 41 et 42), la valeur de c^l2 serait
o,ooo4.36, tandis que celle de c^l2 est négligeable. Ainsi , dans l'hypo-
thèse de Neumann, l 'indice ordinaire varierait d'environ 43,6 unités
du c inquième chiffre décimal, quand on passe du rayon parallèle au
rayon1 perpendiculaire à l'axe optique du spath. La réponse est écla-
tante.

56. Cependant, malgré leur précision, ces expériences laissent place
au doute : peut-être une compensation s'établit-elle entre la, variation
du terme de Briot et celle des autres termes de dispersion, de façon à
maintenir approximativement la constance de l'indice ordinaire de la

( 1 ) Leçons d'Optique phf^iquc, t. Ï, p. 53o.
(à) iS^Jtep. of. Brit. ÂWOC., p. 7.

: (3) Edimb.Tmns,, t. XVI., p. 370. .
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raie D? Pour lever cette objection, il faut observer les indices ordi-
naires dans une grande étendue du spectre. La constance de tous ces
indices entraînera nécessairement celle du terme de Briot et même
aussi celle des autres termes de dispersion. Telles sont les vérifica-
tions faciles et décisives qu'on peut opérer sur le rayon ordinaire.

57. Pour faire la démonstration plus complète, on doit étudier la
variation du terme de Briot pour le rayon extraordinaire. Aucune vé-
rification n'a été faite dans ce sens; cependant on sait que, pour une
onde plane perpendiculaire à l'axe, le rayon ordinaire et le rayon ex-
traordinaire coïncident. La constance du coefficient c du rayon ordi-
naire âne fois établie, il résulte de cette loi que, pour le rayon extraor-
dinaire, le coefficient de Briot varie de ̂  à c^ quand l'angle de l'onde
plane avec l'axe du cristal varie de o à ^- Mais, cette démonstration a
l ' inconvénient de faire rentrer la nouvelle vérification dans la première,
relative au rayon ordinaire; aussi déterminerai-je les valeurs du terme
de Briot, pour le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, dans un
azimut intermédiaire entre o et -•

58. Voici le plan d'expériences que ces considérations m'ont c o n d u i t
à adopter :

T° Reprendre la détermination des formules de dispersion pour les
indices pr incipaux du spath;

.2° Mesurer les indices ordinaire et extraordinaire des différentes
radia t ions pour une onde plane faisant avec l'axe un angle constant
connu, de façon à en déduire les formules de dispersion pour les deux
rayons dans cette direction.

"Les grandes longueurs d'onde inf luent le plus sur le terme de dis-
persion de Briot : des calculs précédents il résulte (n0' 35, 36, 37, 41,
42) que, dans le spectre ultra-violet, le terme de Briot estnégligeable;
dans k spectre visible il est sensible, pour devenir prépondérant dans
le spectre infra-rouge. Les courbes montrent ces faits avec évidence.
J'ai donc borné à ces deux dernières régions du spectre mes recherches
qui , à cet égard, se divisent en deux parties :

ï,° Observations des raies de Fraunhofer avec le goniomètre ordi-
naire;
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2° Observations des radiations calorifiques par la méthode de
M. Mouton.

La précision des pointés est au moins dix fois plus forte dans le pre-
mier cas que dans le second; de là la nécessité, pour les premières ob-
servations, d 'une étude minut ieuse des erreurs systématiques; cette
étude devient à peu près inuti le dans le second cas.

CHAPITRE IV.
ÉTUDES EXPÉRIMENTALES SUR LE SPATH D'ISLANDE.

§ I. — Observations dans le spectre visible.

GONIOMÈTRE ET PHÏSMÏ3.

59. Ces observations ont été faites à l'École Polytechnique, au labo-
ratoire de M. Cornu, avec un goniomètre de Babinet, construit par
MM. Brunner. Cet admirable ins t rument , que mon ancien professeur
m'a fait l 'honneur de me confier, à été décrit par lui-même (1). Le
cercle est divisé dans le sens des aiguilles d'une montre; la division
extrême du vernier donne les 3\ Je comptais employer aussi le prisme
de spath qui lui. a servi dans son second Mémoire sur "le spectre normal
du Soleil (2). L'utilisant lui-même pour la suite de ce travail , M. Cornu
a poussé la bienveillance jusqu'à m'offrir d'en commander un à mon
gré à M. Pellin.

Voici la taille que j 'ai adoptée.

60. Soitdecg, afbh, d1 é... le rhomboèdre de spath, appuyant par sa
face d ' e ' c ' g ' sur le plan vertical et ayant son axe ac, a ' c ' horizontal. Le

C 1 ) Annalea de l'École Normede, ^ séné, t. ÏIÏ, p. ï5.
( 2 ) Ibid., ^érie, t. IX; 1880. ^ - 1 , 1 -
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plan horizontal de cet axe découpe dans le cristal un parallélogramme
cd)cd. Je choisis les bases du prisme parallèles à ce plan; par suite, les
arêtes sont verticales. Enfin, pour définir l'orientation des faces latérales
du prisme, je mené deux plans AB, AC Çfig' 7 )» faisant avec l'axe ac des

angles de 3o°, puis un troisième plan BC perpendiculaire à l'axe. J'ob-
tiens a ins i le prisme équilatéral ABC, tel que l'axe est, dans le plan de
la section droite, la bissectrice de l'angle A. Pour reconnaître les
angles, j 'ai inscrit les lettres A, B, C, en tournant de droite à gauche
sur la base supérieure. Des petites faces naturelles, que j'ai fait con-
server comme faces témoins sur les sommets, permettent de définir
exactement l'orientation cristallographiquedes faces du prisme.

61. Les avantages que j'ai trouvés dans cette taille sont les suivants :
d'abord les faces naturelles laissées sur les arêtes verticales A et C
sont très propres à définir la position de l'axe dans le plan de la base
du prisme; puis, si l'on observe successivement à travers les trois
angles A, B, C, l'onde plane passera par l'axe, puis fera avec lui, de

^nn. de VÉc. Kormale. 3e Série. Tome Vlï. b.10
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part et d 'autre, des angles de 3o°. Pour le rayon ordinaire, on. pourra
vérifier la constance de l ' indice ; de plus, les deux posit ions symétriques
devant, dans toutes les théories, donner le même indice, la var ia t ion
de celui-ci, fera connaître la grandeur des erreurs accidentelles. Pour
le rayon extraordinaire, l 'observation à travers A donne l ' indice m i n i -
m u m ; puis la double observation à travers les angles B et G.constitue
un retournement qu i permet d'éliminer l'erreur provenant de l ' indéci-
sion sur la posit ion de l'axe optique.

MÉTHODES D'OIÏSE'RVATION.

62. Le réglage a été f a i t par les méthodes de M. Cornu, ( i ), sauf de
légères modifications que j ' i nd ique ra i . Pour la mesure de l 'angle ré-
fr ingent , on connaît deux procédés : le premier, u t i l i s a n t Voeu/dire na-
diral qui permet de poin te r le réticule sur son image par réflexion
normale, a dû être abandonné'parce que la lune t te ne possédait plus
cet oculaîre. J'ai alors employé la méthode qui consiste à mesurer le
double de l'angle réfr ingent : on pointe avec la lunet te successive-
ment les images de la fente du col l imateur réfléchies par les deux faces
du prisme.

Contrairement à une opinion assex répandue, cette méthode peu t
donner d'aussi bons résultats que la première, pourvu qu'on ai t soin
d'él iminer les erreurs systématiques.

Pour l ' indice du rayon, ordinaire, la méthode employée est celle du
m i n i m u m de déviation ; elle s 'applique au rayon extraordinaire observé
à travers l'angle A; mais, dans les angles B et C, la var ia t ion de l ' in-
dice avec la position du rayon lumineux, f a i t que, dans la position du
m i n i m u m de déviation, les rayons incident et émergent cessent d'oc-
cuper des positions symétriques par rapport à, la bissectrice de l'angle
réfringent, et la formule classique

. A 4-As m ———aa ...-.„„„ ._^^_,̂ ^^^^^1 1 /' "•" ' 1 . ! ,/r"s in ••iii-
a

(1) Spectre normal du Soleil, ^ Parlio (Âfïfiale^ de l'École 'Norm.cde, ^ série, t. X ;
1880). , , 1 1 ! • . 1 1 , . . ! !
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n'est plus vraie. Il faudrait employer les formules de M. Cornu (1),
qui exigent la mesure diffici le des angles d ' incidence et d'émergence.
Il y a plus, les diverses radiations inégalement réfrangibles suivraient
dans le cristal des chemins différents, circonstance peu favorable à
l 'é tude de la dispersion dans une direction déterminée. J'ai préféré
faire l'observation dans la position symétrique, de façon que, dans le
cristal, le rayon lumineux soit toujours perpendiculaire à la bissectrice
de l'angle réfringent. J 'ai utilisé dans ce but l'image du coll imateur
réfléchie sur la troisième face du prisme.

63. Il suffirait, en, etïet, de faire coïncider l'image réfléchie et
l 'image réfractée si. la troisième face était rigoureusement perpendicu-
laire à la bissectrice de l'angle réfringent; mais il n'en est pas ainsi.
Soient
ABC la section droite du prisme Çfig' 8) ;
ADF la bissectrice de l'angle A;
DG' la normale à. BC.

On. peut assimiler le rayon réfracté dans la position symétrique à un
ravon réfléchi sur une face idéale DE, dont la normale est ADF. Dès»/

Fig. 8.

lors, soient SD le rayon incident, DR et DR/ les rayons réfléchis sur les
faces DE, BC. J'imagine que toutes les droites menées par D sont limi-

( r) Annales de l'École Normale, 2e série, t. iït, p. ^38.
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tées à un cercle qui a pour centre ce point, puis je mesure les angles
par les arcs interceptés sur sa circonférence et comptés positivement
de gauche à droite, dans le sens de la graduation du goniomètre. On a
ainsi

( f ) lecture R/— lecture R •= RR/== 2 FG.

Pour évaluer FG au moyen des angles du triangle, je mené DU pa-
ral lèle à AB; il vient

FG==F.H+HB4-BG.
Or on a

/'•'•••
FH === + A, H.B = d- 'B ; B G •= — 7r.

a '2

Portant ces valeurs dans l'égalité (i),-j 'obtiens

lecture K/— lecture R, == A •+• a 1J — TT =r: B — G.

Si l'on désigne par re/L la lecture du cercle gradué pour la position
de la lunette pointant le rayon réfléchi, pur refrac, la lecture pour le
rayon réfracté, enfin, si l'on jo in t au précédent résultat ceux qu'on
obtient pour lés, autres angles, on a

A travers A, réIL — r ô l r a c . . . . . . . . . . B — C

» B, » . . . . . . . . . . C--..A

» C, ^ . . . . . . . . . . A.-.B1

64. Avant de passer à l 'é tude des causes d'erreurs, i l importe de
savoir avec quelle précision il faut pointer l'image réfléchie pour que
l'erreur commise sur ce pointé n 'entraîne pas une erreur sensible sur
la valeur de l'indice. L'indice n du, rayon extraordinaire qu i fait avec
l'axe optique du cristal un. angle Q est donné par la formule

— == — ces2 0 4- -"T sin2 ô,' , , n\ n^ , nj , ! !

où /^et /^représentent les1 indices principaux ord ina i re et extraordi-
naire. • , ! ! , .
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Cette formule difïérentiée donne

n'5 / i i( I n = — — ( — — — ) sin 2 9 clQ.
2 vn;. n-

Si l'on fait 9 == 3o°, puis qu'on remplace les indices par les valeurs
relatives à la raie D, et dQ par la mesure trigonométrique de l'arc
de i\ on trouve

dn == 0,000 o47-

Si donc on veut que dn ne dépasse pas ^ unité du cinquième chiffre
décimal, il faudra querfO ne dépasse paso^i. D'ailleurs, la variation dfi
égale la variation dr de l'angle de réfraction; or, de la formule

sliu==/zsin/ ' ,
on déduit

,. ces rcil -= n ——: dr.
COS i

Faisant, dans ces formules,

il vient
r== 3o°, n = 1,6,

cîi-=i 2,3 dï\

Ainsi , l'angle i, et par suite la position du prisme sur la plate-forme
devra être déterminée à o', 2 près. Enfin, la rotation de limage réflé-
chie étant double de celle du prisme, le pointé de cette image devra
être fa i t à moins de oVi ou 24". Celte précision très grossière sera
facilement atteinte malgré la mauvaise qualité de l'image réfléchie,
qui est fortement dépointée quand la lunette est disposée pour la me-
sure de la déviation du rayon réfracté.

§ II. — Erreurs systématiques.

65. La principale cause d'erreur dans les mesures d'indices est due
aux dépointements que la courbure des faces du prisme conduit à faire
subir à la lunette. Dans la mesure de l'angle réfringent par la méthode
que j'ai employée, une, autre cause grave d^erreur résulte de la diffi-
culté de régler le collimateur, de façon que la fente soit exactement au
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foyer principal de l'objectif. M. Cornu, qui a signalé ces causes d'er-
reurs, en a donné la théorie et calculé les formules de correction (1) ,
Je vais reprendre cette double étude à un point de vue différent et plus
général; je comparerai les formules obtenues par les deux méthodes;
enf in , je montrerai quels avantages présentent les miennes.

Dans l'observation des raies de Fraunliofer, l'usage d'une lentille
collectrice placée en avant de la fente fai t que le pinceau lumineux
couvre tout le prisme; de cette façon, son axe passe par les centres
des faces. C'est là une condition nécessaire à l 'établissement de la
théorie; car, si l'axe du pinceau perce les faces du prisme en. des
points qui varient d'une façon inconnue, l'angle réfringent n'est pas
exactement, défini et varie d'une observation à l 'autre. Il en résulte
une grande incertitude sur l'indice malgré la finesse des images et la
précision des pointés qui devient i l lusoire quand on ne fai t pas usage
de la lentil le collectrice. D'ailleurs, pour conserver la finesse des
images, il suffî t , comme l ' indique M. Cornu , de diaphragmer le prisme
afin d'éviter l ' influence des bords des faces; cette opération doit être
faite avec soin pour que les diaphragmes des trois faces se corres-
pondent exactement dans la posi t ion symétrique du. prisme pour la
mesure de la déviation du rayon réfracté. Le prisme ainsi diaphragmé,
réglé avec soin par les méthodes de M. Cornu, a été centré sur la
plate-forme par le procédé des tourneurs.

Je me suis assuré, en outre, que l'axe du tirage de la lunette coïn-
cide avec son axe optique. Pour cela, j 'ai pointé la lunette directement
sur le collimateur, puis j'ai fait varier le tirage. J'ai ainsi constaté que
le réticule, dans son mouvement, reste au centre de l'image dépointée
du collimateur. Cette condition n'est utile à remplir que si l'on ne fait
pas les pointés à droite et à gauche avec le même tirage. Elle n'était
donc pas nécessaire pour mes observations définitives, où, naturelle-
ment, cette précaution a été prise, mais seulement pour celles qui ont
servi à vérifier les formules que je vais établir.

( l ) Ânnalcfî de l'École 'Normale) '^ série, L X; ï88o.
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(:i6. Sur l'azimut du rayon réfléchi, — Soient

ABC le prisme supposé1 convexe {fig^ 9);
1 la trace de l'axe clé l ' instrument et le centre du prisme;
Q le centre de la face AB;
SQ l'axe d u pinceau inc iden t supposé parallèle à Ai;
QR l'axe du pinceau réfléchi, à gauche;
f() la position de Faxe optique de la lunette supposé parallèle à QR;
f la position du réticule dans le plan focal p r i n c i p a l ;
0 le centre optique de l'objectif.

FiS 9

Le rayon SQ, réfléchi suivant la droite QR parallèle à l'axe optique/0,
vient passer par le foyer principal/. Mais le pinceau qui a pour axe QR
est divergent en vertu de la convexité des faces du pr isme; il vient.
donc converger» après avoir traversé l'objectif, en un poin t F de R,/
situé au. delà de/1 On devra donc commencer par donner à la lunet te
un dépointement

, o/=+/F,.

Le rét icule étant alors en F^ il faudra faire tourner la lunet te d'un
angle correspondant à F^F, de façon à amener le réticule de F 4 en F.
Ce mouvement aura pour effet de d iminuer la lecture du rayon réfléchi
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à gauche et, par suite, là mesure de A. On devra donc appliquer à cette
/\

lecture (ou à l'angle A) une correction positive U. Pour l'évaluer, je
mené QQ' parallèle à OR, puis je désigne par p l 'apothème IQ du
triangle ABC, par œ l'angle R/0 et par/ la distance focale pr incipale
de la lune t te . On a successivement

.OR^QQ^IQsmQIQ^^cos^

OR p A^^=^cos.^

FF,=.)/F,=^COS^O/,

Ang-le correspondant à FFi ou r3A = —— := p cos A ôf : ( /+ rîn ;
Ufi / à

. d'où, en définit ive, en négligeant ê/'devant /,

/ • • \ " •A P ^ £' A '( ') oA ==+ -^ô/ cos--
./ ' 2

Telle est la correction qu'il faut porter à la lecture du rayon réfléchi à
gauche ou par ce fait à A, pour un allongement êf de la lunette.

67, Sur F azimut du. rayon réfracté. — Soit SPQR Çfig' ï:o) la marche
de l'axe du pinceau lumineux réfracté à gauche. Pour avoir la valeur
exacte de la déviation A, je devrais placer l'axe de la lunette suivant
fO parallèle à QR. Dans cette posit ion, QR parallèle à l'axe optique se
réfracte suivant R/, et, comme le pinceau QRest rendu convergent par
la convexité du prisme, son foyer est sur B/ en deçà de /, quelque
part en F. On est donc conduit à raccourcir d'abord la lunette en ame-
nant le réticule de/en F<. Je désigne ce dépointement par

c>/=-/F,.

On fera ensuite tourner la lunette de façon à amener le réticule de F^
en F. Cette opération a pour effet de diminuer la lecture du rayon
réfracté à gauche et, par suite, la déviation A d'un angle correspon-
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dant à F^F. Il faut donc porter à cette lecture ou à A une correction
positive SA dont voici le calcul :

OR =: QQ^ IQ smQIQ^jy sin K^^,

OR p . A-h A
^^^sm——.

•i, - T ^ - A - h A pôf . A-+-AFF,=o). /F,=^sia———(~-o/)=-^sm
/ ^ 7

pô/ . A ~f- A . /. ^/.,
l ^s in—^— : (/-+-3/),

FFAn^ie correspondant à FFi ou oA == 7—'U f i

Fîg. 10.

d'où l 'on t ire en définit ive, en négligeant S/devant/,

/? ^ A4- A
•^0/sin—^--.( a ) oA=

68. Remarquons que, dans les formules (i) et (2), la ligne trigo-
nornétrique cos-;- ou sin'—;^ qui multiplie -^S/représente toujours2 ^ . ' y "
sinQIQ'; de sorte que, si, dans l'observation du rayon réfléchi, au lieu
de considérer un rayon incident parallèle à AI, comme dans-la/^. 9,
on considère le rayon qui se réfléchit dans la position du rninimum de
réfraction {fig. 10), l'angle QIQ'estégal à —^—5 et la correction qu'il

S.iiÂwi. de l'Éc. Normale, 30 Série. Tome VI i.
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faut porter à la lecture (..lu rayon réfléchi à gauche devient
^. . pof . A + A. oA •= 4- *—- sin ———.

J " 2

69. Je vais main tenant montrer que les formules (i) et (2) con-
cordent avec celles de M. Cornu.

Correspondante à la formule (i), réminent physicien trouve (/r)

^ A p À ^ -2 TT A.o — :== — cet — avec — := ———, / -— -i _ —.3 P a • ./2 pcos î '""' a 2

où .̂  représente le dépointement ïf. On en dédui t

•̂  a/^ , A 2 ôf 4oA == -^ col - avec - == "/ sin - ;
P 2 p /^ a 5

d'où l'on tire
^ /.>rî/' A
oA:r=: ——1. COS--7

./ 12

ce qui est la formule (i).
Dans le deuxième cas, M. Cornu fai t porter la correction sur l 'angle A,

au l ieu de la faire porter sur A, et il trouve ( 2 ) les fo rmules

. A , .A 4- A
y A = £. ian<1 -A + A 'î ^lnj"- (tos" ""̂o ^ âr^ ^ , ^ - ^—^._ ,

/^s in—1 ':>,
où y représente — eî/.

Je tire de là
• A , A 4- A . A 4- A* , . s in—ces J ——— sin——

yA ̂  ••°̂  = ff——^—-r^r1 J , sni- cos-——i
a 1 1 '>-

et en remplaçant p^ sin ̂ -^ par $A, d'après ma formule (2),

. A. A, "h Asin — ces———
â'A=âA——————_.

• As m, • • 1 -
1 1 , ! 2

(1) Spectre normal du SolcU, tl6 Partie, p. 5() et 61.
.{^.Jbid^ p, 58 et 64 . ! ! 1- 1 !
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Si, au lieu de faire porter la correction sur A, on veut la faire porter
sur A, comme dans ma formule, on doit différentier la formule qui
donne n en laissant n constant; il vient •

. A4- A . Agin ——— -=. fi sm — 5
2 2

ces ———— ( dA -+- dà ) == n cos "•— ci A,
2 2

A A -h A
n cos — — cos ———

*"> 2
d!A == ———^—.——.——— dA ;A 4-A '

/'»iT\Ç1
^tj>3 ———————

'3

remplaçant, dans cette formule, dA. par la valeur S'A de M. Cornu, on
aura la valeur équivalente de rfA; je remplace en même temps n par

. A-+-A
sm ——— . . .2 A A 4- A———— cos — — cos ——-

. A A-+- A . A 2 2s i n — cos ——— sin —
^=ÔA" ' ! '. A A + Asin - cos ———a ^

ôA / . A-4-A A A-+-A . A^— — g y - i ——— cos — — cos ——— sin —
. A \ 2 2 '2 2sin- k

9,

ou enfin
JA = ôA.

Ains i la valeur de rfA qu'on déduit de la formule de M. Cornu est égale
à la valeur SA donnée par ma formule (2).

70. On le voit, il, y a bien concordance entre les formules de
M'. Cornu et les miennes ; mais elles présentent une différence essen-
tielle. Dans mes formules, je fais intervenir, non pas le rayon de cour"
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bure p des faces du prisme, mais le dépointement même de la lunette.
Si l'on s'abstient, par exemple, d'exécuter le changement de mise au
point provoqué par la courbure des faces, les corrections données par
mes formules (i) et (2) s'annulent.

Les corrections de M. Cornu supposent, au. contraire, qu'on opère
exactement la mise au point de la lunet te à chaque pointé. Si, dans
cette opération qui est toujours un peu indécise, on commet une erreur
df, il en résulte, sur les corrections mêmes, des erreurs proportion-
nelles à df, et que font connaître mes formules.

Un autre avantage est dans la démonstration même que j'ai em-
ployée. Celle-ci distingue explicitement l'axe du pinceau lumineux et
l'axe optique de la lunette. Elle ne permet donc pas, entre ces élé-
ments, la confusion que la théorie de M. Cornu paraît avoir laissé
échapper à M. Macé de Lépinay ( 4 ) . Cet habile observateur pense éli-
miner l ' influence de la courbure des faces sur la mesure de A par
l'usage de la lentille collectrice. « Par là, d i t - i l , lesa.'.zw des faisceaux
» lumineux percent les faces du prisme en leurs centres. » Cela est
vrai. Les angles réfringents, conclut l 'auteur, sont formés parles plans
tangents au prisme en ces points. Là est ' la confusion* La conclusion
est vraie a proprement parler; elle est vraie dans nia théorie, mais
il n'en faut pas moins appliquer la correction de dépointement de ma
formule (2). Elle doit être regardée comme fausse dans la théorie
de M. Cornu.

Ici en effet, par un élégant artifice de démonst ra t ion , on regarde
comme angle réfringent l 'angle des plans tangents au prisme aux
points où celui-ci est percé, non par les axes des faisceaux lumineux•,
mais par les axes optiques des lunettes. Ma méthode de démonstration
ne permet pas le doute à cet égard. Heureusement, la courbure des
faces du prisme était très faible dans les recherche& en question (les
résultats de la mesure des angles en sont la preuve), de sorte qu'il n'en
est pas résulté d'erreur sensible sur les indices. Ceux-ci demeurent
très bons (2).

(1) Journal clé Physique y p. ï 9%, avril 1887.
1 1 1 ' 1 ' ' 1 /s ' A 1 ' '( 2 ) D'après Fauteur, l'erreur commise sur A est (f, sur - elle est y\ on en déduit, par
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71. Sur la mesure de F angle réfringent. — Soient 0 {fig< ï i) le
centre optique de l'objectif et F la fente du collimateur. FO coupe en /

le plan. focal principal , de sorte que le collimateur a subi sur sa posi-
t ion normale le dépointement

o/=+/F.

la formule de M. Coriui,
.A p A$ - = L tant? - ?'2 p 'i
/- == 0,000 oo8.
P

La correction qu'il faut appliquer à l'angle réfringent, dans la mesure de F indice, est
donnée par la seconde formule de M. Cornu

„. A, P A ~r- 1r/ — == L. fan^ ——— •a p & 2
... A. -r- A ,. ,Pour —;—— ^ 5o", elle donne

\
?}' i" == 0,000 oi == ̂ ^ o',o3.'îi

îl en résulte sur l'indice l'erreur, à peu près négligeable,
0,00001.
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Soit FRQR' la marche de l'axe du pinceau réfléchi à gauche. FR coupe
le p lan focal principal en y. Des lors, RQ est parallèle à Oç au lieu de
l'être' à O/ La lecture du rayon réfléchi et, par suite, la valeur de A
doit donc subir la correction

rîA=—/C)?.

Je calcule cet angle; j 'ai successivement, en désignant par co l'angle
OFR, et confondant OR avec QQ' qui, n'en diffère que d 'une quantité de
l'ordre de o/,

OR == (KV-= iQ sin QIQ^ p cos ̂ , r.) =: ̂  === ———cos ̂ .

. p ë f A ..:, /© p ë f A./o ̂  L^L cos ̂ , j 0 9 = ̂ . := L^L cos ̂  •

Portant cette valeur dans l^expression de êA, j 'ob t iens en t in

i^\ ^ k P ^f A(3) oA ==:— i-^cos-"
J " ^

72. S^r /a mesure de la, déviation du. rayon réfracté. — Soit FRQPR/
{fis. 1:2) la marche de l'axe du pinceau qui traverse le prisme. FR

coupe le plan focal principal, du collimateur en ç. Dès lors, Q'R est pa-
rallèle .à Os au lieu de l'être,à 0/1,
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La lecture du rayon réfracté, et par suite là déviation A, doit donc
subir la correction

ôA :=—/() 9.

Comme précédemment, cet angle se calcule au moyen de l'angle QIQ'
qui a pour valeur ——-; on a, en définit ive,

/ / . -s A p ^f . A -4- A(4 ) , oA^—^i-sm—;—.

Je vais maintenant examiner quelques conséquences des quatre for-
mules que je viens d'établir.

73. Pour simplifier les explications, je supposerai que le collima-
teur et la lunette ont même distance focale principale; mais cette hv-
pothese n'est pas nécessaire aux conclusions. J 'imagine qu'on ait pu
régler exactement les deux instruments sur l ' inf îni . Je passe à la me-
sure de l'angle A; je suis conduit à changer la mise au point de la lu-
nette* Si, les faces du prisme sont convexes, il faut allonger le tirage.
Au lieu d'opérer cet allongement tout entier sur la lunette, je le ré-
partis également sur la lunette et sur le collimateur. Soit ô/== o.,/ la
valeur commune des deux allongements; je dois ajouter à la lecture du
rayon réfléchi, à gauche, les corrections données par mes formules (i)
et (3), savoir

(i) SA =+7^ cos^,

„ , /KÎI f A(3) o i A = = — —^-cos-.
J " 2

dont la somme est nulle.
/'•••„

Ainsi F erreur qu'entraîne la courbure des faces sur la mesure de A
peut être éliminée.

A;u contraire, les formules (2) et (4) donnant des corrections-dé
mêrne signe, ce procédé ne permet pas d''éliminer la même cause d'erreur
dans la mesure de A. Cette erreur est constante quel que soit le sys-
tème adopté pour les tirages conjugués du collimateur et de l a ' l u -
nette.
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74. Je viens de supposer que la fente du collimateur a été primiti-
vement placée au foyer principal de l'objectif. Mais c'est là le point le
plus difficile du réglage. Cette difficulté était encore augmentée pour
moi par l'absence d'oculaire nadiral. Ce qu'on peut faire avec une
grande précision, c'est de régler un des instruments sur l'autre. Si
donc le collimateur possède le dépointement o/, la lunette est par là
affectée d'un dépointement ^/==~- §/, de sorte que la somme des
corrections données par les formules (i) et (3) sera

^^cos^.+ ^ c o s ^

Au contraire, la somme des corrections données par les formules (2)
et (4)

(.) âA ^p^ sm'^t^,
/2 2

/ / \ <s A P Si f . A, 4- A( 4 ) d i A = — ^-v sm —^—

est ici nulle.
Ainsi l'influence d'une erreur sur le réglage du collimateur est doublée

dans la mesure de A et compensée danf! la mesure de A par le dépointement
conjugué de la lunette.

75. L'erreur de mise au point du collimateur est la plus grave parce
qu'elle est inconnue, tandis que les dépointements causés par la cour-
bure des faces étant connus, on en peut tenir compte par le calcul. J'ai
pu l 'éliminer grâce aux qualités de mon prisme. Les trois faces sont
sensiblement parallèles à une même droite et leurs courbures peu dif-
férentes. J'ai pu alors conserverie même tirage pour les pointés sur les
trois faces. L'erreur commise sur les trois angles est ainsi la même, et
l'excès de la somme des trois sur ï8o° fait connaître le triple de l'er-
reur commise sur chacun d'eux. Ce procédé, employé par M. Macé de
Lépinay, permet d'éliminer en même temps l'influence du dépointe-
ment de la lunette quand on n'établit pas la compensation précédente
(n°73). Cependant les calculs de correction n'étant qu'approchés, elles
circonstances n'étant pas rigoureusement les mêmes dans les mesures
des trois angles, il est préférable d'éviter les grands écarts et d'effec-
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tuer cette compensation, au moins en partie. Comme vérification, j 'ai
opéré avec divers systèmes de tirages conjugués.

76. D'après ce qu i précède (n° 74), l'erreur de réglage du collimateur
n'a pas d'influence sur la mesure de A; au contraire, l'effet du dépoin-
tement dû à la courbure des faces du prisme ne peut pas être com-
pense comme dans la mesure de -l 'angle réfringent. Pour la partie
moyenne du spectre visible, il suffit d 'appliquer la formule de correc-
tion (2). L 'achromat isme 'des objectifs rend/ sensiblement constant,
de façon que o/'est. donné par le dépoinlement que subit la lunette
quand on vise l ' image de la fente du collimateur directement , puis à
travers le prisme. Mais, pour les radiations extrêmes, la valeur de /,
variable avec chaque radiation est mal connue; renonçant alors à me-
surer o/et, par su i t e , à calculer la correction, j'ai songé à faire ^dispa-
raitre l'erreur. Or, d'après ce qui précède (n0 67), elle provient de ce
que l'axe du rayon lumineux SPQR/(y^. 10) ne pénètre pas dans l'ob-
jectif de la lunet te par son centre optique, mais s'en écarte de OR. Si
donc on fai t glisser le prisme sur la plate-forme parallèlement à la bis-
sectrice de l 'angle A d 'une quanti té convenable, l'axe PQ du pinceau
qui traverse le pr isme passera par les centres optiques des objectifs, et
les changements de tirage de la lunet te et du coll imateur seront sans
effet sur la lecture du rayon réfracté. Je vais montrer que cette pro-
priété est conservée quand on passe de la dévia t ion à gauche, à la dé-
viation à droite, sans nouveau déplacement du prisme sur la plate-
fon'ne.

77. Le pr incipe est celui-ci :
Je considère une figure quelconque A^CJ)i {feg. i3), et une

. droite ID< coupant l'axe en I. Si l'on amène la figure dans la position
AJîâCa0^ ^n 1^ fa i san t tourner autour de l'axe 1 de l 'angle

DJD,=2DJO;

si ensuite on retourne la figure autour de ID^, de façon à lui faire oc-
cuper la posi t ion AJV^, cette dernière position est symétrique de la
première par rapport à 10. Ce principe, assez intui t i f , est démontré par

Ann. de l'Éc. Normciîe. 3" Série. Tome Vît . u- r2
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les égalités suivantes entre les arcs comptés sur la circonférence que
décrit le point A, :

D i A i ^ D a A a - ^ B g A g ,

01), =:..... =01)2;

d'où l'on dédui t , par addition,
OA^OA^.

De cette égalité résul te que A, et A^ sont symétr iques par rapport, à
10, et il en est de même pour les autres points.

Si la figure donnée est symétrique par rapport à Ifi^ le dernier re-
tournement ne fa i t qu'échanger entre eux les points symétriques; donc
la deuxième figure A ^ B ^ C a est, dans ce cas, symétrique de la première
par rapport à 10; seulement les points symétriques des deux figures ne
sont pas homologues.

78. Voici l 'application de ce pr incipe à la mesure des indices.
Soient

1 le centre de la plate-forme (/ '̂, r/i);
O/, 0,/i les axes optiques du co l l imateur et de la l u n e t t e ;
AoBoCo le prisme centré dans la position du m i n i m u m de d é v i a t i o n ;
Eo le centre de la face A.oCo ;
EoG- la parallèle à O^//coupant la bissectrice de À'o au, point G.

Je transporte leprisme , paral lèlement à lu i -même de AoBoCo ers
AJi^G^ de la quant i té A-oA^ = GI, de façon que le .centre .Eo de la face
vienne se placer en EI sur l'axe optique 0,/4.
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En même temps, l'axe opt ique du collimateur percera l a f a c e A ^ B i
en son centre.

Pont1 la d é v i a t i o n à droite, j 'amène le prisme dans la position A^B^C^ ,
en faisant tourner la plate-forme de l'angle

DI IDâ= 2.1) JO = OJO = 180°"- A.

D'après le théorème précédent, la nouvelle posi t ion du prisme est
symétrique de la première par rapport à 10. La cond i t ion théorique est

donc encore réalisée, à savoir que les axes optiques 0/et 0^ du col-
l imateur et de la nouvelle position de la lunette percent les faces du
prisme en leurs centres.

79. La longueur G-L dont il faut fa i re glisser le prisme et que je dé-
signe par e, se calcule,à l 'aide du triangle Eo'IG- danslequel on a

/\
sinEoGI ̂  I.E, ^
sinG1
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Gï == <?, A. A
G= 90° "^

IEo==/^ Êo== iSo0-!- G == A-±-A:

on en dédui t
. A-+-Ap sin ———

Acos -
2

. As in—
:^.^—^.

ces—

Pour
/^T^ /i=i,66, == 26° ^ 3o%A

ou trouve
0=0^92.

Pour mesurer cette valeur du transport du prisme sur lîi plate-forme,
j'ai fixé à celle-ci un disque gradué en mill imètres suivant trois direc-
tions à 60°, comme le montre la fig. ï5.

Dans cette figure, ABC représente le prisme supposé centré ou plu-
tôt le support concentrique du prisme. De S"'11" en .9mrl les traits sont
prolongés suivant toute la longueur de ce support, pour servir de di-
rectrices. On évalue al 'œil le dixième de mil l imètre . Ce d ispos i t i f m'a
donné d'excellents résultats.

80. Dans l'observation du rayon extraordinaire à travers les angles B
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et G, j 'ai dit (n0 63) que je fixe la position du prisme par la distance
de l ' image réfléchie et de l'image réfractée de la fente du collimateur;
les positions de ces images sont affectées des erreurs étudiées (n08 66
et 67). Ces erreurs étant de signes contraires se détrairaient en partie;
mais on les annu le , la première en faisant porter le dépointement
moi t ié sur la lunette, moitié sur le collimateur, la seconde en dépla-
çant le prisme comme je viens de l 'indiquer.

81. Voici quelques observations destinées à vérifier les formules
précédentes et à montrer l'importance des erreurs quelles représen-
tent.

Tirciges de la lunette pointée sur l'Image de la fente du collimateur.; 0 = aa".

IÏ1U1
Directement... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -26,86
Par réflexion sur la face a............ ï 8,8%

Dépointem.ent : of........... — y, 04

On en conclut que la face a est concave. Le rayon de courbure se
calcule par la formule de M- Cornu (1 )

( f=V^,-) ya
?•=—L—., avec \ (=60°,
' o /cosz (</ [ oy:=:_8mn^o/i.

On obtient
p^—gô^o.

La face est relat ivement très bonne, sa courbure faible; les autres faces
sont aussi concaves et ont des courbures peu différentes de la pre-
mière. Il m'a fallu, pour arriver à ce résultat, rendre plusieurs fois le
prisme au constructeur en l u i indiquant les modifications à apporter à
chaque face..

J'ai fait ensuite varier le tirage de la lunette. Pointant , pour chaque
tirage, l'image réfléchie à droite sur la face a et lisant un seul micro-
scope, j'ai obtenu les résultats suivants :

( 1 ) Spectre normal du Soleil, IIe Partie, p, 63.
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Microscopo -—-^«^--••'.L----—^ Diiïerence
Tirages, o/". droit, obs. celle. 0. — (L

nini » , ,,
^Q . . . . . . . . )ï 30G.3'2.5ï » y ):>
^4 ........ — ^ 3-2.30 -4-îl t 4-17 -h 4
-2'A . . . . . . . . — 4 3-À. 18 33 35 — 2
20 . . . . . . . . — 6 .3ï.54 57 5% '-4- 5
18 . . . . . . . . — 8 '^i./iS 63 7° — 7
1 6 . . . . . . . . —10 3t.'^4 87 , 87 o
14 . . . . . . . . —i '2 3oo 31.15 96 qO o

Dans ce Tableau, toutes les différences sont rapportées à la première
observation ; la colonne û/donne les dépointemeri ts ; oC obs. représente

_ c e qu ' i l f a u t ajouter à chaque observation pour reprodui re la première;
oC cale. est la correction calculée par la formule

„/;:,. p Sf A
ôC^-^œs^ 0),

où l'on fait
^:=o^9^ f^^f, ^ •=3o°

La vérification est, on le voit, très bonne et indique que l'axe du
tirage de la lunet te coïncide très exactement avec son axe optique. Le
Tableau montre que, pour le tirage qui correspond à la mise au point
exact (environ iS^), l'erreur commise sur C par le fait du dépointe-
ment est environ î'. Pour n = 1,66, cette erreur en t r a îne sur n l'er-
reur énorme o,ooo^5. Avec une courbure d o u b l e d.e la face, ce qui
n'est pas exagéré dans le cas du spatb, il, en résulterait u n e erreur é^ale
ào,ooo5. Si l'on observe avec deux prismes de courbures inverses,
l'écart des deux observations sera doublé. Les erreurs sur la mesure
de A sont de même ordre. On voit combien la précision des pointés efc
des lectures du cercle peut devenir i l lusoire . On ne doit donc pas
s'étonner des grands écarts que présentent les déterminat ions des dif-
férents physiciens pour le corps qui nous occupe, et il convient de
les at tr ibuer, bien plutôt aux causes signalées qu'à la variété des

( ï ) Le changement de signe do ceLte correction vicnL de ce que l'image est réfléchie à
droHe et non à gauche comme dans la formule ( ï ) (n0 66),
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échant i l lons employés pour la •matière transparente du prisme. C'est
la d 'a i l leurs .un po in t qui a été très bien mis en lumière par M.. Cornu
dans son Mémoire souvent cité sur le spectre normal du Soleil.

•1 , COÎUIECTÎONS DE TEMPÉRATURE.

82. D'après M. Fizeau (1 ), 0 é tan t la température exprimée en degrés,
/ ï o et /^, les d e u x indices principaux du spath, on a, pour la raie I),

cin^ -„..
—— =r: 0 ,000000 ;-)b;),

€Î/i.e.̂ - : 0,0000108.

Danà mes expériences, l'écart de température n'a jamais dépassé
ïo 0 ; j 'ai donc pu négliger la variat ion de n,,. Celle de /^ est notable:
je ramènerai toutes les observations à la température de 22°, qui est
celle du plus grand nombre de mes expériences.

L' influence de la température est surtout très grande sur la varia-
tion des angles réfringents. M. Fizeau (2) donne en efïet pour coeffi-
cients de di la ta t ion du spath,

Dans la (Hreclkm de l'axe optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a =: -+- 0,000026796
Dans la direclion perpendiculaire a Fax-e opîique .. . . . . a^— 0,000005327

On en dédu i t fac i lement

./À ./B ^
-^=-o'vo^ 1w^-£=+o'vo^•

Ces valeurs coïncident avec celles que j 'ai obtenues par l'observation
directe des angles , comme on verra plus loin (n° <S3).

Pour $0 ==+ 10°, on aurai t 0^" ==-- o^B1- Sur l ' indico 1,66, ce t te

variat ion o~ entra îne la correction considérable
2

Qn "=.'+• o, ooo24.5.

( 1 } Annales de Chimie et de Physique, y série, t. LXVI, p. 46°-
(2) Ibid., p. 467, 468 et 471 .
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§ III. — Résultats des mesures dans le spectre visible.

83. Angles du, prisme. — Voici le Tableau des valeurs brutes ob-
tenues pour la mesure de chaque angle, avec F indi.ca.ti on de la tempé-
rature 9 et du tirage ': de la lune t t e :

N"8. 0. a A. aB. aC. Dates.

1 . . . . . . . . '20.5 .i 9.o. 15,6'î 119 .3%, 7^ l ao • I lf) 7 r ) r) /! tào^ ^ ï ̂ ^ y,3
9.12 . . . . . . . . '27 14,60 33, '") 7 16,7 5 14 »

3 . . . . . . . . 1^7 ^.r55 33,^3 16,65 »
i . . . . . . . . a7 î^(^ 3 3 î 4 • J > 16,85 « )»
5 . . . . . . . . a'A i 5 ,7^ 33,3a i^O^ rt:) )>

( î . . . . . . . . 'jf/jf. r / ) , 80 3 3, ï 3 ï 6, Q'2 » i>
7 . . . . . . . . 20 i 6, o5 3'2,87 T 5 ,8 '") 7. \ f>

* < S . . . . . . . . aa î 3, f)0 3o 5 9 8 ï 3,8'2 ^3 )>
* î ) . . . . . . . . T^ i6,o5 3o,a2 i3 ,3^ 7déc . i888

* 10 . . . . . . . . i^ ï 20 .15 ,4 ̂  119.30,3'À i a o . i a , 7 r» )» »'

"^Les observations (S, 9, 10 oiarquées d'un astérisque sont les seules
où le dépoin tement ait été réparti sur la lunet te et le collimateur.

.[/observation 8, unie à y^\ comparée à la moyenne des observa-
t ions 9 et 10, faites à 1,2°, donne pour les coefficients de di la ta t ion des
angles les valeurs précédennnent dédui tes des données de M* Fizeau
(n0 82). Ces observations, corrigées des erreurs de dépointernent de
la lunette (n° 75) et ramenées à 32° (n0 82), deviennent

N0". 2 iA. aB. •<C.

1 . . . . . . . . . . . . . . . ï 20 . I 4 ) 0 t ï ï 9 . 3 t , 6<» l '20 . I f\ , 37

t a . . . . . . . . . . . . . . . ï 3 , 9 % " 3i , 45 i4,63
3 . . . . . . . . . . . . . . . T;i,o' i 3 i , % 7 t4^9
4 . . . . . . . . . . . . . . . , i3,98 3l ,'29 1 i4,7'2.
5 . . . . . . . . . . . . . . . î4 ,o6 3i,6'ï 14,28
6 . . . . . . . . * . . . . . . i 4 , t 5 3i ,48 14,37
,7.. . . . . . . . . . . . . . 14,08 3ï ,4.7 '4 ,4 '"»
8 . . . . . . . . . . . . . . . 1 ï 4 , T 3 1 1 1 3 i ,5 i ï 4 ,35
9 . . . . . . . . . . . . . . . ï 6 , i 9 3o,30 i 3 , 4 o

Î O . . . . . . . . . . . . . . . ï 5 , 9 f > 3o,8o i3^3

Moyennes.. . . . , i %o. 14 , ï -a5 1.19.31,5%8 . 120. ï 4,34'^
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Fai exclu des moyennes les quatre premières déterminations : ce
sont les premières que j'aie faites, elles sont un peu défectueuses; la
température, particulièrement, n'a pas été observée à chaque pointé,
mais seulement au commencement et à la fin de la séance, ce qui est
très insuffisant. On remarquera la concordance des moyennes avec les
nombres de la série 8, à laquelle j'ai porté un soin tout particulier. A
litre de vérification, j 'ai mesuré en même temps, dans cette série,
les déviations du rayon ordinaire à travers les trois angles, pour la
flamme du sodium. J'ai obtenu, avec les valeurs trouvées pour les
angles,

A travers A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ï,658398
» B...................... 398
» c...................... 390

Moyenne. . . . . ï,6583g5

La concordance de ces trois nombres est un contrôle précieux de la
mesure des angles réfringents. Le même accord se soutient d 'une
façon très suffisante dans toutes les mesures des indices ordinaires,
comme on va voir. D'après cela, nous avons adopté, pour les moitiés
des angles réfringents, les formules définitives qui ont servi aa calcul
des indices

^==30° S^-o^S^--^),
2

B = ̂ o0^,88 4-o^024(0--22),

c ==3o° 3 / ,584"o^o24(0—22) .à

MESURES D'INDICES.

84. Toutes les mesures sont réunies dans les cinq Tableaux suivants,
donnant le numéro de l'observation, la date, le tirage T de la lunette,
la température 0, l'indication de l'angle réfringent ̂  le double de la
déviation ^A, la raie spectrale observée, enfin la valeur conclue pour
l'indice n.

Ânn. de l'Èc. Normale. 3e Série. Tome VIÏ. b'
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I.

Date. e'v> • 2 A . Raie.

6 août 1888

2i août 1888

i3 nov .1888

mm
26,85
34
.26,85
3 r , 3
-26,85
39 •
26,85
38
9.6,85
35
26,85
35'

37
37
37
37
37
37
37
27

• m.
30,24
33,2ï
31,9-3
3o,24
33,2i
3 î , 23
3o,24
33/21
3i, '23
3o,24
33/21
31,-23

-20,9
'2 t , 0

-20,4
20,2

20,2

20, 0

21,2
2 î , 3
22,6
22,6

23,7
23,7

II.

20,1

20 , I

•20,1

2'2,0

22,0

22,0

22, 2

22,2

i5.5
i6,5
ï7 ,7
î 5 , ï
i6,5
i^,^
ï 6 ,2

17,2
T7,0 .

i - 17,5
î7 ,o
i7,5

À
A
A
A
B
B
B
B
C
(î
G
C

A
B
C
A
B
G
A,
A,

A
B
C
A
B
G
A
B
C
A
B
G,

104.26,60
a8,33

72.15,15
i 6 , ï 8

io3. i8 ,58
22,23

, 93.44,88
48,3o

104.26, i G
29,08

94.46,4e
49,3^

ïo 4 .'29,35
io3.2r .97
io4.29, î,5
i o4.29, i o
io3.-22,35
io( .'29,'2 8
I 04 . 20 , I 2

104.26, r o

îo4 .28 ,43
io3. i8,97
io4.%5,7'2
104.28,37
io3.18,62
jo4.25,5o
72.15,97
93.4^o5
94-45 ,90
72.15,85
93.44,3^
94.45,^8

Doi)o
D.
D,.
Do
Do
D,
I)<.
Do
Do
D.
D,

Do
Do
Do
Do
D<,
Do
Do
Do

Do
Do
Do
Do
Do
Do
D.
D.
D<,
De
D,
De

i ,6584o
i,65838
ï.48646
1,48645
i,65833
ï,65835
i,60969
1,60973
i,65837
r,65842
I ,6I002

ï ,60999

i,65837
39
4 i
398
393
390
4o

i,6584o

ï ,6584 i
42
39
4o

! 39
38

î,486470
ï,60977^
î,6ioo56
1,486477
ï,6097^
i,6ioo3o
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IV.

uméro.

1
2
3
4
r>
6
7. „ , ,
8
9

10. „ . .
11
12.....
13
14
1S, .
16
17, „
18

1 , . . .
2
3 . . . . .
4 , „ . ,
.̂

6 ,
7
8 „ .
9

10 . ,.
I I . . . . . .
1Î

Date.

8 août 1888
))
))
»
»
»

ï ï u
»
u
) )
))
»

i3 ')>
)>
)>
)»
))
»

24 août 1888
)>
^
»
»
»
»
)>
»
»

25 >»

24 .

T.

mm
39
39
39
39
39
39
35
35
35
35
35
35
34,
3i
34
3i
34
3i

"3%
3-2

32
32
32
3-2

34
34
33
32

35
33

e.

2i°,9
21,9
•20,5

-20,9

21,5

21,4
26,1

25,5
20, I

25,5
26,1

25,5
25,1

25,3
25,0

25,5
25,0

25,5

V.

20 ,5

21,4

2 t , 7
20,5

21,5

22,1

22,4

22,7

21,7
22,5

22,0

22,0

A).

B
B
B
B
B
B
C
C
C
C
C
C
A.
A
A
A
A
A

A
B
C
A
B
G
A
B
G
A,
B
G

2 A.

102!16,48
92.56,75

io5.i8.58
95.19,40

io6.56.8o
96.35,70

io3.22.4o
93.56,75

106.26,92
96.22 , i5

io8. 7,78
97.4o,o5

io3.i9,83
71.50,96

xo6.25.45
73. r ,63

10.8. 5,38
73.3c),3o

102.43,97
ioi.38,55
102.4,3,82

71.36,72
92.26,85
93.26,40

io9.38,%8
108.26,68
109.38,68
7 4 . i 3 , i 2
97.44,65
98.49,95

Eaic.

Bo
B,,
Fo
Fc
G',,
G.
Bo
B.
Fo
Fe
G'o
G'e
Bo
B,
Fo
F..
G'o
G'e

Ao
Ao
Ao
A,
A,
A.
II.
Ho
Ho
H<
H<
H,.

7t.

î,65292

i ,6o52i4
1,66787
1,617640
1,67579
i .,624206
i,65296
i,6o5547
1,66783
i ,6 ï 8000
i,67583
1,624595
1,65292
t ,484ioo
1,66788
i,49°947
i,67582
i^^^

i,65oo54
i,65oo6i
i,65oo57
1,482737
1,602887
i ,6o3ï53
i,6832o5
1,683228
1,683209
1,497880
i,63o369
i,630700

Les séries I, II, 11,1 ont été faites avec la lumière du sodium; les
séries l'V et V, avec le Soleil. Dans les séries III et V et dans les cinq
dernières mesures de la série II, on a fait usage du disque gradué. Ces
mesures n'ont donc pas à subir la correction de dépointement (n° 76).
La série I, faite dans le but de vérifier la formule de cette correction,
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offre pour chaque observation deux pointés. Tandis que le second est
fait en mettant l'image bien au point , on a pour le premier laissé le
réticule au foyer pr incipal de la lunet te ; la première de ces deux me-
sures n'a donc pas non plus à subir la correction de dépointement.
Pour toutes les autres mesures, il a fallu porter à la demi-déviation la
correction

,A p§f . A + Ao - = — J—^ sni ———.,
2 -2/2 2

avec
P = oS9^ /^ 44e. ô/'= T - ̂ ,685.

§ IV. — Observations dans le spectre calorifique.

85. L'étude du spectre infra-rouge dans le spath a été faite au labo-
ratoire d'enseignement de M. Bouty, qui m'a offert la plus bienvei l -
lante hospitalité. Je dois aussi mes remerciements à M. Mouton , q u i
m'a autorisé à employer les appareils dont il s'est lu i -même servi dans
ses recherches sur la dispersion du f l in t et du quartz . Je renverrai à ses
travaux (^ ) pour l'étude détai l lée de sa méthode. Le principe consiste
à prendre comme points de repère les franges du spectre cannelé de
MM.Fixeau etFoucault, obtenu par l ' in te rpos i t ion d'une lame de quartz
entre deux polariseurs. Les lames que j 'ai employées sont celles don t
s'est servi M. Mouton. En voici la dés igna t ion :

Numéro, e. Ondos.

1.. . . . . . . . . . . . . . . . . r^ ' 9.
2.................. i8i 3
3.................. ,̂(7 4
^.. * . . . . . . . . . . . . . . 3o3,6 5
^..". . . . . . . . . . . . . . . . 6ï.G io

Les trois colonnes de ce Tableau donnent respectivement un numéro
d'ordre, l'épaisseur e en microns; enfin la colonne Ondes i nd ique en

(r) Ânncdea àe Chimie et de Physique, y série, t- XVIII, et Compte.v rendue
t. LXXXVïït; 1879.
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nombres ronds les valeurs de /-——-<? pour la lumière blanche

== 0,016.

Ces lames ont été employées, tantôt isolément, tantôt superposées de
façon à obtenir de plus grandes épaisseurs.

J'ajouterai seulement à ces renseignements les modifications aux-
quelles j'ai été conduit, une description sommaire du dispositif expé-
r imenta l , enfin les résultats.

86. Une modification essentielle résulte de la nécessité où j 'étais de
remplacer les deux prismes à 3o° de M. Mouton par un prisme unique
à 60°. Cette nécessité est double : tout d'abord, pour avoir de l'inten-
sité, il faut (le gros prismes; je devais donc, à cause du prix élevé du
spath, utiliser les prismes existants à 60°. De plus, je me proposais d t*
prolonger Pétude du rayon extraordinaire à 3o° de l'axe. Avec deux
prismes, l 'orientation cristallographique du rayon lumineux eût été
mal définie, ne pouvant être rigoureusement la même dans les deux
prismes. On sait quel'avantage de ceux-ci est de maintenir toujours le
rayon lumineux dans la position symétrique qui correspond au mi-
nimum de déviation d'un rayon d'indice constant. J'obtiens ce résultat
par la même méthode qui m'a servi dans le spectre visible, en utili-
sant l'image réfléchie sur la face du prisme qui est opposée à l 'angle
réfringent.

L'appareil de polarisation destiné à produire le spectre cannelé a
reçu lu i aussi une importante simplification : il se compose, cornnru1

on sait, d'une lame de quartz comprise entre un polariseur et un ana-
lyseur. J'ai remarqué que le prisme, étant biréfringent, peut lui-même
remplacer l'analyseur. J'ai donc supprimé cette pièce encombrante qui
a l 'inconvénient de faire perdre une partie de l 'intensité calorifique.

87. La disposition expérimentale est suffisamment expliquée par la
fi(r. 16 et la légende suivante, dont l'ordre suit la marche des rayons
lumineux.
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1. Appareil d'v éclairage de Ici fente,
L, lanterne.
B, lampe Bourbouze.
/, lentille collectrice donnant une image de B en F.

2. Appareil de polarisation.

R, rhomboèdre de spath servant de polariseur.
Q, lame de quartz parallèle à l'axe.

L'analyseur est le prismo P lui-même.

3. Goniomètre.

Construit par M. Lufcz pour M. Mouton, qui d'ailleurs n'a pas eu l'occasion de s'en servir,
i l contient les pièces suivantes :
F, fente „ n. .,/ , . .. formant collimateur.0, objectif
P, prisme placé sur la plate-forme centrale.
(T, objectif ( „
F\ fente 5 formant runeue"
/', //, règles portant le collimateur et la lunelle.
C, cercle gradué mesurant les rotations de r ' .

Les graduations du cercle représentent les rc/ ; deux verniers sont entraînés par lu

Ki{î. 16.

rotation de r'; ils sont au vingtième, de sorte que leur lecture donne la demi-minute. La
graduation étant très bonne, j'ai eu avantage à lire un seul vernier. Les objectifs, achro-
matisés pour la lumière blanche, sont en erown et flint. Leur distance focale est o"1,^).

4. Appareil thermo-électrique.

p . pile fixée derrière la fente F'.
/-S boîte surmontant la pile et munie d'une glace sans tain sur la face antérieure.
0, galvanomètre fermant le circuit de la pile.
/n, miroir concave fixé au fil de suspension de l'aiguille.
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S. Lecture des déviations du galvanomètre.
I, bec de gax.
M, miroir fixe.
/, fenêtre munie d'un fil vertical.
m, miroir concave tournant avec l'aiguille du galvanomètre.
E, échelle transparente divisée en millimètres.

La lumière de 1 se réfléchit sur M, éclaire la fente / en la traversant, se réfléchit sur le
miroir m qui donne une image de / sur l'échelle E. Cette image, observée par transpa-
rence, mesure par son déplacement la rotation du miroir m et, par suite, la déviation de
l'aiguille du galvanomètre.

PHISMES.

88. Les observations effectuées sont de deux sortes. Les premières
ont pour but de déterminer de bonnes formules de dispersion pour les
indices principaux du spath d 'Islande. Elles ont été faites avec un
prisme de M. Lutz, qui appartient au laboratoire. Très limpide, il offre
une belle d imens ion et une taille très parfaite. Ses arêtes sont paral-
lèles à l'axe, ce qui assure la constance des angles réfringents. Ceux-ci,
mesurés à l'Ecole Polytechnique, au grand goniomètre de Brunner, on t
donné

^=30° c/,o5,

^= 29059^85,

c =3o° o^.io.

J'ai u t i l i sé seulement l 'angle A.
La deuxième partie des observations avait pour but de prolonger les

études fai tes à l'Ecole Polytechnique, avec le prisme de M. Pell in, sur
le rayon extraordinaire à 3o° de l'axe et sur la constance du rayon ordi-
naire. Ce prisme, de dimensions plus petites et dont les angles var ient
avec la température, rend les observations plus difficiles. J'ai observé
seulement à travers Fangle B, à cause de la facilité que présente cet.
angle pour mettre le prisme dans la position symétrique par rapport à
la marche des rayons lumineux en faisant coïncider l'image réfractée
de la fente F avec son image réfléchie par la face opposée à l'angle
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réfringent On a en effet obtenu, pour l 'observation dans cet angle,
la formule (n08 63 et 83)

réflex. — réfract. ==(]-- A= o'.oS (à 23°).

Cette valeur, négligeable dans le cas actuel des observations à la pile
thermo-électrique, doit être encore diminuée, parce que ces observa-
tions ont été faites à une température inférieure à 22°, environ ï5°.

RÉSULTATS DES MESURES D'INDICES DANS LE SPECTRE CALORIFIQUE.

89. Ces résultats sont résumés dans les Tableaux suivants, dont les
diverses colonnes offrent un numéro d'ordre, la date, les renseigne-
ments relatifs aux lames de quartz employées, la longueur d'onde X et
l ' ind ice obtenu n.

Avec le prisme de M. Lutz :
/\
— -=: .îc^o'o.

VI. ./•Ïayo il extrao raina if 'e.

Dates. N'»
Lames.

Ondes.
*-1

<•)
3
4 .

^>
(î

.. 3 et 4 aoû

.. 4 et 6 déc
3o juillet

î et a aoû
9 juillet

'î février

t ï888
. ï888
ï888

t r888
ï888
1889

4
4
3
4
î
î

5
5
4
5
•:>,
^

3o3,6
3o3,6
247
3o3,0
i^5
ï^S

î
ï , 08 1

l ,o8 ]
1,45 î
^77 "
a, ï 5 •î
a , 15 ]

î ,48019
r,479^
1,47789
[,4766i
[,474^
r,47534

N""

VII. — lïciyon ordinaire.

Lames.
Dates. N"*'. Ondes, e.

1
fc)
3. . ..
Ç

' f '1».. • .
(y,1 1

7,.; . ,

.. ao juillet ï888
ï5 février 1889

.. a5 juillet ï888

.. i j févrior 1889

.. a3 juillet 1888
101* ty^nT»û T ftfi/'i• • luciib 1009

, 3o min 188^

4
5
3
5
4

5 et •*
R

5
10

4
10

5
1.3
•» f\

(A
3o3,6 î
6 ïG ]
247 '
616 î
3o3,6 * ]
797 3
tî.,f\ .

\î.
î , o8
r , 19.
r , 4 5 .
^4
^77
r ,c )8

» /

i,64'24
s,64o3
ï ,636<
ï,G35o
ï,63o8
1,6-279
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Ave-c le prisme de M. Pellin :

'— == 29°5î?/,7; 0 -=Li i50 (valeur moyenne).

YÏIÏ. — fîavo/t à 3o° de l'axe optique du cristal.

Lames.

N1". Dates. N08. Ondes, e. À. n^.
p. [A

1 . . . . ï '2 avril 1889 5 îo 616 î , 5 4 i,635o (ra von ordinaire)
3... . 5 » 5 îo 6t6 ^ , 5 4 1,5907 (rayon extraordinaire )
3. . . . 6 » 5 et a i3 797 1,98 1,5853 (rayon extraordinaire)

Les observations 1 et 5 du Tableau Vf, 5 et 7 du Tableau VII, mar-
quées d'un astérisque, sont défectueuses pour la raison que voici :
l'écran qui doi t intercepter la marche de la lumière et qui doit être
levé à l ' i n s t a n t où, l'on veut mesurer l ' in tens i té du rayon réfracté avai t
été placé contre la glace même de la boî te b (fig. 16). Dans ces con-
ditions, quand on lève l 'écran, la chaleur rayonnée vers la pile et qui
détermine le mouvement de l 'a igui l le du galvanomètre provient non
seu lement du rayon réfracté, mais aussi, de toute la salle, en particu-
l ier de l 'observateur et de la lanterne. M'étant aperçu de cette cause
d'erreur q u i i n f l u e beaucoup plus sur les régions extrêmes du spectre,
je l'ai évitée en plaçant l'écran devant la fente F du col l imateur . Pour
la raison que je v iens de dire, les observations 1 et 5 du Tableau VI
sont remplacées par les valeurs 2 et 6. Si, je n'ai. pas repris les obser-
vations 5 et 7 du Tableau Vi f , c'est parce que les bandes pointées
étaient trop larges pour donner une bonne déterminat ion; j'ai préféré
leur substituer les observations 2, 4, 6 qui portent sur des bandes plus
resserrées. J 'abandonnerai donc pour les calculs les résultats 5 et 7,
ne les retenant que pour les tracés graphiques.

90. Je dois ajouter que ces déterminations par la pile sont très lon-
gues; elles sont, de plus, très énervantes dans les condi t ions où j'étais
placé par la nécessité. La lampe Bourbouze se trouvant, en effet, dans
la même salle que le goniomètre gêne l'observateur par son bruit étour-
dissant et trouble les indicat ions de la pi le par la chaleur qu'elle dé-

Ânn. de VÈc. Normale. 3e Série. Tome VU. S. l4
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gage. .11 faut attendre un certain état d 'équilibre pour que la lecture de
la déviation ne soit pas entachée de l'erreur qu i provient (Fune marche
régulière de l'aiguille. Au bout d'un certain temps les indications de-
viennent de nouveau défectueuses, l 'aiguille prenant , en général, une
marche inverse de celle de la première période. D'ailleurs, la fatigue
de l'observateur devient une nouvelle cause d'erreur. Enfin, dans le
temps intermédiaire le plus propice à l 'observation, i l est bon d'ap-
porter une certaine vitesse moyenne aux observations pour que l'état
d'équilibre atteint ne soit pas changé par des irradiations inégales sur
la pile. On ne s'étonnera pas que, très ignorant au début de toutes ces
difficultés, j 'aie modifié plusieurs fois ma manière d'opérer dans le
cours de ces longues observations. Il sérail fastidieux d'entrer dans ces
détails; cela serait aussi peu utile, le mieux étant d'éviter la princi-
pale diff î î ïu l fcé en plaçant, comme M. Mouton, la lampe clans une au t re
salle.

§ V. — Nouvelles réductions; indices conclus.

œinw/noNS DE TïîMPÉKATinui:.

91. Ces corrections, i nu t i l e s pour le rayon ordinai re , sont impor-
tantes pour le rayon extraordinaire . Je ramènerai, tous les indices à la
température 0 = 22°, en faisant usage du coefficient de M. Fizeau

( i ) — == o, oooo i o<S

relatif à l'indice min imum. Ce coefficient n'est, i l est vra i , dé te rminé
que pour la raie D; mais il, est peu variable dans rétendue du spectre
visible; de plus, les écarts de température sont très faibles; i l n'y aura
donc pas d'erreur sensible à employer le même coef f ic ien t pour toutes
les radiations.

Pour l ' indice du rayon extraordinaire à 3o0 de l'axe, on a

—^ = — cos^o0 "h -1 sin^o0 ;
n1 nf, ni

d'où, en différentiant par rapport à n^ et d iv i s an t par rfû,
! 1 1 1 1 ! : ' dn , ! /i3 . „,,, „ cin'e 1 1 1

, •* ,. = —-sin^So 0 —/.- • , ,1 1 . 1 dQ ri* 1 dv ,
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Je remplace ^sin^So0 par sa valeur 0,82 relative à la raie D et —
par la valeur (i) ; j 'obtiens

dn .....o.-==: o,ooooo35.de

J 'applique ces coefficients aux valeurs de n dans le spectre visible,
le premier pour les observations à travers l'angle A, le second pour les
observations à travers les angles B et G. J'obtiens le Tableau suivant
qui s 'explique de lui-même :

IX,. A travers Fan^le A.

.aie.

A . . . . . .
B . . .. ..
D . . . . .
D. . . . . .
F . . . . . .
G' . , . . ,
H

</0.
0

1 ., K

'ï 1.— J ̂
. -h 5,8

f. ^. . -+- ..(,..)
— 3,5

q; {•{-— 0 , 0

— o, 5

du.

-T-O , oooo ï 6
36

•+• 63
•+- 4 9 '

38
38

—o,ooooo5

n observé.

ï , 48^37
'( ,484.1'oo
1,486470
1,486477
t,49°947
i,494576
i,49788o

ii conclu
pour 6 == 22e1

i,4^753

î ,484064
i,486533
ï ,4865-26
ï,4909°9
1,494538
1,497875

X. A travers l'angle B.

B..
1)..
D..
F..
G' .
H. ,

-4--o, oooooa ]
0 i

-+- 17 1
-h 1.7 :
+ 4 i
-h 'A

0,000000 ;

[,60*2887 1
[,600114 I

[,6o9778 I

r,609763 !

[ ,6 î764o 1

l^S^^O^

i,63o369 i

[,6oa889
,6o5ai4
,6o9795

i,609780
[,61.7644
i,6%420^
[,63o369

XI. /;( travers l'angle C.

A . . . . . . .
B . . . . . . .
D . . . . . . .
D . . . . . . .
F . . . . ...
G' . . . . .
H . . . . . . .

. ~~ 0,1. '
q K— 0, ,->

. 4-5,o
. -h 4 ,5
. - 3,5

— 3,5
0,0

0,000000 i

1'2. ï

-h 17 ]

•+ ï6 ' i
12 1

ï'2 ]

0,000000

t,6o3i53
:, 6o554,7
[,6loo56
i ,6ioo3o
[,618000
[,624595
1,630700

î,6o3i53
i,6o5535
1,610073
i,6ioo46
1,617988
i,6a4533
i,630700



S. ;io8 E. C.UIVALLO.

CORRECTIONS I^AZIMUT DU RAYON E X T R A O H D Ï N A Ï R I i A 3o0 DE i/AXE.

92. Ces observations demandent une autre correction pour ramener
l ' indice a la va leur qu' i l , aurai t à 3o° de l'axe exactement. Le rayon
réfracté, en effet , est dirigé, non pas dans cette direct ion précise, mais
suivant la pe rpend icu la i r e à la bissectrice de l'angle réf r ingent . Je dé-
termine donc d'abord l 'orientation cristalIosTapIlique des faces du
prisme, ce que je fais à l ' a ide de la facet te na tu re l l e laissée comme té-
moin, le long de l'arête verticale de l 'angle G.

Soient

ABC la section droite du prisme Çfig. 1 7 ) ^

x.""^
mn la facette na tu re l l e ;
ADX l'axe cristallographique;
i)a la normale à la face BC;
Dp la normale a la face mn.

]e compte les angles sur une circonférence de centre 1). J 'obt iens

Moyenne de trois observations, 9 et ï i mai 1889 (0 =-. 17" environ )... pa == 4 \ \ 9.7.4o
D'après M'. Cornu ' { î ) ( 0 ! = ï ̂ \ 2 ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . //X = 4.;(. 37. ï o

aX == "+- 9.3o

( t ) Réfraction à- trwer^ impr'ivmo siuwnt une loi quelca/iqnc (Ànfi. de l'École Normcde,
^'série,^.1?!!, p. ^S). 1 , , , 1 1 . ' 1
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Dès lors, soient D(3 et Dy les normales aux bissectrices des angles
B et C; on a

^a ==

aX=

px=:

- 7 , ï

-9P

= 3o a^ = = — = = = 3o 4- 3 ,6

-aX-=

XY ==

9,5

3o—5,9- 2 , 4

Tels sont les azimuts des rayons réfractés. La petitesse de l'angle aX.
dispense de tenir compte de sa di latat ion. II n'en est pas de même de
ces derniers angles ^X et X^ dont la dilatation est sensible dans mes
observations de la raie D.

Les azimuts co des rayons réfractés dans les angles B et C devront"
donc être corrigés respectivement de

^B

.^^ ^
+^9-^^.

La correction correspondante sur l'indice se calcule par la formule

( i )

d'où l'on dédui t

(^)

= _^ COS2 &) -+- -, SÎÏ12 0) ;,-> 2 n 2 » 2 7

ï

/i2

dn i . ..
— == — sina&ù.^"
ac») 2

ï
n2

Dans cette formule, je remplace 2œ par 60°; puis n, n^, n^ par les va-
leurs trouvées pour chaque radiation. J'obtiens les résultats consignés
dans le Tableau suivant :

Raie.

1^98
i ^8 , 04 . . .

A .. , ,
B, , , . . .
D... ...
D . . . . . .
F
G' . ,
H , , . . . ,

<'/(*).

r» /, ... — 2,4
... -M

<> /... — 2,4.
... -2,4

» îî... — 2,3

^. o '•ï-& ? J

,̂ « /... — 2,4

1 /î-— %, 4,
... - a,4

XII. -

^/2

<3?C«)

— 40,9
— 4%î<>
««̂  < ̂  /î— 43,4

/1\ /,
•i v 5 ••t

— 46,9
— 46,9
~ 48,i
- 49.4
— 5o,7

/4 travers B.

<^ , % conclu
•— dbî. n observe. , „ , , ,,diù a 30^ de î axe.

. .4- lô. r,5853^. î ,5854^ .
1 "+- 10. ;

-+- .109 ;
•^ î 1 1 ]

-4- 107 ' ' ,
•-+- i07 ï ,600780 s

;-+- x ï 5 1 ï
-i- i ï9 ï
-4- ï a ï )

r,59067. ;
[,60^889 s
r ,6o5'2ï4 ]

i,6oo7q5 i

:,617^4 ï
,6^4208 ï

ï ,63o369 i

i,59077•
i,60299^
i ,6o53'A')
[, 60990-2
1,609887
[,617759
:,6%43'27
i,63o49<>
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XIIL •— A travers C.

,. . , du dn . , n concluRaie. «o). —-• — au), n. observe. , „ - ,,"to âio) (i 3o" de laxe.
À . . . . . . . . . + 5 , 9 — 4 5 , 4 — 2 6 8 ,6o3i53 ,6oa885
B . . . . . . . . . + 5 , 9 — 4 6 , 4 — ^74 , 6o5535 , 6o5261
D . . . . . . . . . + 6 , 0 — 46,9 — a8t ,610073 ,60979-2
D . . . . . . . . . + 6 , 0 — 46,9 — ^8i ,610046 ,609765
F . . . . . . . . . + 5 , 9 — 4 8 , 1 — - 2 8 4 ,617988 ,617704
G ' . . . . . . . . + 5,9 — 49» 4 — ̂  ,6^4583 ,6a4291

H . . . . . . . . . + 5,9 — ^0,7 — ^99 ,630700 ,63o4ûi

93. Les valeurs de n déduites des observations faites dans l'angle C
diffèrent notablement de celles qu'on ob t ien t par l'angle B. Ces der-
nières concordent d'ailleurs beaucoup mieux avec la formule (i)
(n° 92), qui représente la loi de Fresnel. J'ai cherché la cause de cet
écart dans mes cahiers d'observation, et j'ai trouvé l'erreur systéma-
tique que voici :

Dans l'observation à travers l'angle G, au l ieu d 'emploverla formule
réfl. — ré frac. = A — B,

j 'ai pris pour cette quantité —;:—• La lecture du rayon réfléchi aura i t

donc dû être augmentée (1) de -——; pour cela, il aurait fallu faire
^ .a

tourner le prisme de '——-' Par là, l'angle d'incidence i, dans la posi-
tion ABC correspondante au rayon réfracté à gauche, serait augmenté
de :

Aĵ JR
' ~~ 4 ?

et il en résulterait, pour l'angle de réfraction r, l'accroissement qu'on
déduit de la formule

sm<"r= n sinr,
savoir

y 1 COS/ ,/y y» —— /"//(,(. 1 .....1—1- "'— ~—— (̂  ̂  ̂
^'cos/''

(1) Dans ce raisonnement, jô néglige la variation de la lecture du rayon réfracté qui ré-
sulte de la rotation du prisme; cette variation est en effet petite relativement à celle du
rayon réfléchi.
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Faisant dans cette formule

. G-4-A
sm 2 G . C-+-A ,. A — B

y F = — î t =. —————— 3 dl = ——————— 5
2 2 4. Gs ni -2

il vient
C , G + A A-—B

dr •=- tang — cot ——— x —-,—•0 2 2 4

Le rayon réfracté subirait ainsi, dans l'intérieur du cristal, la rota-
tion

dw^==— di\

L'indice de réfraction doit donc subir la nouvelle correction

dn
d /?,,=: —- dw,.

dw

En voici le calcul avec

A — B _ „ ^ G _^
„.—^—— ——_^- 3 ,03, — —— OU .

4, 3

XIV.

laie.

A . ... .
B . . . . ,
1 ) . . . . .
D ... . .
F
G ' . . . . ,
H. . . . .

(: .4-
2

^

.. 53,
^3
K'-t

r )^

5 î
, . 54,

À

4
5
7
7
î
5
8

---2,
—2,

'.>-,
. , • ^ ^

—9.,
—-2,
—2,

rfr.

^8
%8
%6
26
%3
•20
i8

^
elbï

-45,4
-46,4
-46,9
-46,9
-48,i
-49,4
—5o,7

d/t -
— <a?o,.
<3?ù), 1

-4-104
-4-lo6
-hio6
-4-106
+107
-4-109
-4-IÏO

n valeur
précédente-

1,602885
î ,6o52.6i
1,60979-2
î,609766
î,617704
ï ,6a4%9t
î,63o4o t

n conclu
à 3o0 de l'axe

1,602989
î,6o5367
î,609898
1,609871
ï,617811
î,6a4400

i ,63o5iï

Les observations à travers l'angle B devraient à la rigueur subir une
correction semblable, car j'ai commis la même erreur. Mais la peti-
tesse de l'angle

G—^+o^oi

rend cette correction insignif iante-
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Les nombres observés ayant subi toutes les corrections voulues, j 'en
peux désormais déduire les conclusions que je poursuis.

§ VI. -- Concinsions.

CONSTANCE .DE Ï^ÎNDICE DU RAYON ORDINAIRE DU' S.PATH*

94. Je reporte ici les résultats trouvés (n08 84 et 89) :

P,54. A. B ( ' ) . 1) ( a ) . F ( 1 ) . 0' ( ' ) . II.

A ' . . . . . . i,(53')o î ,650054 1,65^ ï,()583(}S i,6()788 r,^^ ï ,(%3^o"»

B. . . . . . ï , ()35o of î ï ()'>, 3()8 87 7<)» '„>:>. <S

(\ ...... » 0^7 <)(> 3()o <S3 83 9,(N)

Mov... î ,()3'')0 ï , 650057 1,05^933 î ,(Î5B395 ï,G()78(x> i ,G758t3 i 7 6 < S 3 < A ^ ^

On le voit, les écarts entre les trois, valeurs de chaque indice sont
certainennent d u s aux erreurs d'observation. Dans to spectre visible, la
va leur de l ' i nd ice trouvée par Fan^le A coïncide, à une uni té près do
l'ordre du c i n q u i è m e chiiïre décimal, soit avec la moyenne des valeurs
trouvées par les angles B et G, soit avec l 'une de ces valeurs. La con-
c lus ion est donc incontes table :

A V approxinwiiofi des expériences, l'indice ordinaire est indépendant
de raziynul du rayon lumineux dans toute l'étendue du spectre' calori-
fique et du spectre visible.

FORMULES DJR DÏSPEKSÏON POUR LES TROIS tNîMCE'S.,

95. Rayon ordinaire. — J'ai adopté, pour les indices ordinaires d'ans
le spectre v i s ib l e , les moyennes précédentes (n° 94). Pour !e spectre

( 1 ) Les observations des raies B, F, G' proviennent du Tableau IV (n° 84). Elles sont un
peu moins précises que celles des raies A, I), H. Pour cette raison, je donne seulement le
cinquième chiffre décimal.

( 2 ) Parmi toutes les déterminations de la raie D,je reporte seulement les observations 4y
5, 6 du Tableau ÏI (n° S i ' ) . Elles ont été faites avec un soin tout particulier, et leur moyenne
coïncide avec la moyenne générale de toutes mes déterminations.
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calorifique, j 'ai pris les valeurs inscrites au Tableau VII (n° 89). A ces
nombres, j'ai jo int , pour le spectre ultra-violet, les déterminations de
M. Cornu (1) de la raie 0 à la raie U, et celles de M. Sarazin (2) (pre-
mier prisme) de la raie 9 à la raie 26 du cadmium. J'ai ainsi obtenu la
formule

-^ = cl2 -4-04- bl^ -t- dl~\
n2

avec les valeurs numériques

a •==. -4- 0,87107, b ~=.—0,001011,

c ==- --t- 0,0047, d =- — o,oooooo5.

La comparaison de la formule aux observations que je viens de dire
est contenue dans le Tableau suivant XV.

Sectionné suivant les régions du spectre, pour faciliter la lecture, ce
Tableau offre, à ti tre de variantes, les nombres non adoptés, trouvés
par d 'autres observateurs. On y remarquera les part icular i tés sui-
vantes.

Mes nombres présentent avec ceux de M. Cornu, dans la par t ie vi-
sible, un écart systématique de 7 à 8 unités du c inquième chiffre. Cet
écart n 'étant pas trop grand, je n'ai pas porté aux observations la cor-
rection qui serait nécessaire pour les rendre comparables. De là, la dif-
férence sensiblement constante 4-3 clans le spectre visible, et la dif-
férence — 5 pour la raie 0. Celle-ci, retranchée de -t-3, donne bien
l'écart systématique +8 entre mes observations et celles de M. Cornu.

Cette réserve faite, la concordance entre l'observation et la formule
est meilleure même qu'il n'était permis de l'espérer, surtout si l'on
considère les écarts énormes qui existent entre les déterminations des
divers physiciens.

( 1 ) Spectre normal du Soleil { À nnalea de l'École 'Normale, i6 série, t. ÏX; i88û).
( î ) Journal de Physique, 2e série, t. II; i883.

Ann.de l ' É c . Normale. 3° Série. Tome VU. ^- l^
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XV. — Dispersion du rayon ordinaire.
- •i ' , • Diff.

À. Rudher^. Mascart. Sarazin. Cornu. //observe. //, calculd. 0 .—C.

ï , '98î î^79- î^79- (^
i ^ 5 4 i ,635o. î , 63 5o. o.
i ,45 i ,636i . i ,6363. —A.
l ̂  i ,64o3. 1,6399. —1.
Ï ̂ 08 1 1 64^ î . Ï , 6 {'A3 . 4-- 1 .

A... » . 0,76040 i ,65oi^ 1,65000 i,65oo6 i ,65oo3 -i~o3
B . . . . 68671 i,653o8 1,65^96 i ,65^85 ] ,65î>93 i,65tu}3 o
D . . . . 589'AO j,6585o r,65846 i ,65839 î ,6583^ i ,6584o î,658'î7 - l -3
F . . . . 48607 i , 6680^ i , 66793 i , 66783 ï , 66779 s ,66786 i , 66783 "i- 3
G - ' . . . 43a56 1,67581 r , 67578 - i - 3
I L . . . 3967-^ i,6833o i ,6833o î , 6 8 3 î 9 i , 6 8 3 2 ï r , 6 8 3 î K 4 - 3
< ) . . . . 36090 :i ,693^5 1,693^5 o
l o . . . 34655 1,6984^ i ,698' i5 - ' 7

34397 i,^)"»"» i,699^8 ^^W'^ "'
3359^ 1,70^7^ j î709•'')ï i ,7o '^(>3 --rA

Q .. .. 3'Jï85o î , 70613 ï , 70583 i , 70593 • i1-1-1 o
H . . .. 31790 z , 7 : i i55 1 ,711 \'>. 1 ,71 i i ( » - • î
/ ' . . . , 3 ï44 -^ i ,7 , i3o3 ï , 7 i 3 o 3 o
S a . . . 30998 i , 7158o ( S ) i , 71 5 5o i , 7 s 551 -•- i
3< :»4 . . 3o4.i8 . i ^O011 î ,7^\)7 •+•• î
T . . . . 3o 198 i , 71939 ! ï , 7-w3 \ î , 7-u»37 -r- 7
9,98.. 29840 ï ,7^-^>9 1,7^^70 -" r
U . . . . -^9,179 î ,7^5 i , 7-//5 ( 9 4" 6

i7 . - ^7^7 ï^ . î^i ^ 7 - î 1 ' ^ ) ~'- ï^
t 8 . . . ^57i3 1,7^0^0 i ,7^ 'oî l^ •-li-- 8
'^3 . . . % 3 Ï - A 5 i,8o^:'î8 1,80'^^ 3 ~}--9,5
9,4 . .. ^'^64 5 i , 8 [3oo î ,8r-»84 ••••l-i6
^5 ... %193 5 . i,83090 r , 8 3 ï ol 1— 11
^6. . . % t 4 4 ï , i,8458o 1,8,598 — j 8

Voici les cour'l)cs obtenues en prenant pour ordonnées -^ et pour
îihscisses, soit P (courbe i), soit l'^ (courbes 2 et 3) (fig. !H).

96. Indice minimum. — l 'ai adopté mes nombres pour les spectres
calorifique et visible (n° 89, Tableau VI, et n0 91). Pour le spectre
ultra-violet, il était naturel de prendre encore les nombres de M. Sa-
raxin (premier prisme). Seulement, les différences entre les nombres.
de ce physicien et les miens sont ici un peu fortes, comme on en ju-
gera par le Tableau s'oivant :- , , , 4 ',
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Gan'allo.

1,4^75
i,484o6
i ,48653
1,49091
ï ,497^8

Saray/in.
î , 48^6 l
ï , 4839 î
i,48644
î ,49°79
ï ,4977-î

MoYenne...

Dlirtirciico.
— 14
_ ^ ^
— 9

i3

-M

Échelle des ^-2 (courbô 2) .

J'ai donc ajouté 4- r 3 aux nombres de M. Sarax'm. J'ai ainsi obtenu,
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pour les coefficients de la formule de dispersion?

a == -h o, ̂ 778, b == — o,ooo84o,
c == -t- 0,00098, d = — 0,00000084.

Dans le Tableau XVÏ, on trouve la comparaison des nombres obser-
vés et des nombres calculés avec les variantes de Rudberg et de
MM. Mascart et Sarazin. Les nombres de celui-ci n'ont pas été changés;
mais, pour ses observations, on a augmenté de 4-13 la différence entre
n observé et n calculé. On y verra que l'accord entre l'observation et
la formule est encore très satisfaisant.

Ainsi, quoique les observations de M. Mascart n 'aient pas permis
(n° 42) de calculer le terme de dispersion de Briot, ce terme n'est pas
négligeable quand on considère les radiations calorifiques. Seulement
il est environ cinq fois plus petit que pour le rayon ordinaire^ puisque
le coefficient c a pour valeurs

Pour le rayon o r d i n a i r e . . . . . . . .
» extraordinaire ...

• 0,00470,
0,00098.

XVI. — Dispersion de l'indice minimum.

A
B . . . . . .
0 . . . . . .
F
G'
H

9 . . . . . .
B O . . . . .
î r . . . . .
Ï9.. . , . .
ï 7 . . . . .
18 ,
îî3 ... ^ .
M — . .
%5
^6

X.

a , ï 5
ï,77
ï ,45
î ,o8
0,76040

68674
5 St)'20
48607
43%56
8967%

36090
34655
34oi 5
3'2475
274.67
%57%3
%3i35
%%655
21945

11-211441

Rudberg.

î,4839î
î y 4.86 3 5
î^iQO^

1,49780

Mascart.

r,48'285
î ,48409
i,4,8654
ï,49°84

^49777

Sarazin.

î ,48%6l
i ,4839r
i,48644
1,49079

1,49774

n

I
I
I
I
I
I

Ï
I

I
I
I
I
î

î
î

î

observé.

,47^3.
,4766.
ï 4.779 •
,4799.
,48^5
,484o6
,4.3653
,49091
,49454
,49788

,5o%%8
,5o45%
,5o559
,5o857
,5%%76
,5 3 0.1 c)
,5455g
,549%o
,555i4
,55993

î
X
ï

n calculé.

1,47^3-
ï,4.7^7-
I.4779-
î34797.
i,48-A77
ï,484,o5
i,4865o
1,49087
x ,49 î5 ï
1,49788

0.
,5o9.4o
,5o465
,50576
,5o874
,59/283
,53o33
,5456%
,549^3
,555'20
,55997

Diff.o.~c.
0.

0.
„„.)„. ̂

—09,
„;... î

-4- 3
-+- 4
-+- 3

0

-C.+x
-h Ï

0
— ^

/•

-+. (,
„.„-.. K

^- Ï 0
"4-XO

+ 7
+ 9
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Voici les courbes de dispersion pour l'indice minimum {fig, 19).

Fig. 19.

Échelle des l\
15 10

20- , ?Û.

Échelle des ^-a.

97. Rayon extraordinaire à 3o° de l'axe. — Tout d'abord, avec la
formule

(ï)
1 = —cos^o0-}- —sin^o0,
n2 TÏÎ nï
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q u i exprime la loi admise pour les vitesses du rayon extraordinaire, je
calcule les valeurs de n qu'on dédu i t des valeurs observées de rio et rie
(n05 95 et 96), Seulement, les valeurs de /iç pour 1^,98 et 1^,54
n'ayant pu être observées, je les ai calculées par la formule d'interpo-
la t ion (n° 96). Puis, je compare les valeurs de n ainsi calculées aux

y\ /"••..
valeurs observées au moyen des angles B et C (n°92, XII, et n0 93,
XIV). Ces nombres se trouvent dans les trois premières colonnes du
Tableau suivant :

XVII. — Rayon extraordinaire à 3o° de l'ax'e,

î:

i ','C)8 . . . . . . . i
» r» î

A . . . . . . . . . . î
B . . . . . . . . . . i
, D . . . . . . . . . . i
F . . . . . . . . . . ]
G 7 . . . . . . . . . . i
H . . . . . . . . . . i

n observe

m^lo B. angle C. fori

r ,5854 ». i
r ,5908 » ï
[,6o3oo r,60^99 ï
:,6o533 ï ,Go537 ï
[,60990 î,60990 ï
ï ,61776 ï , 6 1 7 8 1 ï
[ ,6 'A,f33 ï ,6^4^^ ï
ï .63o.'îo ï .63o5i r

n. calculé

nule ( ï ) . fo

,5<S55 ]
,6909 J
,60^98 ]
,6o537 \
^60990 î
,61778 i
,6^438 ]
.63o5r

rnnile ("a).

r3585 G
[,5909
t,60297
i,6o538
1,60990
(,61778
[,6^38
ï.63o5ï

Par leur comparaison, on voit que la loi représentée par la for-
mule (î) est plus exacte que n 'aurait pu le faire prévoir la double
réfraction si intense du. spatb avec des termes de dispersion si diffé-
rents pour les indices pr incipaux. Il est à penser, que pour le rayon
extraordinaire à 3e0 de l'axe, la môme forme convient à la formule de
dispersion que pour les indices p r inc ipaux . Si donc on remplace dans
la formule ( î) —5? "y et -^ par leurs développements dont les deux der-
niers sont connus et don t le premier est de même forme

î
n^ ; cl^^r a -h- bl^ ~{~ dl^^

on pourra calculer les, coefficients inconnus a, b, c, d au moyen des
coefficients connus relatifs aux deux indices principaux, en identi-
fiant les deux membres après les avoir développés en séries suivant les
puissances de X2. A la vérité, j'ai dû modifier très légèrement les ré-
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sul tats de ce calcul pour rendre la concordance plus parfaite. Ce fait,
un peu paradoxal, s'explique en remarquant que les données du calcul
sont quelque peu incertaines. J'ai ainsi adopté pour les coefficients
de la formule de dispersion

<" Ï,1 :CZ24- ̂ ^ ^/-2^_ ̂ -^

les valeurs
a :-=: -4- o, 39'î734, b ==: — o, 000983,

c == 4- o, oo3 7, d == — o, ooooooô.

Les nombres déduits de cette formule (2) sont inscrits dans la der-
nière colonne du Tableau XVII. La comparaison des deux dernières
colonnes montre l'identité àpeu près complète des formules ( i ) et( '2).
La comparaison aux deux premières colonnes montre que ces deux
formules représentent bien les observations.

CONCLUSIONS THÉORIQUES.

98. Hypothèses de Fresnel et de Neumann. —- Les diverses valeurs
du coefficient c du terme de Briot obtenues (n05 95, 96, 97) sont :

Pour le rayon o r d i n a i r e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Co = 4- o ,0047
perpendiculaire à i 'axe. . . . Ce -=4-0700098):> extraordinaire à 3o0 de l ' a x e . . . . . . . . . . . . . C3(,==-4-0y0o37

Yoici les valeurs qui en résultent pour le terme c/2 du rayon ordi -
naire :

C^\ C^i^. €^1.
p.

i , 98 ....... 4- o, 00698 4- o, oo 5 5o 4- o, oo 14 '">
ï / 5 4 . . . . . . . , 4'i7 3<28 ^
A . . . . . . . . . . ÏOO 78 • '21

D . . . . . . . . . . 59 47 î ^
H . . . . . . . . . . . %6 ')Â) rï

Dans l'hypotliese de Neumann, le terme c/2 devrait (n0 43), pour le
rayon ordinaire, 'prendre successivement les valeurs cj2, c^l2, c^P
quand l'angle du rayon, lumineux avec l'axe est égal à 90°, 3o° et o0»
II en résulterait une variation énorme de l ' indice, environ double de
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la variation de ~^- Cette variation affecterait donc le deuxième chiffre
n"

décimal pour la raie i^S, le troisième pour la raie A. Mes expé-
riences précédemment exposées et celles de Schwab répondent catégo-
riquement qu'il n'en est pas ainsi, mais que l ' indice du rayon ordinaire
est constant, conformément à l'hypothèse de Fresnel (n° 43). Il en
est de même d'une série d'expériences que j 'ai faites à Rennes, au la-
boratoire de M. Gripon, et dans lesquelles j'ai observé aussi à 60° et
à o° de l'axe sur toute l'étendue du spectre visible. Malheureusement
je ne connaissais pas alors les beaux travaux de M. Cornu, et mes
nombres sont entachés des erreurs dues à la courbure qui était consi-
dérable. Ils ne méri tent donc pas la publ ic i té ; mais ils suffisent pour
la démonstration actuelle.

Hayon extraordinaire. — La preuve fourn ie par le rayon extraordi-
naire n'est pas moins catégorique. Dans l 'hypothèse de Neumann, le
coefficient c devrait conserver la valeur c^; dans celle de Fresnel, il
doit prendre successivement les valeurs c^ c;^, c^ quand l 'angle que
le rayon fa i t avec l'axe prend les valeurs 90°, 3o°, o°. 11 en résulte,
clans les deux hypothèses, des valeurs de cl12 dont les différences sont
du môme ordre que pour le rayon ordinaire. Ici encore, l 'expérience
donne raison à Fresnel d 'une façon absolue.

99. La discussion numér ique , que je n'ai pas voulu négliger parce
qu'elle présente toujours l ' intérêt de la précision, n'est même pas né-
cessaire à la démonstration. Les tracés graphiques suffisent en raison
de la netteté des faits {fig. 2;o). La valeur de c est, en effet, le coeffi-
cient angulaire de l'asymptote non verticale de la courbe -^ ==/'(/2).
A l'échelle du dessin (1), les erreurs d'observation sont environ de i™
pour les radiat ions calorifiques. Pour le rayon ordinaire , les points
1^,54» A, B, D, F, G', H marqués d'une croix ont été observés à 90° et
à 3o° de l'axe. On voit avec quelle certitude ces coefficients angulaires
se conforment aux conséquences de l'hypothèse de Fresnel, contraire-
ment à celle deNeumann.

( 1 ) Mon dessin a été réduit de -| par la gravure.
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INCCWRESSIBÏLÏTÉ DE L'ÉTÏÎER.

100. Je l'ai déjà dit (n0 53), sur ce point je ne puis conclure, mais
je tiens à montrer combien mes expériences approchent de la solut ion.

Suivant que Péther est incompressible ou, au contraire, i n f i n i m e n t
compressible, on obtient (n° 51) les formules

(i) Ci "::=: Co cos^a.» -l- C y S i n 2 ^ ) (éther incortipressihie),
( a ) ac^-==: cloCa cos2^) -t- a^Cy sin2^) (éther compressible).

Je remplace dans ces formules co par 3o°, a^ a^ c^ Cç par les valeurs
précédentes et a par sa valeur

J'obtiens pour c les deux valeurs

(:r) c^-==^- 0,00877,

( 2 ) c'a -=^ H- o, oo 3 60.

Or, pour la raie de longueur d'onde i^gS et l'angle de 3o°, on a
1^=.i,566, et il en résulte pour le terme c^ les valeurs

Ci l2 ==: -i-- o, ooSgo ( éther incon'îpressible ),
Câ^=+ o,oo563 (éiher compressible),

Difrérence : —^ — — =+0,00027.n^ n^

11 en résulte sur n la différence

n^—/il 1;= 4-0,0006.

Elle est à la r igueur accessible à, l 'expérience, puisque l 'erreur d'ob-
servation est de 2 à. 3 uni tés du quatrième chiffre décimal- Mais, si l'on
tient compte de l ' indécis ion qui règne sur chacun des nombres qui
servent à calculer e< et c^, on comprendra,que cette xlifïerence ne suffit
pas pourtrancher. la quest ion'qui nous occupe. On voitaussi qu'il suf-
firait de pouvoir pousser les déterminations unpeu plus avantdans le
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spectre calorifique, de perfectionner un peu les méthodes d'observa-
tion ou seulement de trouver un cristal plus favorable encore que le
spath pour arriver à une conclusion. Qu'il nous soit donc permis d'es-
pérer connaître aussi un jour la solution de ce nouveau problème si im-
portant par ses liens avec toutes les branches des .Sciences physiques.


