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TRANSFORMATION DE MOUVEMENT,

Psr M. DAUTHEVILLE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

M. Appell a montré dans un récent Mémoire (') que les transfor-
mations homographiques peuvent étre appliquées avec avantage &
diverses questions de Mécanique. A la fin de son Mémoire, M. Appell
propose la généralisation suivante des résultats qu’il a ohtenus.

Soient les ¢équations de Lagrange

d <¢)l) Dl i dqi

a\og) e = ai=g

({==1,9,..., L),

ou T est une forme quadratique de ¢, ..., ¢, avee des coefticients fone-
tonsde gy, ..o gr ctoltQ,, ..., Q,dépendent seulement de ¢y, ..., ¢,.
Trouver les transformations de la forme

== LG Gas ooy k) ({==1, 92, ..., k),
Aly == 3Gy, oy - -5 Qi) dt

qui transforment ces équations en d’autres de la forme

d [ Js 08 ) dr; ‘
RO R Tl = —— =i, 0, ..k
diy (\‘)"’i> ar; o "=, (e=1,2 )s

i+ oo-s 7 avee des coeffi-
cients fonctions de 7, ..., ry et olt R, ..., R, dépendent seulement
de ry, ..., .

olt S désigne une forme quadratique de 7

(1) De Uhomographic en Mccanique, par M. Appell (American Journal of Mathematics,
vol. XII, p. 10%3).
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Nous nous proposons de considérer le cas du mouvement d’un point
sur une surface (K= 2) et de montrer que les transformations cher-
chées sont celles qui conservent les lignes géodésiques, ainsi que I'a
préva M. Appell.

Considérons deux surfaces S et S,, et faisons correspondre un point
réel de la premitre 4 un point réel de la seconde. On sait, par un théo-
reme du & M. Tissot, qu'il existe sur la premitre un systeme orthogonal
auquel correspond sur la seconde un systeme orthogonal. Rapportons
les surfaces a ces deux systemes orthogonaux. Soient

ds?— B du® 4 G do? ds? == T, du® -+ Gy de?
’ 1 1 1

les expressions des ¢léments linéaires de S et S,. Considérons un point

matériel, de masse ¢gale i 'unité, dont le mouvement sur la surface S
st déterminé par les équations

FAC RO

( de \od ) ou dt

1 .

’ Sl d [T\ oT e
dt \ Je! e b ot

ol

2T == B2 - G o'2,

et ot P, Q dépendent de «, ¢ seulement.

Considérons maintenant un second point, de masse égale & I'unité,
en mouvement sur la surface S,, et imaginons que les coordonnées de
ce point sont fonctions d’une nouvelle variable ¢,, lice & ¢ par I'équa-
tion
(2) dig=Xx(u, ) dt.

Le mouvement du second point sera déterminé par les équations

d /JaT" oT, , du

PR (it S I i el L U, = —

(3) diy \ Ju'y du TP YT de,
3 {

| .4 (f?i'.l VO Ly e

g\ )~ oo = =g

2Ty = Be? - Gy o2
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La question que I'on se propose de résoudre se réduit a celle-ci :
Est-il possible de déterminer la fonction A de maniere que P, et Q,
soient indépendants de | et de ¢, ?

Des équations (1) et (3) on déduit

‘ P—T du' 1 ORE W JE P bt o
O ~ T de 2 du ady 2 Ju
(3 ‘
L de’ t 0B o, , 100G,
Q=6 — - —u">+ — ¢+ - =—¢"
¢ 2 dy du 2 Jv
ot
. T ([l[’l o —I— ()E1 ' -+ (,)E[ W — _]_ Qfl‘_! o2
5 ~ ! Yde, 9 du ! de VY a du Y
() - .
[ =6 eyt OBy, OG0 dh
U o Jp ! Ju 't o ge !
On a maintenant
w =l Ry ), o= e (w0,

d’ot1 Uon tire
ddy, v odd 1('()). ' J1. o N
dty 7R dl \du ' g ! ‘)'

(/("l 1oy’ 1 /0l o ¢ % (,._‘
_____ L R I A
dt, 22 dt Ndu U gt

" ody!

, . du (s
Remplagant dans ces équations —-> — par les valeurs déduites de
duy  de|

(4), et portant dans (5) les valeurs ainsi obtenues pour A

>, 0N
trouve finalement
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o

En exprimant que P,, Q. sont indépendants de «,, ¢, on

équations
L, JE 1 JE, E, 0% o
W E Ju 2 du A Quw
L, 0E  JE,  E, Ji —
L Jde de TR de 7

<, JG oG,
E du du
G, 0B JFE,

— p—0}
(x dy e ’

G, JG Jl, (G, Jh

G de  du T du ™
Go oG 106G, | Gy oGy

oG dv a ae oy

(Ces équations sont équivalentes aux suivantes :
]

7 I(l JE 1 JE,
Chde T T o\ B de TR, duw /)’
v Jr "1 IR [ IDT
Lo T ( E o0 TR o0 )’

1 JG 0 o,
CEood T E du’

1 JE 1 JE,

R

9 JG 1 OB o dly i JE,
Gou  Eodu G ‘

2 Ok S O] OF 10,

—
-

VR de Gade K, de Gy oo

SO SR el N
(x; Qu E, du

a les

Les quatre dernitres, étant indépendantes de 7, sont les conditions
néceessairves el suffisantes pour que le probleme proposé admette une
solution. On reconnait dans ces conditions celles qui expriment que
les lignes géodésiques se correspondent sur les deux surfaces considé-

rées ().

Si on suppose ces équations identiquement vérifices, les deax pre-

(1) G. DarBouUX, Lecons sur la thevrie géncrale des surfaces, 111 Partie, p. fo.
) ¢ 14 N ) 19
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mieres donnent A. On en déduit, en effet,

0 B _ 9 En
5 S == = =- 108 —— ==
Ju %8 E, © e 98 g, O
ou bien
. -
EA2 E)
5 = V.), o = U'Z)
h1 - }‘41

V. désignant une fonction de ¢, et U, une fonction de u. Adoptons les
notations employées par M. Darboux dans son Livre Sur la théorie géné-
rale des surfaces (). 1’intégration des quatre dernitres équations (6)

donne

—l~— == VU2,

1

<

fe

V étant une fonction de ¢ ot U une fonetion de #. On aura done

De Ta

K étant une constante.
On a, par suite,

©

K: - 5 K
- T L
\;gm—« —V‘" ng—-—I\U, )= VU
La solution du probleme est achevée, et 'on voit que les (ranstor-
mations cherchées sont précisément celles qui permettent de repré-
senter géodésiquement 'une des surfaces considérées sur l'autre.

IT.

Considérons en particulier le cas ot I'une des surfaces est un plan.
Nous pourrons effectuer completement les calculs et obtenir sous forme
explicite les transformations que nous avons en vue.

(1y Loc. cit.
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Soit un mouvement plan défini par les équations

d?r d*y
=% =Y

(0) L

ol x, y désignent des coordonnées cartésiennes rectangulaires et o
I’on suppose que X, Y sont fonctions de 2, y seulement. Considérons
une surface rapportée au systeme de coordonnées curvilignes formées
par une famille de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales.
[’expression de I'¢lément lincaire est

ds? == du?* -+ G,

Le mouvement sur la surface d’un point de masse égale & 'unité est
déterminé par les équations

4T de
deg \ du’, ou ST
(2) PO
dt, ‘()5’) de 7 i

2T =z w24 (29’2,

ol ¢, désigne le temps.
Proposons-nous de (rouver les transformations de la forme

(3) a == f(u, v), yemo(u, ), Aty = (u, ¢)dt,

qui transforment les équations (1) en les ¢quations (2 ), avec la condi-
tion que P et Q sotent indépendants de «', ¢'.
On déduit de (2)

g p—de 96 .,
4 ) dt, “du
4 ( O dc;' aC dG ul ot aG o2
= d1 “Ou T e

En différentiant (3) et tenant compte de (1), on a
,0f ou’ L Of dv' LON ()A af
X=13 du 0t, + Jdv dl, A o )u du w

o f oh9f . ok of L0 5 0k o/>
)2 L J !
+<H' dudv+7\0v du J")‘ouo )”_*"()20‘:” "0y Oy
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.09 du do do' < ) N [
Y =a1L 227 PR IR 09 e
du dt, de dt, du o du u)u
., Jo Jh do dk do* ‘., 0%0 04 9o
(a0 2 h02 009N (a0 0k 0e
‘r‘< dude T du du dv wees (I et / de ()s‘,)‘
e R ) de'  dv' . , .
Portant dans (4 ) les valeurs de —, —— fournies par ces équations,

dt,” dt,
on obtient les valeurs de P, Q en fonction de «, ¢, u/, ¢'. En égalant i
zéro les coefficients de «, «'¢’, ¢* dans P el Q, on a six équations
pour déterminer /; 2 et A. On trouve ainsi, en posant, pour abréger
Jdf do do Jf

écriture, A= % L — = L
‘ ’ du Iy du oy’

L1 (0% do Do of t dh

| K('JEF Jv T ow a&) tioa T
2 2 do dPo Of Ok
A\Jdude d¢ ~ duov Z)T) Tioe @
(oL ey Lo,
A\ Jde* o¢ o v Qe T

Af 0*o  do IAf

Ju owr T Ju gut —”
2<0/ Vo _ de S > 1 0 2 dC

A\Ju dudv  du du dv

A

RTINS VY S i
A (()u o9 du Jdv* 0 GCor —

La quatrieme équation s’integre immédiatement et donne
‘/ :,,V/f -+ \/'“

Vet V, désignant deux fonctions de ¢.

Imaginons que la famille de géodésiques qui intervient dans le sys-
teme de coordonnées curvilignes auquel on rapporte la surface soit
formée par les géodésiques passant par le point de la surface qui cor-
respond & Porigine des coordonnées dans le plan. Alors & chaque va-
leur de ¢ en correspond une de « pour laguelle on a identiquement
S =79 =no. Il en résulte que V, est identiquement nulle et que 'on a
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J=Vo. Cela posé, le systeme (5) devient, par quelques réductions
simples,

A ¥4
/=Y,
. < :sz)‘“’ yrde  de
ade, v der L 0C
i . — Y
. do 09 dy Jdu
T du Jdu Ju

(6)

V2ot V7 étant les dérivees premitre et seconde de la fonetion V.
On integre immédiatement les quatre dernieres équations, et on
rouve

, ) 2 Yo 11y %
0% Ly ~ (fl? U My, Vg
. S == U ol 2 3 Juy
du " o*\ du ° 2 ' ( ‘

V., V, désignant des fonctions de ¢, et Uy, U, des fonctions de u. Ces
équations s’éerivent

299, = Lo U v Vi Vi U2
Ou TV o du v,k S TN TV,

Les deux dernitres montrent que G doit étre le produit d’une fonce-
tion de « par une fonction de ¢. Posons done

C o= af) Y

o désignant une fonction donnée de w et B une fonction donnée de ¢.
On aura

e e 2 — .____:_ i
0, ﬁV'Vg ~~~~~ A’ a?Uy = BV, AB,

A, B désignant deux constantes. De la

' B AB
Vi=z A \/{:,, U, == el
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et ensuite

1 d9 B v

u: a—;! —ﬁ_.

En intégrant la derniere équation, on obtient

(7) o= Uf_s, .
ol I'on a posé
R:ll—} —En
v=— %
e

et ou S désigne une fonction de ¢. ‘
On voit par ce qui précede que le systeme (6) peut étre remplacé par
le suivant, :
S=Vo,

do B
T =A v
o= R
(8) TT U+
()_c.‘J : ,—”Q)E 99
2(;);}> v Jdv - ade? — xo' B2
p ()'f? - V/QED_ ()_CP I
? ou du Jdu

ol o' = ;lz'%, et tout se réduit 3 déterminer les fonctions Vet S au moyen

de la dernitre équation (8). Remplacant ¢ par sa valeur, on a

(U -+ 8) (RR"V/— 2 R2V'— RR' V)
4+ aRR'S'V/ 4+ RS/ V' —R2S"V' = R V' B2 U o

Ann. de U'Fee. Normale. 3° Série. Tome VII. — DicemprE 18go.
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Différentiant par rapport a u,

RR'V/— aR*V'— RR'V’ _ U'ox’+ U'a' + Uaa’
TRV - 4

ou bhien
RR"V' —aR"2V'— RR'V’ y "
= oz — - D,

REV7EE

D étant une constante.
I’équation devient alors

DSRY'E 4 5 RIS Vb REVI - RSV
P et 91 4 — T 1a

RV’ B2
D, étant une nouvelle constante.
Par suite, si 'on pose

o) ‘ D = aa"— /%,

9 [ D, =U'az'— DU,

on aura, pour déterminer Vet puis S, les équations

(10) RR'V/'— 2RV — RR'V"— DR2V' B2 = 0,

(11) DSRV/E2 4+ oR'S'V/ 4+ RV — RSV — D, RV' B2 = 0.

Si 'on différentie la premiere équation (g), on a

ac" — ola" = o,

2 oe o

e O — T2 O

du""° « ’
al’

Z. == ¢onst.
o

ou bien, comme on le voit aisément,

1 0*C

— T‘ 517; =z eonst.
4

Cette quantité constante exprime la courbure totale de la

surface,
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d"apres une formule due & Gauss (*). Ainsi la transformation cherchée
ne peut étre effectuée que sila surface donnée est i courbure constante.
Plagons-nous dans cette hypothese. Les formules données par M. Dar-
boux (*) nous permettront d’achever le calcul.
Si I'on suppose la courbure nulle, on a

€2 = u?;
de I
o= u,
g=1.
On trouve alors
U= {2 >
D =—1,
Di=o.

l.es équations (10) et (11) deviennent

3V o VIV V2 =0,

S§" +S=o.

On en déduit
V=Etang(v + F) + G,
S = H sinev + K cos ¢,
et ensuite
m'(using) + n'(wcosv) + p'
m(using) + n(wcose) +p

CP:

m" (usine) -+ n”"(wcose) + p’
m(usine) +n(ucosy)—+p

(12) re

r=g¢g[m(using) + n(ucosv)+pl?,

m, n, p, ... étant des constantes.

(1) G. DarBOUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 11, p. 416.
() 1bid., p. 6.
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e 1y .. . o1
Si l'on suppose que la courbure est positive et égale & —;> on aura

.
C?=a’sin® —,
a

De 13
1

Dy=o.

On trouve, pour déterminer V, S, les mémes é¢quations que dans le

cas précédent, et on obtient finalement

I ‘
! H " 4 !
mesine Lang - ) = n ((:()sv Ltang -- ) -+
< e (/.> y P r
[ Rt —_— 5
' . 17A «
m <Sm ¢ lang —() - n ((:OSV Ltang — ) - p
i t
(13) 4 . y '
vl s u“ P . u« "
m"{siny ltang = —+ " cose tang p -+ p
/= . 1" w«
m | sine tang;) - | cosetang — ) -
o )

. . 1
Enfin, si la courbure vaut — ~5> 0N a

_Il
) ne "
lm — —m ————,
" _u
a(e"—~ 4 ”)

D=,

I‘)IL‘_:—- ~l— -

o

Iéquation en V est la méme que dans les cas précédents, et I'équa-

tion en S est

\ 3 I
8748 — L =o.
a
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Elle donne

“ . . 1
S=Hsine + K cos¢ + -,
a

et 'on trouve

LN N a _n ~
a___ a o ___ a A
m' £ sine | +n/( =5 cose ) -+ p'
Y W _n
et —4-e ¢ e'+e “ /
= " _u ] u ?
et —eg @ (?'—'-—- e «
m | e sing. ———— oS¢ |
) et @ et 4o
14
( l) ﬁ n n "
m’ L:.f‘.:_‘_"_“.‘ sin ei—e © T
r % sing — - COS ¢ )
erz e L’;—i— P
f = “ . " R :
(.41 . C @ ,:1 o {1 T
m | ————=sing | + /z ————— OS¢ | = p
c{l + e ; (;11 + I ‘t—l

Telles sont les transformations que nous nous proposions d’obtenir.
Dans le Chapitre que nous avons précédemment cité, M. Darboux
donne les équations suivantes pour les lignes géodésiques :

Aucosy +Busine +C=o,

17 u . .
A tang — cos¢ + Btang—sin¢e + C=o,
@ a

w Iz n _n
(){’ a ll
—= 0.
u
,n e a (, «

- y . .y U . .
Nous avons ¢crit dans les deux dernieres — au lieu de «, pour faire

concorder les notations. L’éminent géometre ajoute :

Si l'on représente la surface sur le plan en prenant pour les
coordonnées rectangulaires et y du point du plan les coefficients
de A et de B dans les équations précédentes, les lignes géodésiques
de la surface correspondentaux droites du plan.... Quand on a effectué
une représentation de la surface considérée sur le plan, on les ob-
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tient foutes en faisant suivre cette représentation, quelque particu-
fieve qu'elle soit, de la transformation homographique la plus géné-
rale dans le plan. »

Cela étant acquis, il suffit de considérer les formules (12), (13)
et (14) pour constaler que les transformations qui répondent au pro-
bleme proposé par M. Appell sont celles qui transforment les droites
du plan en lignes géodésiques de la surface (*).

(1) Les résultals contenus dans cette Note onl fail Iobjel d'une communication quo
nous avons cu Lhonneur de présenter & I'Académic des Sciences (séance du 8 décembro
1890 ).

FIN DU TOME VIl DE LA TROISIEME SERIE.



