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EXTENSION DE LA METHODE DE JACOBI

POUR INTEGRER

UNE SEULE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
A UNE FONCTION INCONNUE

DONT LES DERIVEES Y ENTRENT LINEAIREMENT, AU CAS D'UN SYSTEME PASSIF
l)’FZQUATlONS DE CETTE SORTE EN NOMBRE QUELCONQUE,

Par M. Cu. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

1. La solution, maintenant classique, donnée par Jacobi au pro-
bleme de 'intégration d’'une équation aux dérivées partielles du pre-
micr ordre et linéaire, est extrémement remarquable parce qu’elle
semble marquer d’un premier jalon la route 4 suivre pour venir & bout
du probleme si ardu et si important de la recherche des intégrales
"un systeme quelconque d’équations différentielles : ramener ce sys-
téme a la forme linéaire (ce qui est facile), puis faire dépendre son inté-
gration de celle d’un sysiéme auxiliaire dont les intégrales contiennent
comme éléments d'indétermination, non plus des fonctions, mais de sim-
ples constantes arbitraires. A ce titre, aucune extension de la méthode
de.Jacobi n’est dépourvue d’intérét, si limitée d’ailleurs qu’elle soit.
Je vais en indiquer une des plus naturelles et profiter de I'occasion
pour améliorer en plusieurs points la démonstration en usage.

Je commencerai par I'exposition sommaire de certaines considéra-
tions générales, qui sont indispensables pour traiter la question et
méme pour la poser convenablement.

2. Pour exprimer qu’a partir de tout systeme de valeurs particu-
Ann. de I’ e. Normale. 3 Série. Tome VII. — Jurer 8go. 28
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lieres de «, y, ..., tombant & I'intérieur d'aires données S, S,, ...,
S(x+h, y+Fk,...)est développable en une série entiere par rapport
a A, k, ..., dont les rayons de convergence sont au moins égaux 2a
des quantités positives données ¢, S,, ..., je dis que la fonction
[(z,y, ...) est olotrope dans les aires S, S,, ... avec les olométres Srs
Sy -

Puis, revenant aux idées de Lagrange, jappelle simplement d¢-
rwee de f(z,y,...) d’ordres p, q, ... par rapport i x, y, ... res-
pectivement, le produit f®%-)(x,y,...) obtenu en multipliant par
(1,2,...,p)(1,2,...,9) ... le coefficient de A°k?, ... dans la série
dont il s’agit.

A ce point de vue, les intégrales des équations différentielles ne peuyent
étre congues autrement qu’olotropes, puisque, si elles ne jouissaient pas
de cette propriété, on ne saurait méme pas former leurs dérivées
dont la substitution dans ces équations est exigée par leur vérifica-
tion.

3. Un systeme quelconque d’équations différentielles étant donné,
des moyens tres simples en théorie permettent toujours de 'amener,
cela méme souvent de plusieurs manieres, & la forme spéciale que j’ai
nommée immédiate et sur laquelle seulement il devient possible d’éta-
blir des propositions générales.

Les caracteres fondamentaux d’un systeme immédiat sont les sui-
vants :

1. 11 est du premier ordre par rapport a toutes les fonctions tnconnues,
et les équations qui le composent ont pour premiers membres des dérivées
(premicres) des fonctions inconnues, pour seconds membres des fonctions
composces données, tant des variables indépendantes que des fonctions
inconnuces et de celles de leurs dérivées (premicres) qui ne figurent dans
aucun premier membre.

Pour la clarté des choses, il convient d’écrire ces équations dans
les cases d’un Tableau quadrillé, en placant toujours dans une méme
colonne celles dont les premiers membres sont des dérivées d’une
méme fonction inconnue, toujours dans une méme ligne celles dont
les premiers membres sont des dérivées de diverses fonctions in-
connues prises par rapport & une méme variable.
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IL. Pour chaque fonction inconnue, j’ai appelé principales, celles des
variables indépendantes par rapport auxquelles sont prises les déri-
vées de cette fonction constituant les premiers membres des équa-
tions de la colonne correspondante du Tableau du systeme, et para-
metriques, les variables qui ne sont pas principales pour la méme
fonction.

Yatappelé encore dérivées parameirigues d’une fonction inconnue, ses
dérivées de tous ordres engendrées par des différentiations intéressant
ses variables paramétriques seules, 4 'exclusion de toute variable
principale, et dérivées principales, toutes celles dont la formation exige
une différentiation au moins par rapport & quelque variable princi-
pale.

En différentiant de toutes les manieres possibles les équations du
systeme considéré, on obtient une infinité d’autres équations diffé-
rentielles auxquelles les fonctions inconnues doivent également satis-
faire, et les premiers membres de 'ensemble fourni par ces nouvelles
équations et par les proposées sont précisément les diverses dérivées
principales de ces fonctions. Quand le nombre des variables princi-
pales pour quelque fonction inconnue surpasse 1, on peut méme
retrouver une méme dérivée principale dans les premiers membres
de plusicurs ¢quations distinctes de 'ensemble en question.

Cela posé, le second caractere d'un systeme immédiat consiste en
ce qu'tl est possible de ranger les équations de I'ensemble indefini dont il
sagit, dans un ordre tel, que toutes les dervoées principales figurant dans
leurs seconds membres puissent en étre éliminées par la simple substitution
Saite a chacune d’elles, de 'une de ses expressions débarrassée de loute
dérivée principale, que les éliminations antérieures ont fournies.

Cette élimination progressive des dérivées principales transforme
’ensemble des équations différentielles dont nous venons de parler en
un autre équivalent, qui fournit ainsi toutes les dérivées principales des
Jfonctions inconnues (cela souvent méme de plus d’une maniére) en fonc-
tions composees des variables indépendantes, des fonctions inconnues et
de leurs dérivées parametriques seulement.

J'ai appelé ultimes, les expressions spéciales des dérivées principales
et aussi les formules les fournissant, qui résultent des éliminations
successives ci-dessus mentionnées.
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4. Les intégrales possibles d’un systeme immédiat se partagent en
deux classes a distinguer soigneusement :

1. Les intégrales ordinaires dont les valeurs a elles-mémes et & leurs
dérivées paramétriques tombent toujours, avec les valeurs des va-
riables indépendantes auxquelles elles correspondent, en dedans des
" limites ot les fonctions composantes qui ont servi & former les se-
conds membres des équations différentielles du systeme proposé sont
toutes olo(ropes;

II. Les intégrales singulicres pour lesquelles une au moins de ces
composantes cesse d’étre olotrope dans les circonstances ci-dessus dé-
finies (I).

5. On ne peut pas différentier les équations proposées apres y avoir
substitué des intégrales singulieres aux fonctions inconnues, parce
que, si les fonctions simples entrant dans leurs seconds membres
sont olotropes, les composantes ayant servi & former ceux-ci ne le
sont plus toutes, et qu’ainsi les conditions essentielles de la regle de
différentiation des fonctions composées ne sont plus remplies. Les for-
mules ultimes ne sont donc pas applicables & de pareilles intégrales,
et leur existence méme est précaire. Leur recherche (quand il y en a)
se ramene toujours, en derniere analyse, a celle des intégrales ordi-
naires de quelque systeme immédiat auxiliaire.

6. Mais les formules ultimes sont applicables aux intégrales ordi-
naires. En appelant alors

(] ) - 05 ,}"07

un systeme de valeurs initiales attribuées aux variables indépendantes
, y, ..., elles donnent, quand on y réalise 'hypothese numérique
X == Lo, Y =Y, .-, les valeurs initiales de toutes -les dérivées prin-
cipales d’un groupe déterminé de semblables intégrales, exprimées au
moyen de celles des variables' indépendantes, de ces intégrales elles-
mémes et deleurs dérivées paramétriques.

Si donc on connait simplement ces deux derniéres sortes de valeurs ini-
tiales ou, ce qui revient au méme, pour chaque intégrale, sa détermination
initiale, je veux dire la fonction de ses seules variables paramétriques
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laquelle la réduit Iattribution a ses variables principales de leurs valeurs
dans la suite (1), les formules ultimes fournissent tous les éléments com-
plémentaires qui sont nécessaires a la reconstruction par la formule de
Taylor, des développements des intégrales considérées en séries entiéres
par rapport aux différences x — x4, ¥ — Yoy - . -

Il résulte de cette observation qu'on obtiendra les seules fonciions
pouvant éire des intégrales ordinaires, en sommant toutes les séries con-
vergentes que peuvent ainst fournir les formules ultimes, quand on adopte
pour determinations initiales hypothetiques des fonctions inconnues, tous
les systémes imaginables de jfonctions de leurs divers groupes de va-
riables parametriques |4 condition, bien entendu, que ces derniéres
fonctions soient olotropes, que leurs valeurs initiales et celles de leurs
dérivées premieres tombentavec les quantités (1) en dedans des limites
ou les composantes des seconds membres des équations dillérentielles
proposées sont toutes olotropes |.

7. Dans cette recherche des intégrales ordinaires, il faut encore dis-
tinguer deux cas bien diflérents : ’

I. Il y a des déripées principales des fonctions inconnues, pour cha-
cune desquelles les formules ultimes donnent plusieurs expressions en fonc-
tions composces & composantes distincles, des variables indépendantes, des
Jonctions inconnues et de leurs dérivées parametriques.

Ce cas ne peut se présenter que si quelque fonction inconnue offre
plus d’une variable principale. Quand on s’y trouve, la coincidence
numérique indispensable entre les valeurs initiales fournies par les
formules ultimes, pour une méme dérivée principale de cette espece,
est essentiellement subordonnée A la possibilité de choisir les détermi-
nations initiales de maniere 4 'assurer. Cette possibilité n’existe pas.
toujours non plus que les intégrales; & cause de leur existence contin-
gente analogue & celle des intégrales singulieres, je leur ai donné le
nom d’intégrales exceptionnelles.

I[. Aucontraire, les formules ultimes fournissent toujaurs, pour une deé-
rivée principale quelconque, soit une seule expression, soil plusieurs quu
sont identigues les unes aux autres.

La coincidence numérique mentionnée ci-dessus est alors assurée,
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quelles que soient les fonctions des variables paramétriques choisies
pour déterminations initiales des fonctions inconnues. Pour exprimer
que le systeme dés équations différentielles considérées jouit de cette
propriété, je dis qu'il est passif.

Les systemes passifs sont de beaucoup les plus importants, et la re-
cherche des intégrales exceptionnelles d’un systeme qui ne I'est pas
revient toujours finalement & I'intégration d’un systeme auxiliaire qui
Iest.

‘8. En appelant complexes les dérivées principales d’une fonction in-
connue, dont les différentiations génératrices intéressent plusieurs va-
riables principales différentes, la condition nécessaire & la passivité d’un
systeme immédiat d’équations différenticlles se formule dans les termes
suivants :

Il faut et il suffit, ou bien qu’aucune fonction inconnue n’ait de deri-
vees complexes, ¢ est-a-dire que, pour chacune d’elles, le nombre des va-
riables qui sont principales se réduise soit a o, soit a 1, ou bien que, pour
chacune de leurs déripées complexes du second ordre, les expressions four-
nies parles formules ultimes soient des fonctions composées & composantes
toutes identiques, tant des variables independantes que des fonctions in-
connues el de leurs dérivées paramétriques.

9. La conpergence des développements des intégrales hypothétiques
d’un systéme immédiat passif et, par suite, l'existence effective d’intc-
grales répondant a des determinations initiales données, sont certaines dans
le cas ot ce systéme est, en oulre, régulier ou bien semi-régulier, mais
incertaines dans les autres cas.

Pour abréger, je n’entrerai dans aucun développement sur cette con-
dition complémentaire qui est remplie pour les systemes que nous
avons & considérer ici. '

10. Quand les développements dont il s’agit sont convergents, leurs
sommes sont toujours des intégrales du systéme des équations differentielles
consudérées.

11. Les diverses propositions qui précedent sont exposées en détail
dans deux Mémoires que j’ai publiés récemment avec le concours de
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M. Riquier ( Annales scientifiques de I Ecole Normale supérieure, 3¢ série,
t. VI et VII; 1889 et 1890); celles que je vais encore énoncer le seront
bientot dans I'Ouvrage en préparation dont ces deux Mémoires ont été
extraits.

Les systemes immédiats se partagent en deux grandes classes, selon
la qualification des variables indépendantes relativement aux fonctions
inconnues.

La premiere contient les systemes d'équations différentielles zozales,
pour chaque fonction inconnue desquels toutes les variables sont prin-
cipales

En appelant g le nombre des fonctions inconnues u, ¢, ...; 4 celui
des variables indépendantes z, y, ...; et U,, Uy, ..., V,, V,, ..., gk
composantes données & A + g places, un pareil systeme est de la forme

du i dy !

e = U (2, Yy oy 1, 0y =V (& ey Uy 9y

dr r( » Vs y 6, 1 ), //L .t( NG y by ¥y )7 5
(2) 7 du . dy

—— U, (x u, ¢ ) —— ==V (2,1 u, o, ... :

Cl’}’ y( ¥s s by VY ’ a:y y( sty s oy VY )’

......................... , e e,

Les seconds membres ne contiennent aucune dérivée; les détermi-

nations initiales des intégrales se réduisent aux simples constantes qui

/1(/1 h(h—1)

constituent leurs valeurs initiales. Il y a g conditions de passi-

vité dont le type est

AU, —dU, . rlU dU, dU cZU Yy, - <_~ du )

! — YU ;
(/y dw vt %V T e T du U dy T dxdy

~quelles que soient x, y, ..., u, ¢, ..., considérées un instant comme
h -+ g variables, toutes indépendantes les unes des autres.

La deuxieme classe contient tous les systemes dans lesquels une va-
riable au moins est paramétrique pour quelque fonction inconnue;
on peut les appeler des systemes d’équations différentielles partielles.
Elle comprend notamment toutes les équations dites aux dérivées par-
Lielles.

La variété sans limite des systemes de cette sorte en rend impos-
sible toute notation précise. Leurs propriétés générales ne sont encore
qu'entrevues. On considere leur intégration comme achevée quand on
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I’a ramenée & celle d’un systeme auxiliaire d’équations différentielles
totales. C’est précisément une réduction de ce genre que nous allons
exécuter.

12. Nous aurons & nous appuyer sur ces diverses propositions gé-
nérales concernant le systeme (2).

I. Quand il est passif, toutes ses intégrales ordinaires sont contenues
dans des intégrales génerales

S we=v(x,y, ...,C,C ..., Cp),

(3) ( w=—o(x,y, ..., 0 Gy oty Gy,
Jormules oti v, o, ... sont g certaines fonctions olotropes de x, y, ... el
de g nouyelles varwables (ou constantes arbitraires) C,, C,, ..., C,, dont
e déterminant différentiel par rapport a C,, C,, ..., C, (déterminant
le det td v G e (

des g* derivées premicres de ces g fonctions prises par rapport & ces g va-
riables) est essentiellement différent de o.

. La résolution des formules (3) par rapport aux constanies arbi-
tratres donne les g équations

Al Nl
Co=Ti(e,y, .o u, 0,000,

Co=Tu(,yy ooy uyv, ..,

dans lesquelles, en considérant un instant x, y, ..., w, ¢, ... comme
h + g variables indépendantes, les g fonctions T, ..., I’y sont olotropes
et ont, par rapport aux g vartables u, ¢, ..., un déterminant différentiel -
non identiqguement nul.

[II. Chacune de ces fonctions I' satisfait au systeme de % équations
différentielles particlles

dr drv b
duw Ve gy Vg =0

[ al Al al

(%) v podb ot o

dy " U Ve
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13. Nous aurons encore besoin du théoreme suivant, emprunté i
une autre théorie :

. nin—u)...(n—m) ,, . . . .
St les !
) determinants différentiels des m + 1 fonctions

f1 (tly tﬂ? LN ] ln)y
.f‘). ([1, t‘l’ "'7tll)7

fm(ti, 521 cety tn),
f (th l21 LR ] tn):

pris par rapport a toules les combinaisons m +1 a m—+ 1 des n( > m)

variables indépendances t,, t,, ..., t, sont tous identiguement nuls et si,

m(n-—1)...(n—m-1)
[.2...m

parmi les déterminants différentiels des m pre-

micres pris par rapport aux diverses combinaisons m a m des mémes va-
riables, il §'en trouve aw moins un qui ne Uest pas, la derniére fonction f
se réduil a quelque fonction composée des m premicres.

14. Nous pouvons maintenant aborder le probleme 4 résoudre :

Trouger toutes les intégrales ordinaires d’un systéme immédiat passif
de p dquations différentielles

du clu du
—_— e A Ay —— . ..4+A, —
da, Ao+ i du, Y du,
S U ,
du du dn
—— oz Ay g A — A A, ——
d, pl iy + » du, ’

a une seule fonction inconnue w des p variables principales x,, a,, ...,
x,, et des q variables parameétriques u,, u,, ..., u,, toules ces équations
étant essentiellement supposées linéaires par rapport aux derivees de u, et,

par suite, ..., Ay ... désignant certaines fonctions compaosées don-
nees, .., N (200,00, ooy Tpy Uy Uyy ooy Uy ),y oo de 2y, gy ooy 2y,

Uyy Uy, o ey Uy, U Seulement.
I. Nous avons d’abord & former {es conditions de passivité du sys-
teme (5).

La différentiation par rapport a z, de la mi*®® équation donne une
Adnn. de ULie. Normale. 3° Série. Tome VIL, — JuiLter 18go. 29
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- . o L., d*u
premiere expression primutive de la dérivée complexe seconde ———

dx,, dx,
savoir

i=q
d*u - dAm,O Z dAm,i du
dre,dr, —  dx, dx, du;
i=1
l"l] [:(/
| dAm.,o+ Z dA,. du '\ du EAHI d2u

du du  du; | dz, " dugdeey,

i=1 i=1

5 . . du i , . .
Kn v substituant & T le second membre de la n**™¢ équation (9)

“*n

et i - o Ez’",‘, celui de la méme équation différentiée par rapport i «;

f:l/
d*u dA,, Z(IA,,,j du
duide, u; du; du;
=t
j=q A
dA ~ dA,,; du \ du d*u
e ELTE A PO e
du “du du; du; " duy (/u/
\ J=1 J

on obtient une premiere expression ultime [, n] de la méme dérivée
complexe seconde.

On trouve ainsi (en modifiant trés légbrement la notation des in-
dices courants)

:1/
) . dA rM (l\
I/"- " l —_ .o iy \” . myo z At n0
da, d
i=1
J =y i=q
+ 2 d'\m,j — A dAnl,./' Z A ({[\L,L A ‘d"\n_.o A dA 0 du
du, 0 du "l ™ du W ) dug
J=1 N\ =1

/ =
i=q j=g i=qj=q

= (/ ,,, LA,; /) du du d*u
+ E 2 “du (/((, ([u/ Z Z Ao Mg oo du; (llt/
i=1f=1 t==1 j==1

Si maintenant on permute m, n dans cette formule, on ohtivnt une

deuxieme et derniére expression ultime possible [z, m] de e
. (lL,,L dr,
et la relation

(6) [m,n]={n,m],

quelles que soient z,, ..., 2,, u,, ..., u,, u et les dérivées paramé-
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du d*u  d*u
du;’ El_l?, dlm
étant considérées comme autant de variables indépendantes les unes
des autres) fournit le type des conditions de passivité du systeme (5).
Pour les écrire toutes, il suffit de substituer successivement a m, n

toutes les combinaisons deux i deux des entiers 1, 2, ..., p.

Comme les dérivées paramétriques entrent d’une maniere entiere
dans les deux membres de la condition générale (6), on les décompo-
sera en d’autres intéressant des fonctions de «,, ..., x,, Uy, ..., U, u
seculement, en égalant dans les deux membres les coefficients des
termes qui sont semblables relativement & ces dérivées. Si l'on néglige
celles de ces nouvelles conditions qui sont satisfaites d’elles-mémes
et si Pon écrit convenablement les autres apres la suppression des
ermes qui s’y détruisent, il reste définitivement les conditions

triques premieres et secondes —— (toutes ces quantités

I=gq l=gq
(’_) {l\m b - ~ (/\,,, J A i /l/\,, 4 y E ([“\/IJ A
— ama A, = »
/ da,, anm e duy ™"
Lz 1=0

quelles que soient @, ..., x,, u,, ..., U, u.

p’
d
Dans chacune d’ cllos, il faut lire -, -» partout olt le jeu des notations

conduit & écrire 277 Il faut ensuite, pour les former toutes, prendre
o

suceessivement pour J les nombres o, 1, 2, ..., ¢, puis pour m, n
toutes les combinaisons deux & deux des entiers 1, 2, ..., p. Leur

plp—1)

nombre total est ainsi égal & (¢ + 1) = AV et nous les supposons toutes

satisfaites.

Il. Lintégrale particulicre du systéme (3) qui, pour x, =",

0
v,=z), ..., x, m‘ !

a pour déiermination initiale
Ul 4= @ (Uyy Ugy oy Uyg),

u® désignant une constante arbitraire et ¢(u,, . . ., u,) une fonction olo-
lmpe (lcs variables parametriques s'annulant quand celles-ci prennent
leurs valeurs initiales u”, . .., u‘qo’, est de la forme

(8) UZ=0( Ly e vy Zpy Ugy Ugy « - -y Ugy V),
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ot v est une fonction olotrope de x,, ..., Ty, Uy, ..., U, et u, dontla
dérivée, par rapport & cette derniére constante arbitraire est essentielle-
ment differente de o. '

Pour abréger, je supprime la démonstration de cette proposition
qui se fait exactement comme celle du théortme analogue mentionné
ci-dessus (n° 12, I).

On en conclut immédiatement que 'expression de «*, tirée de cette
relation, est une fonction olotrope de 2, ..., x,, «,, ..., u,, u, dont la
dérivée par rapport & w ne peut s’évanouir, et qu’ainsi toute intégrale
ordinaire u du systéme (5) est fournie par la résolution d’une équation de

la forme
Dy, ooy, uy, .o, ug, 10) = ™),

¢'est-a dire oblenue en égalant a une constante arbitraire quelque fonc-
tion olotrope de x,, ..., x pr Uis woes Uy Uy dont la derivée par rapport au

ne s'éeanouit pas et joussant de la propricté de fournir des intégrales
pour toutes valeurs attribuces a u'").

HI. Towe fonction telle que I'(x,, ..., Ly Uy oo .y Uy 1) sSalisfait an
systeme d’eéquations différentielles partielles, aux variables principales

Xys oy Xy, aux variables paramétriques u, u,, ..., u,,

_ ., dr AT LA db

..... — 1.0 (_l[( —+— 1,1 (JTI_; +. .. s 1,9 ({U,l’

(()) e e e e e e y
AU v ar

dr, """ du 7, ’ r du,’

lincaire comme le proposé (5), mais en outre homogéne et dont les coeffi-
cients ..., Ay, ... ne renferment pas la nouvelle fonction inconnue T.

SoientZ,, ..., 5, 2, 2, ..., 2, des valeurs particulieres de x,, ..., x,,
w, uy, ..., u, pour lesquelles on veut constater que les équations (g )
sont satisfaites, et considérons celle des fonctions « de z,, ..., x,,
u,, ..., u, fournies parla résolution de I'équation

T(@y, ooy @py ey, oy ugyu)==T(E, 058080, ..., 8¢ 8),

qui se réduit & ¢ pour @, =%, u; = g,
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Cette fonction satisfaisant au systeme (5), comme nous I'avons vu
dans Palinéa II, et la.différentiation de I'équation précédente donnant

dr dar

- i Topau__
’ dx,, dl’ du; db
du du

elle satisfait aussi aux équations (g), pourva qu’on y considere «, non
pas comme une nouvelle variable indépendante, mais bien toujours
comme unce fonction de x,, ..., z,, u,, ..., u,. Cela posé, si, dans les
équations () envisagées de cette maniere, on fait @, =%, u;= ¢,
u prend la valeur z. Ces mémes équations subsistent donc.encore pour
les valeurs quelconques Z,, ..., &,, 2,, ..., 2,, #z des quantités @, ...,
e Uys ooy 1, quand on les considere comme les p + ¢ -+ 1 variables
indépendantes de la fonction T

I est évident d’ailleurs que 1" est une intégrale ordinaire du sys-
téme () ; car, w tantune intégrale de cette espece pour lesysteme (5),
les coellicients ..., A,,;, ... sont tous olotropes pour les valeurs corres-
pondantes de @y, ..., 2, 4y, ..., 1, et de w, lesquelles sont indépen-
dantes les unes des autres & cause de la relation (8) et de I'indétermi-
nation absolue de @,

X

IV. Réeiproquement, toute intégrale ordinaire I' duwsystéme (o), dont
la dérivée par rapport & u n’est pas identiquement nulle, fournit, quand
on Uégale « une constante arbitraire 1, une équation dont la racine u
est, quel que soie u', une intégrale ordinaire du systéme proposé (5).

(Yest ce que rendent évident la division des équations (¢) par — %1[7
et la prise en considération des formules (10).

Ainsi done, pour obtenir toutes les intégrales ordinaires du systéme
proposé (5), il suffit de résoudre par rapport a u les équations formées en
égalant a des constantes arbitraires toutes les intégrales ordinaires du
systéme (), dont les déripées par rapport a u ne sont pas identiquement

nulles.

V. Le systéme () est passif.

Il est évident, en effet, que ses conditions de passivité, formées
comme dans 'alinéa I pourle systeme (5), se résolvent exactement dans
les conditions () que nous supposons essentiellement satisfaites.
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VI. En considérant maintenant u, u,, ..., u, comme q + 1 fonctions

des p variables indépendantes x,, ..., x,, le systéme des équations diffe-
rentielles totales

du — A, du, — g, du, — A,

dx, 0 dx, o ’ dx, o
(11) { eeiennennnas PN , 3  sesesremveses »

du du du,

v — A\p 09 L _ “p 1> ’ e - AP:’!’

dx, dr, dx,

est passif.

Car la condition exprimant que les deux expressions ultimes de
_ A sont égales entre elles quelles que soient a,, ..., @,; u, u,, ...
o, dx, 2 ’ ' rer T e ’
u,, est précisément celle des conditions de passivité (7) qui a été écrite
en évidence (11).

VII. Les fonctions U (2, ..., xp, sy, oo u,), Uay ooy Uiy, 0blenues
en résolvant, par rapport a leurs g -+ 1 constantes arbitraires, les. Sormules
qui donnent les intégrales gencrales du systéme (11), constiluent autan!
d’intégrales ordinacres du systéme (), dont le déterminant différentiel,
par rapport a u, u,, ..., w, n'est pas identiquement rul.

Ces deux points sont de simples conséquences particulieres des pro-
positions générales énoncées ci-dessus(n® 12, 11, I1I) sur les systemes
d’équations différentielles totales.

VIL. Toute intégrale ordinaire T' du systéme (q) se réduit a quelque
Jonction composée des fonctions T',, Ty, ..., T'yp,.

Les ¢ + 2 équations linéaires coexistant entre les ¢ + 2 quantités
1, — A4 ..., —A,, dont la premiere n’est pas nulle,

dar, _dr, dr, _
dx, da Y T duy =0 .
................................... e
(12) dV,.,  dl,., dl' g1 .
d.’l‘t —JE‘ALO—...—WAL,I—O,
ATl 3 d
a dl A, L T —o,

dx, du™t U du, M
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entrainent immédiatement I'identité

ar, dr, dT

Al y 4y dlyy  dlyey | =o,
du o _(.1’_17 “dr,

dr dr dr

et on prouve de la méme maniere que les autres déterminants diffé-
rentiels des fonctions T',, T, ..., Ty, T pris par rapport a toutes les
combinaisons de leurs ¢ + 1 variables u, «,, ..., u,, avec soit x,, soit
&y, ..., s0it 2z, sont tous identiquement nuls. Comme, en vertu des
groupes de relations linéaires analogues a (12), chacun des autres dé-
terminants différentiels de ces ¢ + 2 fonctions se réduit 2 une expression
ot les précédents entrent d’une maniere linéaire et homogene, tous aussi
sont nuls identiquement. La dernitre fonction I' est donc composée
des autres T, ..., T, (13), puisque le déterminant différentiel de ces
q -+ 1 dernitres, par rapport d u, u,, ..., u,, n’est pas nul (VII).

IX. Il est évident, réciproquement, que toute fonction composée
d'intégrales du systeme (g) en est une aussi. On obtiendra donc toutes
les intégrales de ce systéme en prenant toutes les fonctions composées pos-
stbles des fonctions Ty, Ty, oo, Ty

s\
‘

X. La marche & suivre pour intégrer le systeme proposé (5) est
o
donc exactement celle indiquée par Jacobi pour le cas d’une seule va-
riable principale :

On éerira le systeme auxiliaire (11) d’équations diférentielles totales ;
on obtiendra les fonctions Ty, Ty, ..., Ty, en résolvant, par rapport
aux constantes arbitraires qi'elles contiennent, les formules fournissant
ses intégrales générales; on résoudra enfin, par rapport a u, I'équation

Q(Ty, Ty, .y Tgy) =0,
Jormée en égalant & o (ce qui revient au méme que si l'on égalait a une
conslante arbitraire)une fonction composée de 1, . .., Ty, dont la com-

posante O est arbitraire, sauf la condition d’engendrer une fonction com-
posée dont la dérivée par rapport a u ne sout pas identiqguement nulle.
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15. Comme application trés simple, considérons le cas ol les fonc-
tions A, ; sans indice nul se réduisent a des constantes, et ot 'on a

Ajo=—a,u—V, Asp=—ayu—V,, . Apo=—ayu—V

P

a,, a,, ..., a, désignant aussi des constantes quelconques et V,,
V., ..., V, des fonctions données des variables principales x,, ..., x,,
c'est-a-dire ot le systéme (5) se compose exclusivement d’ équations
linéaires proprement dites et & coefficients constants, avec ou sans seconds
membres fonctions des variables principales.

Les conditions de passivité (7) se réduisent alors a

dv, . . dV;
aiV/"{"'('[E; ——Clj\[—-l— Z-l—z-l-.

Quand elles sont satisfaites, I'expression
e=F = ady= =2 (Vodp, 4=V, dey 4. . 4 V[, clx,,)

est une différentielle exacte, et, en représentant par U quelque déter-
mination de son intégrale indéfinie, la résolution des équations inté-
grales générales du systeme auxiliaive (x1) par rapport i leurs con-
stantes arbitraires donne immédiatement

22

QR 8

I“l: - Ua
avee
Pipi=wi+ Ao+ Ay e+ .+ Ap,izy
pour i =1, 2, ..., q.
En appelant donc o (., vy, ..., ¥, ) une fonction composante arbi-
traire de ¢ variables, I'intégrale générale du systéme considéré est

u— [(:)( 1“2’ 'F:” cey F(/-H) - U] ETy T T,

formule dont 'exactitude est évidente.

De simples quadratures permettraient encore d’achever les caleuls,
si 'V, ..., V, contenaient en outre les variables paramétriques u,,
Uy, ..., t;, owbien siles seconds membres des équations (11) étaient
tous des expressions linéaires a coefficients constants en u, u,, ..., u

’
augmentées de fonctions de x,, ., ..., x,.



