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EXTENSION DE LA MÉTHODE DE JACOBI

l'OL'R INÏKGKER

UNE SEULE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
A UNE FONCTION INCONNUE

DONT US DÉRIVÉES Y ENTRENT LïNÉAUlEMENT, AU CAS D'UN SYSTÈME PASSIF

D'ÉQUATIONS DE CKTTE SORTE EN NOMBRE QUELCONQUt î ,

PAR M. CIL MÉRAY,
PUOÏ^SSISIJK A LA FACULTîS DES SCIENCES DE DÏJON.

1. La so lu t ion , main tenant classique, donnée par Jacobi au pro-
blème de l 'intégration d 'une équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre et l inéaire, est extrêmement remarquable parce quelle
semble marquer d 'un premier jalon la route à suivre pour venir à bout
du problème si ardu et si important de la recherche des intégrales
d 'un système quelconque d'équations différentielles : ramener ce sys-
tème à la forme linéaire (ce qui est facile), puis faire dépendre son inté-
gration de celle (F un système auxiliaire dont les intégrales contiennent
comme éléments d'indétermination, non plus des fonctions, mais de sim-
ples constantes arbitraires. A ce titre, aucune extension, de la méthode
deJacobi n'est dépourvue d'intérêt, si l imitée d'ailleurs qu'elle soit.
Je vais en indiquer une des plus naturelles et profiter de l'occasion
pour améliorer en plusieurs points la démonstration en usage.

Je commencerai par l'exposition sommaire de certaines considéra-
tions générales, qui sont indispensables pour traiter la question et
même pour la poser convenablement,..

2. Pour exprimer qu'à partir de tout système de valeurs particu-
Ami. de l'Èc. Normale. 3" Série. Tome VU. — JUILLET 1890. ^8
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lières de x , y , . . . , , tombant à l'intérieur d'aires données S.r, Sy, ...,
fÇx -+- A, y -t- k , . . . ) est développable en une série entière par rapport
à À, /c , . . . , dont les rayons de convergence sont au moins égaux à
des quantités positives données â^, Sy, . . . , je dis que la fonction
fÇx,y, ,..) est olotrope dans les aires S .̂, S .̂, ... avec les olomètres ^,'\
û^....

Puis, revenant aux idées de Lagrange, j 'appelle simplement dé-
rivée de fÇx,y, ...) d'ordres p , y , ... par rapport à x, y, .. . res-
pectivement, le produit/^^•^(.y, y,...) obtenu en multipliant par
( i , 2, .. . ,^)(i, 2, . . . , q) ... le coefficient de À^/c'7, ... dans la série
dont il s'agit.

A ce point de vue, les intégrales des équations différentielles ne pewent
être conçues autrement quolotropes, puisque, si elles ne jouissaient pas
de cette propriété, on ne saurait même pas former leurs dérivées
dont la subs t i tu t ion dans ces équations est exigée par leur vérifica-
t ion.

3. Un système quelconque d'équations différentielles étant donné ,
des moyens très simples en théorie permettent toujours de l 'amener,
cela même souvent de plusieurs manières, à la forme spéciale que j 'a i
nommée immédiate et sur laquelle seulement il devient possible d'éta-
blir des propositions générales.

Les caractères fondamentaux d'un système immédia t sont les sui-
vants :

I. // est du premier ordre par rapport à toutes les fonctions inconnues,
et les équations qui le composent ont pour premiers membres des dérwées
(premières} des/onctions inconnues, pour seconds membres des fonctions
composées données, tant des variables indépendantes que des fonctions
inconnues et de celles de leurs dérivées (^premières') qui ne figurent dans
aucun premier membre.

Pour la clarté des choses, il convient d'écrire ces équations dans
les cases d'un Tableau quadrillé, en plaçant toujours dans une même
colonne celles dont les premiers membres sont des dérivées d'une
même fonction inconnue, toujours dans une même ligne celles dont
les premiers membres sont des dérivées de diverses fonctions in-
connues prises par rapport a une même variable.
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II. Pour chaque fonction inconnue, j'ai appelé principales, celles des
variables indépendantes par rapport auxquelles sont prises les déri-
vées de cette fonction constituant les premiers membres des équa-
t ions de la colonne correspondante du Tableau du système, et para-
métriques, les variables qui ne sont pas principales pour la même
fonction.

J'ai appelé encore dérivées paramétriques d 'une fonction inconnue, ses
dérivées de tous ordres engendrées par des différenciations intéressant
ses variables paramétriques seules, à l'exclusion de toute variable
principale, et dérivées principales, toutes celles dont la formation exige
une différentiation au moins par rapport à quelque variable princi-
pale.

En différentiant de toutes les manières possibles les équations du
système considéré, on obtient une infinité d'autres équations diffé-
rentielles auxquelles les fonctions inconnues doivent également satis-
faire, et les premiers membres de l'ensemble fourni par ces nouvelles
équations et par les proposées sont précisément les diverses dérivées
principales de ces fonctions* Quand le nombre des variables princi-
pales pour quelque fonction inconnue surpasse i , on peut même
retrouver une même dérivée principale dans les premiers membres
de plusieurs équations dist inctes de l'ensemble en question.

Cela posé, le second caractère d'un système immédiat consiste en
ce QXI il est possible de ranger les équations de ^ensemble indéfini dont il
s'agit, dans un ordre tel, que toutes les dérivées principales figurant dam
leurs seconds membres puissent en être éliminées par la simple substitution
faite à chacune d'elles, de l'une de ses expressions débarrassée de toute
dérivée principale, que les éliminations antérieures ont fournies.

Cette élimination progressive des dérivées principales transforme
l'ensemble des équations différentielles dont nous venons de parler en
un autre équivalent, qui fournit ainsi toutes les dérivées principales des
fonctions inconnues (cela souvent même de plus d'une manière) en fonc-
tions composées des variables indépendantes, des fonctions inconnues et
de leurs dérivées paramétriques seulement.

Fai appelé ultimes, les expressions spéciales des dérivées principales
et aussi les formules les fournissani, qui résultent des éliminations
successives ci-dessus mentionnées.
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4. Les intégrales possibles d'un, système immédiat se partagent en
deux classes à dist inguer soigneusement :

I. Les intégrales ordinaires dont les valeurs à elles-mêmes et à leurs
dérivées paramétriques tombent toujours, avec les valeurs des va-
riables indépendantes auxquel les elles correspondent, en dedans des
l imi tes où les fonctions composantes qui ont servi à former les se-
conds membres des équations différent iel les du système proposé sont
toutes olotropes;

II. Les intégrales singulières pour lesquelles une au moins de ces
composantes cesse d'être olotrope dans les circonstances ci-dessus dé-
f in ies (I).

5. On. ne peut pas différentier les équations proposées après y avoir
substitué des intégrales singulières aux fonctions inconnues, parce
que, si, les fonctions simples entrant dans leurs seconds membres
sont olotropes, les composantes ayant servi à former ceux-ci ne le
sont plus toutes, et qu 'a ins i les condi t ions essentielles de la règle de
d i f ï e r en l i a t ion des fonctions composées ne sont plus remplies. Les for-
mules ul t imes ne sont donc pas applicables à de pareilles intégrales,
et leur existence même est précaire. Leur recherche (quand i l y en a)
se ramène toujours, en dernière analyse, à celle des intégrales ordi-
naires de quelque système immédia t aux i l i a i r e .

6. Mais les formules ult imes sont applicables aux intégrales ordi-
naires. En appelant alors

0) " ^ (h J'O» •-

un système de valeurs initiales attribuées aux variables indépendantes
x, y , ..., elles donnent, quand on y réalise l 'hypothèse numér ique
x == XQ, y==yo, ..., les valeurs ini t ia les de toutes- les dérivées prin-
cipales d 'un groupe déterminé de semblables intégrales, exprimées au
moyen décolles des variables» indépendantes, de ces intégrales elles-
mêmes et de'ieurs dérivées paramétriques. ^ ! ! 1

Si donc on cannait simplement ces deux dernières sortes de valeurs ini-
tiales ou, ce qui revient au même,pour chaque intégrale, sa détermination
initiale, je veiw dire la fonction de ses seules variables paramétriques à
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laquelle la réduit l'attribution à ses variables principales de leurs zwleurs
dans la suite (i), les formules ultimes fournissent tous les éléments com-
plémentaires qui sont nécessaires à la reconstruction par la formule de
Taylor, des développements des intégrales considérées en séries entières
par rapport aux différences x — œ^, y — y^, ....

Il résulte de cette observation qu'on obtiendra les seules/onctions
pouvant être des intégrales ordinaires, en sommant toutes les séries con-
vergentes que peuvent ainsi fournir les formules ultimes, quand on adopte
pour déterminations initiales hypothétiques des fonctions inconnues, tous
les systèmes imaginables de fonctions de leurs divers groupes de va-
riables paramétriques [à c o n d i t i o n , bien entendu, que ces dernières
fonctions soient olotropes, que leurs valeurs in i t ia les et celles de leurs
dérivées premières tombent avec les quantités (i) en dedans des limites
où les composantes des seconds membres des équations d i f fé ren t ie l les
proposées sont toutes olotropes"1"].

7. Dans cette recherche des intégrales ordinaires, il faut encore dis-
t inguer deux cas bien différents :

I. I l y a des dérivées principales des fonctions inconnues, pour cha-
cune desquelles les formules ultimes donnent plusieurs expressions en fonc-
tions composées à composantes distinctes, des variables indépendantes, des
fonctions inconnues et de leurs dérivées paramétriques.

Ce cas ne peut se présenter que si, quelque fonction inconnue offre
plus d'une variable principale. Quand on s'y trouve, la coïncidence
numér ique indispensable entre les valeurs initiales fournies parjes
formules ultimes, pour une même dérivée principale de cette espèce,
est essentiellement subordonnée à la possibilité de choisir les détermi-
nations ini t iales de manière à l'assurer. Cette possibilité n'existe pas,
tou jou r s non plus que les intégrales; à cause de leur existence contin-
gente analogue à celle des intégrales, singulières, ' je leur ai, donné le
nom (V intégrales exceptionnelles.

H. Au contraire, les formules ultimes fournissent toujours, pour une dé-
rivée principale quelconque, soit une seule expression, soit plusieurs qui
sont identiques les unes aux autres.

La coïncidence numérique mentionnée ci-dessus est alors assurée,
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quelles que soient les fonctions des variables paramétriques choisies
pour déterminations initiales des fonctions inconnues. Pour exprimer
que le système dés équations différentielles considérées joui t de cette
propriété, je dis qu'il est passif.

Les systèmes passifs sont de beaucoup les plus importants, et la re-
cherche des intégrales exceptionnelles d'un système qui ne l'est pas
revient toujours f inalement à l'intégration d'un système auxiliaire qui
Fest.

8. En appelant complexes les dérivées principales d'une fonction in-
connue, dont les différentiations génératrices intéressent plusieurs va-
riables principales différentes, la condition nécessaire à \'à. passivité à\m
système immédiat d'équations différentielles se formule dans les termes
suivants :

II faut et il suffit, ou bien qu'aucune fonction inconnue n'ait de déri-
vées complexes, c'est-à-dire que, pour chacune d'elles, le nombre des va-
riables qui sont principales se réduise soit à o, soit à î , ou bien que, pour
chacune de leurs dérivées complexes du second ordre, les expressions four-
nies parles formules ultimes soient des/onctions composées à composantes
toutes identiques, tant des variables indépendantes que des fonctions in-
connues et de leurs dérivées paramétriques.

9. La convergence des développements des intégrales hypothétiques
d'un système immédiat passif et, par suite, l'existence effective d'inté-
grales répondant à des déterminations initiales données, sont certaines dans
le cas où ce système est, en outre, régulier ou bien semi-régulier, mais
incertaines dans les autres cas.

Pour abréger, je n'entrerai dans aucun développement sur cette con-
dition complémentaire qui est remplie pour les systèmes que nous
avons à considérer ici.

10. Quand les développements dont il s'agit sont convergents, leurs
sommes sont toujours des intégrales du système des équations différentielles
considérées.

11. Les diverses propositions qui précèdent sont exposées en détail
dans deux Mémoires que j'ai publiés récemment avec le concours de
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M. Riquier {^Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 3e série,
t. VI et VII; 1889611890); celles que je vais encore énoncer le seront
bientôt dans l'Ouvrage en préparation dont ces deux Mémoires ont été
extraits.

Les systèmes immédiats se partagent en deux grandes classes, selon
la qualification des variables indépendantes relativement aux fonctions
inconnues.

La première contient les systèmes d'équations différentielles totales,
pour chaque fonction inconnue desquels toutes les variables sont prin-
cipales.

En appelant g le nombre des fonctions inconnues u, v, ...; h celui
des variables indépendantes x, y, ...; et U^, Uy, ..., Vy, V;p ..., gh
composantes données à h 4- g places, un pareil système est de la forme

du ..... . . d^
^ ": l}.^(..y, 7, ..., u, (^ ...), ^ ::= V.»(.y,j,. . ., u, v,. ..), ... ;

( 2 ) { du , d^ ^
i ^ç =: Ljy(.r,j, . .., //,, r,.. .), ^ = V^(^,j,. , ., u, v, ...), ...;

Les seconds membres ne contiennent aucune dérivée; les détermi-
nations initiales des intégrales se réduisent aux simples constantes q u i
constituent leurs valeurs initiales. Il y a ^iLl^L!2 conditions de passi-
vité dont le type est

d\}., ^1,4,, dUr.r ^Y ^yrr ^r v ( dl u \__.± ̂  «ï ( .^ — — — V - h . . .= ——y- -+" ——^L^.-^ —,-' Va;4-... = -.——-r .»
dy du. " y dv y dx du dv \ dx dy )

quelles que soient .T, y, ..., u, ç7, ..., considérées un instant comme
h 4- g variables, toutes indépendantes les unes des autres.

La deuxième classe contient tous les systèmes dans lesquels une va-
riable au moins est paramétrique pour quelque fonction inconnue;
on peut les appeler des systèmes d'équations différentielles partielles.
Elle comprend notamment toutes les équations dites aux dérivées par-
tielles.

La variété sans l imi te des systèmes de cette sorte en rend impos-
sible toute notation précise. Leurs propriétés générales ne sont encore
qu'entrevues. On considère leur intégration comme achevée quand on
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l'a ramenée à celle d 'un système auxil iaire d'équations différentiel les
totales. C'est précisément une réduction de ce genre que nous allons
exécuter.

12. Nous aurons à nous appuyer sur ces diverses propositions gé-
nérales concernant le système (2).

I. Quand il est passif\ toutes ses intégrales ordinaires sont contenues
dans des intégrales générales

î.f :=v(^,y, . .., Ci, Ça, . . ., C^.),

(3) • u-=:^(x,y, .,.,Ci,C,, . . . ,C^),

formules où u, ®, ... sont g certaines/onctions olotropes de Xy y , ... et.
de g nouvelles variables (ou constantes arbitraires) (^, C^, ..., C^,, dont
le déterminant différentiel par rapport à C^ , C^, ..., C^ (déterminant
des g^ dérivées premières de. ces g fonctions prises par rapport à ces g va-
riables) est essentiellement différent de o.

If. La résolution des formules (3) par rapport aux constantes arbi-
traires donne les g équations

c, ::::=ri(^,j,..., u, p, . . . ) ,
(]^=T^{x,r, * . . , u, P, ...),

C^1:: r^(^,y, ...,/<, v, ...),

dans lesquelles, en considérant un instant x, y, . * . , u, v, . ,. comme
h + g variables indépendantes, les ^jonctions F,, ..., î\r sont olotropes
et ont, par rapport aux g variables u, (7, . * . , un déterminant différentiel
non identiquement nid.

III. Chacune de ces fonctions F satisfait au système de h équations
différentielles partielles

rfr „ d'r ,,, dv.^ [] ^ y
dx du dv
U^S, „ - U. A, ,. .„ U A^U^ ^V^., , +...=:o,

1 1 1 ( 4 ) 1 1 1 1 ^ {jr ,„ cir i l i , « rfr1 , l 1 „ 4. (J . ^ y 4» . . . ̂ , o
J ciy J d u J dv
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13. Nous aurons encore besoin du théorème suivant, emprun té à
une autre théorie :

/.,. , n ( n — 1 } . . . ( n — m ) y , . ,. ̂ , . , , .
oi les ———^-—-—-^—^— déterminants différentiels des m -+- i fonctions

f\ \t\f tîi • • • -» tfi )?

,/2 (^l» ^2? • • • ) tfï )»

./w ( ^1, ^2? • • • ? tu ),

./ ( ^ l ? ^2î • • • ? ^)?

/^n<? ^ar rapport à toutes les combinaisons m 4- ï <à m-4- s des n(^> m)
variables indépendantes t^ t^^ ..., ^ .yo/z^ tous identiquement nids et si,

. , m, (n — T ). . . ( //. — m -+- î ) y , . ,. /y» ;'' . , ,parmi tes —————————————-— déterminants différentiels des m pré-/ ï . 2. .. m (/ '
miêres pris par rapport aux diverses combinaisons m à m des mêmes -va"
riables, il s en trouçe au moins un qui ne l'est pas, la dernière fonction f
se réduit à r/uelque fonction composée des m premières.

•H. Nous pouvons maintenant aborder le problème à résoudre :
Trouver toutes les... intégrales ordinaires d'un système immédiat passif

de p équations différentielles

dff . . dit du
———— :=.:::; —— A . 1 ( ) "•-(-" AI 1 —,—— -\- . . . -+- AI // —,——— 5
aj;i dfi^ " du.^

d(f . du . d/f^ ̂  ̂  ̂  + A,,, ̂  + .. . 4- A,,, ̂ ,

à une seule/onction inconnue u des 'p variables principales x^ .r^, ...,
-z^, et des €/ variables paramétriques u^ u^^ * . . , u^, taules ces équations
étant essentiellement supposées linéaires par rapport aux déwées de a, et,
par suite, » . . , A^^ - , * désignant certaines/onctions comptées don-
nées, ..., A^^(^,i,a?2, ..., Xp,u^ u^ ..., ii^ u),... de .x^, ^2, .. ., x^
u^, /^, ..., Ufp u seulement.

L Nous avons d^abord. à fbnïier les conctitions de passivité du sys-
tème (5).

La difïerentiation par rapport à ̂  delà m^1^ équation donne une
Ann. de l' Rc, Normale. 3e Sérîe. Tome VU, "•-•" JUÏI.LKT 1890. 2()
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première expression primitive de la dérivée complexe seconde , ' '/ ?
U3Cm (lx fi

savoir
(==•17

d2 K _ ^^m,Q v ^A//,,/• ̂
c/,:r//, rt̂ ,',,. û̂ ,, Àaà da'n du/

i=l

( r-=<f \ f==ff

-+- ^ ^/»,0 _^ ̂  ^Am./ ^^ ^ ^_ V . ^JL- .
^ ^ ^/^ du.i j clx^ jLà' mît dujcix^

i=i / <=1

En y substi tuant à . ^ - le second membre de là n^1^ équa t i on (5)
CiX n • ' " '

et à ̂ —^ celui de, la même équation différentiée par rapport a U{
. ^ J^fJ

d^ !l. _ d.k /,,,o ^ ^,A.^,y rf^

duîdx^ dui Ari c^/,^ <;//z,

/ _ ; = (j \ ; ;•= <y
/ „ ^A//,() ^ ^A/,,y du ^ du ^ d^a

' \ " ""'dir 1 Zà ^du; d^ ] dui + 2à A/^ J^J^ 1

/=1 / /.=!

on o l ) t i en t âne première expression ul t ime [m, n \ de la même dérivée
complexe seconde.

On trouve ainsi (en m o d i f i a n t très légèrement la nota t ion des in-
dices courants)

r/A^,o . ^Aw,o ^ JA,/ o
7/i7 + ''0 ""-^" ̂  2^A//l^ ̂ 77< ;= i
/::.^r/,, ., ^y
V / ^A,/,j , dAmj ^ . ^A^y ^A,,,() . dh,,,^\du^ . ^ A.,,, ̂ ^ + ̂  A/,^ - . - - A,,,, -, - A,j.--/— ,-^ ̂  \ -^7 ~ A^ ̂ ^ + 2^A//^ •̂  ~ Am^ ̂ r" -^A^ ̂ ^- ; ̂
7=1 L \ /=! " / .

i=rjj=(j ^ ^ , . ; , 1^(1 j-.f/
il du ^ ̂
7, ~du, + Zl 2rf '/x^ ̂ ^•/ ^7,/a, "

^ ^(A^/^/A/^/) f^/ ^ , ^ V A A ^•c-i ^1 a(.A^,/:A/^y) cla du ^ V A A
2. 2 ——^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ ̂  ̂  + 2 2< Aw^^./ ;

+ ^ ^ ,̂._-._^ +

/ ^ l 7 = 1 1 /==! 7=1 ,

Si maintenant on permute m, /i dans cette formule, on obtient une
'deuxième et dernière expression ul t ime possible \n, m\ de — u - ,^ ••• ' dii*^ dj'^
et la relation

(6) 1 1 , 1 1 [w, n] z= [/?., m], 1 1 ! , ; .

quelles que soient^1 ,1 . . . , x^ u^ ...,;^, a^t'ies dérivées paramé-
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. ^ •» du d2 ïi cF- n / , . t . ' . 'triques premières et secondes -,—3 -j-p ,—,— (toutes ces quant i tés
étant considérées comme au tan t de variables indépendantes les unes
des autres) fourn i t le type des conditions de passivité du système (5).
Pour les écrire toutes, il suffit de substituer successivement à m, n
toutes les combinaisons deux à deux des entiers i , 2, ..., p .

Comme les dérivées paramétriques entrent d'une manière ent ière
dans les deux membres de la condit ion générale (6), on les décompo-
sera en d'autres intéressant des fonctions de x ^ , . . ., Xp, u^ ..., iiy, u
seulement, en égalant dans les deux membres les coefficients des
termes qui. sont semblables relat ivement à ces dérivées. Si l 'on néglige
celles de ces nouvelles condi t ions qui sont satisfaites d'elles-mêmes
et si l 'on écrit convenablement les autres après la suppression des
termes qui s'y détruisent , il reste déf in i t ivement les conditions

/^ dh^ . v^u. -.. dA^^ V^LL-A .( '7 ) — "—•;——— -"{"* / —'i—~~~ .f.\fi î—— —~— -)....- y „ - [ * / / } , hw / cix,, ^ din ' cl^^ ^ clui
1--KO 1=0

quelles que soient x^ ..., x^, u^ ..., Uç, u.

Dans chacune d'elles, il faut lire — ? partout où le jeu des notations

condui t à écrire d ' II faut ensuite, pour les former toutes, prendre
u U (}

successivement pour J les nombres o, r , ^, ..., y, puis pour m, n
toutes les combinaisons deux à deux des entiers î , 2, ..., p . Leur
nombre total est ainsi égal à (y -4- i)^-^^et/2rx^/^^^^^^
m lis faites,

II. L'intégrale particulière du système (5) qui, pour ;z", == x^\
a;., == x^\ .. -, sCn == ̂ \ a pour détermination initiale

^(O)^ <p(^i, ^2, . . ., ^<y),

u^ désignant une constante arbitraire et cp(^,. •., ttq) une fonction olo-
trope des variables paramétriques s'annulant quand celles-ci prennent
leurs valeurs initiales u^, ..., u^\ est de la forme

(8) u-=v(^^ .. ̂ x^u^u^ . . ., u^ u^),
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o/z TJ est une fonction olotrope de x^ .. ., a!p, u^, ..., ^y, et ^(0), </<m/ la
dérivée, par rapport à cette dernière constante arbitraire est essentielle-
ment différente de o.

Pour abréger, je suppr ime la démonstrat ion de cette propos i t ion
qu i se fait exactement comme celle du théorème analogue m e n t i o n n é
ci-dessus (n° 12, I).

On en conclut immédiatement que l 'expression de /./(0), t irée de cette
re la t ion , est u n e fonction olotrope de oc^ . . .» Xp^ u^ ..., ̂ , u, dont la
dérivée par rapport à u ne peut s'évanouir, et qu 'ainsi , toute intégrale
ordinaire u du système (5 ) est fournie par la résolution d'une équation de
la forme

PO-I, . . ., ̂ /, U^ . . ., Uq, ft) = ffS^,

cest-à dire obtenue en égalant à une constante arbitraire quelque fonc-
tion olotrope de rx^, ..., a^^ u^, ..., u^y u^ dont la dérivée par rapport à u
ne s'épanouit pas et jouissant de la propriété de fournir des intégrales
pour toutes valeurs attribuées a ^(()).

1 1 1 . Toute fonction telle que YÇx^, ..., Xp, u^,..., a^, u) saUs/ait au
système d'équations différentielles partielles, aux variables principales
;2"i, ,.., X p , aux variables paramétriques u, u^ .. *, /.//y,

dV dT dT dr
^ = A^o ̂  + A,,i ̂  4-. . . -h A.^ ̂

dV . dï . dF . dV
; \ ...(„ ^ ———^ [̂..̂  , , ̂ « A», y-7-— — •t l^//,o T~~ i~" /*'// i -T^"1" -r", . . -r- ^n.fi •",~"1"" »dxp " du l ' dui ' ' / d U y

linéaire comme le proposé (5), mais en outre homogène et dont tes coeffi-
cients . . . » A,/^, . * . ne renferment pas la nouvelle fonction inconnue F.

Soient ^, ..., ̂ , H , ^^ ..., ^ des valeurs particulières de x ^ , . . , , Xp,
u, u^ . . . » iiq pour lesquelles on veut constater ,que les équations (9)

•sont satisfaites, et considérons celle des fonctions u de x^ ..., x p ,
u^ ..., u^ fournies par la résolution de l'équation

r(.rt, ...,^p, 1 ^ 1 , . . . , ^y, ?/.)=T(^, .,. ,,^,81,. .., 8ç, 8),

qui se réduit à ^ pour ^=== ̂ , ^=== .̂
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Cette fonction satisfaisant au système (5), comme nous l'avons vu
dans l 'alinéa II, et la.ditférentiation de Inéquation précédente donnant

cIT dT
du dx^ du di/{( ,i o) -— r= — —j-p— 5 -,— =: — ——,

d^in dï cl Ut dF
du du

elle satisfait aussi aux équations (9), pourvu qu'on y considère u, non
pas comme une nouvelle variable indépendante , mais bien toujours
comme une fonction de ̂ , ..., x^, u^ ..., Uq, Cela posé, si, dans les
équations (9) envisagées de cette manière, on. fait ^==^, ^•r=^.,
u prend la valeur ^. Ces mêmes équations subsistent donc.encore pour
les valeurs que lconques ^5 .. *, ^, ^, . . . , ^y, ^ des quantités x^ ....
Xp, u^ . . . , Uy quand on les considère comme les ^4-^-4-1 variables
i n d é p e n d a n t e s de la f onc t i on r.

II. est év ident d 'a i l leurs que F est une intégrale ordinaire du sys-
tème (c))\ car, u é tant une intégrale de cotte espèce pour le système (5),
les coedicients . . . » A,^/, ... sont tous olotropes pour les valeurs corres-
pondantes do x^ ..., oc-p, u^ ..., Uy et de u^ lesquelles sont indépen-
dantes les unes des autres à cause de la relation (8) et de l ' indétermi-
nation absolue do ^(0).

IV. Réciproquement, toute intégrale ordinaire T du système (9), dont
la dérivée par rapport à u n est pas identiquement nulle, fournit, quand
on l'égale à une constante arbitraire u^^ une équation dont la racine u
est, quel que soit u^y une intégrale ordinaire du système proposé (5).

C'est ce que rendent évident la d iv is ion des équations (9) par — j-
et la prise en considération des formules (10).

Ainsi donc, pour obtenir toutes les intégrales ordinaires du système
proposé (5), il suffit de résoudre par rapport à u les équations formées en
égalant à des constantes arbitraires toutes les intégrales ordinaires du
système (9), dont les dérivées par rapport à u ne sont pas identiquement
nulles.

V. Le système (9) est passif.

Il est évident, en effet, que ses conditions de passivité, formées
comme dans 1/a l inéalpour le système (5), se résolvent exactement dans
les conditions (7) que nous supposons essentiellement satisfaites.
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VI. En considérant maintenant u, u^ ..., u^ comme q -4- ï fonctions
des p variables indépendantes oc^ ..., Xp^ le système des équations diffé-
rentielles totales

cl K . du^ dif^ _ .
^ =^ Al'0' ^ =z~~ Àl t l> • • - ^ ——Al^

OQ /,
^/ — 1 r/^ — \ ^ - - \

I ZF; ~~" A/^oî ^:; -"" •^•lî t " • î ^ "" "" ̂ ^

^y^ passif.

(^ar la condit ion, exprimant que les deux expressions u l t i m e s de
c^^— sont égales entre elles, quelles que soient a^ ..., a^,; u, ^ i , . . . ,ï - 'n i cix ̂</,-(:;/„ f/,y^

u^ est précisément celle des condi t ions de passivité (7) qui a été écrite
en évidence (ï ï ) .

V 1 f. Les/onctions T,, ( ̂  < , . .., .2 ,̂, u, a,, ..., Uy ), Ta, ..., T^.. < , obtenues
en résoiçant, par rapport à leurs y + ï constantes arbitraires, les ^formules
r/ui donnent les intégrales générales du système ( î î ) , constituent autant
d'intégrales ordinaires du système (9), dont le déterminant différentiel,
par rapport à a, u^ ..., Uq n'est pas identiquement nul.

Ces deux. points sont de simples conséquences particulières des pro-
positions générales énoncées ci-dessus^n0 i2, II, I t l ) sur les systèmes
d ' équa t i ons d i f f é r e n t i e l l e s totales.

VII. Toute intégrale ordinaire T du système (9) se réduit à quelque
fonction- composée des fonctions Y ̂  I\, ..,, T^.^^

Les (74-2 équations linéaires coexistant entre les q •+- 2 quantités
ï, - A i , o » " • • » — A^ dont la première n'est pas nulle,

cH\ dî, ciï,
—— — ——— A ï o — . . • — ~<— A. ï (fAI () —— • • • —— "T" A^y —— 0,

^ un uUffci.x\ du du a

( la) / dT^, dT^ dr^ . _
^^^_^^Ai,o-...~ "^"Al^-o>

clî dT , dT ..
^ ~"^Ai,o -•---^A^ -^
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ent ra înent immédia tement l ' identité
23 I

dT,
du.

dT^+.i
du

dT
du

^1
dllq

< r̂̂ ,i
du^
dT
dUq

dT
cLr i

r/r^i
dx^

dT
cix^

et l'on prouve de la même manière que les autres déterminants diffé-
ren t ie l s des fonctions T^ Fa, ..., T^,, T pris par rapport à toutes les
combinaisons de leurs q 4- r variables u,u^ . . . , u^ avec soit x^, soit
,r;(, . . . , soit Xp sont tous ident iquement nuls. Comme, en vertu des
groupes de relat ions l inéaires analogues à (12), chacun des autres dé-
terminants d i f f é ren t i e l s de ces q + 2 fonctions se réduit à une expression
on les précédents entrentd/une manière l inéaireethomogène, tous aussi
sont n u l s identiquement. La dernière fonction T est donc composée
des autres T^ ..., I^, (13), puisque le déterminant différentiel de ces
(] + ï dernières, par rapport à u, u^ ..., Uq, n'est pas nul (VII).

IX,. Il est évident, réciproquement, que toute fonction composée'
d ' intégrales, du système (9) en est une aussi.. On obtiendra donc toutes
les intégrales de ce système en prenant toutes les fonctions composées pos-
sibles des fonctions T\, Ta» - • • » T<y-n •

X. La marche à suivre pour intégrer le système proposé (5) est
donc exactement celle ind iquée par Jacobi pour le cas d'une seule va-
r i ab l e principale :

On écrira le système auxiliaire (ï ï) d'équations différentielles totales;
on obliendra les fondions r\, 1^ ..., r^-i en résolvant, par rapport
aux constantes arbitraires quelles contiennent, les formules fournissant
sefî intégrales générales; on résoudra enfin, par rapport à a, l'équation

û(ri,r,,...,r^,i)=o,
formée en égalant à o {ce qui revient au même que si Von égalait à une
constante arbitraire) une fonction composée de T\, ..., 1^ dont la com-
posante û est arbitraire, sauf la condition d'engendrer une fonction com-
posée dont la dérivée par rapport à u ne soit pas identiquement nulle.
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15. Comme application très simple, considérons le cas où les fonc-
tions A/j sans indice nul se réduisent à des constantes, et où l'on a

A^o^— ct'\l{- —V'o A^o-==— a^u -—Va, ..., Ap,o=— ^p^ —'V"/,,,

û,, a^ , .... dp désignant aussi des constantes quelconques et V ^ ,
V^ " • • » ^p des fonctions données des variables principales x ^ , . . . , Xp,
c'est-à-dire où le système (5) se compose exclusivement d'équations
linéaires proprement dites et à coefficients constants, wec ou sans seconds
membres fonctions des variables principales,

Les conditions de passivité (7) se réduisent alors à
,, rfV, .,, d^T,

^4-^=^4^

Quand elles sont satisfaites, l'expression
^^»^-...-«^ (Vi dûC^ -t~ Va A?2 +....-}- V'^ ̂ ^)

est une différentielle exacte, et, en représentant par U quelque déter-
minat ion de son intégrale indé f in ie , la résolution des équat ions inté-
grales générales du système a u x i l i a i r e (n) par rapport à leurs con-
stantes arbi t ra ires donne imméd ia t emen t

r = »..---,-,̂ i—^ — n11 • ^^^^^ . y

avec
r.i^/=: ̂ + A^pZ'i 4- A.2^2 +.. . -t" A^/.2^

pour i = i, 2, .. *, ^.
En appelant donc o->(Ya» T:p - • * » T//+-i ) un^ foûcfcion composante a rb i -

t r a i r e de y variables, l'intégrale générale du système considéré est
H = [co(r,, 13, . . . , r^i) + U]^^V^<A^-^^^

formule dont l 'exactitude est évidente.
De simples quadratures permettraient encore d'achever les calculs,

si V ^ , . . . , V ^ contenaient en outre les variables paramétriques u^
u^, . . . , u^ ou bien si, les seconds membres des équations ( î î ) é ta ient
tous des expressions linéaires à coefficients constants en a, a, , . . . , u^
augmentées de fonctions de x^ x^ ..., Xp.


