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RECHERCHES SUR LES SURFACES
QUI SONT EN MÊMÏ5 TEMPS

LIEUX DE CONIQUES ET ENVELOPPES DE CONES
D U S E C O N D D E G R É ,

PAR M. E. BLUTEL,
PROFESSEUR Dïî MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU PRYTA.NÉE MILÎTAïKE.

I N T R O D U C T I O N .

Les surfaces engendrées par des coniques ont été l'objet de nom-
breuses recherches; nous rappellerons part iculièrement les travaux de
MM'. Steiner, Kurnmer, Clehsch, Darboux et Kœnigs sur des surfaces
algébriques d'ordre supérieur au second et possédant une ou plusieurs
séries de coniques.

Les surfaces enveloppes de sphères ont donné naissance également
à un grand nombre de théorèmes remarquables, et les surfaces cer-
clées ont été étudiées d'une façon générale par M. Demartres, dans sa
thèse Sur les surfaces à génératrices circulaires.

M.. Schwarz a enfin examiné les surfaces m i n i m a enveloppes de
cônes du. second degré, que nous retrouverons plus lo in dans cette
étude.

• Nous nous proposons, dans ce travail, de rechercher les propriétés
particulières aux/surfaces engendrées par une conique variable dépen-
dant ^l'un, paramètre, dans le cas où il existe un cône circonscrit à la
surface le long de chaque conique.

La première Partie est consacrée à la démonstration d'un théorème
impor tant touchant le système formé par les coniques et leurs lignes
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conjuguées sur la surface, puis à la recherche des équations géné-
rales des surfaces engendrées de cette façon, et à la démonstrat ion de
propriétés géométriques concernant le déplacement des génératrices
ou celui des cônes enveloppants; enfin, à la déterminat ion de cer-
taines catégories de surfaces simples jouissant de ce mode de géné-
ration.

Dans la seconde Partie, nous étudions pr incipalement les propriétés
des lignes asymptotiques de ces surfaces, et nous cherchons à déter-
miner certaines espèces pour lesquelles ces propriétés se t ransforment
en, d'autres p lus simples.

Enfin, une troisième Partie est consacrée à l'étude de quelques pro-
priétés non projectives, et par t icul ièrement à la recherche des trajec-
toires orthogonales d'un système de coniques dépendant d ' u n para-
mètre.

Un grand nombre de propriétés que nous démont re rons p e u v e n t
être généralisées; dans quelques cas, nous nous contenterons d ' énon-
cer cette généralisation*

PREMIÈRE • PARTIE.

Considérons une série de cônes du second degré dépendant d ' u n
paramètre variable; ces cônes enveloppent une surface, que l'on p e u t
regarder aussi comme engendrée par une quar t ique à p o i n t double*
En effet, deuK cônes i n f i n i m e n t voisins se coupent su ivan t une pa-
re i l l e courbe, qu i est la courbe de contact de l 'un d'eux avec l 'enve-
loppe. On s'en assure aisément p a r l a considération, de l 'équation gé-
nérale des cônes ! ! . !

(0 , : y,(^^x,j-Y^-Z)=o,

o étant une forme quadratique homogène dont les coefficients 'dépen-,
dent d 'un paramètre 'À, et XYZdésignant les coordonnées du ,commet

du cône qui dépendent du1 même paramètre. 1 1 1 1 1 1



RECÏIEnCHES SUP». LES SURFACES, ETC. 137

Si l 'on suppose le sommet S pris comme origine d'un nouveau sys-
tème d'axes (S^'y^') parallèles aux premiers, l 'intersection du
c ô n e ( ï ) avec le cône inf iniment voisin est définie par les deux équa-
tions

i Q(.^y,^)=o,
(9.) ^y __ ^X à^ _ dX ào _ cî7. à^

{à\ 7Ch àx9 "~ Ta Jy """"" dk à^ ; 0.

Ces équations montrent bien le fait énoncé, et font voir, de plus,
que les tangentes au point double à la caractéristique du cône sont
contenues dans le plan

r>, ^ ̂ ^^.4.^^-0K</ clï ô^ ça <)y' ' ça à^ ~~~ ?

c'esl-à-dire dans le plan diamétral conjugué par rapport au cône de la
tangente Sï à la trajectoire S de son sommet.

Nous voulons q-ue la caractéristique soit une conique; il faut donc
que la courbe (2) se décompose et, par suite, que l'on puisse faire
passer un système de deux plans par l'intersection des surfaces (2).
L'un de ces plans sera nécessairement le plan (3), et la caractéristique
se décomposera en une conique C et en un système de deux généra-
trices que nous appellerons SEl et SH\ II est. à remarquer que ces
deux droites sont les génératrices de contact du cône avec les plans
tangents qui lui sont menés parST; le cône touchera son enveloppe
suivant ces deux droites et suivant G* Ces droites SH et SH/ vont donc
engendrer deux développables, A et A', circonscrites à S et tangentes
à tous les cônes. On peut dire que deux cônes inf in iment voisins ont
deux plans tangents communs, TSH et TS'I-F, de même que deux qua"
driques qui se coupent suivant deux coniques. Ces surfaces se trans-
formant en d'autres de même espèce, dans une transformation par
polaires réciproques, sont aussi engendrées par des coniques qui. ad-
mettent deux courbes enveloppes. Ainsi, :

Les surfaces que nous étudions peuvent être envisagées soit comme enve-
loppes de cônes roulant sur deux développables, soit comme lieux de co-
niyues roulant sur deux courbes.

A cette catégorie appart iennent évidemment les quadriques; pour
celles-ci, d'ailleurs, la trajectoire du sommet du cône ou la (lévelop-
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pable enveloppe des plans des coniques peut être choisie arbitraire-
ment , et l 'une est. la polaire réciproque de l 'autre par rapport à la qua-
drique. Nous remarquerons encore que, pour les surfaces du second
degré, les po in t s de rencontre K et K" de deux coniques i n f i n i m e n t voi-
sines sont confondus avec les pieds H et H' des génératrices précé-
dentes sur la conique. Cette pa r t i cu l a r i t é impor tan te , comme nous le
verrons plus tard, ne se trouve pas réalisée en, général.

Les différentes propriétés que nous venons de découvrir par la Géo-
métrie peuvent être établies aussi par le calcul; nous al lons en, re-
prendre l 'é tude; mais , auparavant, nous démontrerons la proposi t ion
fondamentale su ivan te :

TIÏÉOHÈME. •— Les génératrices coniques (le la surface sont divisées ho-
mographiquement par leurs lignes conjuguées.

Supposons que , par un procédé quelconque, on a i t mis les équat ions
de la conique var iable sous la forme

W

Y ^L, P1 ]J' + 2 ̂ 1 ̂  """1" rl —— •Y -L- nî^ -^- — , . . _ „ _ ^^._,., — ^ ̂ . ^_,
P^-t- 2 Q ^ R

- î\
N '
f'hElÉ^^l^.j =Y+ ^Y -+-P^+ a Q ^ + H,

PIE. 'tllî ^ l:̂Z =:Z + =X +p ̂ 2 ̂  a Q ̂  4- R N

p^ y^ r \ , . . . , P, Q, R, X, Y, Z étant des fonctions de À, et [M dési-
gnant un paramètre variable [X, Y, Z sont encore les coordonnées du
sommet du cône circonscrit le long de la conique (X)]. Cette forme
d'équations suppose que les courbes (x == const. forment un système
qui partage homographiquement les coniques proposées.

En, écrivant que le plan tangent à la surface engendrée par la co-
nique (4) va passer par le sommet S (X, Y, %), quel que soit p., nous
obtenons l ' ident i té ,

(5)

ni

7^

'rh

<)/ii
~^
àfi^
J^
àn^
.à[j.

<)nl j(n '
an,.
-^I4-
^a
J^^

N^rA
,,^YN-7.-«À
^,dZ
N^
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Le premier membre est un polynôme du quatrième degré par rap-

port à [j-, ce qui fourn i t cinq relations entre les fonctions de \ qui
f igurent dans les équations de la surface.

Cherchons maintenant les courbes conjuguées des coniques (4); ce
sont les arêtes de rebroussement des développables engendrées par
les génératrices des cônes tangents à la surface le long des coniques.
Ces cônes sont définis par les équations

(6)
^-X

n.
7-Y z — Z

où l'on f a i t varier p-. Cela permet d'écrire l ' équat ion des conjuguées

(7)

/'h

tiï

fh

dX
7a
dV
'dï
dX
d\

<)n^
"jT 4

()n^
~<ÏÏ 'f

£?/î;)

<^

àn^h^
àfiî
ô[j.

^ ̂
Ô[J.

dp.
51
dp.
5À"

dp,
cD.

Or, l ' i den t i t é (5) c o n d u i t aux, suivantes :

(8)

<)/?-!

"̂

àn^̂.

àn^
7 "̂

dX.
r̂

^/<-1^'
àn^
à[i

: a//.i+ p• N

,rfY
: 0/^2 4- (3• N

^À

.,. dL n àn^. N -,7 -= a/À^-i- p ~r-~Scik àp.

a et 8 désignant des fonctions de "X et p. convenablement choisies.
Si l'on tire de là les valeurs de ̂ p ^-^ —î pour les porter dans (7),

celle-ci devient

(9)
dp,\
d i j 1

/2ï

n.â

^3

^K
<;a
JY
"^À
^Z
a1

ôn^
~jy.
àfïî
^
ân^
à p.

Laissant de côté le déterminant qui figure dans cette équation et qui
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n'est pas nul ident iquement , nous arrivons à l 'équation

(10) È4"^0-

Posons
pi r/i /•i

0== p^ cf^ /'a ,

Pï -73 ^

déterminant qui n'est pas nul, quel que soit À, sans quo i le cône cir-
conscrit se réduirait à un plan, et appelons ^^ jj, p ^ les dérivées par-
tielles de ce déterminant par rapport aux éléments p^ y^ r^ Un ca lcul
simple, effectué au moyen des équations (8), permet d'écrire

S'' ^ / ^ /(1fï[ ..r dX.\.op=^-(,,-.w.)(-^+N^)

( I I )
4 , . / à ru ^c/Y\ , , [ à r ^ ,.,^Z\
(• +(x^^p,)(^+N^)+(%^.w3)(^+N^).

Le second membre semble être du troisième degré par rapport à [x;
mais i l est aisé de voir que le coefficient du, terme en p.3 est nul : c'est,
à un facteur près,

(dp^ ,.^X\ (dp, ,,^Y\ (dp. ...d7A^^+p^^p^^,.p^^^^^^p^^

c'est-a-dire le coefficient du terme en pi4 dans l ' identité (5).
p est donc un polynôme du second degré en [M et l 'équation (10) est

une équation de Riccati, d'où l'on conclut la propriété énoncée plus
haut.

Des considérations analogues permettent de démontrer la propriété
suivante, plus générale :

Imaginons une congruence de droites admettant une courbe focale.
Supposons que ' le cône de droites ayant son sommet en'un point de
cette courbe soit unicursal et que, de plus, sa courbe de contact avec
la surface focale soit plane. Les courbes conjuguées de ces courbes de
contact, c'est-à-dire, les arêtes de rebroussement des développables
engendrées par les droites de la congruence sont fournies par l 'inté-
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^ration d'une équation ^^AO^
ci^ ~" B(À, p.)'

où A, est un polynôme de degré r4- 2 au plus, et B un polynôme de
degré rpar rapport à p-, si /* désigne le nombre des génératrices de re-
broussement du cône de la congruence dont l'ordre n n ' intervient pas.
En part icul ier , si le cône n'a pas de génératrices de rebroussement, on
tombe sur une équation de Riccati, et nous retrouvons le théorème dé-
montré p lus haut pour les surfaces enveloppes de cônes du second
degré et l ieux de coniques.

La quest ion suivante se pose maintenant :
Les surfaces étudiées sont-elles les seules dont les génératrices co-

niques soient partagées homographiq'uement par les courbes conju-
guées?

Supposons qu 'une surface jouisse de cette propriété; on pourra
mettre ses équations sous la forme

pl(?l)^"LiQ^À)!t±R^)T^T)'̂ ^ 2 Q^^ ̂ -î F
Ni

^ N "
. '̂  , .y .^ .^

N3
" " N

P i ( ? 0 ^ + 2 Q i ( À ) p . + R , i ( Â
"" P ( À ) ^ - 4 - 2 Q ( À ) ^ - 4 - R ( Â )

Pa^^-aQa^-l-Rg
-" p^2^Q^^ 7

P^^^Q.^+R,
p^+^Qa-l-R '

p2^4'12.f)2!i±J;î2
1 ""p ,̂ ̂ Q^ ̂  ̂  7

P^^^i^f^
P^^Q^R y

les l ignes^À == const. étant les coniques, et les courbes p. = const. leurs
conjuguées. On alors identiquement

N
<)N
<)Â
r)N
à^
^N

à'h à^

Ni
<)N,
en

<)Ni
~ày.
^N,
à'hày.

N2
()NÎ
^À

()N,
(^^

^N3
^A < /̂J!.

N3
(Ws
(Ïh
(m,
^
d^N,
^ àp

: o.

fThà^ â'k àp- à^ àp' ô~hà^
On en dédui t , comme plus haut , que l'on peut poser

cW, .()N, ^N/
, ——• :-=aN/+ P -v- +y-:r—.--~3

fJÀ 1 d^ • <M ̂ j-

a, ^, Y étant trois fonctions convenablement choisies de X et p..
Ann., de l'Éc. ^orrn. 3» Série. Tome VU- — MAI 1890. 2Ï
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Si l'on porte ces valeurs dans l 'équation du plan tangent en un poin t
de la surface (12), savoir

i
N

<}N
(R
(W
^

x
N,

<)N,
"̂
(W,
ày.

y
N3
(m,
a
^N.̂

N̂3<w»̂
<-hN,
"̂

: 0,

laquelle est en général du quat r ième degré par rapport à a, elle de
vient

ï " ,2.' y s
N Ni N, N3
JN (W^ (W'2 ^N3
jp. à[j. ô[j. à[f.
à^ à^ ^N2 à^

àî. à[^ ai à[j. à\ <)^ ôi ày.

r=: o.

Cette dernière n ' e s t ' p lus que du troisième de^ré en général; cela
prouve que, si les coniques sont partagées homographiqueinent par
leurs conjuguées, la développable circonscrite à la surface le long
de chacune d'elles est de troisième classe au plus, au lieu d'être de
quatrième classe comme dans le cas général. On en dédui t aisément
que deux coniques inf iniment voisines se rencontrent en un point et,
par suite, que les coniques ont une enveloppe. Si, l'on appelle ^("À),
y^(A), ^o("^) ̂ s coordonnées d'un point quelconque de cette enveloppe,
.une transformation homographique effectuée sur la variable [̂  per-
mettra de mettre, les équations de la surface sous la forme

( ï3)

/ dxQ „ \
;r;o "4- 2 il -FT P- 4- ^i ̂  ?\ "A 7

/y» ——-«

fl>/. ..,-.

~

N,
N ~
N2
"N ~
N,
N ~~

,ï

l 4- p.2

î
T^r î

î
î + ̂

7^(,y.+^<^^+«^),
î / dzo .\

^ ( ^ o -4- 2 ̂  •̂  ̂  4- u^\ »

où M, M I , u^ u^ sont des fonctions quelconques de "À. Toutefois, cela
suppose que les coniques en question ne sont pas des paraboles, les
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racines clé i + ;j.2 ne pouvant être égales; on traiterait aisément ce
cas particulier.

Formons, au moyen de ces équations, l 'équation différentiel le des
conjuguées; c'est

"î^.( î 4 )
en posant

A = — au2 p.3 4- b p^ 4- au2 [j. 4- ça,

B :=:fu p. — 2 eu'3',

a, b, c, /désignant certaines fonctions de À; on a, en par t icul ier ,

.z-o — u^ Yo "- u:^ ZQ — My

<^o ^/u <^jr ^a 6fA
^o <^7o ^fo
^}^ /-/À2" ^À^

L'équation (r4.) se réduira à une équation de Biccati, et, par suite,
les coniques seront partagées homographiquement par leurs con-
juguées si les deux polynômes A et B, qui sont respectivement du
troisième et du premier degré par rapport à p., sont divisibles l'un par
l'autre. Cela arrive dans les deux cas suivants :

ï:° (.;= o. A et B renferment p- en facteur. — Cette relation montre
que le plan de la conique variable qui a pour équation

l{x -- -z-o) 4" m (j •—./(,) "h n{z — ^o) ̂  o,

avec tes conditions

/( .z'o — Ui ) 4- rn (jo — ^2) •+- n ( zo — ^s ) = û?
, dx., rfyo , dz^

' c/À ' d\ 1 dl

est le plan osculateur à l'enveloppe, puisque l'on a aussi

, Cl' " i.^()
l^^n ^YQ ^^o—^- 4- n -—— -= o.cD^ , dh-

2° c n'est pas nu l , et A est divisible par B. — On a alors

A=B(^4»^-^),
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a et ? désignant deux fonct ions de À convenablement choisies, La va-
leur ainsi ob tenue pour ^'3 savoir

d[j.
dl : 0 == y.^ "+- (3pL —

doit vérifier Inéquat ion différentielle des conjuguées des coniques . Si
l'on rend. N, N,,, N^, N3 homogènes par l ' introduction d'une seconde
variable v, cette équation peut s'écrire

<}N
^
^N\
àp.
(W.
^
(M,
^

<)N
ch

^N1
(>}

(m,
âv

<}N.,
ôv

(m
ai

<m,
à^

<}N,
ôl.

<m,
ai

^N
en à[j.
(P'N,
àl ()[i
^Na
al ô^
^'N,
ai à^

+Q

+Q

+(/

4-6

àm
à[^
ôm,
à^
(P^.
à^
^•N,
Oy2

et elle est véritlée identiquement si l'on y remplace 0 par sa va leur ,
Multiplions la première colonne par-3- ,— ap. — ^, la seconde par a,

la troisième par
nient l ' ident i té

-5 et ajoutons à la quatrième. On démontre faci le-

i
U[M

^N,
à^

Q\<wi -4--p;^-4-
,3 d2N' .
^ày-àv

(m,
l'y 1

'( (^
l

L.
2 //

i '-î

^

^N/
^2

<)N^
<)?. 1

ï
+ —u a(

^N,
^ÀC?^ '

(W,
à[j. (h

-Ça^+^~

„ ()îîil \
<)7.àv}

j "\ ^N/
a / / / ĵ̂

Sous cette forme, il est aisé de voir que le second membre est indé-
pendant de (-», : désignons-le par X,. Nous remplaçons l ' identité précé-
dente par

<)N
ày:
(W
~<)v
<)N
(À

X(À)

<)iN\
W
r)Ni
à^
^N'1 •

,„ JT1111

X,(À):

^N2
<^
^N,
<}v
^Ns
rf7.'

X,(X)

^N3

.̂

àN,ç̂

'(W,
.^X
X3(Â)
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laquelle montre que le plan tangent à la surface en tous les points
d'une même conique (À) va passer par un même point de coordonnées
Xi Xg Xg
' X 5 T ' ' X '

On peut donc énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME. — Si les génératrices coniques d'une surface sont partagées

homo graphiquement par leurs conjuguées, ces génératrices admettent
pour enveloppe V arête de rebroussement de la développable engendrée
par leurs plans, ou bien il existe un cône circonscrit à la surface le long
de chacune d ' e l l e s .

Nous avons supposé dans cette démonstration que les coniques
avaient une enveloppe véritable, lorsque nous avons mis leurs équa-
tions sous la forme ( î3 ) ; il pourrait se faire que toutes ces courbes
eussent un poin t fixe commun. On examinera facilement ce cas, en
reprenant les équations de la génératrice sous la forme

^i P' + ^i _ ^2 P-4" ̂  „ _ / /» P- "r" ^3
l 4- ̂  ? •r """" w! •+- [J^ î " ~" i + [^

Chaque conique passe à l 'origine pour p, in f in i .
On démontrera alors qu'il, existe un cône circonscrit à la surface le

long de chaque conique, ou bien que chacune de ces courbes est tan-
gente, à l 'origine, à la génératrice de contact de son plan avec le cône
enveloppé par les plans de toutes les coniques. Ces résultats rentrent.
dans les précédents.

Il résulte du premier théorème démontré que, si. l 'on connaît une
courbe conjuguée des coniques sur la surface étudiée, les autres s'ob-
tiendront au, moyen de simples quadratures, et qu'elles seront toutes
connues si l'on en connaît trois. Il en résulte aussi que l'on peut sup-
poser les équations de cette surface mises sous la forme

^••^^^Tr^S- ^y+^ -^TT
X, Y, Z, P, Q, K, j9o q^ r^ ... étant des fonctions de ^ telles que
les courbes (JL == const. soient les courbes conjuguées des .coniques
"X==cons t . ; les coordonnées1 du sommet du cône sont d'ailleurs X.,
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Y, Z. 11 existe alors entre ces fonctions certaines relations que nous
al lons chercher. Pour y arriver, nous écrirons que les tangentes aux
différentes courbes (x==const . vont passer par le sommet (XYZ) du
cône circonscrit, pour une même valeur de X, puisque ce sont les géné-
ratrices de ce cône. Nous obtenons ainsi

( i5)
N rfx ̂  ôni M dY .-L- àn2 -M drL . ànv>n 7/1 + ~àT _ "T/I + ̂  N^ + -^

ft\ K..^ fl^

Or les polynômes en [M qui figurent comme dénominateurs dans ces
identités ne peuvent avoir une racine commune; il faut donc que les
numérateurs soient divisibles par les dénominateurs. D'ailleurs, si l'on
mult ipl ie les fonct ions N, n^ n^ r^ par un même facteur 0(X), on ne
modifie pas la surface engendrée, et l'on. peut disposer de ce facteur 0
de façon à f a i r e disparaître le coefficient de y2 dans le premier numé-
rateur; 0 est déterminé par l 'équation

6P^+^)-0•
Le même terme doi t disparaître dans les autres numérateurs, qui

deviennent aussi du premier degré. On, aurait alors, avec les fonc-
tions P, Q, R, /^ , q^ ri, ... ainsi, modifiées, des identités de la forme

—^^J^...^.^^ ^ ^^•+"^2 . _ a^-^ô^ , ,
pi ̂  -h a q^ [J, -h f\ " p^ 4- 2 ̂  p. "4- i\ ~~~ ^^^^^^^^ •

Multiplions les numérateurs par des fonctions de \ indéterminées.
Soient a, (3, y; posons

a ( ^ i p + " & i ) 4-i3(a2^4- ^)4"-y(a;ï^-+- ^)^ o,

ce qui détermine ces fonctions. On devrait avoir aussi
a /? i -}- |3 n^ -h y n^ =£5 o.

Or ceci est impossible, car le cône circonscrit ne serait pas un véri-
table cône. Par suite, les numérateurs sont nuls dans (x6) et dans (r5)
avec les nouvelles fonctions P, Q, R, .. * . On a donc identiquement

(^\ à^.^€lx^, à^ , -^Y . an, ^dï /( Ï7 ) •àT:^^^^0^ : ^r^^^0- . TT^^'^ .
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Ce sont les relations cherchées qui sont équivalentes à
dp. ^ dX dq. /. dX. dî\ ,. dX
^-"Prfi"0' ^-t-Q-5^=o' T/r4-1^"0'
d^ dV_—p. ^ — ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i
<^Â dh
d p ' , ? ̂ Z _Ta^ 1 ^ -05 . . ; . • . . . . . . . • • . . , . . . . . . . . . . . . . . . .

Nous dirons que les équations (ï 2') sont mises sous la forme réduite
si ces relations sont vérifiées. On voit qu'elles fournissent les diffé-
rents coefficients au moyen de simples quadratures, si l'on choisit arbi-
trairement P, Q, R, X, Y, Z.

A cette forme on en peut adjoindre une autre

, o^ , ^ t \ ^ + 2 Q ^ + R , _ N , N^ _N,{ l b ) A """ "p^'^^Q ̂ ^-•" - ̂ . y - ^ . - - •N1 ?

avec les relations identiques

, , <m, ^à'N (W, ^fJW rJN, .,^N
(J<,.)) -—ï- =: X -TT 3 -7T~ = ï "TT 5 "-7- = ̂  --yf ?' '" ai ai àÀ (H <M r/A

que I^on déduit aisément des précédentes, car N\ == NX, 4- / < , , ... .•
On vérifie faci lement , en partant de l'une ou l 'autre de ces formes

réduites, que les trois coordonnées d'un point quelconque de la sur-
face sont solut ions de l'équation aux dérivées partielles

à'^Q àQ à , / ï à'N\ ï. (W àO
Tr-log M 7n" P-N 75T ;)-=°-àUp. ̂  ai âp. b \N <» ; ' N al à^

t^nfin des raisonnements analogues effectués au moyen de coor-
données homogènes permettraientd'exprimer ces coordonnées sous la
forme

.r,-=9,(X,^) l==I^•|Jt2-+-^Q/:p..-4-B^ ( z = = ï , 2, 3,4),

les fonctions P,, Q,, R, vérifiant les relations
.di^ ^ dQ, _ dR^_
^-•JQ--^-^

X, désignant les coordonnées homoge.nes du sommet du cône circon-
scrit et P, Q, R trois fonctions de X arbitrairement choisies.
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Applications des formes réduites.

Une conique étant représentée par les équations

( ->o ) r = Nl a9^ r == N2 a^ N:^^N(}, ̂ ) ' - N0, ̂ )? ' - N(^4'

où l'on suppose À constant, la conique infiniment voisine le sera par

-^^K^©-..'•=^-'̂ )-^^)-..-^-^(^â®-.
ou bien, en tenant compte des relations (i 7) et ( i ( ) ' ) ,

y— Nia,p) ^(^jO (>N p)N r) //î,\ rPN Hi' a?/;--
" -- N (?., p) .̂  ^ "/' - [l)T. ^ \W) •t- ~W W_ "a-:N(?.,p) N2

N;(À,pj
N(^,p)

. • • • i. - • - • • \ - • / „.. .. j .-,
' r-r-^^-^ — ^(^P} ^N n 1"^ r) / / î^ '̂̂  "••' ^ï

j •' • " NO, p) :̂  7^ "" L^ <^ l^-1- 'w w\ ~~r
f - - ̂ "P) _ »3(^p) l)N ... r<)N ^ //î,.,\ <PN n^ (n:1
' " - NO, p) N^ "(ry: "/" Ldl ̂  ̂ J + -^ NîJ -T -+-- • • •

Si l'on donne à p dans ces dernières relations les valeurs ;j., racines
de '——j^ = o, on voit que lès valeurs de oc, y , z se réduisent, aux
infiniment petits près du second ordre, aux valeurs correspondantes
fournies par les équations (20). Donc, toute conique est rencontrée en
deux points par la conique inf iniment voisine, et les valeurs correspon-
dantes de [j. sont données par l'équation

/ 9 9 l dp î C/Q d[\(22J ^-^i^-^^0-

Cette équation définit deux courbes tracées sur la surface et tan-
gentes à toutes les génératrices coniques. On voit, de plus, que les
infiniment petits du second ordre ne disparaissent dans les expres-
sions (21) que si la racine de ̂  annule aussi ̂ ; cela ne peut avoir
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lieu constamment, à moins que cette racine ne soit constante ou qu'elle
i n i ^N

ne soit racine double de -.y
Dans le premier cas, les coniques passent par un point fixe; en effet,

si k est cette racine constante, on a

£.
eCh

N(7^)=o

et, par suite,
cl.^N,0,^=0,

In tégrant , il v ient
N(7. ,Â:-)=<2, Ni( l , /0==^,

Les coniques passent par le point de coordonnées al? -^? ̂  que l'on
obtient sur toutes en donnant au paramètre u. la valeur /:. Réciproque-
ment, si les coniques passent par -un point fixe, l 'équation (22) a une
racine constante. Elle a ses deux racines constantes si les coniques
passent par deux points fixes.

Dans le second cas, les deux courbes enveloppes des coniques sont
confondues et la conique variable est oscula.tri.ce à son enveloppe.

De même que les coniques roulent sur deux courbes, les cônes rou-
lent sur deux développables-.Les plans tangents à un cône menés par
la tangente ST à la trajectoire du sommet correspondent à des valeurs
de F, racines de l 'équat ion

(23)

JX,
ciï
àn^
()[j.
àn^
~àv

dV
cO
àn^
^
ôn^
-^

cFL
d\

àn-&
"<^
àn^
~"(h

que l'on obt ient en écrivant qu'un plan tangent
^-X y-Y z^L

/ , . ^l ^â /^

àîi^ àfi^, àn^
à[j, à^ à[J'

est parallèle à ST. Il est aisé de montrer que chacun de ces plans a
Ann. de l 'Éc . Normale, 3e Série. Toroe Vï î . — ;h:iN ïScjo. 22
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pour caractéristique la génératrice suivant laquelle il touche le cône ;
ce sont donc ces génératrices SH et StiT qui engendrent les deux déve-
loppables en question.

Si cette équation (a3) a une ou deux racines constantes, les cônes
roulent sur un ou deux plans fixes.

Lorsque les coniques restent tangentes à un plan fixe, les cônes ne
sont pas forcément tangents à ce plan. Il peut se présenter deux cas :
i° les cônes circonscrits sont tangents au plan sur lequel rou len t
les coniques; 2° une des courbes enveloppes des coniques se confond
avec la courbe décrite par le poin t de contact de la conique var iable
avec le p lan fixe. En particulier , si la conique est une parabole, i l
existe un cylindre circonscrit, à moins que la droite d'intersection des
plans de deux paraboles in f in imen t voisines ne soit un diamètre; par
exemple, la surface engendrée par une parabole osculatricc à une
courbe gauche quelconque, et soumise à une condit ion complémen-
taire arbi t ra i rement choisie, admet un cyl indre circonscrit le long de
chaque génératrice.

Si. l'on remarque que les surfaces étudiées donnent naissanccî à
d'autres surfaces semblables lorsqu'on les soumet à une transforma-
tion par polaires réciproques, et que cette transformation conserve les
propriétés des systèmes conjugués, on voit que les équations tangen""-
tielles de ces surfaces doivent avoir une forme analogue à celle des
équations ponctuelles, lorsqu'on les suppose rapportées au même sys-
tème de courbes composé des coniques et de leurs conjuguées.

Les coordonnées du plan tangent sont fournies par le développe-
ment de l'équation (24). On peut les supposer mises sous la 'forme

(^>) M,ir
M
M̂

M^
II"

M, M ^ M ^ , Ms désignant les dérivées partielles par rapport à m, m,
m^ m^ du déterminant

(M ()^ ^ dN» '(JN̂

à'N
"(h
F
m \

^Ni.̂

dN(
• "57
FX
rn^

^N2
ôj
(Wî
àv

FY
7?lg

r)N,
à[J.
(m,
'àv
FZ
m 3

àp. à p. (Jp. à [M
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et F une fonction de \ arbitrairement choisie. Si l'on suppose cette
fonction déterminée par la condition

(.6) ^-U^(FX)+V^(FY)4-W^(FZ)=o,

U, V, W désignant les coordonnées du plan de la conique

U x -4- Vy + W z 4- i, = o,

on a les relations identiques

, , <M, ..(M àM.. ..(M 6>M, ^(M.
/ T ) ,-, t __' -——. | __ ____^ —— V/ " —— \\1{ . ï , ) -^ -^ u ̂  , ^^ - v ^-, ^- ̂  w ̂ .

Quant à l 'équation -jç == o, ce n'est autre chose, à un facteur près in-
(1 é p c n d a n t d e [i, q u e 1 ' é q u a ( ion (23).

Applications. — Les équat ions générales que nous avons trouvées
soit en coordonnées ponctuel les , soifc en coordonnées tangentielles,
renferment c inq fonc t ions arbi traires d'un paramètre variable. La dé-
te rmina t ion de ces fonc t ions de manière à satisfaire à des condi t ions
géométriques particulières présente évidemment de grandes diffi-
cultés. Nous allons cependant étudier le problème suivant :

Trouver loiiles les surfaces pour lesquelles on donne Ici courbe lieu des
sommets et kl développable enveloppe des plans des coniques, avec la cor-
respondance entre les sommets et les plans.

On se donne les fonctions X, Y, Z, U, V, W d'un même paramètre A.
Les inconnues P, Q, R, I\, Q,, K , , ... qui figurent dans les équations
ponctuelles

P^+^Q^'R, _]^,„ ̂  ...^^^ ̂ ^. „_ ^ ,

avec les relations ident iques

6W! V^ ^ -Y^ ^-y^
. 1 ; "31' ̂ ^ à'k' ^ - 1 ̂  1 c)ï ̂  (fh'
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sont encore reliées aux quantités données par les équations

P -h UPi + VP, -h WP, =-- o,
(i) . Q+UQ,-hYQ^WQ3==o,

' R + UR, -{- VR^ •+• WR3 == o.

Si l'on annule successivement: les trois premières dérivées de cha-
cane de ces équations, l ' é l iminat ion des fonctions inconnues autres
que P, Q, R montre que ces dernières sont trois intégrales d ' u n e
même équation
, , , d^O ^€^6 ,,d0 , . -
(.) A^+B^+C^+.D^O,

où A, B,,C, Ï.) sont des fonctions déterminées de X, Y; Z, U, V, W et
leurs dérivées. D'ailleurs, P, Q, R étant choisis de cette façon, F,, Q, ,
R^, .. . se ront déterminés par des équa t ions l inéaires.

Soient donc P, Q, R, trois intégrales de (2); l ' intégrale sénéralc est
fournie par

(£ := a P -{- b Q 4- c R,
^:=^iP-h Z/iQ +CiR,
^\ r= a^ P -h ^2 Q -4- Ça R.

Combinant avec les équations précédentes, on trouve

(£,=:aP^ b(^ + cRi, ^= aP,+bQ,-}-cR^

La solution la plus générale, savoir

.. . —— (^± l̂±d'ltl^ï! "t2 (al v 1 "f^l Q 1 -t^l R ̂  I1 •+- ̂ 2 PI -1- h Q 1 + ̂ 2 .1^ t<r ~" \ ap + ̂  Q ~i- c ej'^^ ̂ p-^^-^ ,^^^^^ , ....

renferme donc neuf constantes arbitraires, a, A, c, a^, 6 ^ , <^, a^, /^^ 6^.
M'ais on peut ramener le nombre des paramètres arbitraires à c inq

par une subs t i tu t ion hoff îograpbique à coefficients constants effectuée
sur la var iable p-, de sorte que la surface la p lus générale, dépend seu-
lement de cinq paramètres. Le choix d'une conique part iculière dans
l'un des plans donnés, ou d'un cône ayant son sommet en l 'un des
•points, donnés, achèvera déjà déterminer. , ! ^ / . . . ^ ' !
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Étude de quelques surfaces particulières.

Nous distinguerons d'abord les surfaces (A) enveloppes de cônes qui
roulent sur deux plans fixes en restant soumis à trois conditions com-
plémentaires quelconques. Les conjuguées des coniques sont les sec-
t ions planes faites dans la surface par un faisceau de plans ayant pour
axe la droite des sommets. Réciproquement, si deux conjuguées sont
planes, les sommets des cônes sont en ligne droite et la surface rentre
dans cette catégorie particulière.

Une transformation par polaires réciproques effectuée sur les sur-
faces (A) fourn i t les surfaces (B) engendrées par des coniques qu i
passent par deux points fixes F et F' en restant assujetties à trois con-
di t ions complémentaires quelconques. Les courbes conjuguées sont
les courbes de contact de la. surface avec des cônes circonscrits ayant
leurs sommets sur FF^ leur détermination n'exige donc encore aucune
quadrature.

Une surface (G) peut appartenir à la fois à ces deux catégories; les
coniques sont tangentes à deux plans fixes et passent par deux points
fixes qui peuvent être ou non les points de contact avec les plans tan-
gents fixes.

Plus part icul ièrement encore, les coniques peuvent être tangentes a
une droite fixe en un point fixe, ou les cônes à un plan fixe le long
d'une génératrice fixe; les conjuguées des coniques s'obtiennent tou-
jours , sans intégration.

Les surfaces (D), pour lesquelles la courbe S lieu des sommets des
cônes est plane, possèdent des conjuguées de coniques qui s 'obtien-
nent par une quadrature , car on en connaît déjà deux : ce sont les
courbes enveloppes des génératrices d'intersection de ces cônes avec
le plan de S.

11 en est de même pour les surfaces (E) qu'on en dédui t dans une
transformation par polaires réciproques, c'est-à-dire pour lesquelles les
plans des coniques, passent par un point fixe; les conjuguées connues
sont, dans ce cas., les courbes engendrées par les points de contact
de la conique variable avec les deux tangentes issues du point fixe.

C'est dans les catégories (B). et (C) qu'il faut ranger les surfaces du
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troisième et du quatr ième degré qui sont en même temps l ieux de co-
niques et enveloppes de cônes du deuxième degré. Une surface du
troisième degré possède deux points coniques F et F^ par lesquels pas-
sent les coniques génératrices ; la droite FF' appartient na ture l lement
à la surface et le plan tangent est le même en tous les points de cette
droite. D'ailleurs, si une surface du troisième degré touche un plan
suivant une droite, les plans qui passent par cette dernière découpent
sur la surface des coniques la rencontrant en deux points fixes. Quatre
de ces coniques se décomposent en systèmes de deux droites; ces hui t
droites passent quatre à quatre en F et F' et cons t i tuent l 'intersection
de la surface avec les cônes tangents en ces p o i n t s *

Les conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la sur-
face avec les cônes circonscrits ayant leurs sommets sur FF' ; ces cônes
sont du quatrième ordre et les conjuguées sont des quar t iques gauches
de première espèce. Chacune (F) est l 'intersection de la surface pro-
posée, avec un cône du second degré qui passe par FF' et est tangent à
la surface le long de cette droite; le sommet 0" de ce nouveau, cône et
le sommet 0 du cône circonscrit correspondant forment une involut ion
dont les points doubles sont F et F'. Chaque courbe (F) rencontre FF7

en deux points variables conjugués harmoniques par rappor tau sommet
0 correspondant et au po in t fixe où la droite FF" est rencontrée par la
seconde droite d'intersection de la surface avec le plan tangent suivant
FF'. Les cônes de tangentes aux deux points coniques ne peuvent se
réduire s imul tanéïnent à deux plans, à moins que le plan tangent le
long de FF' ne coupe la surface suivant cette seule droite. La courbe
l ieu des sommets des cônes circonscrits suivant les coniques est une
quar t ique gauche de seconde espèce qui ne , rencontre jamais FF', à
moins que les deux points coniques ne soient confondus.

Plus généralement, une surface d'ordre n présentant une droite mul-
tiple d'ordre n— 2 est coupée suivant une conique par tout plan qui
passe par cette droite. Il existera des cônes circonscrits si ces coniques
rencontrent la droite multiple en deux points fixes F et F'; pour qu'i l
en soit ainsi, il fautet il suffit que les n—-2 plans tangents à la surface
en tous les points deFF' soient invariables. 2n — 2 coniques se décom-
posent en deux droites : ces 4 ^ — 4 droites se groupent 2n — 2 à
^yz — 2 pour former l'intersection de la surface avec les cônes de tan-
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génies en ses points coniques. Les conjuguées (T) des coniques sont
des courbes gauches d'ordre 2n— 2 suivant lesquelles la surface est
touchée par des cônes circonscrits de même ordre ayant leurs sommets
0 sur FF"; chacune est l'intersection de la surface avec un cône d'ordre
n -— i qui lu i est tangent suivant les n — 2 nappes le long de FF7. Les
sommets 0' de ces nouveaux cônes et les sommets 0 correspondants
forment une involut ion dont les points doubles sont F et F'. Enfin
chaque courbe (T) rencontre FF' en 2/2 — 4 points variables qui se par-
tagent en n — 2 couples ; chacun de ces couples est si tué sur une nappe
différente de la surface donnée et les deux points d 'un même couple sont
conjugués harmoniques par rapport au sommet 0 du cône correspon-
dant et au point de rencontre de FF' avec la seconde droite d'intersec-
t ion de la surface avec son plan tangent le long de la nappe à laquelle
appart ient le couple. La courbe lieu des sommets des cônes circon-
scrits est une courbe unicursale d'ordre 3n — 5.

Les coniques génératrices de la surface peuvent être tangentes en
deux points fixes à deux plans fixes; dans ce cas, les plans tangents h
la surface le long de la droite multiple la coupent suivant cette seule
droite. Il existe alors une triple infinité de quadriques tangentes à la
surface proposée en F et P et qui, la coupent su ivan te coniques ; parmi
ces quadriques, il y en a une double ' inf in i té qui touchent la surface
proposée suivant une conique et la coupent encore suivant n — 2 co-
niques ; enfin, parmi celles-ci, il y a une simple inf in i té de cônes jouis-
sant de la même propriété : ce sont les cônes circonscrits à la surface
le long de ses coniques.

Une surface du quatrième degré possédant une droite double avec
deux plans tangents fixes le long de cette droite rentre dans la caté-
gorie que nous venons d'examiner. En dehors de celle-là, les seules
surfaces du quatrième degré possédant le même mode clé, génération
sont des surfaces à conique double et deux points doubles au moins,
ou les surfaces ayant deux points d'embrassement.

Considérons d'abord une surface présentant une conique double et
deux points doubles dont la ligne de jonction ne rencontre pas cette
conique. Tout plan passant par les points doubles F et F' coupe la sur-
face suivant deux coniques qui se rencontrent en ces deux points. Les
conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la surface avec
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des cônes circonscrits ayant leurs sommets 0 sur FF"; ce sont aussi les
courbes d'intersection de la surface avec des cônes du second degré
dont les sommets 0' sont sur FF' et sont conjugués des sommets 0 par
rapport aux points coniques. Chacune se compose de deux courbes
gauches de quatrième ordre 'et de première espèce qui se coupent en
quatre points sur la conique double de la surface proposée.

Si l'on suppose l'équation de cette surface mise sous la forme
r{xyz)=[^\xy,

/désignant une fonction quadratique non homogène, la conique double
est l ' intersection de la quadrique/== o avec le plan z •== o, et les deux
points coniques sont les points de rencontre de l'axe Oz avec cette
même quadrique. La courbe, l ieu des sommets des cônes circonscrits
à la surface, est une courbe plane de quatr ième ordre, unicursale, re-
présentée par les trois équations

|{=o, ^-^+^0, ,^-^^<y=o,
^ o^ à y àx

où À désigne un paramètre variable. A deux valeurs de 1 qui ne diffè-
rent que par le signe, correspondent les sommets des deux cônes cir-
conscrits à la surface le long de deux coniques situées dans un môme
plan.

Le plan de cette courbe est le plan polaire du point de rencontre de
la droite FF' avec le, plan de la conique double par rapport à la qua"
drique/=o. Par suite, si ce point est le centre de la quadrique, la
courbe est rejetée à l 'infini et les cônes deviennent des cylindres cir-
conscrits; dans ce cas, d'ailleurs, la surface proposée admet ce point
pour centre, et il en est de même pour les différentes coniques.

Les cônes tangents à la surface en ses deux points coniques ne se
réduisent jamais à deux plans si l'on suppose ces points distincts. Mais
cela n'empêche pas les coniques de la surface de rester tangentes à
deux plans fixes ainsi que les cônes circonscrits.

C'est ce qui arrive lorsque la surface présente deux paires de points
doubles (cyclide de Dupin, par exemple). Dans ce cas, la surface pos-
sède deux séries de coniques passant par les couples de points doubles :
les cônes circonscrits le long des coniques d'une série ont leurs soin-
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mets sur la droite q u i joint les points coniques de l 'autre; les deux
systèmes de coniques sont donc conjugués.

Réciproquement , si une surface possède deux séries de coniques
conjuguées avec cône circonscrit, il est aisé de voir que les coniques
de chaque système passent par deux points fixes et son t tangentes
à deux plans fixes. Nous reviendrons plus loin sur l 'étude de ces sur-
faces.

Considérons ma in tenan t une surface de quatrième ordre qui présente
deux points d.'embrassement. Tout plan passant par ces deux points
coupe la surface suivant deux coniques qui. y sont tangentes aux
deux plans tangents. Les conjuguées sont les sections faites par un
faisceau de plans ayant pour axe la droi te d ' intersection des deux pré-
cédents.

Parmi, les surfaces de cinquième ordre, nous trouvons la surface à
droite tr iple avec trois p lans tangents le long de cette droite, puis la
surface possédant une droite simple sur laquelle se trouvent deux
points triples et, en outre, une conique double* L'équation d'une pa-
reille surface peut se mettre sous la forme

/^i ̂ -f^^h^^-=o,

ou/est une fonction quadrat ique non homogène (en x ^ y , s ) et c p < , y^ , 93
des* fonctions homogènes ("en «r, y) de degrés respectivement égaux à
leurs indices. La conique double est l'intersection du plan xOy avec
la quadri.qu,e/== o, et la droite simple est l'axe Oz. Les points triples
sont les points de rencontre de 0,5 avec cette même quadrique; le plan
tangent est encore le même en tous les points de 0-s. Les conjuguées
des coniques sont les courbes d'intersection de la surface avec des
cônes du troisième ordre q u i lui sont tangents le long de 0-s; etc.

Nous citerons encore un cas part iculier de la surface de c inquième
ordre étudiée par Clebscb ; cette surface possède une courbe double
de quatrième ordre et de 'première espèce, et a une équation de la
forme

A y2 H- 2 B 9 ̂  4- C y ==•;. o, -

ou A, B, G désignent des fonctions l inéaires, et 9, ^ des fonctions du
second degré par rapport à «r, y, z (Ueber die Abbildun^ einer Classe,

À.r£n, df l 'Éc . N armait'. 38 Série. Tome V l ï . — Jui.-s 1890. ^
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?wz Flâchen 5, Ordnung; G-ôttingen, in der Diclerichschen Buchhand-
limg\ 1870).

Les quadr iques du, faisceau

(p - 1 - 1 - - - llp -:.-:.:.: 0

y découpent une série de coniques dont les plans ont pour équation

AP+ 2BÂ-+-. C"r:o

et enveloppent le cône
B^-AC-.ro,

II est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour
que deux coniques in f in imen t voisines se rencontrent en deux points
est que le point

Ar^B^C^o

soit l 'un des sommets du tétraèdre conjugué par rapport aux deux
quadriques ç =•= o, ^ = o. Le cône enveloppe des plans des coniques
passe alors par la quartique double, qui est elle-même l'enveloppe des
coniques de la surface; les cordes de contact sont les génératrices du
cône. La quartique est une courbe de rebroussement pour la surface.
L'équation pourra se mettre sous la forme

en posant
.z'cp2-!- 9.z(D^ -h y d;2 "::„•; o,

ip =:; a y 4- z2— .r y,

a désignant une constante quelconque et cp une fonct ion quadrat ique.
Le lieu des sommets des cônes circonscrits est une courbe plane S

unicursale de quatrième ordre, dont le plan est le plan conjugué du
sommet du cône par rapport à la quartique, c'est-à-dire <îcp =2 o.ot
. On connaît déjà deux co'urbes conjuguées des coniques; ce sont les
enveloppes des génératrices 'des cônes situées dans le plan'de S. La
recherche des autres se ' ramené donc à une quadra ture ; 'on vérifie
que,cette opération conduit en, général 'à des,•intégrales- hyperellip-
tiques. - 1 1 1 ^ 1 , , 1 1 1 ^ ' . ! ! . ^ ! ! : 1 1 , ! . ! , , ,
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Surfaces enveloppes de cônes de révolution.

Reprenons les équations générales

— îît ^r /^ r» ^3( « ) ^^x+-^ , ^Y4-^ ^Z+^

avec les relations

^ o ^ ^ ....... ^ N ̂ x, ^2 -"- - N dY, ^ - ~ N ̂ z.v<) Ï)À "•"" • " d À 5 àt ""' • " ^ À 5 ()À •- '"^^

Si les'cônes sont de révolution, chacun d'eux étant représenté par
les équations

.:r-X .̂ îl̂ ir:7
///l ^'a /^;î

ou l'on suppose 7^ constant, c'est que l'on a, quel que soit p., en sup-
posant les axes de coordonnées rectangulaires,

(3) n\ -h ni 4- rï^ •:= (a^i -h (3/^4- y^:i)2,

a, p, Y désignant des fonctions de À, que l'on peut supposer réelles si
les cônes le'sont eux-mêmes. Difîerentions cette relation par rapport
à ^, en tenant compte de (2); nous obtenons

^ / JX dV d7A
— N ^i "7r -1- ^a --,.[• + n^ ^ ]\ ci h dh ci A /

r da dô dy ^ f ^X , pd^ ,d7.\\
^^n^^n^r^ \n^ +/l^ +n;î^ "-^ ̂ ^-1"^+7^;J•

Cette égalité montre que les racinesdu polynôme an, 4- [3^4-Y^,
qui est du second degré en [x, appartiennent aux deux polynômes N
et n cl^ -+- n.^ + ̂ 3^; or, en vertu de (3), les racines du premier

^ d'h "" ÛÂ ' ciA
sont imaginaires, elles doivent donc appartenir toutes deux à l 'un des
deux derniers.

Par suite, on a ' , , ! , !

/ / ^ . . a/i i 4- (3 n^ +• y ^;î ••= AN
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ou bien
,, ,. / dK clY dF

( ;:) ) a/ii -+- ? n^ 4- y fh == B I ni -^ 4- /? 2 ̂  -l- ^3 ̂

A et B désignant deux fonct ions de "X.
Dans le premier cas, l 'égalité (3) donne

et, par suite,
^^. i - /^ j - r /^• j^A2N2

(,^_ x.)2 -h (r - Y)2.4- (^ — Z)— A2 .

Cette nouve l l e relat ion nous m o n t r e que les coniques ( i ) sont des
cercles, et la surface engendrée est une surface enveloppe de. sphères
dépendant d 'un paramètre.

Dans le second cas, on montre aisément que l'on a '

i JX. r dy î cFL
"y. "cil ~li"i" p ^/A "::1: y 'cl'h?

c'est-à-dire que .Taxe du cône de révolution n'est autre chose que la
tangente à la trajectoire de son sommet.

Les surfaces enveloppes de cônes de révolution se partagent donc
en deux classes :

1° Les surfaces enveloppes de sphères; l'axe du cône admet pour
enveloppe la courbe décrite pa r l e centre de la sphère variable.

2° Les surfaces pour lesquelles l'axe du cône reste constamment
tangent à la trajectoire de son sommet.

Ces résultats peuvent dVilleurs se démontrer sans avoir recours aux
équations générales (i), et un calcul direct permet de montrer que la
condit ion nécessaire et suffisante pour qu 'un cône de révolution
touche son enveloppe suivant une conique, c'est que son axe engendre
une développable; suivant que le point de contact de chaque axe avec
son enveloppe est ou non. le sommet du cône, on obt ien t l 'une ou
l'autre des catégories précédentes.

Les surfaces de la seconde classe sont d 'a i l leurs étroitement liées
aux surfaces de la première. Considérons, eo effet, une surface enve-
loppe'de sphères; les normales à cette surface le long, d 'un cercle1 (c)
engendrent un cône (le révolution (C) dont le sommet S est un'centre
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de courbure de la surface pour tous les points de (c). Les centres de
seconde courbure sont les points de contact des génératrices de (C)
avec l 'enveloppe de ce cône; or on sait que ces centres de courbure
sont sur une conique; par suite, la surface l ieu des centres de se-
conde courbure rentre dans la seconde classe.

On peut encore remarquer que les conjuguées des coniques sont les
trajectoires orthogonales des cercles pour les surfaces de la première
classe, et l 'on sait que ces courbes partagent les cercles homographi-
quement. Pour les surfaces de la seconde classe, ce sont les courbes
de contact des développables engendrées par les normales aux surfaces
de première classe correspondantes le long de leurs lignes de seconde
courbure; comme celles-ci, elles dépendent donc d 'une équation de
Riccali. On trouve cette équation, sous une forme très simple, de la
façon suivante. Appelons
x, y , z les coordonnées d'un point quelconque de la surface;
X, Y, Z les coordonnées du sommet du cône correspondant;
V l 'angle générateur de ce cône;
a, f J , y , a , , p o Y i , a^, f^Tales cosinus directeurs de la tangente, la nor-

male principale et la binormale à la trajectoire du sommet;
ce et rs la courbure et la torsion, de cette courbe;
î) l'angle d'un plan passant par le point {oc, y , z ) et l'axe du cône avec

le plan oscillateur de la trajectoire (cet angle pe'ut varier de o a 271).

On trouve

.r—X ^ _ _____y^^^^_^ .
a cotY-l- ai cas 9 -i" 0.2 sinep ~" (3 cotV'-i- (3i coscp -+- (3a sin®

_ ^-Z_____ _ sin^V
y cûtV'-t- yi coscp -f- y<,sinœ "'"" dV5

' ' ' ' 1 û) COSO -i- ——ds
et l 'équation différentielle des conjuguées est

€'l(Û ^ .
—' • - r . rCT-h^COtVs in îp ,cis • ' ,

la variable indépendante étant l'arc ,9 de la trajectoire du sommet.
Cette équation se ramené immédiatement à une équationdeRiccati,
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en prenant pour fonction t an^ - - Elle s'intègre par une quadrature si
3

la trajectoire du sommet est plane ou, plus généralement, si le rapport
^-^^—.est constant.

0)

Si l'on prend (Jig^ Q pour axes de coordonnées (S , ^ T], C ) les axes

Fig. i.

du trièdre delà trajectoire, l'équation du plan de la conique s'écrit

tangV - . - i; -h- w'û — siu,2 V =" o.

On vérifie ainsi que ce plan est parallèle à la binormale de la trajec-
toire du sommet, ce qui est une propriété connue. Ce plan rencontre la
normale principale S"/] en un point 1, tel que l'on ait

Sï^SOsin^,

0 dés i f fnant le centre <le courbure de la courbe. 11 en résulte une con-
struction géométrique très simple du point I, 'étant connus le point 0
et l'angle V, et inversement. Comme application de cette dernière pro-
priété, considérons une qu-adrique Q, dont la trace sur l 'un de ses
plans principaux est une conique C {fîg. ^). Cette quadrique peut être
regardée comme l'enveloppe d'une famille de cônes de révolution ayant
leurs sommets sur une conique S située dans le plan de C et hom.ofb-
cale à cette dernière. Si S est le sommet de l 'un de ces cônes, ja tan-
gente à S est son axe, les tangentes à C menées de S en senties géné-
ratrices de, contour apparent;1 enfin, 's i , 'par1 le point Ï où AB rencontre'
a, normale SN à S, on mène IH perpendiculaire surSN/puisHO per-
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pendicuiaire sur SA, on obtient en 0 le centre de courbure de S. Ces
différentes propriétés sont des conséquences immédiates des équations
écrites plus haut; on pourrait les démontrer ici en s'appuyant unique-
ment sur ce fait que les deux coniques G et S sont homofocales.

mg. 2.

Dans le cas général, l'angle 0 du plan de la conique avec l'axe du,
cône est fourni par l 'équation

tango .:::f.angV .̂

Par suite, lorsque - est supérieur à co, la conique est une ellipse;

si clv est égal à o,->, la conique est une parabole; et si ̂  est moindre
Cl!)

que <,o, la conique est une hyperbole.
Si l'angle générateur du cône est constant, le plan de la conique est

perpendiculaire à la normale principale de la trajectoire du sommet, et
la conique est une hyperbole qui reste semblable à elle-même dans
son déplacement.

Ces surfaces sont les seules, parmi celles que nous étudions, pour
lesquelles la congruence formée par les génératrices des cônes se
compose des normales à une surface; cette dernière est d'ailleurs une
enveloppe de sphères.

Nous remarquerons encore que, si les coniques génératrices sont des
cercles, la. surface peut être envisagée,comme une enveloppe de sphères,
ou bien les, plans des cercles sont parallèles à'un plan fixe; nous avons
démontré ce faitdans une Note insérée aux Comptes rendus de l'Acadé"
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mie des Sciences (t. CIII, p. 687). On peut généraliser cette propriété
et énoncer le théorème suivant :

Si les génératrices coniques rencontrent une conique fixe, la surface est
l'enveloppe d'une famille de quadriques passant par cette conique et assu-
jettie à trois conditions complémentaires, ou bien les coniques passent par
deux points fixes sur la conique fixe.

En particulier, si l'on considère une surface engendrée par un cercle
parallèle à un plan fixe, les conjuguées de ces cercles se déduiront les
unes des autres par une opération géométrique très s imple : ce sont
les courbes de contact de la surface avec des cylindres circonscrits
ayant leurs génératrices parallèles à une direction arbi t rairement choisie
dans le plan d'un cercle; si l'on f a i t tourner les points de l 'une de ces
courbes d'un angle constant sur les cercles auxquels ils appartiennent,
on obtient les points d^une autre conjuguée,

SECONDE PARTIE.
D,ES L I G N E S A S y M P T O Ï l Q U E S .

Reprenons les équa t ions générales d 'une surface, mises sous forme
réduite, savoir

Ni ... /^ N^ .... r'u N't .- n'\
——N^- 1 "^ ^N^-N' — — N ^ - ' N 'N N •/ - N "'"

avec les relations ident iques

()N, „ (W
TiT ^ x 7)î '"<J^:r•=xr)^
f)f^ ^clX^ ---::-- 1^-,
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La subst i tut ion de ces valeurs dans l 'équation difFérentielIe des lignes
asymptotiques donne une relation de la forme

( i ) ( A p:2 -...!.- 2 B p + C ) ( ̂  ̂  -+. 2 ̂  p. 4- ̂ } eu:2 4- 3 A d^ ̂  o,

en posant
dX.

fh^—qi rj^J.-\-f\ -^

./Yi \ p ï fh r [

A p^ -h 2 B [J. d- C ..--•: | /.̂  fJ. -+- <7a 72 [j. -i- /-a -yi, A -=. i /.»2 ^/a ra
d\

1 /^ ^3 /•3

^.+</3 ^a^-i-r, ^

On reconnaif:, dans les deux polynômes du second degré par rapport
a [j. qui figurent dans cette équat ion , les polynômes <^ et —; ce der-
nier, à un fac teur près, indépendant de p. On en conclut qu ' i l existe
sur chaque conique quatre points pour lesquels les lignes asympto-
tiques sont tangentes entre elles et tangentes à une conjuguée de la
conique : ce sont les points de rencontre de cette conique avec la co-
nique in f in imen t voisine (K et K^) et les pieds H et I-F des génératrices
de contact du cône correspondant avec les deux développables circon-
scrites.

Cette équation se simplifie dans un certain nombre de cas; nous al-
lons examiner les plus intéressants.

Supposons que le coefficient de r2X2 soit , le carré d'un polynôme par
rapport à [x : l'équation ( r ) se décompose alors en deux équations de
Riccati, et les deux séries de lignes asymptotiques de la surface parta-
gent homographiqueiaent ses génératrices coniques. Ce fait se pré-
sente dans les deux cas suivants :

I. Les deux polynômes — et-. . ont mêmes racines m; les points K
et K/ sont respectivement confondus avec les points H et H7. La surface
est engendrée par une conique qui. roule sur deux courbes, les cônes
circonscrits roulant sur deux développables circonscrites à-ces courbes.
Nous 1 "ap p e 11 ero n s surface du premier genre.

II. Les deux polynômes <— e t < ^ - ont chacun une racine double; les
Ann, de l'Éc, normale, 3'- Sériû. Tome VU. -" JCIN 1890. â4
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points K et K' sont confondus, ainsi que les points H. et H'. On en con-
clut que la conique génératrice reste osculatrice à une courbe, le cône
circonscrit étant lui-même oscillateur à une développable. Nous appel-
lerons surfaces du second genre celles qui sont engendrées de cette
façon.

III. Un autre cas intéressant est ce lu i , où les polynômes -,. et ^
ont tous deux leurs racines constantes. La surface est engendrée par
une conique qui passe par deux points fixes et reste tangente à deux
plans fixes sur lesquels roulent les cônes circonscrits.

Les variables se séparent alors dans Féquation ( i ) , dont l'intégra-
tion se trouve ramenée à une quadra ture ; la détermination des conju-
guées s'effectue d'ailleurs, dans ce cas, sans aucune intégration.

Plus part icul ièrement encore, les deux plans fixes auxquels les co-
niques sont tangentes peuvent avoir leurs points de contact aux poin ts
fixes par lesquels passent les coniques; nous retrouvons ainsi des sur-
faces singulières du premier, genre,; et le théorème démontré par
M.. Demartres :

Une surface engendrée par une conique tangente en deux points fi^ces à
deux plans fixes a ses génératrices coniques partagées homographique--
mentpar ses deux séries de lignes asyrnptotiques,

Ces surfaces jouissent encore d 'une autre propriété : ce sont les
seules qui puissent être regardées comme des enveloppes de quadri-
ques dépendant d'un seul, paramètre, et telles que deux quadriques
inf iniment voisines soient tangentes le long de leur conique d'inter-
section. La recherche des lignes asymptotiques exige alors l 'intégra-
tion de deux équations de Riccati dans lesquelles les polynômes du
second degré ont leurs racines constantes.

Les trois catégories que nous venons d ' indiquer sont encore remar-
quables, en ce sens qu 'une transformation par polaires réciproques
les remplace par d'autres surfaces de même espèce.
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Surfaces du premier genre.

187

Si nous écrivons que les deux polynômes .. et — ont mêmes ra-
cines, nous trouvons

ï
7p
rû

P^ Pï .!h
7i y 2 '/s
clÏ. dY dÏ
7Û "dï îû

ï^

" dt

Pi Pî Pï
f'î ''\ ï'ï

dj. dY cil
"flî "clï d)\

j= -^-

ÏÛ

7l 72 73

/'1 /'à ^'3

^X ^Y r/Z
ÏÀ ^À À

relations que l'on remplace aisément par les suivantes :

d(). dR
^xl^'1-^^14 '^^
d:\

ï [dP d(} dÏ{ *"
^j^,,,.^^^,,-.^/)^

r̂ "
fJP d{^L^^""3^^rjp

^z [^
'ça "

^Q̂̂ rfR
3- :̂ri-^

Si l 'on sait déternïiner toutes les fonctions P, Q, B , ^ ( , yp r,, ...,
X, Y, Z vérifiant ces relations, ainsi que le système

eu
^ dX. d<]\
"dk' ' " ' '"(Û~

p OA. ayi ^ u.^. _. p ., . . . , =: ̂  y . . . , . . . ,.%1..^, dr^
"ça

dï.R^.,^ ..,

on aura toutes les surfaces du premier genre. Les surfaces générales
dépendant de cinq fonctions arbitraires d'un paramètre variable.
celles-ci, dépendent encore de trois fonctions arbitraires.

Prenons Q pour variable indépendante et posons Q =^A; choisis-
sons comme fonctions arbitraires P, R, ainsi que la valeur p des rap-

. , . , . d^. dY dï , , •ports (2) ; il est aisé de voir que les inconnues •„•? r^ ^ sont trois
solutions de l 'équation difTérentielle

! ^P ^R /, I
dV, d^

(4)
^P
"5P
^P
"d^

d^R.
Tu3"
^R
Tn?

dÔ
di
d^Q
d^

-|- 5 U

d4-^ (sa)
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où la fonction inconnue est u, et où l'on pose

e^(PR-^)-,-^(p.),

-P^-l-R^.d^ €ih1

En par t icul ier , si l'on choisit P et II de telle sorte que £ == o, l 'équa-
tion précédente admet comme intégrale

. d^P , ^R^^,^,

a et & étant des constantes arbitraires. Il, reste alors à intégrer une
équation du premier ordre l inéai re qui donnera u; puis de simples
quadratures donneront toutes les fonctions inconnues. Nous aurons
ainsi une solution renfermant deux fonctions arbitraires, P et p par
exemple.

On peut encore, au moyen des relations (2), démontrer le théorème
suivant :

Si le lieu des sommets des cônes est une courbe plane, les plans des co-
niques enveloppent un cône, et réciproquement.

Ces relations s'écrivent en effet

dX dR d0 cl?p.^-:^.^ ̂  ̂ ^ 4 - ^ ^ , . . . .

Deux différentiations successives permettent de montrer que l 'on a
[ d X dY rfZ ; dp dQ d'K
\ eu dî. d^ \ dÏ' 'dA dA ;

/^ , ̂ X ^Y d^\~ ^P ^Q ^R
v / 1 "d^' "dV ^À2 j 1 1 " 1 1 1 " dV "d7^ d^ /

! ^X ^Y ^Z 1 d^P d^Q d^R
1 ""d^ ""d^ en? \ , d^" 'd/^ "dV

p et A sont deux fonctions de À q u i ne peuvent être n u l l e s ; les deux
déterminants f igurant dans cette égalité seront donc nuis , sinaultané-
ment . 1

Si le premier est nul , la trajectoire du sommet est plane, et si le se»
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cond l'est, on montre aisément que les plans des coniques passent par
un point fixe.

Nous remarquerons encore la propriété générale suivante qui con-
vient aux seules surfaces du premier genre :

Les tangentes aux deux séries de lignes asyrnptoliques de la surface en
tous les points d'une même conique sont les génératrices de deuxhyperbo-
loïdes circonscrits à la surface le long de cette conique.

Nous allons chercher s'il existe des surfaces du premier genre parmi
les surfaces particulières que nous avons étudiées dans la première
Partie. Considérons les surfaces enveloppes de cônes de révolution
dont la caractérist ique est une véritable conique. Nous avons vu que
l 'équation du plan de cette conique rapportée au trièdre (SÎ;YfC) de la
trajectoire du. sommet est

dV(6 ) tangV • • • - , - ^ + w\ '•- sin2 V =.: o.

Son intersection KKY avec le plan infiniment voisin est définie par
cette équation jointe à la suivante :

i r î fdVY .^v ,"k... ...... ^.«taagV-.-r- —&)2 ÇLCOS^V \ cU ) b ds^ I "
(7) 4 (d<ù , .^dV\ „ - ., . ..,, .dY9 .4.., + MtangV-;- } r i — -^^—^^"^v^ o,n o X / - > . _ - -\ fd(,) , .^dV\ . . . _ . ..,, .dV4^^ +o)tangV^l^ -^C^(tangV+sin2Vj-^.

La surface sera du premier genre si la droite KK" est confondue avec
ÏïH/, c'est-à-dire si. KK' est dans le plan SHET. Ce dernier n'est autre
chose, ici, que le plan perpendiculaire à l'axe du. cône, ^ === o. Il faudra
donc que l'on ait

œzn :=- o
et

i [ d i ù ^dV\ î , .,, . .^V,̂ , ,„.„{.. ^ tan^V-"— •=: —^r:, (tang'V-i-si.n^Y) ,—•
o) \ ds w cis ) sia2 V ds

Laissant de côté co == o, ces condit ions se réduisent à

( 8 ) " ' S7 ;:= o, • J A) "r" 3 cet V ciN.
' . • 6)
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La dernière a pour intégrale
/

' sin^V'W p

p désignant le rayon de courbure de la trajectoire du sommet qui est
plane, d'après la première condit ion, et / une constante arbitraire.

On peut vérifier que, si ces deux condit ions sont remplies, l 'équation
des lignes asymptotiques se ramène bien à deux équat ions de Riccati.
C'est, en général-,

( 10 ) ^-^v/Jh

en posant
[M -:. ̂  -i" f,) sînç cotY,

r civ -}
M GO S 9 4- —,-

P ! dfi•S =r —-——--——-..- .....———. ,„—..„„-.„.„. .„ — 3 OT S 1 l'I CDcl d\ smV cosV i j&) cosœ 4- — 1- • ' s

• as

(/.., ,,,û?V ^)\ "" / / /v'""^"" /7âV
x I (^3 . COLV ̂  ^ ̂ ) cos y ,.-.. o^ sia y ..- cet V ^^ , - . (^ ^ ̂ J

On voit aisément que ^ est indépendant de ç si les condit ions (8)
sont vérifiées, et l'on est ramené à l'intégration de

à -a) ̂ ^^coiv lc si:̂  v7^4-2 (^y^- ̂ ^"^ ̂ >

Voici une dernière propriété géométrique de ces surfaces, consé-
quence de la. relation

p sin3 V •=: l :

La projection, sur/es génératrices du GÔne, du segment de 'normale clé la
trajectoire dit sommet, compris entre le sommet et le plan de la conique, a
une longueur constante,

Cette particularité se présente pour les quadr iques considérées
comme enveloppes de cônes de révolution.

Des raisonnements semblables, app l i qués aux surfaces enveloppes
;de sphères, montrent que les surfaces de révolution, sont les seules
appartenant à cette'catégorie qui puissent être regardées comme sur-
faces du, premier1 genre* . ' ! ! ^ 1 : ; , - ^ ! !
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Surfaces du second genre.

11. n'y en a pas parmi. les surfaces enveloppes de cônes de révolution,
si la conique de contact n'est pas un cercle; les génératrices SH et
SU/ sont, en. effet , dans un plan perpendiculaire à l'axe du cône et ne
peuvent être confondues, condit ion qui. devrait être remplie.

Mais il. y en a parmi les surfaces enveloppes de sphères, comme nous
al lons le vérifier. Appelons <x*o, y<, , z^ les coordonnées du centre 0 de
la sphère variable qui décrit une courbe C. Soient

R le rayon de la sphère ;
co et çy la courbure et la torsion de G;
s son arc pris pour variable indépendan te ;
a, (il, y, . . . les cosinus directeurs des arêtes du trièdre de C.

Prenons pour seconde variable, afin de fixer la pos i t ion d ' un point ,
Fan^le y que f a i t le plan passant par ce point Ç x y z ) , et l'axe 0^ du
cercle sur lequel il . se trouve avec le plan osculateur correspondant
de C. Un calcul, rapide permet d'écrire

,. dK ,, ' /^R\2"' ;, . „x ' XQ •••••- ali. -, •••[- !{ 1 - -•• [ -, \ ( ai cos o 4- a^ smcp ;,
Cl S 'i^ CM j

^^dR ,, ' /^RVI- . . ,
y.-.'-yo-Pl.t^ -i-B ^ - 1 - ^^ ) (Picos94-(3,yiny),

,. dR .,, ~ /clKY"}^ • •^ ^,s,-^yR ̂  4-B. i " ( ^ - 1 [ (yi cosy^-yâSi .n^} .

Le plan ÂB ( / / g . 3) du cercle, rapporté au trièdre (O^/fC). a pour
équation

., ,, dR
( 1 2 ) ^^^^- •-0:

La droite KK7 est définie par cette équation jointe à la suivante :

d /,, d'R:\
( \ 3) wn • i 4 - -," B-7- ^o*/ ds \ ds )

On trouve aussi que le plan SUIT, qu i est le plan diamétral conju-
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gué par rapport au cône de la tangente ST à la trajectoire du sommet,
est défini par

/^RV1 /,,^R
.^i--^)-^

dR\ f
S - i - R -

dR\ d^
~ds ~d^ ^

=:. o.

La surface est du. second genre si K et IF sont confondus, c'est-
à-dire si KK' est tangente à la sphère, et si le plan SHET est tangent à

Fi(î. 3.

cette même sphère* Ces deux conditions s^écrivent aisément et don-
nent lieu aux relations suivantes :

(^}

(16)

œW i

c/r

.. W\^)
/•^Y'iL/.sj j

d r,,dï{-\Yi — -, H -- - ,[_ d.y\ d s ) \

(rM\'\-
^ '

La comparaison de ces deux équations permet de les remplacer par
.,, ^R fdKYaf^ , . 4- .„-1::-: o

ds- \ ds l

w1-:-.-.-,4R2 (^Y
{ds _

La première s'intègre une fois et donne
, , dRas -:: d: —-—:-=;. . )

^-K
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h désignant âne constante arbitraire. On peut alors, remplacer la se-
conde par

//
^^W

Ces deux conditions fournissent Farc et la courbure de la trajectoire
du centre de la sphère variable, comme fonctions de son rayon. On
vérifie alors que l'équation différentielle des lignes asymptotiques de
la surface, qui est en général .

dit ., &)— sinç/ o \ uo ciff , y—(, 8 ) ^^^j--,..-.....--.....-.--——^- :± y^,
" r /^R\n2]•

en posant

( 21:{

5 =• /.g» — --'--^DV . M cos? + -—qn ï^(^) r /^Ry-|
\cù} .R^-~^^ j

se réduit à deux équations de Riccati

. cis

1 ! ,, d^R /̂ B.V Y
2 ,R -„ + -," — Ip r ï ds1' \ ds I

Ô =• r^ - --'--/^r^, " ûO^y 4- -————-,-__-..——^^^^^^^^^^^^ ,Z'K ,^ dl^ r /dï^V
as ) \ à R | î - ( ;̂

„„, .̂̂ ..̂ [̂ j.,].

Voici maintenant quelques propriétés géométriques de ces surfaces.
D'abord, en général, la tangente à la trajectoire du sommet est dans
le plan oscillateur à la; trajectoire du centre de la sphère. Pour ces
surfaces particulières, on a

01 -r ±: R<m =z ^W—'Rh,
^0

AI r=: \/Rh.

Si V est le demi-angle au sommet du cône, on a

• ,. AI . / ' h-Vi-,cosV=^-V^. •

Soit II) (yi '̂. 4) la distance du centre du cercle au cône circonscrit ;
Ann.de i'P.c, .^ormcde. 3" Séri,c. Tome VIÎ. — JUIN 1890. 2^
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La distance du cenfre du cercle variable au cône circonscrit est
constante.

Fig. 4.

Appelons encore (T l'arc de la courbe décrite par le centre Ï de ce
cercle. Il est facile de démontrer que

Ar2 // ,, h €ÏR2
..,.„,„», r/c» —-•- , . .
4R, "-" 4-(R-':=:ï)

En intégrant, i l vient

a :..::: ± ̂ ^(K'^'^y 4- consl. ̂ ±: IE ~(- consL.,

IE désignant la distance du centre du cercle aux génératrices du cône
normal à la surface le long de ce cercle. On obtient donc cette autre
propriété :

La somme ou la différence de l'arc décru par le centre du cercle va-
riable et de la distance de ce point aux génératrices du cône de normales
correspondant est une quantité constante.

On en peut obtenir'd'autres en suivant une voie toute différente et
envisageant la surface comme engendrée par un cercle osculateur à
u'ne courbe gauche. Appelons encore oj etîrr la courbure et la torsion
de cette courbe; il est aisé de démontrer les résultats suivants : la
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distance IS (fig. 5) du sommet du cône circonscrit le long du cercle
osculateur en M, au plan de ce cercle, est égale à

i-?n -.—
Où)

~ds

cette distance étant comptée positivement dans le sens direct choisi
sur la binormale. La tangente ST à la trajectoire du sommet est située

dans le plan normal à la courbe, soit SMN, La surface engendrée sera
du second genre si Sï est confondue, soit avec SM, soit avec SN; la
première hypothèse est impossible, et la seconde fournit la relation

(^0) ^(/C2-^); ^
~d^

k désignant une constante arbitraire qui est l'inverse de la distance
constante du point 1 aux génératrices du cône circonscrit. On peut
donc considérer les enveloppes de sphères du second genre comme
engendrées par le cercle osculateur à une courbe dont la courbure, la
torsion et l'arc sont. liés par la relation (20).
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Recherche des lignes asymptotiques de quelques surfaces simples.

Nous commencerons par les surfaces algébriques d^ordre n avec une
droite multiple d'ordre n --- 2, dans le cas où. les plans tangents le
long de cette droite sont fixes, et ou les cônes de tangentes aux deux
points coniques situés sur cette droite se réduisent à deux plans que
nous choisirons pour faces du tétraèdre de référence; nous prendrons
comme autres faces deux plans quelconques passant par la droite mul-
tiple. L'équation de là surface prend alors la forme

Ça) ztj\x, y ) =:y(^,j),

y désignant une fonction homogène de degré n — 2 et ^ une fonction
semblable de degré n. Si nous projetons cette surface sur un plan au
moyen de droites passant par l 'un des points mult iples d'ordre n — :r,
savoir

jz=Â^, ,5-.=^^,

nous obtenons pour les coordonnées d'un p o i n L quelconque de celte
surface

W

en posant

x y z t
^ "= À^ ~ ̂  = F(îyF(^-)^-

.En formant, au moyen, de ces expressions, l 'équation différentielle
des lignes asymptotiqueè, il vient

(c) ^^cn.^ .̂.̂ ,.̂ ...-..,.,-,.
' P- d^ d^ . //d¥Y ^d^

^,.— "4"- 6 / | . _» 1 -.„'') |< ___. A •~'V \^) ' ^
Cette équation se simplifiera si le polynôme/a des racines multiples,

c'est-à-dire si p lus ieurs nappes de la surface se .raccordent le long de
la droite singulière, ou bien si, le polynôme ç a des racines tr iples/au
moins, et, par suite, si trois au moins des plans passant par la droite

!1 multiple et coupant la surface suivant une conique évanouissante sont
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confondus. Le cas le plus favorable est celui où toutes les nappes se
raccordent et où tous les plans des sections singulières sont con-
fondus. L'équation de la surface s'écrit alors
/ / \ .-» / .y. II. —2 -—.... ^fll
\ (1 ) ^S bjb ——— J/ .

En tenant compte des formules (&), sans supposer forcément n en-
tier, on trouve comme équation des asymptotiques correspondantes

d^ n. ~.'z \1 /i. ( a — n ) dp.
À" """" n {fi — i ) ^

qui admet pour intégrale
n±\/n.\ï ' - n }^ ̂ c^r71'^1^.

Ces surfaces (W) ne sont algébriques que si. n est cornmensurable.
Si les deux points fixes par lesquels passent les coniques sont réels,

les lignes asymptotiques ne, sont réelles que pour des valeurs de n
comprises entre zéro et a. Elles seront algébriques si \//i(2 - n) est
commensurable en même temps que n. Si Ton pose

a
n-.^

on trouve que l'on doit avoir
{a—b^^^—c^

c désignant un nombre entier. On est donc ramené à la résolution en"^SD
nombres entiers de l'équation

.1
On prendra

^2 ̂ y2^-.

b :•::: ̂ , €t r-r X •4" ^, \//n 2 •
,.—.. y
. n. \ r=: J- .

Les valeurs les plus simples que l'on puisse attribuer à n sont :
,0 ! ! ! /2-r;,|.

La surface est
'̂̂ j.^9.
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Les asymptotiques sont alors deux séries de courbes gauches du
sixième ordre, unicursales, intersections de cônes du deuxième et du
troisième degré.
2° n :

La surface est
A30 h '-̂  V" *'Z' '.

Les lignes asymptotiques sont encore des courbes gauches unicur-
sales de sixième ordre; mais elles ne sont pas tracées sur des surfaces
du deuxième degré.

Si la surface (a) est du troisième degré, on sera ramené aux fonc-
tions elliptiques. Cependant, dans certains cas particuliers, l ' intégrale
sera algébrique: c'est ce qui arrive pour la surface tétraédrale du troi-
sième degré à quatre points coniques

ayzt •4- bxzl -4- ex y t4- dxyz ::;r o,

qui est engendrée de six façons différentes par des coniques passant
par deux points fixes. On sait que les asymptotiques sont des courbes
algébriques d'ordre 6 et de genre o.

Nous terminerons cette étude en cherchant les lignes asymptotiques
de la surface du quatrième ordre présentant une conique double
et quatre points coniques; nous avons déjà. vu que les deux séries de
coniques passant par les deux couples de points coniques sont conju-
guées, et que les coniques de chaque série sont tangentes à deux plans
fixes, Kummer a montré que l 'équation d'une pareille surface peut se
mettre sous la forme

[ p ï ^ c ^ r — s t Y = ^ p ï q r

ou sous la forme équivalente
OM- fît — ^r]2^ 4/Ay^

p , q, r, s, t désignant des fonctions linéaires. Supposons réelles les
fonctions linéaires y, r, s, t et prenons pour faces du tétraèdre de réfé-
rence les plans correspondants qui touchent la surface, chacun sui-
vant une conique. L'équation devient

(') [P2-^ xy — zfY— ̂ xy :̂ \^^zt — xy^—^zt rF—ZIP^^o.
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Soit
P -=:-: a ,r 4-- (3j -" y z — § t.

Posons
J=P^, £:=^s.

Un caicul rapide permet d'écrire les coordonnées d'un point quel-
conque de la surface sous la forme

(^ _^ _ „... r ...- z „ „ t
^ - ' y + ̂  ..+: §^ -"• y ( y + ̂  + op.2 ) ~~ a + ̂ ' -h pÀ2 ~ /j.2 ( a + À ~i- PP ) '

Au moyen de ces formules, on trouve comme équation des asym-
ptotiques
(^ ' ,.,,.^.^^^^^^^^^^^v / À ( a + À "l- PÀ2 ) '"' " fJ. ( y •+ ^ -i- ôp^ )

L a Ira n s 1 b rrn a t i o n

(4) ^p(4«-4), ^:^(^-^

permet de remplacer cette équation par la suivante
duï „,„. dvî

4 ̂  —— gî 1^ — g'3 "" 4 ̂  — ^'2 ^ ----• .^3 '5

en posant
_ i —- 3 a (3 , :( --- 3yrî

^21•••'""~T21~7 ^2= "'"Tï"11""1""1'
o^ l 3 — 2 , / _ 9 y f î ~ : %.̂,, ,̂ ...̂ ...̂  ^ ,̂,. ^^ ^ ̂ .

L'intégrale générale est donc

^-:::p(0, ^2, ^a)»
(6)

, ( ^ ^p(±04"/n, ̂ , ̂ 3),

9 désignant une variable et m une constante arbitraire. On a
, , a2^!,—4.^(3)

^é <-> rr f y * — —^ —— 27^^ —— "—•— - - - ^ ^ - ,

16

^3., ,„,.„.,- ^2. -^ITLW.
ft S •"/ fe 3 "--•"' , , ——3 . 1 .

^ ! , , • ! ! ! ! , ! ! l6
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La réalité des deux couples de points coniques de la surface dépend
précisément des signes de ces deux quanti tés r — 4°^ et l ~~ 47^ •
L'intégrale générale de (5) peut être algébrique; cela arrive, en par-
ticulier, si l'on a

, '̂2 — ,̂ ''2 et ^ y -1— ,*^;i.»

ce qui entraîne la seule condit ion
(7J a(3:rryâ.

Il est facile de voir qu'alors le plan P --=- o est tangent à la quadrique
xy — z l:^.o.

La conique double de la surface se compose d'un système de deux
droites.

Les quatre points coniques sont alors de même nature, puisque l'on a
j—4a(3- : : : : i—4.y§.

Si l'on suppose a et p de même signe, on peut écrire
y. :::::: /^(3, y "1^ ̂ ô,

avec la condit ion
p (3 -:•:-:.-,:. <yo,

qui remplace (7 ) .
La transformation

j ,-...„. if, f ..„..-.. ç
À ̂  p —1-.1—11--, , a:r::.. ( i —^-^

• l -[•- U Ï '•••'• ••"• V

substitue à l'équation (3) la suivante
dt^ d^

'{i .—1'II^Ï2")11 (î'11'-' "A^2) ~11111" (^''.-.^J1'"^1'11-.'--.'1'^^ 5(8)

À désianant la constante l-1" - î - p • ' 'Q • ,1 -i1- a/>p
On a alors, comme expressions des coordonnées d'un point de la

surface, ! . ! ^ ^
' ' ! <z> ! ..„.„ , J.,^. .„„..,..,,_ .,„„„.., .,,,, ^/^^;^lpl•••.ll^;^

- ( 1 4 - uY{i— h^) • / ' l ' , /

(9)

i , .. , . • , ., r / ( î — ^l)l!â (i — 7u '̂)
" (^-^(^^(t— fu^) " /' ' v' /
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avec
,, î ~ h f •y ^P = -~— [ px -t-- — — qz — -

X + A V /? ' <7,

L'intégrale générale de (8) peut s'écrire

(10 ) ( / l a ^ ^+ ïQCf+A+ap ) + (p2-'^) (^-h (/2) -t-3^(x-4-p) (Â4-p) -=o,

p désignant une constante arbitraire.
Une étude détaillée de la représentation de la surface sur un plan

au moyen des formules (9)01(10) permet de démontrer les propriétés
suivantes :

Les asymptotiques sont des courbes du huitième ordre et de genre i ;
chacune rencontre en deux points les sections coniques de la surface qui
passent par les points coniques; en quatre points, chaque droite double,
et en quatre points aussi chacune des coniques suivant lesquelles la sur-
face est coupée par un faisceau de plans passant par une droite double.
Enfin chacune passe par les points coniques quelle admet pour points
doubles,

La réalité de ces courbes ne change pas tant qu'elles ne rencontrent
pas l'un des points coniques de la surface ou l'une de ses coniques de
contact avec les quatre faces du tétraèdre de référence. Il en est d'ail-
leurs de même pour la surface générale représentée par l'équation (i).

Dans le cas où a et p sont de signes contraires, la transformation
employée plus haut doit être remplacée par une autre; nous pren-
drons alors la suivante, qui exige seulement que les points doubles
soient réels. Posons

}, :==a( i—a) , p. ̂ 6 (1— P),

a et b désignant deux racines des équations

(S a2-4- a41- a-= o, !

Sb^^b+y ^=.0,

lesquelles sont réelles en vertu de l'hypothèse faite plus haut. On
peut, de plus, les choisir de telle sorte que a [3 = bS en vertu de la re-

Aiin. de L'Rc. Normale. 3e Série, 'l'orne Vï l . ~ JUILLET 1890. ^



202 E. BLUÏEL.

lation a[3 == yS. Si l'on pose
/,_ ^"-r^T^3

11 vient comme expressions des coordonnées d 'un poinî de la surface

/ . __^ _ ,_ ^ ^ _r __ _ _ _ ̂  ^ _ /^ .„,„ ̂ ^ ̂  ~^ ^ ̂  ,„„ ^ „.„„ .̂  ..,̂ .̂ .,̂ ^ ...̂ .̂ .
- ( I - - A P ) ' • / - . - ( i—/uz ) ' / ' '

L'équation des asymptotiq'ues est alors

( -• ^ dli:L ^ ̂  — d^12 ) ^ ̂  ̂ ^''^'''zr/ï'u) "~ "v (T—^y'^T—Ap) î

et son intégrale générale est

(i3 ) [huv -h i — p ( u + ( ;)]2— 4 (p — i) (p "-- A) ^ç' :r::: o.

Ces formules permettent de retrouver les résultats démontrés plus
Iiaut sur les lignes asymptotiqu-es.

Un cas plus particulier encore est celui où l'on aurait

.i • • •-1 4 a (3 :=: i — 4 y 3:i^ o.

La constante h est alors nulle dans les équations (9), qui deviennent

(.4) ^^ - ̂ .̂  - ̂ ^ :„ ̂ ^

Les lignes asymptotiques de cette surface sont représentées par l'é-
quation

( ̂ 5 ) , , U^ + ̂  — l ••4-1- 2 W p -{••••• p2 :;--: 0.

Cesont des courbes gauches de quatrième ordre et de seconde espèce
comme celles de la surface de Steiner, dont la surface proposée est un
^cas singulier, 1 ' 1 , , ^ ! ; . ! ; ! . ' . . ,
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Des surfaces minima.

Nous allons nous servir de l'équation trouvée pour les lignes asym-
ptotiques, en général, savoir

. . /^y p ^ f M <)N(0 ^^(^^

pour rechercher celles des surfaces étudiées qui sont des surfaces
minima. Ecrivons que les lignes asymptotiques sont rectangulaires ;
il vient

[YN^-^^y^fN^-^/fi^^N^-^f-ri^-^î^^[\ à[j. à^} \ à[j. à ^ j \ àiJ. " f ) ^ / J ^ À 2 ' 1 2 \à\ )

Si l'on remplace dans cette relation ( ^ ) par sa valeur tirée de (r) ,
on obtient

^ r/M^' i dNy /M^ dN\ 2 f^àfu dN\n .p ,^dM , , , ^ r)Na N - - — — / ^ . - -h N — -^.~ + N ^ . » ^ , - F(^) :̂ /^4-^^,,^
L\ ^ ^•/-/ \ à^ à^/ \ ()^ <'W J àA ' ' H " a i

Cette relation doit être vérifiée quel que soit p. ; d'ailleurs, elle est de
degré 6 par rapport à pi, ce qui montre qu'il existe, en général, sur
chaque conique six points pour lesquels les lignes asymptotiques sont
rectangulaires. Posons

, „- àrii (W , . ^,^N^-n^ (.=1,2,3) .

L'équation ^ 4 - ^ 4 - / j = = o fournit les quatre points (^) de la co-
nique C en lesquels la tangente va rencontrer le cercle imaginaire à
l ' infini F. L'équation n\ "h n\ + n^ = o donne les quatre points (^) de
la conique pour lesquels la génératrice (S/^) correspondante va ren-
contrer F. Si (2) est une identité, deux points (a,) au moins sont
confondus avec deux points (&,). Cela n'est possible que si C ren-
contre T en deux points (c^c^) ; mais alors C estun cercle, et ̂  + II 4- / j
est carré parfait. Il peut maintenant se présenter deux cas :

i° Le cône (S,C) est tangent au cercle F aux deux points (c^c^).
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Alors les quatre points (^•) sont confondus avec les quatre points (&/),
deux à deux en c^ et en Cg. La surface est à génératrice circulaire et le
cône circonscrit est de révolution ; c'est donc une enveloppe de

jNsphères. L'identité (2) ne renferme plus alors que les polynôlïies >.

et-,-- qui devraient encore avoir mêmes racines ; la surface serait donc
du premier genre, et nous savons que les seules surfaces enveloppes
de sphères du premier genre sont des surfaces de révolution.

2° Le cône (S,C) n'est pas tangent au cercle T aux deux points c^
^)Net Cy. Il faut alors que ,y ==o admette les deux autres racines du

polynôme l\ 4- ̂ + ^f, lesquelles correspondent toujours aux deux
points <^ et c^ ; il faut donc que la droite KK' soit confondue avec c, Ça,
et par suite soit rejetôe à l ' infini. La surface ne peut donc être engen-
drée que par un cercle parallèle à un plan fixe, et l'on retrouve ainsi
les surfaces minirna à génératrices circulaires étudiées par Riemann.
La surface minima de révolution rentre dans cette catégorie.

Le résultât que nous venons de démontrer est une conséquence
immédiate d'un théorème dû à M. Schwarx :

Si une surface minima est enveloppée par une série de cônes du second
de gré y ces cônes sont homocy cliques (Journal de C relie, t. 80).

Par suite, si deux cônes infiniment voisins se coupent suivant une
conique, cette conique est un cercle et son plan a une direction
constante.

TROISIÈME PARTIE.

Les surfaces que nous étudions ne présentent'pas, en général, de
propriétés métriques beaucoup plus simples que celles des surfaces à
génératrice conique quelconque; cependant, ces propriétés peuvent
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se simplifier dans certains cas particuliers, comme nous allons le
montrer.

Recherche des trajectoires orthogonales des coniques génératrices.

Les équations de la surface étant prises sous la forme

. . -«y /AI -.y /il if ——— ft '»

( î ) .^X+^ y=Y+^ ^=Z+^

avec des axes de coordonnées rectangulaires, l'équation différentielle
des courbes en question est

àûc , à y y as y— dsc ~i- —- a y -•|- ." dz =•= o
d^L (̂ J. " </pl

ou bien

( ̂  ( /î 4- /I + li ) ̂  =-= ̂  ( ̂  /zi + 4 n, + 4 ̂ 3 ),

en posant, comme plus haut,

^..^N^-.,f.û[j. à^

Appelons A le coefficient de-^et B le second membre de l'équa-
tion (2). Le polynôme A, du quatrième degré par rapport à p,, admet
comme racines les valeurs de ;x correspondant aux points de ren-
contre ai (i === i, 2, 3, 4) de la conique avec ses directrices.

B est un polynôme du sixième degré dont les racines se rapportent,
soit aux points K. et K' si elles appartiennent à -y^ soit aux points c^
(r== r , s, 3, 4) de la conique pour lesquels la génératrice du cône est
normale à la conique ; ces derniers points s'obtiennent par la Géomé-
trie, en projetant orthogonalement le sommet du cône sur le plan de la
conique et menant du point ainsi obtenu les normales à la conique.

B est nul identiquement, si ces derniers points sont indéterminés,
ce qui a lieu seulement pour les enveloppes de sphères.
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L'équation (2) se simplifiera si les polynômes A et B ont des ra-
cines communes, ce qui ne peut avoir lieu que dans les deux cas
suivants :

i ° La caractéristique du plan de la conique variable est une directrice
de cette conique;

2° Le sommet du cône se projette orthogoncilement sur le plan de la
conique en un foyer de cette courbe,

Dans ces deux cas, les degrés des polynômes A et B s'abaissent de
deux unités. Si. les deux conditions se t rouvent remplies simultané-
ment, l'équation se réduit à, une équation de Riccati, et les coniques
génératrices de la surface sont partagées liomographiquement parleurs
trajectoires orthogonales. Nous reviendrons, dans un instant, sur ce
cas intéressant.

Nous sommes amenés ainsi à étudier la surface engendrée par une
conique variable, avec cône circonscrit, le sommet du cône se proje-
tant orthogonalement en un foyer de la conique. Imaginons { / î g . 6) un

système d'axes rectangulaires variables composé de l'axe focal Fa/ de
la conique, de la perpendiculaire ly à cet axe dans le plan de la co-
nique et de la normale ÏY au plan de la conique menée par le foyer,
Appelons abc, a^b^c^ a^b^c^ les cosinus directeurs de1 ces axes mo-
biles par rapport à des axes fixes rectangulaires. Soient ^o,jo^o l^s
coordonnées du1 , .foyer; ^Faro de sa trajectoire pris'comme ^var iable
pour fixer la position de la conique ;, a, p, y les1 cosinus "directeurs de la
tangente à cette courbe relativement, aux 'axes mobiles.: Nous détermi"
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lierons un point M sur chaque conique au moyen de l'angle polaire 9
que fait le rayon vecteur de ce point avec ¥x\ Les coordonnées de ce
point sont

, p ces Q i psinQy-i -1- e COS0 5 I -1- <3COS0
' =: o,

p désignant le paramètre et e l'excentricité de la conique. Il faut en-
core adjoindre à ces formules celles qui permettent de passer des axes
mobiles aux axes fixes, et inversement.

On en déduit pour les paramètres directeurs des tangentes aux
courbes ,y=const. et û .•==;const., par rapport aux axes mobiles, les
quantités suivantes

s =: cens t.

en posant

Vx'

à^' /y, -4- -— •—• w y'
as J

àx' •
jff

Vy'

Q + ̂  4.- wx1

' as

ÔY'
àQ

F^/

y — vx' -\- uy'

0

cia^
^'dsu = a^-j- "h- /^—- + Ça -,-?as eu os'

db^
'"ds '

(f/Cj

da^ , cîb^ de»
ç j — a —/" -i-~ b •—,-• 4" c ",-•?ds as eu

dbda
~c^,,^^.^+^^.,^,

de
ds^

L'équation du plan tangent à la surface ainsi engendrée, en un point
de coordonnées (.y0), par rapport aux axes mobiles peut alors s'écrire

x\e 4" cosû) 41-y/siï)6' -- /^][y( i 4" c cos6) — vp cos0 4- np sinô]

::::::: z'\ c^ 4- cos0(^^1 —^^ (^ ( i 4-ecos0)(ae-"hacos04- ^sm9")—wpesm0 .
\ ci s \ cts as j _j

. Si, l'on écrit que ce plan va passer par un même point Ç x ' y ' z ' " ) , quel
q ue soit 0, on obtient, pour déterminer les coordonnées de ce point, cinq
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équations :
,y'(ye -•i- ^p) — upy''= aes',

upx' 4- (y e — vp)y'~= ç>ez',

(^-7?)(ye.--^)41-y^.-r=L((?24--I)--he^ -p ̂ p,

^p ( ̂  x' • • p ) 4- y y =: ( (3 -.- (Ty<? ) 2',

y {ex' - T? ) 4" upy' = ( ̂  4- a <-? ) ̂ .
\ ( v b /

En écrivant que ces cinq équations à trois inconnues ont une solu-
tion, on obtiendrait deux relations entre les données, et cela pourrait
conduire à une méthode cinématique pour l'étude des surfaces en
question.

Revenons au cas particulier qui nous intéresse; le sommet du cône
est sur Tz\

Posons donc
^=: y :::•:: o, ^:=ô.

Il vient
a •=: (3 r-r 0, y =r Ja •=: (3 r-r 0, y =r J

p _ dp _ ew _ ï de
rî ~" d^ "11""11""' u """"" v ds '

et

La trajectoire du foyer est donc normale au plan de la conique. Si
l'on appelle œ et ^ la courbure et la torsion de cette courbe, £ l'angle
de sa normale principale avec l'axe focal de la conique, on montre ai-
sément que l'on a

u— Msine,
(.»:=- o.)COS£,

de
W r=: -•- 7S5 4-" "'T" "as

Les conditions restantes deviennent alors

( 3 ) ! ! . - p = ̂  =: de '^l—. ̂  (^ _ d£ \ _,„<',„.„..„„..! ! , 8 dfi ds o.) coss 'w'\^' c i s j w s i ï i e ^ •

On peut choisir arbitrairement là trajectoire du foyer (a) et m) et
l'angle e de Faxe focal avec la normale principale à cette courbe; les
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relations

(7l ) -1::- .̂: col s (mds — de), dp =rr -..----
• / e ' ' * ûû coss

détermineront la grandeur de Ici conique dans chacune de ses positions;
cela n'exige que des quadratures. On voit de plus que, la trajectoire du
foyer étant une courbe arbitrairement choisie, les trois quantités —^

^ çj — l.8 sont nulles en même temps; le cône circonscrit est alorsds as *
un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de la
conique, le paramètre et l'excentricité sont constants, c'est-à-dire que
la conique est de grandeur constante; enfin, l'axe focal de la conique

•engendre une développable. L'une quelconque de ces conditions géo-
métriques entraîne les autres.

Si les condi t ions (4) sont remplies, le plan de la conique restant
normal, à la trajectoire d'un foyer, les degrés des polynômes A et B s'a-
baissent de deux unités dans l'équation (2); cette équation se réduira à
une écfucition de Biccati si, de plus, la droite polaire de la trajectoire G
du 'foyer est la directrice correspondant au second foyer de la conique.
Cela exige d'abord s == o et, par suite,

( 5 ) OT ̂  o, de :-= G) dp.

Si. l'on écrit encore que le centre de courbure de C (qui est plane)
est au pied de la seconde directrice, on trouve

(6) ^(r+e2)^-:^!—^).

La comparaison avec (5) suivie d'une intégration donne

(y) pe^lÇi'—e^),

l désignant une constante arbitraire. Cette relation indique que la dis-
tance focale de la conique est constante et égale à ̂ /. On pourra choisir
arbitrairement la trajectoire plane d'un foyer; la trajectoire de l'autre
est alors une courbe 'parallèle à la première dans son plan ; la distance
focale étant égale à s/, le paramètre et l'excentricité de la conique

Ann, de l ' / ^ . Normale. 3° Sériz. Tome V U . - JUILLET 1890. 27
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sont fournis pa r les formules

/ o . . Iw l / ( î — e 2 )
(b (?-= --—-..- zzi ————, p^:: ,̂——,_„.,„.'' ,

T — Iw p — / - <?

Nous allons reprendre cette recherche des trajectoires orthoffonales
et montrer que l 'existence d'un cône circonscrit le long de chaque
conique ne s impl i f ie pas, en général, l 'équat ion d i f ïe rent ie l le dont dé-
pendent ces courbes. Si. l 'on se reporte aux équations d 'une surface
engendrée par une conique qui se déplace d 'une façon quelconque, on
trouve pour l 'équation en question

dOp ^ ( s -j.-... e1 -i- 2 e cos 0 ) 4- ( 14-1' a cos Qy( - . a si n 0 -i- (3 cos 0 4-- f3 e 4-1- < vp)

I 4-"e s inO cp ( ï -4- e cosO) ' — p cosS ̂  .::•:•: o. '> ^^«y • ' cl s

Cette équa t ion est indépendante de u et ^, et, si. Fon suppose qu ' i l
existe un cône circonscrit , les deux condi t ions q u e l'on obt ient ren-
fe rmant ces mêmes quanti tés , le nombre des f o n c t i o n s arbitraires qu i
figurent dans ('9) ne se trouve pas d iminué ,

Effectuons le changement de variable

(lu) d^::^::.dfî^Ï•—ii'ff,

L'équation (9) est remplacée par

p dOÇ \ -4- ̂ 4- 2 <?cos 0) 4-- ( 141" e COS ̂  sin (£ -.- 0) -h e si ri e -h ~-l/lm> "1- I (h
( î i ) . • , ^t^f] •""

4- e sin 0 [ dp ( ï 4- ^ cos 0) --..- /^ cos 0 de] ":,: o,

où l'on a posé
a gcoss :-,:: - ^̂ r:::,1-? sms :1::-:: - ^ . - . 1 — ^ . - . .

V i — f , ^i.-^

Cette équation nouvelle peut être envisagée comme l'équation des
trajectoires orthogonales d'une conique qui, se déplace dans sonpian,
p et e désignant son paramètre et son excentricité, o- l'arc de la tra-
jectoire rd'un foyer de cette conique et e l'angle de1 l'axe focal de cette1

conique avec , h tangente, à T. La vitesse angula i re 'du système des
'axes1 (h' la 'conique par rapport aux axes fixes est 'à chaque instant.
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égale à——,—,- Si l'on introdui t dans cette équation la fonction in-v / i — y 2

connue r= ——^_ elle prend la forme suivante :

( i i / ) si n 0 dr 4- p dO 4- sin ( s — Q ) 4- '—— 4- <? sin s ofo- = o.
L ' vi-y2 -i

Nous voyons ainsi que l'on peut toujours ramener la recherche des
trajectoires orthogonales d'une famille quelconque de coniques dans
l'espace à une recherche semblable pour un système de coniques dans
un plan. Toutefois, nous avons supposé, au début, le foyer de la co-
nique variable1, puisque nous avons pris comme variable indépendante
l'arc de sa trajectoire; puis, lors du changement de variable (10),
nous avons supposé i — y2 non nul, c'est-à-dire le plan de la conique
non normal à la courbe décrite par le foyer.

Dans le premier cas, si l'on. prend une variable indépendante quel-
conque /, l 'équation des trajectoires orthogonales devient

( p dO ( r 4- e2 --1-- '.>. e cos 0 ') -•{•- ^p {i 4" e ces 6 )sî dt

\ 4- e sin 0[dp (i •'•}-' o cos0) -•-- p cos Ode] =: o,

en posant, cette fois ,
da. , db de

w^:za\ -.,- •-'r o\ -r 4- c. —•1 dl ï dt l dt.

Dans le second cas, si l'on appelle m la torsion de la courbe décrite
p a r l e foyer, £ l'angle de l'axe local de la conique avec l a ' n o r m a l e
principale à cette courbe, on obtient

\ ? dQ ( j 4-1' e^ ~\- 2 e cos Q ) 4-" p ( de -— rsds ) ( x 4- e cos 6 )2

( 4- e si n 0 [ dp ( T 4- e cos 0 ) — p cos Q de "| ;r̂  o.

Ces équations (12) e t ( ï3 ) deviennent identiques si l'on prend-

ds. - : 1 ' 1 1 - v^ds ^^ w dt^ !

et conviennent également toutes deux aux trajectoires orthogonales
d'une famil le de coniques ayant un plan fixe e t , un foyer fixe. La
dernière peut encore se mettre sous l 'une quelconque des deux formes
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suivantes :

( r4)
[rÇe2 — i) 4- 'îp~\ dr ~\- p /—— de — ̂  ~\- pré sin 0 (A •— OT^) "•= o,

L € J
/? (d9 -j- <^Ê —• mds) -h c sin 0<^r =-~ o.

Les trajectoires orthogonales d 'un système de coniques ayant un
foyer fixe dans un plan fixe s'obtiennent aisément dans un certain
nombre de cas simples, par exemple lorsque le système se compose de
cercles concentriques, de paraboles homofocales, de coniques borno-
focales, etc. Nous allons retrouver ces cas simples pour les systèmes
correspondants de l'espace au moyen des équations f i 4 ) - D'abord,
leur forme est indépendante de la courbure de la trajectoire C du foyer
dans l'espace, et elles ne sont pas modifiées si l 'on augmente £ d 'une
quantité constante. Appelons S les différentes surfaces réglées engen-
drées par les normales à C et découpant sur la surface proposée les
trajectoires orthogonales de ses coniques; soit S la surface gauche
engendrée par l'axe focal, de la conique, : si, Fon augmente £ d'une quan-
tité constante, c'est-à-dire si l'on fait tourner les génératrices de S d 'un
même angle autour deC, la fonction 0 ne sera pas modifiée et les nou-
velles surfaces £ ne seront autres que' les anciennes dont les généra-
trices auront suivi, le mouvement de rotation des'génératrices de S. Dans
le plan, cela reviendrait à supposer que l'on a fait tourner toutes les
coniques d'un même angle autour du foyer commun : toutes les tra-
jectoires orthogonales auront ainsi tourné du même angle.

Plus généralement, si, Fon suppose que de — xsds conserve la même
valeur, l'équation à intégrer ne change pas.

Si de -~- vsds — o, c'est-à-dire si, Faxe focal de la conique engendre
une développable (ou s'il a une position fixe dans le plan), la première
équation (i4) devient

( r 5 ) [ r ( ̂  — s ) ;••}- a/? ] e dr -+-1 p [(p — r ) de — e dp \ :•-::: o.

Si, e est constant, c'est-à-dire si les coniques restent semblables :à
elles-mêmes, cette équation s'intègre immédiatement; son'intégrale est

; , ! ! 1 1 1 : , ^ ' \p 4" r(<? — i)]6-1 [ p — r (<° + x^^^coast.
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En particulier, si e == i (paraboles bomofocales dans le plan), cette
intégrale se réduit à

r = ' / - -\- const.2

et donne une construction géométrique des trajectoires cherchées.
Si les deux polynômes du premier degré par rapport à rqu i figurent

dans l 'équation (i5) sont divisibles l 'un par l 'autre, c'est-à-dire si/.»
et e sont l iés par la re la t ion

de p de — e dp
e ~" a/>

q u i admet pour intégrale
pe~. / ( i — e 2 ) ,

/ dé s ignan t une constante arbi traire, cette équa t i on ( i ^ ) se réduit à

.. .de
dr——1^

dont l'intégrale est
l/•.-::; "•..-h const.
e

La surface correspondante est engendrée par une conique dont le
plan est normal à la trajectoire d'un foyer et dont l'axe focal admet
une enveloppe; de plus, la distance focale de cette conique est con-
stante (coniques homofocales dans le plan). C'est ce qui a lieu pour
les surfaces particulières que nous avons rencontrées plus haut et
dont les génératrices coniques sont partagées homographiquement par,
leurs conjuguées.

Enfin, si la conique variable est un cercle de rayon r, la seconde
équation (14) se ramené à

^(Q „.„(.«. g) -,..,- -^cis r'-: 0.

Les surfaces S sont alors les développables engendrées par les nor-
males à C; les coniques correspondant aux génératrices de la surface
dans le /p lan sont des cercles de centre f ixe. . ! . ! ,
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Remarque. — La méthode c inémat ique que nous venons ( l ' ind iquer
peut s'appliquer encore en prenant comme variable l'arc de la courbe
décrite par le centre de la conique; on retrouve ainsi très facilement,
et par des calculs que lquefo i s plus simples, les résultats que nous ve-
nons de démontrer sur les trajectoires orthogonales des coniques .

On vérifie très a isément aussi de cette façon que, si. la surface est
engendrée par des cercles, c'est une enveloppe de sphères ou bien le
p lan du cercle a une d i r ec t ion constante. Si la con ique de contact est
une section principa!e du cône c i rconscr i t sans être u n cercle, elle
reste semblable à elle-même dans son déplacement , et l'axe de ro-
tation du trièdre des axes formé par les axes de la c o n i q u e et la. per-
pendiculaire à leur plan se trouve dans le plan de cette conique 1 ; etc.

Élément linéaire.

Si. nous reprenons les formules générales

,...„..„.„. y i /^.̂............. X.-i-^,

et si nous posons

^ — (,r - X.)2 -i- (y - Y)2 4" {z — Z)2 :::::: ^ï•;'""
n\ -i- /^ --!•- //.„.,..,̂ . ,.„„„.„.„ ....„..„..„-„.

nous trouvons fac i lement pour l'expression du carré de l 'é lément l i -
néaire de la surface générale

. ,, ^.V^Ny ,,, X à'N <M ,. , , "fà^Y /<h'Y f(hY\ / •>cU'1 r= -7 -T— d^ •— 2 •.,- — .-' dh du. 41'- — -i - 1 - — -M -Y- \(l[J.^
^ \âhJ JN ôh à [M ' \^^j V^-/ \à^} J l

Lorsque la surface est une enveloppe de spHères, cftest indépendant
de [x, et, en tenant compte de l'identité

àrii à/it , ()rtî ,^.T àHf) ..... l .4,^ ... „ . - . . . . . . , .4.. /^.......... -^^KN - . . ?
ô[j. <)p op. ()^

'.ilvien't

N-^.^^fY^->-|(^n^4^Y-Hr^y-^, v^/ LvW v^/ \^/ \ à p - / j
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La quan t i t é placée entre crochets peut s'écrire

^ [(/^J- -r- ^O' -t- C/^ "i- ̂ )2 -1- (P3P- -'- ^O2 - ̂ (^ + ̂ ^

et, en vertu de l ' ident i té
/^4~-/^-r•-/^--^2N2=0, 1 ,

elle se réduit à une fonction de A; on à alors

^NV
NW r": ̂  —— ) ^2 -r- W + yl -'•" 7l ~<^QW.

Cette forme condu i t à une remarque intéressante : le coefficient de
d\}:1 étant indépendant de p., le système des lignes de courbure de la
surface sera en même temps un système isotherme si ^--î qui est la,
seule fonction de [j. f iguran t au second membre, est de la forme

/ ( ,À)x 9(^).

Biais alors ̂  a ses racines a constantes, et les cercles passent par
deux points fixes ainsi que les sphères enveloppées. On a donc le théo-
rème suivant déjà démontré par M. Dernartres {Annales de l'Ecole nor-
male, 3e série, t. Il ) :

Les seules mr/aces enveloppes de sphères pour lesquelles les lignes de
courbure forrnerU un système isotherme sont celles pour lesquelles les sphères
passera par deux [)oin is/ixes.

Ce sont aussi les surfaces inverses de cônes.
L'expression trouvée plus haut se s impl i f ie également pour les sur-

faces enveloppes de cônes de révolution et non enveloppes de sphères.
Mais un calcul direct permet de l'écrire ,

^S2 fo cos9 .;.^y':-..- sin^VEA^ -h u smy^-r sir^V ̂  cosy -i- ̂  j (,^ds--~ d^)\

en posant

.A, "^ (^ (

a-=çT-i- l-w lco l t l lVsiny.

/ . ,,^V . dw\ , ,.. /^VY ^V
,,\, ̂  ̂  wt V cos^ 9 -r ( 3.) col V ^- - ̂  ) ces o 4- z col V [ -^ \ - ^-,
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Cette forme est peu intéressante par elle-mêm.e; niais, si l'on re-
marque que la seconde partie représente le carré de la différen-
tielle de l'arc des conjuguées des coniques (à un facteur près), on
voit que les trajectoires orthogonales de ces conjuguées sont fournies
par l 'équation

. ^ , y <> /o -v^V d^\ .V/^V ^v

r,) sino -,- -i- r<r COtY cos2 o •}- ow COlV --y- —• -, coscp -L- aco tV --, "- -~y--,1 = o.
' cis 1 \ ds ds ) • \ ds j d,r

Cette dernière, où l'on prend coscp comme inconnue, est une équa-
tion de Riccati. Il n'en résulte pas cependant que les coniques de la
surface soient partagées homo^raphiquement parles trajectoires ortho-
tonales des conjuguées, car leurs coordonnées ne s 'expriment pas ra-
tionnellement au moyen de cos^p. On remarquera encore que l 'équa-
tion à intégrer ne dépend pas de la torsion de la courbe décri te par le
sommet du cône.


