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RECHERCHES SUR LES SURFACES

QUI SONT EN MEME TEMPS

LIEUX DE CONIQUES ET ENVELOPPES DE CONES

DU ST

e

COND DEGRE,

Par M. E. BLUTEL,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU PRYTANEE MILITAIRE.

—D Y

INTRODUCTION.

Les surfaces engendrées par des coniques ont été objet de nom-
breuses recherches; nous rappellerons particulierement les travaux de
MM. Steiner, Kummer, Clebsch, Darboux et Keenigs sur des surfaces
algebriques d’ordre supérieur au second et possédant une ou plusicurs
séries de coniques.

Les surfaces enveloppes de spheres ont donné naissance également
2 un grand nombre de théoremes remarquables, et les surfaces cer-
clées ont été étudiées d’unc fagon générale par M. Demartres, dans sa
thise Sur les surfaces a génératrices circulaires.

M. Schwarz a enfin examiné les surfaces minima enveloppes de
cones du second degré, que nous retrouverons plus loin dans cette
étude.

Nous nous proposons, dans ce travail, de rechercher les propriétés
particulieres aux surfaces engendrées par une conique variable dépen-
dant d'un parambttre, dans le cas ol il existe un cone circonscrit a la
surface le long de chaque conique.

La premitre Partie est consacrée & la démonstration d’un théoreme
important touchant le systeme formé par les coniques et leurs lignes
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conjuguées sur la surface, puis a la recherche des équations géné-
rales des surfaces engendrées de cette facon, et i la démonstration de
propriétés géométriques concernant le déplacement des génératrices
ou celui des cones enveloppants; enfin, & la détermination de cer-
taines catégories de surfaces simples jouissant de ce mode de géné-
ration.

Dans la seconde Partie, nous étudions principalement les propriétés
des lignes asymptotiques de ces surfaces, et nous cherchons & déter-
miner certaines especes pour lesquelles ces propriétés se transforment
en d’autres plus simples.

Enfin, une troisieme Partic est consacrée a 'étude de quelques pro-
priétés non projectives, et particulierement i la recherche des trajec-
toires orthogonales d’un systeme de coniques dépendant d’un para-
metre.

Un grand nombre de propriétés que nous démontrerons peuvent
otre généralisées; dans quelques cas, nous nous contenterons d’énon-
cer cette généralisation.

PREMIERE PARTIE.

Considérons une série de cones du second degré dépendant 'un
parambtre variable; ces cones enveloppent une surface, que 'on peut
regarder aussi comme engendrée par une quartique & point double.
Kn effet, deux cones infiniment voisins se coupent suivant dune pa-
reille courbe, qui est la courbe de contact de 'un d’eux avee 'enve-
loppe. On s’en assure aisément par la considération de I'équation gé-
nérale des cones

(1) ole—X, y—Y,s5—1L)=o0,
o étant une forme quadratique homogtne dont les coefticients dépen-

dent d'un paramétre A, et XYZ désignant les coordonnées du sommet
du cone qui dépendent du méme paramitre.
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Si ’on suppose le sommet S pris comme origine d’un nouveau sys-
teme d’axes (Sax’'y’s’) paralleles aux premiers, 'intersection du
cone (1) avec le cone infiniment voisin est définie par les deux équa-
trons
S CP(‘Z‘/’ )",5’):0,

D9 dX 0o dY 9o dL dv

(2) dg _dX do  dY do _
( Ok dh ox' T dh 9y’ T dk 05" T o

Ces ¢quations montrent bien le fait énoncé, et font voir, de plus,
que les tangentes au point double a la caractéristique du cone sont
contenues dans le plan

(3) (—l}i?——i—ﬂ—()'—?—;—@ﬂ:o,
dh dx' ~ dk Jdy' " dk 95’

¢’est-d-dire dans {e plan diamétral conjugué par rapport au cone de la

tangente ST & la trajectoire 2 de son sommet.

Nous voulons que la caractéristique soit une coniques il faut done
que la courbe (2) se décompose et, par suite, que on puisse faire
passer un systeme de deux plans par I'intersection des surfaces (2).
L'un de ces plans sera nécessairement le plan (3), et la caractéristique
se (décomposera en une conique C et en un systeme de deux généra-
trices que nous appellerons SH et SH'. Il est-a remarquer que ces
deux droites sont les génératrices de contact du cone avec les plans
tangents qui lui sont menés par ST; le cone touchera son enveloppe
suivant ces deux droites et suivant C. Ces droites SH et SH' vont donc
engendrer deux développables, A et A’, circonscrites & X et tangentes
a tous les cones. On peut dire que deux cones infiniment voisins ont
deux plans tangents communs, TSH et TSH’, de méme que deux qua-
driques qui se coupent suivant deux coniques. Ces surfaces se trans-
formant en d’autres de méme espece, dans une transformation par
polaires réciproques, sont aussi engendrées par des coniques qui ad-
mettent deux courbes enveloppes. Ainsi :

Les surfaces que nous étudions peuvent éire enyisagées soit comme enve-
loppes de cénes roulant sur deux développables, soit comme lieux de co-
niques roulant sur deux courbes.

A cette catégorie appartiennent évidemment les quadriques; pour
celles-ci, d’ailleurs, la trajectoire du sommet du cone ou la dévelop-
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pable enveloppe des plans des coniques peut étre choisie arbitraire-
ment, et une est la polaire réciproque de ’autre par rapport a la qua-
drique. Nous remarquerons encore que, pour les surfaces du second
degré, les points de rencontre K et K de deux coniques infiniment voi-
sines sont confondus avec les pieds H et H' des génératrices précé-
dentes sur la conique. Cette particularité importante, comme nous le
verrons plus tard, ne se trouve pas réalisée en général.

Les différentes propriétés que nous venons de découvrir par la Géo-
métrie peuvent étre établies aussi par le caleul; nous allons en re-
prendre I'étude; mais, auparavant, nous démontrerons la proposition
fondamentale suivante :

Tutorine. — Les géneratrices coniques de la surface sont divisées ho-
mographiquement par leurs lignes conjugudes.

Supposons que, par un procédé queleonque, on ait mis les équations
de la conique variable sous la forme

PrPE=2qp-ry X ny

re= R PprtaQp+R TN
7 | e Y Po P 2qap 1y ny
W r= Pp2s2Qu+ R =Y+ N’
T, Py A oqup -y, 1y
s =4 + Pp*+2Qp+R =7 TN

Pir Qi T -0 P QR X, Y, Z Gtant des fonctions de A, et p dési-
gnant un paramétre variable [X, Y, Z sont encore les coordonnées du
sommet du cone circonscrit le long de la conique (1)]. Cette forme
’équations suppose que les courbes . = const. forment un systeme
qui partage homographiquement les coniques proposées.

En écrivant que le plan tangent & la surface engendrée par la co-
nique (4) va passer par le sommet S (X, Y, Z), quel que soit w, nous
obtenons Iidentité

dny ony dX
"ooe o TN
ony  On,. dY |
(3) moon o PN =0
ony  Any yA
" on o NG
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Le premier membre est un polynome du quatrieme degré par rap-
port & ., ce qui fournit cing relations entre les fonctions de X qui
figurent dans les équations de la surface.

Cherchons maintenant les courbes conjuguées des coniques (4); ce
sont les arétes de rebroussement des développables engendrées par

les génératrices des cones tangents 4 la surface le long des coniques.
Ces cones sont définis par les équations

x—X _ y—Y -7
= jan— 2

n, n, 7y

(6)
ol lon fait varier . Cela permet d’écrire U'équation des conjuguées

dX dany on, ilfj_'
@ on T op dn
( b A onds
7) gy o ap. dh
dL ony o du
a0 T om i

1ty

== 0.

Iy

Or, l'identité (5) conduit aux suivantes :

Jon, LAX p O
o " Nam =am+p o’

. on, LAY 5 Ony
(8) -ﬁ——l—f\ﬁ—-—dllg%—w‘o—z;:
on, cdl Oy

o PN Eem TPy

« et B designant des fonctions de A et p convenablement choisies.
ony 0ny Oy

Si l'on tire de Ia les valeurs de =%, =% —=2 pour les porter dans (7),

celle-ci devient

dX  dn,
dn o

dp. dY ony |

(9) <(5+[7=A'> oG o | T
"0 Op

Laissant de coté le déterminant qui figure dans cette équation et qui
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n’est pas nul identiquement, nous arrivons a I'équation

(10) -

= B =o.
dl. +e
Posons
P v T
0= |p2 s 72|
Ps 4s 7I's

déterminant qui n’est pas nul, quel que soit A, sans quoi le cone cir-
conscrit se réduirait & un plan, et appelons o, 7;, g; les dérivées par-
tielles de ce déterminant par rapport aux éléments p;, ¢;, .. Un calcul
simple, effectué au moyen des équations (8), permet d’écrire
\ 208 =+ (11— 2pp1) (%’;—‘ +N‘%>
(11) « .
(- + (Y2 — 2pp2) (Qﬁ_ -+ N(—I-Y> “+ (% — 212pa) <(—)ﬁ—’ + N (z)
\ ’ _Oh ) v A dk
Le sccond membre semble étre du troisieme degré par rapport a p;
mais il est aisé de voir que le coefficient du terme en (* est nul : ¢’est,
a un facteur pres,

_(dp: ,dX dp, ,dY dpy A
s“(:z-;*" 7)rel\ ) vl P )

¢’est--dire le coefficient du terme en p.* dans Uidentité (5).

B est donc un polynome du second degré en p. et 'équation (10) est
une équation de Riccati, d’olt 'on conclut la propriété énoncée plus
haut.

Des considérations analogues permettent de démontrer la propriété
suivante, plus générale :

Imaginons une congruence de droites admettant une courbe focale.
Supposons que le cone de droites ayant son sommet en un point de
cette courbe soit unicursal et que, de plus, sa courbe de contact avee
la surface focale soit plane. Les courbes conjuguées de ces courbes de
conlact, c’est-h-dire les arétes de rebroussement des développables
engendrées par les droites de la congruence sont fournies par I'inté-
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gration d’une équation
dp. A (2, 1) )
dh T B, p)

ot A est un polynome de degré »—+ 2 au plus, et B un polynome de
degré rpar rapport & ., si » désigne le nombre des génératrices de re-
broussement du cone de la congruence dont 'ordre n n’intervient pas.
En particulier, si le cone n’a pas de génératrices de rebroussement, on
tomhe sur une équation de Riccati, et nous retrouvons le théoreme dé-
montré plus haut pour les surfaces enveloppes de cones du second
degré et licux de coniques.

La uestion suivante se pose maintenant :

Les surfaces étudiées sont-clles les seules dont les génératrices co-
niques soient partagées homographiquement par les courbes conju-
gudes?

Supposons qu’'une surface jouisse de cette propriété; on pourra
mettre ses équations sous la forme
N, _ Pi)p2+2Q (X)) p+R(2)

NT PM)pr+2Q)p+RA)
y ] 2 )
(12) Ly = _NI\T-) = lfj:,;ié%ﬁ: ::27
Ny Pyp24+2Qap -+ Ry
T TN T Pp+2Qu+R

X =

les lignes A = const. étant les coniques, et les courbes p. = const. leurs
conjuguées. On alors identiquement
N N, N, N,
d% JA Jdh oA
. dp. . Jdp
J*N  0*N, ¢*N, 0°N,
OrOp. 0K 0w OXdp. 0L Op.

On en déduit, comme plus haut, que I'on peut poser
oN; d0*N;

ON;
WMOCN‘+B_(E_+/_—(37\0;L’

@, B, v étant trois fonctions convenablement choisies de A et p.
Ann. de U’ Ee. Norm, 3° Série. Tome VII. — Mar 18go. 21



162 E. BLUTEL.

Si I’on porte ces valeurs dans I'équation du plan tangent en un point
de la surface (12), savoir

I z y 5
N N, N N
ON N, 0N, N
dr 0% Ok Ik
ON 0N, N, N,
op.  Odp. O Op

laquelle est en général du quatrieme degré par rapport i u., elle de-
vient

1 : x Y <
N N, N, N,
N ON NN
o op. op. o
IN N, PN 0N
OLdp. OAop. IJhdp Ok dp.

= 0.

Cette derniere n’est plus que du troisieme degré en général; cela
prouve que, si les coniques sont partagées homographiquement par
leurs conjuguées, la développable circonscrite & la surface le long
de chacune d’elles est de troisieme classe au plus, au lieu d’étre de
quatricme classe comme dans le cas général. On en déduit aisément
que deux coniques infiniment voisines se rencontrent en un point et,
par suite, que les coniques ont une enveloppe. Si on appelle a, (1),
Yo(R), 5,(1) les coordonnées d’un point quelconque de cette enveloppe,
une transformation homographique effectuée sur la variable p per-
mettra de mettre les équations de la surface sous la forme

N dz, )
I S ~N~ oo 'r:i‘:ﬁ;j XLy~ 2U ";ZTIJ. = lll[J- >7
o _ N, - 1 , d,}’o 9\
(13) frEN T *—“—,+Hz(.Yo+'llﬂ”(77TH"‘ "2{*)’
N

) 1 dsz, g
S _N—__“-;——}—-__[IE zn+2l("“'i"l‘(.l.'4'u3{.l-),

ol u, u,, u,, u, sont des fonctions quelconques de A. Toutefois, cela
suppose que les coniques en question ne sont pas des paraboles, les
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racines de 1+ u* ne pouvant étre égales; on traiterait aisément ce
cas particulier.

Formons, au moyen de ces équations, I’équation différentielle des
conjuguées; c¢'est

dp.
A —_—
(rh) B 7 =A,

en posant
A =—au?P+ bp?+ av?p + cu,

B=/fup—acu?
a, b, ¢, fdésignant certaines fonctions de A; on a, en particulier,

Ly=— Uy Yo Uy Sy Uy

dx, dy, ds,
c=| d) di. dh
d*:x, a2y, d*s,

Iéquation (14) se réduira & une équation de Riccati, et, par suite,
les coniques seront partagées homographiquement par leurs con-
juguées si les deux polynémes A et B, qui sont respectivement du
troisieme et du premier degré par rapport a @, sont divisibles I'un par
I"autre. Cela arrive dans les deux cas suivants :

1° ¢= 0. A et B renferment p. en facteur. — Cette relation montre
que le plan de la conique variable qui a pour équation

U — axy) +=m(y —yo) +n(s-~35)=o0,
avee les conditions

((eog— ty) +m(yy— tty) + n(s5,— wy) = o,

dzx, dy, dsy
lm‘—-%—ﬂl—d—)\—i—n . - 0,

est le plan osculateur & Uenveloppe, puisque ’on a aussi

d*x, d*y, a2z, .
Lz +mpe g =0

29 ¢ n’est pas nul, et A est divisible par B. — On a alors

A:‘B(aw—kﬁ#-;l;>,
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o et B désignant deux fonctions de A convenablement choisies. La va-
o

BLUTEL.

.. dp. .
leUT‘ ainsi Obtenue l)OllI’ ;277 savoilr
du i
L= =gpu? —_—
A o+ 20

doit vérifier I'équation différenticlle des conjuguées des coniques. Si

’on rend N, N,, N,, N; homogenes par I'introduction d’une seconde
{ 2

variable v, cette équation peut s’éerire

NN N BN N
dp. dv I JAhap Jp
N, ON, ONe Ny, N,
du. dv  Jh OJhdp dpt
Ny 0Ny 0Ny 0Ny 0N, O
du. Jdv 0. Jhdp Adp?
Ny N, IN, 0N, O,
du v dk 0k op Jdp?

et clle est vérifice identiquement si on y remplace 0 par sa valeur.

. oy o I

Multiplions la premiere colonne par rri B, la seconde par a,
(R 2 . . “a ’ .

la troisieme par — o> etajoutons la quatrieme. On démontre facile-

ment 'identité

<——'- p— ny+a@f—30—l\j+ﬂ+<a P B 2N,
wp. L ) . v B 02 dh Op. B 9.1/) dp?
. 0*N; o 02 N; 1 0?N; T ON; J*N;
TR T poy T o T W(W —u?fm)

Sous cette forme, il est aisé de voir que le second membre est indé-
pendant de p : désignons-le par X;. Nous remplacons U'identité préce-
dente par

op- op- I dp.
Jv Jv oy v  |=o,
NN NN,
Ok Jh dh JA
X)) Xi(h) X (k) Xg(h)
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laquelle montre que le plan tangent & la surface en tous les points
d’une méme conique () va passer par un méme point de coordonnées

X X Xy
X’X’X

On peut done énoncer le théoréme suivant :

TukoriME. — Si les génératrices coniques d’une surface sont partagées
homographiquement par leurs conjugudes, ces géncratrices admettent
pour enveloppe I'aréte de rebroussement de la développable engendrée
par leurs plans, ou bien il existe un cone circonscrit a la surface le long
de chacune d’elles.

Nous avons supposé dans cette démonstration que les coniques
avaient une enveloppe véritable, lorsque nous avons mis leurs équa-
tions sous la forme (13); il pourrait se faire que toutes ces courbes
eussent un point fixe commun. On examinera facilement ce cas, en
reprenant les équations de la génératrice sous la forme

VRS Ug P = 0y

Y

= 2 ’ : 1A P2 1t

Chaque conique passe & Porigine pour p. infini.

On démontrera alors qu’il existe un cone circonserit & la surface le
long de chaque conique, ou bien que chacune de ces courbes est tan-
gente, & origine, & la génératrice de contact de son plan avec le cone
enveloppé par les plans de toutes les coniques. Ces résultats rentrent
dans les précédents. '

Il résulte du premier théoreme démontré que, si 'on connait une
courbe conjuguée des coniques sur la surface ¢tudiée, les autres s’ob-
tiendront au moyen de simples quadratures, et qu’elles seront toutes
connues si I’on en connait trois. Il en résulte aussi que I'on peut sup-
poser les équations de cette surface mises sous la forme
P2 AT

.y .
= —= = — 5:‘ ~ !
Pp*4-2Qp+R TN y=Y+ N’ 3

(12") =X+

X,Y,Z P, Q R, pi, g, 7\, ... étant des fonctions de A telles que
les courbes p. = const. soient les courbes conjuguées des coniques
A == const.; les coordonnées du sommet du cone sont d’ailleurs X,
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Y, Z. 1l existe alors entre ces fonctions certaines relations que nous
allons chercher. Pour y arriver, nous écrirons que les tangentes aux
différentes courbes p = const. vont passer par le sommet (XYZ) du
cone circonscrit, pour une méme valeur de A, puisque ce sont les géné-
ratrices de ce eone. Nous obtenons ainsi
dX  dn dY  odn df.  dn,
N-= + = N+ =° e =t
(15) dh Ik di Jdh T dh o Ok
' n, - Ity - Iy
Or les polynomes en p qui figurent comme dénominateurs dans ces
identités ne peuvent avoir une racine communc; il faut donc que les
numérateurs soient divisibles par les dénominateurs. D’ailleurs, si I'on
multiplie les fonctions N, n,, n,, ny par un méme facteur O(A), on ne
modifie pas la surface engendrée, et U'on peut disposer de ce facteur 0
de facon a faire disparaitre le coefficient de w* dans le premier numé-
ateur; 0 est déterminé par I'équation
dX d
0 ,) bl —— 0 ) ol § 1
! an (l)«.( Pi) =0
Le méme terme doit disparaitre dans les autres numérateurs, qui
deviennent aussi du premier degré. On aurait alors, avec les fonc-
tions P, Q, R, p,, ¢,, r,, ... ainsi modifices, des identités de la forme
ayp.—+ by . Ay =+ Dy . g0 -+ by

(16) —

P42 }11 pA=ry [)zy.‘—}—)}[lp. +ry Palt -2k -+ ry

Multiplions les numérateurs par des fonctions de A indéterminées.
Soient o, 8, v; posons

(a4 by) + B@yp + by) +y(asp + by) = o,
ce qui détermine ces fonctions. On devrait avoir aussi
ony B ry -y ny=so0.

Or ceci est impossible, car le cone circonscrit ne serait pas un véri-
table cone. Par suite, les numérateurs sont nuls dans (16) et dans (15)
avec les nouvelles fonctions P, Q, R, .... On a donc identiquement

9 ax Ony ay ons N .

7)) 55 +Nm =0 G+ Ng=o 5 +Np
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4

Ce sont les relations cherchées qui sont équivalentes a

dp, | ,dX dy, dX dr, dX

D P Ee @ T =e Ry =

ap, ay

'-(ﬁ—l—l 60\ ......... ey e e s
dpy dl,

o + P Th T 0 e e e

Nous dirons que les équations (12") sont mises sous la forme réduite
si ces relations sont vérifiées. On voit qu’elles fournissent les diffé-
rents coefficients au moyen de simples quadratures, si 'on choisit arbi-
trairement P, Q, R, X, Y, Z.

A cette forme on en peut adjoindre une autre

. ]’ [Lz+90[i+]{ N N, N,
8 ax = Y L R —_ —, 5=z ==,
(18) YT Py eQur N YT N

avee les relations identiques

ON; o ON ON, 0N ON, . ON
(197 @ =Xm wm=Yw wm ety
que 'on déduit aisément des précédentes, car N, = NX + n,, .

On vérifie facilement, en partant de I'unc ou lautre de ces f()lm(;s
réduites, que les trois coordonnées d’un point quelconque de la sur-
face sont solutions de I’équation aux dérivées partielles

0 000 (1 INY 1 IONdF
Thop oo B\Nw) TR T

Enfin des raisonnements analogues effectués au moyen de coor-
données homogenes permettraient d’exprimer ces coordonnées sous la
forme

xim== (A, ) = Pip2+2Qp + Ry (i=1,2,3,4),
les fonctions P;, Q;, R; vérifiant les relations

dP; __ dQ; _ dR,

—dQ T dR T = X

X, désignant les coordonnées homogenes du sommet du cone circon-
serit et P, Q, R trois fonctions de A arbitrairement choisies.
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Applications des formes réduites.

Une conique étant représentée par les équations

_ N0, p) N ) Ny, )
TN N )’ TN, )

(20)
ot I’on suppose A constant, la conique infiniment voisine le sera par
D) 0 (N) 020 ()
—I\*”o o Ta\N) T amE\N) T

Nl ) %) B
N(/ ) +(0\)A(\ T on N)+"”

L _N0yp) N\ D2 o 1_\;,)
= X0, T )7< )“‘T(m N/

ou bien, en tenant compte des relations (17) et (19),

L Ni(hp)  ni(Ry0) ON n “ON 0 (nl N ny| di
\"”‘ N(Lp) Nt ox T ow on \ N >+ ORF NE| ol T
- - Ny (2, 0) . 7y (2, p) QB o Qﬁ _()_ ny (_)iE L(_.' e y
(1) Y =X NEIY S I Yl <N> o NE| T T
’ N2 7y (2, 0) ()\ CON 0 11;; O*N ny| dl*
T N N 0n T o o (“) o NT| T T

Sil’on donne & p dans ces dernieres relations les valeurs p, racines

ON(7, p.
de 5) ) — o, on voit que les valeurs de @, y, 5 se réduisent, aux

infiniment petits pres du second ordre, aux valeurs correspondantes
fournies par les équations (20). Done, toute conique est rencontrée en
deux points par la conique infiniment voisine, et les valeurs correspon-
dantes de p. sont données par I’équation

dp dQ) dR

2 N
2Ty =0

(9'2) Z:;:[

Cette équation définit deux courbes tracées sur la surface et tan-
gentes & toutes les génératrices coniques. On voit, de plus, que les
infiniment petits du second ordre ne disparaissent dans les expres-

oON J*N
sions (21) que si la racine de 2= 7 annule aussi —-z; cela ne peut avoir
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lieu constamment, 2 moins que cette racine ne soit constante ou qu’elle
ne soit racine double de %; ,

Dans le premier cas, les coniques passent par un point fixe; en effet,
si £ est cette racine constante, on a

d
_d_l.N()\’ /1)—0
et, par suite,
d
-EI—iNl()\,/ﬂ):O, ce e
Intégrant, il vient

N, k)y=a, N, (\ Ky =ay,

. . L dy Ay s

Les coniques passent par le point de coordonnées —, ==, =, que [’on

@ (27 (2
obtient sur toutes en donnant au parametre w. la valeur £. Réciproque-
ment, si les coniques passent par un point fixe, 'équation (22) a une
acine constante. Elle a ses deux racines constantes si les coniques
passent par deux points fixes.

Dans le second cas, les deux courbes enveloppes des coniques sont
confondues et la conique variable est osculatrice & son enveloppe.

De méme que les coniques roulent sur deux courbes, les cones rou-
lent sur deux développables. Les plans tangents & un cone menés par
a tangente ST & la trajectoire du s [ corresponc a des valeurs
la tangente ST & la trajectoire du sommet correspondent & des vale
de p., racines de I’équation
dX dY dZL
dh dh dh

. dn, On, On
(23) Ony  Ony Ong
op. Jp. O
ony,  dny  Ong

v v v

=0,

~que 'on obtient en écrivant qu’'un plan tangent

x—X y—Y s—1

n, ny ny
20 =0
Y dny o Ons A
ap. dp- ap.

est parallele & ST. Il est aisé de montrer que chacun de ces plans a

dnn. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII. — Juiy 18go. 22
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pour caractéristique la génératrice suivant laquelle il touche le cone;
ce sont donc ces génératrices SH et SH’ qui engendrent les deux déve-
loppables en question. ‘

Si cette équation (23) a une ou deux racines constantes, les cones
roulent sur un ou deux plans fixes.

Lorsque les coniques restent tangentes a un plan fixe, les cones ne
sont pas forcément tangents a ce plan. Il peut se présenter deux cas :
1° les cones circonscrits sont tangents au plan sur lequel roulent
les coniques; 2° une des courbes enveloppes des coniques se confond
avec la courbe décrite par le point de contact de la conique variable
avec le plan fixe. En particulier, si la conique est une parabole, il
existe un cylindre circonscrit, & moins que la droite d’intersection des
plans de deux paraboles infiniment voisines ne soit un diametre; par
»xemple, la surface engendrée par une parabole osculatrice & une
courbe gauche quelconque, et soumise & une condition complémen-
taire arbitrairement choisie, admet un cylindre circonscrit le long de
chaque génératrice.

Si 'on remarque que les surfaces é¢tudiées donnent naissance &
Q’autres surfaces semblables lorsqu'on les soumet 4 une transforma-
tion par polaires réciproques, et que cette transformation conserve les
propriétés des systemes conjugués, on voit que les équations tangen-
tielles de ces surfaces doivent avoir une forme analogue i celle des
¢quations ponctuelles, lorsqu’on les suppose rapportées au méme sys-
teme de courbes composé des coniques et de leurs conjuguées.

Les coordonnées du plan tangent sont fournies par le développe-
ment de I’équation (24). On peut les supposer mises sous la'forme
(25) ===, = -I\Klf, M,
M, M,, M,, M, désignant les dérivées partielles par rapport a m, m,,
my, m, du déterminant
IN JON; OJN, 9N,

7)-[.2 ‘()}I o O
N 0N, 0N, N,
dv oy dv v
¥ FX FY F¥Z

mooomy o omy o my
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et F une fonction de A arbitrairement choisie. Si 1'on suppose cette
fonction déterminée par la condition

\ a¥ . d o a d ...

U, V, W désignant les coordonnées du plan de la conique

Uz +Vy+Ws+1=o,

on a les relations identiques

- OM, _ oM My _ oM OM, oM
(27) o=V =Yoo o oV

i N . oM . , ' ..
Quant a I'équation =5 = 0, ce n’est autre chose, & un facteur pres in-

dépendant de -, que P'équation (23).

Applications. — Les équations générales que nous avons trouvées
soit en coovdonnées ponctuelles, soit en coordonnées tangentielles,
renferment cing fonctions arbitraires d’un parametre variable. La dé-
termination de ces fonctions de maniere a satisfaire & des conditions
géométriques particulieres présente évidemment de grandes difti-
cultés. Nous allons cependant étudier le probleme suivant :

Trouver towtes les surfaces pour lesquelles on donne la courbe liew des

somumelts et la développable enveloppe des plans des coniques, avec la cor-
respondance entre les sommets et les plans.

On se donne les fonctions X, Y, Z, U, V, W d’'un méme parametre A.
Les inconnues P, Q, R, P,, Q,, R,, ... qui figurent dans les équations

ponctuelles
Pip2+2Qp-+R, N,
- N

T P aQp+R TN v
avec les relations identiques
7 ) N '
ONy _yON Ny yON 9N, _ 0N

‘oh oh Jh 00 o’
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sont encore reliées aux quantités données par les équations

P+UP,+~VDPy,+ WP, =o,
(1) Q+UQ+VQys+ WQ;=o,
R +UR,+ VR, + WR; =o.

Si I’on annule successivement les trois premieres dérivées de cha-
cune de ces équations, I'élimination des fonctions inconnues autres
que P, Q, R montre que ces dernieres sont trois intégrales d’une
méme équation

s a0 )

+Boss +C5 +DO=o,
d

(2) As + B 3

ol A, B, C, D sont des fonctions déterminées de X, Y, Z, U, V, W et
leurs dérivées. D'ailleurs, P, Q, R étant choisis de cette facon, P,, Q,,
R,, ... seront déterminés par des équations linéaires.
Soient done P, Q, R trois intégrales de (2); intégrale générale est
fournie par
Le—al4+bQ+cR,

N==ay P 4 0,Q 4y R,
Combinant avec les équations précédentes, on (rouve
Q=aPi+bQ,+ cRy, Qy=aly+0Q,+ cRy,
La solution la plus générale, savoir

 (@Py+0Qu+cRy) 22 (a P 0, Qe R) p+ @ Py 0, Q1+, Ry

renferme done neuf constantes arbitraires, a, b, ¢, a,,b,, ¢,, a,, b,,c,.

Mais on peut ramener le nombre des parametres arbitraires & cing
par une substitution homographique & coefficients constants effectuée
sur la variable ., de sorte que la surface la plus générale dépend scu-
lement de cing parametres. Le choix d’une conique particuliere dans
I'un des plans donnés, ou d’un cone ayant son sommet en I'un des
points donnés, achevera de la déterminer.
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Ftude de quelques surfaces particuliéres.

Nous distinguerons d’abord les surfaces (A) enveloppes de cones qui
roulent sur deux plans fixes en restant soumis i trois conditions com-
plémentaires quelconques. Les conjuguées des coniques sont les sec-
tions planes faites dans la surface par un faisceau de plans ayant pour
axe la droite des sommets. Réciproquement, si deux conjuguées sont
planes, les sommets des cones sont en ligne droite et la surface rentre
dans cette catégorie particuliere.

Une transformation par polaires réciproques effectuée sur les sur-
faces (A) fournit les surfaces (B) engendrées par des coniques qui
passent par deux points fixes F et F' en restant assujetties i trois con-
ditions complémentaires quelconques. Les courbes conjuguées sont
les courbes de contact de la surface avee des cones circonserits ayant
leurs sommets sur FF'; leur détermination n’exige done encore aucune
quadrature.

Une surface (C) peut appartenir & la fois & ces deux catégories; les
coniques sont tangentes & deux plans fixes et passent par deux points
fixes qui peuvent étre ou non les points de contact avec les plans tan-
gents fixes.

Plus particulierement encore, les coniques peuvent étre tangentes &
une droite fixe en un point fixe, ou les cones & un plan fixe le long
'unc génératrice fixe; les conjuguées des coniques s’obtiennent tou-
jours sans intégration.

Les surfaces (D), pour lesquelles 1a courbe X lieu des sommets des
cones est plane, posstdent des conjuguées de coniques qui s’obtien-
nent par une quadrature, car on en connait déja deux : ce sont les
courbes enveloppes des génératrices d’intersection de ces cones avec
le plan de X.

Il ¢n est de méme pour les surfaces (E) qu’on en déduit dans une
transformation par polairesréciproques, ¢’est-ii-dire pour lesquelles les
plans des coniques passent par un point fixe; les conjuguées connues
sont, dans ce cas, les courbes engendrées par les points de contact
de la conique variable avec les deux tangentes issues du point fixe.

Cest dans les catégories (B) et (C) qu’il faut ranger les surfaces du
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troisieme et du quatrieme degré qui sont en méme temps lieux de co-
niques et enveloppes de cones du deuxieme degré. Une surface du
troisieme degré possede deux points coniques F et F’ par lesquels pas-
sent les coniques génératrices; la droite FF appartient naturellement
a la surface et le plan tangent est le méme en tous les points de cette
droite. D’ailleurs, si une surface du troisieme degré touche un plan
suivant une droite, les plans qui passent par cette derniere découpent
sur lasurface des coniques la rencontrant en deux points fixes. Quatre
de ces coniques se décomposent en systemes de deux droites; ces huit
droites passent quatre & quatre en F et " et constituent I'intersection
de la surface avec les cones tangents en ces points.

Les conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la sur-
face avec les cones circonscrits ayant leurs sommets sur FF ; ces cones
sont du quatrieme ordre et les conjuguées sont des quartiques gauches
de premiere espece. Chacune (I') est I'intersection de la surface pro-
posée avec un cone du second degré qui passe par FF et est tangent &
la surface le long de cette droite; le sommet O” de ce nouveau cone et
le sommet O du cone circonserit correspondant forment une involution
dont les points doubles sont I' et ¥'. Chaque courbe (I') rencontre FI
en deux points variables conjugués harmoniques par rapportau sommet
O correspondant et au point fixe ot la droite FI est rencontrée par la
scconde droite d'intersection de la surface avec le plan tangent suivant
FI". Les cones de tangentes aux deux points coniques ne peuvent se
réduire simultanément & deux plans, & moins que le plan tangent le
long de FF' ne coupe la surface suivant cette seule droite. La courbe
lieu des sommets des cones circonscrits suivant les coniques est une
quartique gauche de seconde espece qui ne rencontre jamais FI, &
moins que les deux points coniques ne soient confondus.

Plus généralement, une surface d’ordre » présentant une droite mul-
tiple d’ordre n — 2 est coupée suivant une conique par tout plan qui
passe par cette droite. Il existera des cones circonscrits si ces coniques
rencontrent la droite multiple en deux points fixes F et F'; pour qu’il
en soit ainsi, il fautet il suffit que les » — 2 plans tangents 4 la surface
en tous les points de FF” soientinvariables. 2n — 2 coniques se décom-
posent en deux droites : ces 4n — 4 droites se groupent 27 — 2 i
an — 2 pour former l'intersection de la surface avec les cones de tan-
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gentes en ses points coniques. Les conjuguées (T') des coniques sont
des courbes gauches d’ordre 27 — 2 suivant lesquelles la surface est
touchée par des cones circonscrits de méme ordre ayant leurs sommets
O sur FF’; chacune est I'intersection de la surface avec un cone d’ovdre
n — 1 qui lui est tangent suivant les » — 2 nappes le long de FF'. Les
sommets 0" de ces nouveaux cones et les sommets O correspondants
forment une involution dont les points doubles sont F et F'. Enfin
chaque courbe (I') rencontre FF en 22 — 4 points variables qui se par-
tagent en n — 2 couples ; chacun de ces couples est situé sur une nappe
différente de la surface donnée et les deux points d’un méme couple sont
conjugués harmoniques par rapport au sommet O du cone correspon-
dant et au point de rencontre de FF" avec la seconde droite d’intersec-
tion de la surface avec son plan tangent le long de la nappe a laquelle
appartient le couple. La courbe lien des sommets des cones circon-
scrits est une courbe unicursale d’ovdre 3n — 5.

Les coniques génératrices de la surface peuvent étre tangentes en
deux points fixes & deux plans fixes; dans ce cas, les plans tangents &
la surface le long de la droite multiple la coupent suivant cette seule
droite. Il existe alors une triple infinité de quadriques tangentes i la
surface proposée en F et F' et qui la coupent suivantz coniques; parmi
ces quadriques, il y en a une double infinité qui touchent la surface
proposée suivant une conique et la coupent encore suivant n — 2 co-
niques; enfin, parmi celles-ci, il yaune simple infinité de cones jouis-
sant de la méme propriété : ce sont les cones circonscrits a la surface
le long de ses coniques.

Une surface du quatritme degré possédant une droite double avec
deux plans tangents fixes le long de cette droite rentre dans la caté-
goric que nous venons d’examiner. En dehors de celle-la, les seules
surfaces du quatrieme degré possédant le méme mode de génération
sont des surfaces 4 conique double et deux points doubles au moins,
ou les surfaces ayant deux points d’embrassement.

Considérons d’abord une surface présentant une conique double et
deux points doubles dont la ligne de jonction ne rencontre pas cette
conique. Tout plan passant par les points doubles I' et F' coupe la sur-
face suivant deux coniques qui se rencontrent en ces deux points. Les
conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la surface avec
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des cones circonserits ayant leurs sommets O sur FF’; ce sont aussi les
courbes d’intersection de la surface avec des cones du second degré
dont les sommets O’ sont sur FF’ et sont conjugués des sommets O par
-apport aux points coniques. Chacune se compose de deux courbes
gauches de quatrieme ordre et de premiere espece qui se coupent en
quatre points sur la conique double de la surface proposée.

Si 'on suppose I'équation de cette surface mise sous la forme

SHays)=45%zy,

Jdésignant une fonction quadratique non homogene, la conique double
est Uintersection de la quadrique f= o avec le planz = o, ¢t les deux
points coniques sont les points de rencontre de 'axe Oz avec cette
méme quadrique. La courbe, lieu des sommets des eones circonserits
a la surface, est une courbe plane de quatrieme ordre, unicursale, re-
présentée par les trois équations

9. s of 9. .

L 1 — ) e 72 -
Je > x Js Ty =0 Jdy

*27.3 - -(—)[ O

0w

?

olt A désigne un paramétre variable. A deux valeurs de A qui ne diffe-
rent que par le signe, correspondent les sommets des deux cones cir-
conscrits & la surface le long de deux coniques situées dans un méme
plan.

Le plan de cette courbe est le plan polaire du point de rencontre de
la droite FF” avec le plan de la conique double par rapport a la qua-
drique /= o. Par suite, si ce point est le centre de la quadrique, la
courbe est rejetée & 'infini et les cones deviennent des cylindres cir-
conscrits; dans ce cas, d’ailleurs, la surface proposée admet ce point
pour centre, et il en est de méme pour les différentes coniques.

Les cones tangents 4 la surface en ses deux points coniques ne se
réduiscnt jamais a deux plans si 'on suppose ces points distincts. Mais
cela n’empéche pas les coniques de la surface de rester tangentes i
deux plans fixes ainsi que les cones circonserits.

C’est ce qui arrive lorsque la surface présente deux paires de points
doubles (cyclide de Dupin, par exemple). Dans ce cas, la surface pos-
sede deux séries de coniques passant par les couples de points doubles :
les cones circonscrits le long des coniques d’une série ont leurs som-
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mets sur la droite qui joint les points coniques de 'autre; les deux
systemes de coniques sont done conjugués.

Réciproquement, si une surface possede deux séries de coniques
conjuguées avec cone circonserit, il est aisé de voir que les coniques
de chaque systeme passent par deux points fixes et sont tangentes
a deux plans fixes. Nous reviendrons plus loin sur I'étude de ces sur-
faces.

Considérons maintenantune surface de quatrieme ordre qui présente
deux points d’embrassement. Tout plan passant par ces deux points
coupe la surface suivant deux coniques qui y sont tangentes aux
deux plans tangents. Les conjuguées sont les sections faites par un
faisceau de plans ayant pour axe la droite d’intersection des deux pré-
cédents.

Parmi les surfaces de cinquitme ordre, nous trouvons la surface
droite triple avee trois plans tangents le long de cette droite, puis la
surface possédant unc droite simple sur laquelle se trouvent deux
points triples et, en outre, une conique double. L’équation d’'une pa-
reille surface peut se mettre sous la forme

S f39, - SPgy =0,

olt fest une fonction quadratique non homogene (enx, y,z)elg,,,, 2,
des.fonctions homogenes (en x, y) de degrés respectivement égaux i
leurs indices. La conique double est I'intersection du plan 20y avee
la quadrique /== o, et la droite simple est ’axe O=. Les points triples
sont les points de rencontre de Oz avec cette méme quadrique; le plan
tangent est encore le méme en tous les points de Oz. Les conjuguées
des coniques sont les courbes d’intersection de la surface avec des
cones du troisieme ordre qui lui sont tangents le long de Os; ete.
Nous citerons encore un cas particulier de la surface de cinquieme
ordre ¢tudi¢e par Clebsch ; cette surface possede une courbe double
de quatrieme ordre ct de premidre espece, et a une équation de la

forme
Ao+ 2Bod + CY2=o0,

ot A, B, C désignent des fonctions linéaires, et o, { des fonctions du
second degré par rapport a x, y, s (Ucber dic Abbidung ciner Classe,

’ ] g 0 3
Arn, de |'Ec. Normale. 3¢ Série, Tome VL — Juix 18go. 29
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von Flichen 5, Ordnung; Gottingen, in der Dieterichschen Buchhand-
lung, 1870).

Les quadriques du faisceau

C{) — )LIJ O
y découpent une série de coniques dont les plans ont pour équation
AR 2Bh+ C=0o

et enveloppent le cone
B?— Al = o.

Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour
que deux coniques infiniment voisines se rencontrent en deux points

est que le point
A’: o B e U T 0

soit I'un des sommets du tétraédre conjugué par rapport aux deux
quadriques ¢ = 0, ¥ == 0. Lé cone enveloppe des plans des coniques
passe alors par la quartique double, qui estelle-méme I’enveloppe des
coniques de la surface; les cordes de contact sont les génératrices du
cone. La quartique est une courbe de rebroussement pour la surface.
L’équation pourra se mettre sous la forme

20*-1 250y - ydr=o,
en posant
bomag - 52— 2y,

a désignant une constante queleconque et ¢ une fonction quadratique.

Le lieu des sommets des cones circonscrits est une courbe plane X
unicursale de quatrieme ordre, dont le plan est le plan conjugué du
9%

‘
— == 0.

Jae

On connait déja deux courbes conjuguées des coniques; ce sont les
enveloppes des génératrices des cones situées dans le plan de X. La
recherche des autres se ramene done 4 une quadrature; on vérific
que cette opération conduit en général & des intégrales hyperellip-
tiques.

sommet du e¢dne par rapport a la quartique, ¢’est-a-dire
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Surfaces enveloppes de cones de révolution.
Reprenons les équations générales

n, Ny

—v oy [ e, 13
(1) &Z = X - N: ‘}/—~~-Yl—'N7 5-=17 }—N)
avec les relations
. (_).,'f.! e QX on, dY dng d7.
(=) = Na = Ngp w e Ng

Si les econes sont de révolution, chacun d’eux étant représenté par
les équations
z=X_y—X

51

ny ny,  ny
olt 'on suppose A constant, ¢’est que 'on a, quel que soit ., en sup-
posant les axes de coordonnées rectangulaires,

(3) n = nd - nk oz (ang - By -y,

a, B, v désignant des fonctions de A, que Uon peut supposer réelles si
les cones le sont cux-mémes. Différentions cette relation par rapport
a A, en tenant compte de (2); nous obtenons

SO T .
TN\ Ty T A

e dp  dy [/ dX dY dary’
= (an Byt y ) [”1 g T g N (g B g ) l

Cette égalité montre que les racines du polynome an, + Br,--yn,,
qui est du second degré en i, appartiennent aux deux polynomes N

dX dY d7. ‘ . . .
\ A =2 .2 or, envertu de (3), les racines du premier
eln, —g + Ry Zm —F Ry g5 Or, enverta (3) [

sont imaginaires, clles doivent donc appartenir toutes deux & I'un des
deux derniers.
Par suite, on a

(4) any =B n, +yny=AN
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ou bien
- dy dZ
(;)) oLy -+ l@llg -y ng == B (Il, —(11 =t 12, Zl): =1y ;[I_)’

A et B désignant deux fonctions de A.
Dans le premier cas, I’égalité (3) donne

et, par suite,
(2—X)2 (¢ — Y)2 b (5 — Z)2= A2

Cette nouvelle relation nous montre que les coniques (1) sont des
cercles, ct la surface engendrée est une surface enveloppe de spheres
dépendant d’un parametre.

Dans le second cas, on montre aisément que 'on a -

1 dX v ody 1 dl.

2 dl Bdh oy A
¢’est-d-dire que I'axe du cone de révolution n’est autre chose que la
tangente & la trajectoire de son sommet.

Les surfaces enveloppes de cones de révolution se partagent donc
en deux classes :

1° Les surfaces enveloppes de spheres; 'axe du cone admet pour
enveloppe la courbe décrite parle centre de la sphere variable.

2° Les surtaces pour lesquelles I'axe du cone reste constamment
tangent & la trajectoire de son sommet.

Ces résultats peuvent d’ailleurs se démontrer sans avoir recours aux
équations générales (1), et un calcul direct permet de montrer que la
condition nécessaire et suffisante pour qu’un cone de révolution
touche son enveloppe suivant une conique, c’est que son axe cngendre
une développable; suivant que le point de contact de chaque axe avee
son enveloppe est ou non le sommet du cone, on obtient I'une ou
I'autre des catégories précédentes.

Les surfaces de la seconde classe sont d’ailleurs étroitement liées
aux surfaces de la premiere. Considérons, en effet, une surface enve-
loppe de spheres; les normales & cette surface le long d’un cercle (¢)
engendrent un cone de révolution (C) dont le sommet S est un centre
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de courbure de la surface pour tous les points de (¢). Les centres de
seconde courbure sont les points de contact des génératrices de (C)
avec I'enveloppe de ce cone; or on sait que ces centres de courbure
sont sur une conique; par suite, la surface lieu des centres de se-
conde courbure rentre dans la seconde classe.

On peut encore remarquer que les conjuguées des coniques sont les
trajectoires orthogonales des cercles pour les surfaces de la premiere
classe, et 'on sait que ces courbes partagent les cercles homographi-
quement. Pour les surfaces de la seconde classe, ce sont les courbes
de contact des développables engendrées par les normales aux surfaces
de premitre classe correspondantes le long de leurs lignes de seconde
courbure; comme celles-ci, elles dépendent done d’une équation de
Riccati. On trouve cette équation, sous une forme tres simple, de la
facon suivante. Appelons

x,y, z les coordonnées d’un point quelconque de la surface;

X, Y, Zles coordonnées du sommet du cone correspondant;

V P'angle générateur de ce cone;

%, By, oy, BisYis s Bus e les cosinus directeurs de la tangente, la nor-
male principale et la binormale a [a trajectoire du sommet;

w et o la conrbure ¢t Ia torsion de cette courbe;

o I'angle d’un plan passant par le point (z, y, =) et I'axe du cone avec
le plan osculateur de la trajectoire (cet angle peut varier de o a 2).

On trouve

z— X N y—Y
% COLY - oty O8O - aysing — feotV-i Bycose ~- Bysino
z— 17 sin?V
= . . =
7 COLY =1~ ¥4 COS @ - 7,Sinw dy
/ 7 ¢ & ¢ ® COSY i~ Is

et Péquation différentielle des conjuguées est
—~ == & - w cotV sing,

la variable indépendante étant Iarc s de la trajectoire du sommet.
Cette équation se ramene immédiatement & une équation de Riceati,
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. : Wl inge ' :
en prenant pour fonction tang > Elle s’intégre par une quadrature si
la trajectoire du sommet est plane ou, plus généralement, si le rapport
wtangV

MM&SP“ est constant.

Si I'on prend ( fig. 1) pour axes de coordonnées (S, &, 7, {) les axes

du triedre de la trajectoire, I'équation du plan de la conique s’¢éerit
dv, .
tangV “5 & b~ sin?V:=—=o.

On vérifie ainsi que ce plan est parallele & la binormale de la trajec-
toire du sommet, ce quiest une propriété connue. Ce plan rencontre la
normale principale Sv en un point 1, tel que 'on ait

SI =280 sin®V,

0 désignant le centre de courbure de la courbe. 1l en résulte une con-
struction géométrique trés simple du point I, élant connus le point O
et angle V, et inversement. Comme application de cette dernitre pro-
priété, considérons une quadrique Q, dont la trace sur 'un de ses
plans principaux est une conique G (/ig. 2). Gette quadrique peut étre
regardée comme U'enveloppe d’une famille de cones de révolution ayant
leurs sommets sur une conique X située dans le plan de C et homofo-
cale & cette derniere. Si S est le sommet de I'un de ces cones, la tan-
gente 3 T est son axe, les tangentes & G menées de S en sont les géné-
ratrices de contour apparent; enfin, si, par le point I ot AB rencontre
a normale SN & £, on méne IH perpendiculaire sur SN, puis HO per-
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pendiculaire sur SA, on obtient en O le centre de courbure de X. Ces
différentes propriétés sont des conséquences immédiates des équations
écrites plus haut; on pourrait les démontrer ici en s’appuyant unique-
ment sur ce fait que les deux coniques C et £ sont homofocales.

Fig. 2.

Dans le cas général, 'angle 0 du plan de la conique avec I'axe du
cone est fourni par I’équation

1 dV
tang0 -— taneV — ——.
ang tang w ds

) o - av....o, . s .

ar suite, lorsque - - est supérieur & ©, la conique est une ellipse;
si (/ZJY est égal & w, la conique est une parabole; et si [—g est moindre
que o, la conique est une hyperbole.

Si I'angle générateur du cone est constant, le plan de la conique est
perpendiculaire & la normale principale de la trajectoire du sommet, et
la conique est une hyperbole qui reste semblable & elle-méme dans
son déplacement.

Ces surfaces sont les scules, parmi celles que nous étudions, pour
lesquelles la congruence formée par les génératrices des cones se
compose des normales & une surface; cette derniere est d’ailleurs une
enveloppe de spheres.

Nous remarquerons encore que, si les coniques génératrices sont des
cercles, la surface peut étre envisagée comme une enveloppe de spheres,
ou bien les plans des cercles sont paralleles & un plan fixe; nous avons
démontré ce fait dans une Note insérée aux Comptes rendus de [ Acade-
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mie des Sciences (t. CIII, p. 687). On peut généraliser cette propriété
et énoncer le théoréme suivant :

Si les génératrices conz’qu;s rencontrent une conique fixe, la surface est
lenveloppe d’une famille de quadriques passant par cette conique et assu-
Jettie a trots conditions complémentaires, ow bien les coniques passent par
deux poinis fixes sur la conique fixe.

En particulier, si I’on considere une surface engendrée par uncercle
parallele & un plan fixe, les conjuguées de ces cercles se déduiront les
unes des autres par une opération géométrique tres simple : ce sont
les courbes de contact de la surface avec des cylindres circonscrits
ayantleursgénératrices paralleles d une direction arbitrairement choisie
dans le plan d’un cercle; si 'on fait tourner les points de I'ane de ces
courbes d’un angle constant sur les cercles auxquels ils appartiennent,
on obtient les points d’une autre conjuguée.

SECONDE PARTIE.
DES LIGNES ASYMPTOTIQUES.

Reprenons les équations générales d’une surface, mises sous forme
réduite, savoir

&Z o= -1-\—(—' =D e = Ne, =Y ”“2 5= N.:‘
‘ N

N oo Z e

-
1
i

3

avec les relations identiques

ON;, ON .
X
on; dX
w T Nay
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La substitution de ces valeurs dansI’équation différentielle des lignes
asymptotiques donne une relation de la forme

P d() dR

() At eBp ) (et a TR O

> dr?+ 2 A dp?=—o,

en posant

| pyis X
PP gy gy a5 . |
| Ay | RO

Apt-aBu - C o ’ Pap =Gy Gap -ty l(-[}— [ A= pr ¢ ral.
E d7Z. | L Py s Ty
|

Pslt = =0y o i

On reconnait, dans les deux polynomes du second degré par rapport
a (. qui figurent dans cette ¢quation, les polynomes (3);' et %‘?, ce der-
nier, & un facteur pres, indépendant de . On en conclut qu'il existe
sur chaque conique quatre points pour lesquels les lignes asympto-
tiques sont tangentes entre elles ct tangentes & une conjuguée de la
conique : ce sont les points de rencontre de cette conique avec la co-
nique infiniment voisine (K et K’) et les pieds I et H" des génératrices
de contact du cone correspondant avec les deux développables circon-
scrites.

Cette équation se simplifie dans un certain nombre de cas; nous al-
lons examiner les plus intéressants.

Supposons que le coefficient de &A* soit le carré d’un polynome par
apport 4 . : I'équation (1) se décompose alors en deux équations de
Riceati, et les deux séries de lignes asymptotiques de la surface parta-
gent homographiquement ses génératrices coniques. Ce fait se pré-
sente dans les deux cas suivant% :

I. Les deux polynomcs N et M 0t mémes racines w3 les points K

et K’ sont respectivement confondus avec les points H et H'. La surface
est engendrée parune conique qui roule sur deux courbes, les cones
circonscrits roulant sur deux développables circonscrites i ces courbes.
Nous I'appellerons surface du p/*('mier genre.

I1. Les deux polynomes f(; cl, ont(,hacun une racine double; les

i : o/
Ann, de U’Fe. Normale, 3¢ Série. Tome VL -- Joiy 18go. 24
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points K et K’ sont confondus, ainsi que les points H et H'. On en con-
clut que la conique génératrice reste osculatrice & une courbe, le cone
circonscrit étant lui-méme osculateur 2 une développable. Nous appel-
lerons surfaces du second genre celles qui sont engendrées de cette

facon.

II1. Un autre cas intéressant est celui ot les polynomes (();I et (()gl
ont tous deux leurs racines constantes. La surface est engendrée par
une conique qui passe par deux points fixes et reste tangente & deux
plans fixes sur lesquels roulent les cones circonserits.

Les variables se séparent alors dans "équation (1), dont I'intégra-
tion se trouve ramenée & une quadrature; la détermination des conju-
guces s’ellectue d’ailleurs, dans ce cas, sans aucune intégration.

Plus particulibrement encore, les deux plans fixes auxquels les co-
niques sont tangentes peuvent avoir leurs points de contact aux points
fixes par lesquels passent les coniques: nous retrouvons ainsi des sur-
faces singulitres du premier genre ct le théoreme démontré par
M. Demartres :

Une surface engendrée par unc conique tangente en deux points fixes ¢
deux: plans fixes a ses géncrairices coniques partagées homographique-
ment par ses deux series de lignes asymptotiques.

Ces surfaces jouissent encore d'une autre propriété : ce sont les
seules qui puissent étre regardées comme des enveloppes de quadri-
ques dépendant d’'un seul parametre, et telles que deux quadriques
infiniment voisines soient tangentes le long de leur conique d’inter-
section. La recherche des lignes asymptotiques exige alors I'intégra-
tion de deux équations de Riceati dans lesquelles les polynomes du
second degré ont leurs racines constantes.

Les trois catégories que nous venons d’indiquer sont encore remar-
quables, en ce sens qu’unc (ransformation par polaires réciproques
les remplace par d’autres surfaces de méme espece,
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Surfaces du premier genre.

M ’ M A N iA‘ A
St nous ¢écrivons que les deux polynomes o5 ot %\; ont mémes ra-
cines, nous trouvons
P Py P ‘LP[ P2 Py /AP f/az
Ao 9 s | _1__‘\ ry vy Iy I Py 1y
@ ax ay ag| o ,4Q\ax ay ar| T dR | dX dY d7|
Ak AN dn dhldy ax oan !l dr ‘ dr dy dn |

relations que U'on remplace aisément par les suivantes :
1 g’l_’] wof{Q( AR aP dQ  dR )1 [dP dQ
dX [ " o ay TN C 7
dh dx dX

TR

Si I'on sait déterminer toutes les fonctions P, Q, R, p, ¢,5 7y .oy
X, Y, Z vérifiant ces relations, ainsi que le systeme
dp,  ,dX dyy 0 dX dry dX

] L p %A L T __R4A
() 17 I di’ . < dh X R dr’

on aura toutes les surfaces du premier genre. Les surfaces générales
dépendant de cinq fonctions arbitraires d’un parametre variable,
celles-ci dépendent encore de trois fonctions arbitraires.
Prenons Q pour variable indépendante et posons Q ==4; choisis-
sons comme fonctions arbitraires P, R, ainsi que la valeur p des rap-
. ., . . dX dY dIL .
ports (2); il est aisé de voir que les inconnues -, - = sont trois
solutions de I'équation différentielle

[ d*P  d*R

y Y d'R rl{/ . [
() '277“; —(’7/:’ 7 -l } == 0,
d'P d'R d?0

f)

d !
)

e PP D (/ -t @1)
P ) N )

|
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ot la fonction inconnue est w«, et ot 'on pose

d b 2 d
== u Eli(Pll'*‘ )’. ) = E‘/\(Pu)’

d*R R AP

=P e

En particulier, si 'on choisit P et R de telle sorte que & = o, I'¢qua-
tion précédente admet comme intégrale

P dR

7

V=a dA? ’ o Kh*

a ct b étant des constantes arbitraives. I reste alors & intégrer une
¢quation du premier ordre lincaire qui donnera w; puis de simples
quadratures donneront toutes les fonctions inconnues. Nous aurons
ainst unc solution renfermant deux fonctions arbitraires, P el p par
exemple.

On peut encore, au moyen des relations (2), démontrer le théoreme
suivant :

St le liew des sommets des cones est une courbe plane, les plans des co-
niques enveloppent un c¢dne, et réciproquement.

Ces relations s’éerivent en effet

dX ar ) dQ dp

Pan TP

T U g

Deux différentiations successives permettent de montrer que 'on a

YdX dY  dE AP dQ  dR
. d. i dn
. X Y A7 2P Q2R
(3) Pl ae aii g A wr o wr
BX Y BL AP BQ R
AN Al dlE AR dnE dnt

¢ et A sont deux fonctions de A qui ne peuvent étre nulles; les deux
déterminants figurant dans cette ¢galité seront done nuls simultané-
ment.
Si le premier est nul, la trajectoire du sommet est plane, etsi le se-
)
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cond I'est, on montre aisément que les plans des coniques passent par
un point fixe.

Nous remarquerons encore la propriété générale suivante qui con-
vient aux seules surfaces du premier genre :

Les tangentes aux deux séries de lignes asymptotiques dela surface en
tous les potnts d’une méme conigue sont les génératrices de dewx hyperbo-
loides circonscrits a la surface le long de cette conique.

Nous allons chercher s’il existe des surfaces du premier genre parmi
les surfaces particulieres que nous avons étudiées dans la premiere
Partie. Considérons les surfaces enveloppes de cones de révolution
dont la caractéristique est une véritable conique. Nous avons vu que
Péquation du plan de cette conique rapportée au triedre (S4q0) de la
trajectoire du sommet est

; dav, .
(6) tangV ?[Eé o — sin?V = o.

Son intersection KK avec le plan infiniment voisin est définie par
cette équation jointe & la suivante :

( I dV\? A2V .
[i‘f()s“V (cls> +langV -5 — w’_l 3

(7) - .
doy av av
= = o tangV == )1 — owl == (tangV -+~ sin 2 V) — —

( &((/S - mtang d5>, owé == (tangV ~+-sin 2 V)

La surface sera du premier genre sila droite KK’ est confondue avec
HH', ¢’est-h-dire si KK est dans le plan SHH'. Ce dernier n’est autre
chose, ici, que le plan perpendiculaire 4 'axe du cone, § = o. Il faudra
donc que I'on ait

et

1/dw dV 1 . - dV
— | = - wotangV =) = s (langV--sinaV) .
m(ds o lang Vo sinry (12ngV - ) ds
Laissant de ¢oté w = o, ces conditions se réduisent a

(8) ' w=o, (l; doy = 3cotVdV.
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La derniére a pour intégrale
l

(0) P =SV

p désignant le rayon de courbure de la (rajectoire du sommet qui est
plane, d’apres la premiere condition, et Zune constante arbitraire.

On peut vérifier que, si ces deux conditions sont remplies, I’équation
des lignes asymptotiques se ramene bien a deux équations de Riceati.
C’est, en général,
dy
s

(10) =pay,

en posant : g
P @ - m sing cot 'V,

-,) COsy - v -
P 1 nY '_1) U s o sin
& dV | sinVcosV rE g
® COSQ -+ s
av ds . . AN 2V |
< % (; wcolV us (([:)> COS ¢ -i- @ Sing -1- cot V lum‘-‘ -2 (f(/\:) ‘ o (f{.s-t/ i

On voit aisément que 5 est indépendant de ¢ si les conditions (8)
sont vérifiées, et 'on est ramené & intégration de

Voici une dernitre propriété géométrique de ces surfaces, consé-
quence de la relation
(JS]H“ YV =1(:

La projection, surles génératrices du céne, du segment de normale de la
trajectoire du sommet, compris entre le sommel et le plan de la conique, a
une longueur constante.

Cette particularité se présente pour les quadriques considérées
comme enveloppes de cones de vévolution.

Des raisonnements semblables, appliqués aux surfaces enveloppes
de spheres, montrent que les surfaces de révolution sont les seules
appartenant a cette catégorie qui puissent étre regardées comme sur-
faces du premicr genre.
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Surfaces du second genre.

Il n’y en a pas parmi les surfaces enveloppes de cones de révolution,
si la conique de contact n’est pas un cercle; les génératrices SH et
SH" sont, en effet, dans un plan perpendiculaire a I’axe du cone et ne
peuvent étre confondues, condition qui devrait étre remplie.

Mais il y ena parmi les surfaces enveloppes de spheres, comme nous
allons le véritier. Appelons x, v,, 7, les coordonnées du centre O de
la sphere variable qui décrit une courbe C. Soient

R le rayon de la sphere;

w ¢t o la courbure et la torsion de C;

s son arc pris pour variable indépendante;

e, 3, v, .. les cosinus directeurs des arétes du triedre de C.

Prenons pour seconde variable, afin de fixer la position d’un point,
langle 9 que fait le plan passant par ce point (xys), et 'axe 0% du
cercle sur lequel il se trouve avee le plan osculateur correspondant
de C. Un caleul rapide permet d’éerire

dR ’ ‘dR\?')* e
€T Xy "a“?l.i- - R ‘u (\d;> ) (o COSQ 4=y SINQ .,
. gt
(11) ‘ y oo ye-— PR ifll: 4-Rfr - <%’;) (Bicoso -+ Py sing),

1
L AR T dRN\?* L
ts g —yR [([S e L B (‘c“{.;> (71 €080 -1~ 75 8ing).

\

Le plan AB ( /ig. 3) du cercle, rapporté au tricdre (0%n0), a pour
¢quation
. dR
(re) G -t R7[;- 0.
La droite KK’ est définie par cette équation jointe a la suivante :

) ] Cod [ dRY
(13) [2)7] I-i- s ( R -(‘/S‘) =2 0.

On trouve aussi que le plan SHH, qui est le plan diamétral conju-
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gué par rapport au cone de la tangente ST & la trajectoire du sommet,
est défini par

i) C(AR\M] /PR AR/ AR BR
oo (@) ) o) e e

La surface est du second genre si K et K’ sont confondus, c’est-
a-dire si KK est tangente & la sphere, et si le plan SHH' est tangent &

cette méme sphere. Ces deux conditions s’éerivent aisément ¢t don-
nent lieu aux relations suivantes :

o el ([ AG]

\

. (AR (AR
(l(.)) r;)"l | <((/S> J T <(~El.;‘—) .

La comparaison de ces deux ¢quations permet de les remplacer par

Co dPR dR\ %
S Y R <,‘._ —e1: 0,
s cls
(17)

La premiere s’intégre une fois et donne

s =2 T e



RECHERCUES SUR LES SURFACES, ETC. 193
£ désignant une constante arbitraive. On peut alors remplacer la se-
conde par

2 h
(5 Lol
’ IR

Ces deux conditions fournissent I'arc et la courbure de la trajectoire
du centre de la sphere variable, comme fonctions de son rayon. On
vérifie alors que I’équation différentielle des lignes asymptotiques de
la surface, qui est en général

dR .
o — Sing

(18) Bmw— Ty,
S
) ds
en posant
; W R cgmll . ((/R> . 12
P ! ! ) ds* ds '
3) 0 COSQ - o ——

TART AR
() | - (Y]
\ ds | |
se réduit a deux équations de Riccati

: do sing [ /7 4
(19) ﬂ prl il T [\/ =R =t 1] .

Voici maintenant quelques propriétés géométriques de ces surfaces.
D’abord, en général, la tangente & la trajectoire du sommet est dans
le plan osculateur & la trajectoire du centre de la sphere. Pour ces
surfaces particuliéres, on a

Ol — =R d—'f = RIZZRE,

Al == /R~

SiV est le demi-angle au sommet du cone, on a

cos Vi / /e

Soit 1D (fig- 4 ) la distance du centre du cercle au cone circonscrit;

Ann. de U’ Fe, Normale. 3* Séric. Tome VII, - Jux 18go. 25
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on a

AL
1D — — /.
R
La distance du centre du cercle variable au cone circonscrit est
constante.

Fig. 4.

Appelons encore o l'arc de la courbe décrite par le centre I de ce
cercle. Il est facile de démontrer que

h h dR?
2 e 2 -
de? = iR ds? == AT — )
En intégrant, il vient
g = VA(R — &) + const. === IE + consL.,

IE désignant la distance du centre du cercle aux génératrices du cone
normal a la surface le long de ce cercle. On obtient donc cette autre
propriété :

La somme ou la différence de Uarc décrit parle centre du cercle va-
riable et de la distance de ce point auw geénératrices du cone de normales
correspondant est une quantité constante.

On en peut obtenir d’autres en suivant une voie toute différente et
envisageant la surface comme engendrée par un cercle osculateur a
une courbe gauche. Appelons encore o et o la courbure et la torsion
de cette courbe; il est aisé de démontrer les résultats suivants : la
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distance IS ( fig. 5) du sommet du cone circonscrit le long du cercle
osculateur en M, au plan de ce cercle, est égale &
I

— W 5
dﬁ)

ds

cette distance étant comptée positivement dans le sens direct choisi
sur la binormale. La tangente ST & la trajectoire du sommet est située

dans le plan normal & la courbe, soit SMN. La surface engendrée sera
du second genre si ST est confondue, soit avec SM, soit avec SN; Ia
premiere hypothese est impossible, et la seconde fournit la relation

: 2 fr g2y — (22N
(20) @ (kP— 0?) = (ds) )

k désignant une constante arbitraire qui est 'inverse de la distance
constante du point I aux génératrices du cone circonscrit. On peut
donc considérer les enveloppes de spheres du second genre comme
“engendrées par le cercle osculateur & une courbe dont la courbure, la
torsion et I'arc sont liés par la relation (20).
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Recherche des lignes asymptotiques de quelques surfaces simples.

Nous commencerons par les surfaces algébriques d’ordre » avec une
droite multiple d’ordre n ~- 2, dans le cas ot les plans tangents le
long de cette droite sont fixes, et ol les cones de tangentes aux deux
points coniques situés sur cette droite se réduisent i deux plans que
nous choisirons pour faces du tétraedre de référence; nous prendrons
comme autres faces deux plans quelconques passant par la droite mul-
tiple. L’équation de la surface prend alors la forme
(@) stf(x, y) =92, )

J désignant une fonction homogene de degré n — 2 et » une fonction
semblable de degré n. Si nous projetons cette surface sur un plan au
moyen de droites passant par I'un des points multiples d’ordre n — 1,
savoir

y pr— 7\JB, S [.L-‘If,
nous ohtenons pour les coordonnées d’un point quelconque de cette
surface

z__ Y __5_,_¢t
(b) [—J- =i T 1“(7\)7
en posant
© 7\)
F(R) == —‘J—(—~L’-
W=

En formant, au moyen de ces expressions, 'équation différentielle
des lignes asymptotiques, il vient

dp. _ d*F l
(o) IJ . i Zp e ~,““, s o 'l"'kl")'
( e.«t“ /(‘_) - o ¢
(‘[)‘ ) . f//\ ([)\2

\ /

Cette équation sesimplificra sile polynome f/a desracines multiples,
c’est-i-dire si plusicurs nappes de la surface se raccordent le long de
la droite singuliére, ou bien si le polynome ¢ a des racines triples au
moins, et, par suile, si trois au moins des plans passant par la droite
multiple et coupant la surface suivant une conique évanouissante sont
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confondus. Le cas le plus favorable est celui ot toutes les nappes se
raccordent et ou tous les plans des sections singulitres sont con-
fondus. [’équation de la surface s’écrit alors

(d) st ‘2:::)”‘,

En tenant compte des formules (&), sans supposer forcément 7 en-
‘Lier, on trouve comme ¢équation des asymptotiques correspondantes

dh _ nzzyn(z—n)dp
A n(n-—r) w’
qui admet pour intégrale

ndynz--n
|
)\ ::_:“{.,_ nn—1)

Ces surfaces () ne sont algébriques que si » est commensurable.

Si les deux points fixes par lesquels passent les coniques sont réels,
les lignes asymptotiques ne sont réelles que pour des valeurs de n
comprises entre zéro ct 2. Elles seront algébriques si yn(2 — n) est
commensurable en méme temps que 2. Si on pose

n «
Ty
b

on trouve que L'on doit avoir

(a-—b)r=b=c?,

¢ désignant un nombre entier. On est donc ramené & la résolution en
nombres enticrs de I'équation

224 y? R

On prendra

b=z, =2+ 3, \/ I'im(z ——_I—I:-j =

uls

Les valeurs les plus simples que Pon puisse attribuer & » sont :
10 RS

La surface est
55 Lf'y e ),2-9.
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Les asymptotiques sont alors deux séries de courbes gauches du
sixitme ordre, unicursales, intersections de cones du deuxieme et du
troisieme degré.

o
.

2°¢ n

!
i

La surface est

= yrah,
Les lignes asymptotiques sont encore des courbes gauches unicur-
sales de sixitme ordre; mais elles ne sont pas tracées sur des surfaces
du deuxieme degré.

Si la surface (@) est du troisieme degré, on sera ramené aux fonc-
tions elliptiques. Cependant, dans certains cas particuliers, l'intégrale
sera algébrique : c’est ce qui arrive pour la surface tétraédrale du troi-
sitme degré & quatre points coniques

ayst—+bxzst+ cxyt-+dxys-—o,

qui est engendrée de six facons différentes par des coniques passant
par deux points fixes. On sait que les asymptotiques sont des courbes
algébriques d’ordre 6 et de genre o.

Nous terminerons cette étude en cherchant les lignes asymptotiques
de la surface du quatricme ordre présentant une conique double
et quatre points coniques; nous avons déja vu que les deux séries de
coniques passant par les deux couples de points coniques sont conju-
guées, et que les coniques de chaque série sont tangentes & deux plans
fixes. Kummer a montré que I'équation d’une pareille surface peut se
mettre sous la forme

[p2-qgr—stPP =4 p*qr

ou sous la forme équivalente
[P st—qrt==14pst,

P> ¢, 1, 8, ¢ désignant des fonctions linéaires. Supposons réelles les
fonctions linéaires g, r, s, ¢ et prenons pour faces du tétraedre de réfé-
rence les plans correspondants qui touchent la surface, chacun sui-
vant une conique. L’équation devient

(1) [Pt zy — 5t — Py =[PP+ 5t — 2y ]* -~ (P25t == 0.
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Soit
P=ax+By—ys--0dt

Posons
y=MNa, Lo pla,

Un calcul rapide permet d’écrire les coordonnées d’un point quel-
conque de la surface sous la forme

X

L R AN t
Yoo o O T Ry b i+ Op)

T B T g (e h o i)

(2) =
Au moyen de ces formules, on trouve comme équation des asym-

ptotiques

3 e A

®) Aot BRY) T p(y -+ p. - opd)

La transformation

/ RNV ﬁ( _n
(.[) A= ﬁ (h;ll. 3), == 6 ~[](»' 3)

permet de remplacer cette équation par la suivante

X e do?

(2)

G — ot — g3 hVP— g0 — &

en posant

; 1-—3y0
RS S
- 12
N N
— 9 V‘O-—-—?
P37 97 3216

L'intégrale générale est donc

( w J)(‘J, &2y 5’3)7

(6) ) )
[ 0==p(=l04-m, g,, £%),

O désignant une variable et m une constante arbitraire. On a
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La réalité des deux couples de points coniques de la surface dépend
précisément des signes de ces deux quantités 1 — 4afB et 1 — 470
L’intégrale générale de (5) peut étre algébrique; cela arrive, en par-
ticulier, sil’on a

o'

So == &a ct &y &

]

B

ce qui entraine la seule condition

(7) af3 == yd.

Il est facile de voir qu’alors le plan P = o est tangent & la quadrique
XYy == 5L =20,

La conique double de la surface se compose d’un systeme de deux

droites.
Les quatre points coniques sontalors de méme nature, puisque 'on a

1= fofd =1 — 4.
Si Uon suppose « et § de méme signe, on peut éerire
o= 2B, y o qto,

avec la condition
PR g0,
qui remplace (7).
La transformation

substitue a ’équation (3) la suivante

(8) A A
J (L= a?) (1 - hu?) (1= 02) (1 - hp?)’
h désignant la constante ')‘Bp,

1 2p0

On a alors, comme expressions des coordonnées d’un point de la

surface,
@ y

- P p— )"'( 1 ho? )

'[I) (1=} w)? (1 — hp?)

z JA

T 9)E ()’

7/ (1) (1~ fue?)

(9) :
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avec

1—h ; ¢
P T < X = 1)/ —_— 5 — _.) .
PET e TI7Tg

L’intégrale générale de (8) peut s’écrire
(10) (Aure* 1) (1 h~+2p) + (p*— &) (&*+ ¢0*) +2u0(1+ p) (k4 p) =0,

p désignant une constante arbitraire.

Une étude détaillée de la représentation de la surface sur un plan
au moyen des formules (9) et (10) permet de démontrer les propriétés
suivantes :

Les asymptotiques sont des courbes du huiticme ordre et de genre 1;
chacune rencontre en deux points les sections coniques de la surface qui
passent par les points coniques ; en qualre points, chaque droite double,
et en quatre points ausst chacune des coniques suivant lesquelles la sur-
Jace est coupcée par un faisceau de plans passant par une drotte double.
Enfin chacune passe par les points coniques qu’elle admet pour points
doubles.

La réalité de ces courbes ne change pas tant qu’elles ne rencontrent
pas I'un des points coniques de la surface ou I'une de ses coniques de
contact avec les quatre faces du tétraedre de référence. Il en est d’ail-
leurs de méme pour la surface générale représentée par 1’équation (1).

Dans le cas ol « et 8 sont de signes contraires, la transformation
employée plus haut doit étre remplacée par une autre; nous pren-
drons alors la suivante, qui exige seulement que les points doubles
soient réels. Posons

A= a(1—u), p=b(1— ),
a et b désignant deux racines des équations

Bat+ a+ a==o0,
0b?--b+y=o,

lesquelles sont réelles en vertu de I’hypothése faite plus haut. On

peut, de plus, les choisir de telle sorte que af == b¢ en vertu de la re-
20
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lation «f = y¢. Sil’on pose

ap

b= -
' 1+42ap’

il vient comme expressions des coordonnées d’un point de la surface

(11) d . Y . F-3 )
) T oav (1 — he) (1 N T T T T T T e T TN (T oy
-‘[—[(1 — ) av(1-— hy)(1—u) %(] — ha) bu (1 — hw) (1— ¢)

L’équation des asymptotiques est alors

e A
u(r—u)(1—hw)  o(1—¢)(1—hv)’

et son intégrale générale est
(13) [fwy 4= 1—p (w4 0)P— 4(p —1)(p — A)uv == o.
Ces formules permettent de retrouver les résultats démontrés plus

haut sur les lignes asymptotiques.
Un cas plus particulier encore est celui ott Pon aurait

La constante % est alors nulle dans les équations (9), quideviennent

(14)

&€
aB(r+u)r T x .
;(3 (r—-a)

Les lignes asymptotiques de cette surface sont représentées par 1’¢-
quation

(15) U= 2 — 1 s upp - pro o,
Ce sont des courbes gauches de quatrieme ordre et de seconde esptce

comme celles de la surface de Steiner, dont la surface proposée est un
cas singulier,



RECHERCHES SUR LES SURTFACES, ETC. 203

Des surfaces minima.

Nous allons nous servir de I'équation trouvée pour les lignes asym-

ptotiques, en général, savoir
dp\? oo, OM ON

' ) I ) R
(1) (m) FN
pour rechercher celles des surfaces étudiées qui sont des surfaces
minima. KEcrivons que les lignes asymptotiques sont rectangulaires ;
il vient

[ on, IN\® ony  ONY? on,  ON\Eldp ., L, [ONY?
(NG ) (G )+ (Vo ) T =t ent e ()

Si T'on remplace dans cette relation (g’;) par sa valeur tirée de (1),
on obtient ‘

o [fadn 0NV fns 0NN /oomg NV o M, N
(2) [(N o ”‘()(.L> | <N 0}:—132»0‘[) {»—(N—(jg—-—ns()PJ }l (l)mﬁ(nri n3 +4-n?) o

Cette relation doit étre vérifiée quel que soit i ; dailleurs, elle est de
degré 6 par rapport & p, ce qui montre qu'il existe, en général, sur
chaque conique six points pour lesquels les lignes asymptotiques sont
rectangulaires. Posons

oN

f){;." — (i=1,2,3).

l;=N oy —n; m

[ équation I} + {5+ I3 = o fournit les quatre points (a;) de la co-
nique C en lesquels la tangente va rencontrer le cercle imaginaire &
Vinfini I'. L’équation n} 4 n; + nj = o donne les quatre points (4;) de
la conique pour lesquels la génératrice (S4;) correspondante va ren-
contrer I'. Si (2) est une identité, deux points (@;) au moins sont
confondus avec deux points (4;). Cela n’est possible que si C ren-
contre I' en deux points (¢,,¢,); mais alors Cestun cercle, et ; + 5+ £;
est carré parfait. Il peut maintenant se présenter deux cas :

1° Le cone (S, C) est tangent au cercle I' aux deux points (¢;,c,).
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Alorsles quatre points (a;) sont confondus avec les quatre points (4;),
deux & deux en ¢, et en ¢,. La surface est a génératrice circulaire et le
cone circonscrit est de révolution ; c’est donc une enveloppe de

\ ’ - R 7}
spheres. L'identité (2) ne renferme plus alors que les polynomes

oM . . . . . .
et—- qui devraient encore avoir mémes racines ; la surface serait done

du premier genre, et nous savons que les seules surfaces enveloppes
de spheres du premier genre sont des surfaces de révolution.
2° Le cone (S,C) n’est pas tangent au cercle I' aux deux points ¢,

et ¢,. Il faut alors que %? = o admette les deux autres racines du

polynome [+ I+ I;, lesquelles correspondent toujours aux deux
points ¢, etc,; il faut donc que la droite KK’ soit confondue avec ¢, ¢,
et par suite soit rejetée & I'infini. La surface ne peut donc étre engen-
drée que par un cercle parallele 4 un plan fixe, et I'on retrouve ainsi
les surfaces minima & génératrices circulaires étudiées par Riemann.
La surface minima de révolution rentre dans cette catégorice.

Le résultat que nous venons de démontrer est une conséquence
immédiate d’un théortme di & M. Schwarz :

St une surface minima est enveloppée par une série de cénes du second
degre, ces cones sont homocycliques (Journal de Crelle, t. 80).

Par suite, si deux cones infiniment voisins se coupent suivant une
conique, cette conique est un cercle et son plan a une direction
constante.

TROISIEME PARTIE.

Les surfaces que nous étudions ne présentent pas, en général, de
propriétés métriques beaucoup plus simples que celles des surfaces a
génératrice conique quelconque; cependant, ces propriétés peuvent
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se simplifier dans certains cas particuliers, comme nous allons le
montrer.

Recherche des trajectoires orthogonales des coniques génératrices.

Les équations de la surface étant prises sous la forme

ny ng

n, ‘
1 2= X 4 — =Y - = =7 -4 =
( ) - N ) . } N ) - N
avec des axes de coordonnées rectangulaires, I'équation différentielle
des courbes en question est

Jdx 0z

0% g Wy B e
ou bien
(=) (445 Z’f)% = g}; (Ling-+-bLing + Lny),
en posant, comme plus haut,
L=N g, 32

Appelons A le coefficient de%?et B le second membre de I’équa-

tion (2). Le polynéome A, du quatrieme degré par rapport & w., admet
comme racines les valeurs de p correspondant aux points de ren-
contre a; (¢ =1, 2, 3, 4) de la conique avec ses directrices.

B est un polynome du sixieme degré dont les racines se rapportent,

;
soit aux points K et K’ si elles appartiennent & %%, soit aux points ¢;
(i=1,2,3,4) de la conique pour lesquels la génératrice du cone est
normale & la conique ; ces derniers points s’obtiennent par la Géomé-
trie, en projetant orthogonalement le sommet du cone sur le plan de la
conique et menant du point ainsi obtenu les normales a la conique.

B est nul identiquement, si ces derniers points sont indéterminés,
ce qui a lieu sculement pour les enveloppes de spheres.
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L’équation (2) se simplifiera si les polynomes A et B ont des ra-
cines communes, ce qui ne peut avoir lien que dans les deux cas
suivants :

1° La caractéristique du plan de la conique varwable est une directrice
de cetle conique;

20 Le sommet du cdne se projetie orthogonalement sur le plan de la
conique en un foyer de cetie courbe.

Dans ces deux cas, les degrés des polynomes A et B s’abaissent de
deux unités. Siles deux conditions se trouvent remplies simultané-
ment, I’équation se réduit & une équation de Riccati, et les coniques
génératrices de lasurface sont partagées homographiquement parleurs
trajectoires orthogonales. Nous reviendrons, dans un instant, sur ce
cas intéressant.

Nous sommes amenés ainsi a étudier la surface engendrée par une
conique variable, avec cone circonscrit, le sommet du cone se proje-
tant orthogonalement ¢n un foyer de la conique. Imaginons ( fig. 6) un

¥ig. 6.

54

systeme d’axes rectangulaires variables composé de I’axe focal Fa' de
la conique, de la perpendiculaire Fy’ i cet axe dans le plan de la co-
nique et de la normale Fz" au plan de la conique menée par le foyer.
Appelons abe, a,b,c,, a,b,c, les cosinus directeurs de ces axes mo-
biles par rapport & des axes fixes rectangulaires. Soient ,,y,, 5, les
coordonnées du foyer; s I'arc de sa trajectoire pris comme variable
pour fixer la position de la conique; o, B,y les cosinus directeurs de la
tangente a cette courbe relativement aux axes mobiles. Nous détermi-
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nerons un point M sur chaque conique au moyen de I'angle polaire 6
que fait le rayon vecteur de ce point avec Fx'. Les coordonnées de ce
point sont

,  pecosd , _psing

B A A s LAS——
r+ecost’ Y T irecosd’

s'=o,

_p désignant le parametre et e I'excentricité de la conique. Il faut en-
core adjoindre & ces formules celles qui permettent de passer des axes
mobiles aux axes fixes, etinversement.

On en déduit pour les parametres directeurs des tangentes aux
courbes s == const. et 0 = const., par rapport aux axes mobiles, les
(uantités suivantes

L ka Ky r
h './ !
0= const. | ot e —wy' | B %y; wal |y — vty
\ dx! 9’
§ ==z const, v 00 °
en posant
_ da, ; (llq~4 dey
U=y -+ e TGl
77777 da, db, de,
R
da b db ¢ de
=y Yds T ds

[’équation du plan tangent & la surface ainsi engendrée, en un point
de coordonnées (s0), par rapport aux axes mobiles peut alors s’écrire

[2/(e - cos0) -y sinl -~ pJ[y(1 - ecosb) — ¢p cosl -+ upsinb]

ZI

"(//) J (:‘l[f é(/j -] e o e - 7} infi. - H ;
Kz -+ cosb \(, TP 7 f(1-+ecosl)(ae-+acosd-+ Bsinb)—wpesinb |.

Si lon éerit que ce plan va passer par un méme point (2'y’s"), quel
que soit 0, on obtient, pour déterminer lescoordonnées de ce point, cing
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équations :
z'(ye--vp)—upy'=aes'
upz' - (ye—op)y'=pes,
_ . dp _ e
(ex'—p)(ye —vp)+ya’ *‘:["‘(""‘“’“‘ “as 7 d"s]

up(ex' -p)-+yy" =(B--wpe)s,

N

v(ex' -~ p)+ upy' "“"(%ll}? - a(e):’.

En écrivant que ces cing équations & trois inconnues ont une solu-
tion, on obtiendrait deux relations entre les données, et cela pourrait
conduire & une méthode cinématique pour I'étude des surfaces en
question.

Revenons au cas particulier qui nous intéresse; le sommet du cone
est sur Fz'.

Posons donc

=yl o, 5= 0.
Il vient
o f; o0, 7 =1
et
p_dp _ ew _1de
3 ds « vds

La trajectoire du foyer est donc normale au plan de la conique. Si
I'on appelle w et o la courbure et la torsion de cette courbe, e 'angle
de sa normale principale avec I'axe focal de la conique, on montre ai-
sément que 'on a

7= w sine,

[ n) COSE,

C e O (,ls
ds

Les conditions restantes deviennent alors

(3) _bpdp _de 1 [, 4\ e |
) 8 ds T ds woose  \” d.&)rbéihs

On peut choisir arbitrairement la trajectoire du foyer (© et ) et
I’'angle ¢ de I’axe focal avec la normale principale a cette courbe; les
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relations

de de
) —- == cole(wds — de), dp = -~

e w COSE

détermineront la grandeur de la conique dans chacune de ses positions;
cela n’exige que des quadratures. On voit de plus que, la trajectoire du

B . . .. . .., d
foyer étant une courbe arbitrairement choisie, les trois quantités ——’—;,

de de o \ . . “
7> @ — 7= sont nulles en méme temps; le cone circonscrit est alors
un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de la
conique, le parametre et 'excentricité sont constants, c¢’est-d-dire que
la conique est de grandeur constante; enfin, Paxe focal de la conique
.engendre une développable. L’une quelconque de ces conditions géo-
métriques entraine les autres.

Si les conditions (4) sont remplies, le plan de la conique restant
normal & la trajectoire d’un foyer, les degrés des polynomes A et B s’a-
baissent de deux unités dans I'équation (2); cetie dquation se réduira a
une équation de Riceati si, de plus, la droite polaire de la trajectoire G
du foyer est la directrice correspondant au second foyer de la conique.

() W == 0, de == o dp.

Si l'on éerit encore que le centre de courbure de C (qui est plane)
est au pied de la seconde dircctrice, on trouve

(6) wp(1--e*)=e(1—e?).
La comparaison avee (5) suivie d’une intégration donne
(7) pe=1(1—e?),

[ désignant une constante arbitraire. Cette relation indique que la dis-
tance focale de la conique est constante et égalea 2/. On pourra choisir
arbitrairement la trajectoire plane d’un foyer; la trajectoire de I'autre
»st alors une courbe parallele & la premiere dans son plan; la distance
focale étant égale i 2/, le parametre et I'excentricité de la conique

Ann, de U’ Fe. Normale. 3¢ Série. Tome VI — JuLLer 18go. 27
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sont fournis par les formules

Lo l {(1—e?)

e 7 R ——

(%) R e A’

Nous allons reprendre cette recherche des trajectoires orthogonales
et montrer que l'existence d'un cone circonscrit le long de chaque
conique ne simplifiec pas, en général, 'équation différentielle dont dé-
pendent ces courbes. Si I'on se reporte aux équations d’une surface
engendrée par une conique qui se déplace d’une facon quelconque, on
trouve pour I'équation en question .

dh ) .
‘ P (1--€*-aecosl) - (1-+ecosl) (- asinl 4 cos -+ e --ap)
g) : :
W) ( j-esinf d/)(l -ecosl) ws’)/[a o
¢ 8 (1= e cos0) —= peosh -~ | == o.
' ds )t ds.
Cette équation est indépendante de w et ¢, ct, si Pon suppose qu’il
existe un cone circonserit, les deux conditions que 'on obtient ren-
fermant ces mémes quantités, le nombre des fonctions arbitraives qui
figurent dans (g) ne se trouve pas diminué.
Effectuons le changement de variable

(10) do = ds\/1 ol
I’équation (¢) est remplacée par

V445

Spd//(r+e‘-’-~i-~zec<>50)«|~(1-1—-(: cosD? | sin(e--0)-1-esing -~ - N ds
1) T

} . i

, - esinf[dp (1 --ecosl) — pcoshde] o,
olt 'on a posé

: o . B
Nt sine = S
Vi Vi oyt

Celte équation nouvelle peut étre envisagée comme I'équation des
trajectoires orthogonales d’une conique qui se déplace dans son plan,
p et e désignant son paramétre et son excentricité, o I'arc de la tra-
jectoire I' d’un foyer de cette conique et € 'angle de Iaxe focal de cotte
conique avec la tangente & I'. La vitesse angulaire du systeme des
axes de la conique par rapport aux axes fixes est & chaque instant
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égale i —%
JDI’ O ¢ p

Vi

14 . ;
connue 7 = ——=-=———, elle prend la forme suivante :
1 -+ ¢cosl

—- St P'on introduit dans cette équation la fonction in-

(11" sinfdr -+ pdf —+ Lsin(s —0) + 7~L£‘~— +e sina] da .:two. a
Vi

Nous voyons ainsi que ’on peut toujours ramener la recherche des
(rajectoires orthogonales d’une famille quelconque de coniques dans
I"espace & une recherche semblable pour un systeme de coniques dans
un plan. Toutefois, nous avons supposé, au début, le foyer de la co-
nique variable, puisque nous avons pris comme variable indépendante
Parc de sa trajectoire; puis, lors du changement de variable (10),
nous avons supposé 1 — ¥* non nul, c¢’est-a-dire le plan de la conique
non normal & la courbe décrite par le foyer.

Dans le premier cas, si 'on prend une variable indépendante quel-
conque ¢, I'équation des trajectoires orthogonales devient
{( pdi(r 4 e* - 2ecosl) -4 wp (1 -+ ¢ cosl)de

(12) '

- esinf[dp(1-+ ecosl) - pceoslde] = o,

en posant, cette fois,

o da b db . de
‘,‘ e 1 ;Z.t_ ‘.;_ 1 -{—{7.

Dans le second cas, si Ion appelle @ la torsion de la courbe décrite
par le foyer, e angle de P'axe focal de la conique avec la normale
principale i cette courbe, on obtient
| pdi(r-+ e*-i- ae cosl) + p(de —wds) (1 -+ e cosb)?

.
(13) ! + esin0[dp (1 - ecosl) — p coslde] —= o.

Ces ¢quations (12) et (13) deviennent identiques si I'on prend
de -~ wds = wdt,

ot conviennent également toutes deux aux trajectoires ovthogonales
d'une famille de coniques ayant un plan fixe et un foyer fixe. La
derniere peut encore se mettre sous 'une quelconque des deux formes
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Py s

suivantes :

(14) [r(e?—1)y—apldr +p &_(,_] de — dp_l -+ presin0(de -~ wds) =o,
i I N
A p(dd -+ de — wds) -+ e sinldr = o.

Les trajectoires orthogonales d’un systeme de coniques ayant un
foyer fixe dans un plan fixe s’obtiecnnent aisément dans un certain
nombre de cas simples, par exemple lorsque le systeme se compose de
cercles concentriques, de paraboles homofocales, de coniques homo-
focales, etc. Nous allons retrouver ces cas simples pour les systemes
correspondants de 'espace au moyen des équations (14). D’abord,
leur forme est indépendante de la courbure de la trajectoire C du foyer
dans Iespace, et elles ne sont pas modifiées si 'on augmente &« d'une
quantité constante. Appelons X les différentes surfaces réglées engen-
drées par les normales & C et découpant sur la surface proposée les
trajectoires orthogonales de ses coniques; soit S la surface gauche
engendrée par 'axe focal de la conique : si Pon augmente e d’une quan-
tit¢ constante, ¢’est-i-dire si Pon fait tourner les génératrices de S d’un
méme angle autour de G, la fonction 0 ne sera pas modifiée et les nou-
velles surfaces X ne seront autres que les anciennes dont les généra-
trices auront suivi le mouvement de rotation des génératrices de S. Dans
le plan, cela reviendrait & supposer que l'on a fait tourner toutes les
coniques d’un méme angle autour du foyer commun : toutes les tra-
jectoires orthogonales auront ainsi tourné du méme angle.

Plus généralement, si 'on suppose que de — wds conserve la méme
valeur, I'équation & intégrer ne change pas.

une développable (ous’il a une position fixe dans le plan), la premitre
équation (14) devient

(1) [r(et—1)apledr +pl(p —rYde —edp]-—=o.

Si ¢ est constant, ¢’est-d-dire si les coniques restent semblables &
clles-mémes, cctte équation s’integre immédiatement; son intégrale est

[p-r(e—1)|e=tp —r(e~+ 1)]¢+t == const.



RECHERCHES SUR LES SURFACES, ETC. 213
En particulier, si e =1 (paraboles homofocales dans le plan), cette
intégrale se réduit a
P :
== " --const.
2
et donne une construction géométrique des trajectoires cherchées.
Siles deux polynomes du premier degré par rapport i 7 qui tigurent
dans I’équation (15) sont divisibles I’un par l'autre, ¢’est-a-dive si p
et e sont liés par la relation

de  pde—edp

e ap ’
qui admet pour intégrale

pe == l(1 —e?),

[ désignant une constante arbitraire, cette ¢quation (15) se réduit a

de
dr= 1%,
po
dont I'intégrale est

l
roos v -} const.

La surface correspondante est engendrée par une conigue dont le
plan est normal 3 la trajectoire d’un foyer et dont I'axe focal admet
une enveloppe; de plus, la distance focale de cette conique est con-
stante (coniques homofocales dans le plan). C’est ce qui a lieu pour
les surfaces particulitres que nous avons rencontrées plus haut et
dont les génératrices coniques sont partagées homographiquement par,
leurs conjuguées.

Enfin, si la conique variable est un cercle de rayon 7, la seconde
équation (14) se ramene a

Al -+¢e)--wds == o.

Les surfaces X sont alors les développables engendrées par les nor-
males & C; les coniques correspondant aux génératrices de la surface
dans le plan sont des cercles de centre fixe.
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Remarque. — La méthode cinématique que nous venons d’indiquer
peut s’appliquer encore en prenant comme variable 'are de la courbe
décrite par le centre de la coniques; on retrouve ainsi tres facilement,
et par des calculs quelquefois plus simples, les résultats que nous ve-
nons de démontrer sur les trajectoires orthogonales des coniques.

On vérifie tres aisément aussi de cette facon que, si la surface est
engendrée par des cercles, ¢’est une enveloppe de spheres ou bien le
plan du cercle a une direction constante. Sila conique de contact est
une section principale du cone circonserit sans étre un cervele, elle
reste semblable & clle-méme dans son déplacement, et 'axe de ro-
tation du triedre des axes formd par les axes de la conique el la per-
pendiculaire & leur plan se trouve dans le plan de cette coniques ete.

Elément linéaire.

Si nous reprenons les formules générales

iy
2 X e e
N
el 8i nous posons
; o nA - n? - n?
RE=r (= X2 (y — Y )2 o (5 —7)% = A N:’ N

nous trouvons facilement pour Pexpression du carré¢ de I'¢lément li-
néaire de la surface générale

RELONNE KON R WA dy\? ( Dz \¥
o2 e e [ 2o L) d 1 e e [ . S 12,
s N# <()).) b N on O b dp- l_(d{i ) ' ((){J.) i \()11) J Ay
Lorsque la surface est une enveloppe de splicres, & est indépendant
de ., et, en tenant compte de 'identité

on, an, N

P AL AL BT 2N ON
& I){J. 9 ()‘U_ g

—NEN .y
I

il vient

Y t

vt e ( ONY e L (0 L (9N L (9N e (ONYT
Ntdst =R <()'/.) ) - (\ (){J-) ' (\ ()p.) l ()]J.) ’ ((){.L dp?.
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RECHERCHES SUR LES SURFACES, ETC.
La quantité placée entre crochets peut s’écrire
AL A= 1) = (papr = 2 ) = (pap - q3)* — R2(Py - Q)2
et, en vertu de Uidentité
n? - nl - ni-— REN? == o,
elle se réduit & une fonetion de 45 on a alors

()N 2 o 9 9 9 24\2 2
Of) di* -+ 4(q7 - g3+ g5 — R2Q*) dp.

N2dg? =— N2 (

Cette forme conduit & une remarque intéressante : le coefficient de

dp? étant indépendant de ., le systeme des lignes de courbure de la
. . \ . . ON .

surface sera en méme lemps un systeme isotherme si - qui est la
seule fonction de p figurant au second membre, est de la forme

SRy o).

ccatare ON e paein , ,
Mais alors -5 a ses racines . constantes, et les cercles passent par
deux points fixes ainsi que les spheres enveloppées. On a donc le théo-
reme suivant déjh démontré par M. Demartres (Annrales de I Ecole nor-
male, 3¢ série, €. 11) :

Les seules surfuaces enveloppes de spheres pour lesquelles les lignes de
courbure forment un systéme sotherme sont celles pour lesquelles les sphéres
passent par deua poinls fixes.

(e sont aussi les surfaces inverses de cones.

[’expression trouvée plus haut se simplifie également pour les sur-
faces enveloppes de cones de révolution et non enveloppes de spheres.
Mais un calcul direct permet de I’écrire

AR ) . ; G AN
dsz(m cosqo-:v(f/\:) sin* V[ Ads -i-m mqulqoj"—i—snu*v(r,) COsQ - (dsf) (pds - do)?,

en posan t

. dV dmj (er W2 drV
romee a0 PPN P I » e e YOS b O e et e
A= wteotVeoste (-)m colV ds s coso -2 colV s ) el

po= - m oLV osing.
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Cette forme est peu intéressante par elle-méme; mais, si 'on re-
marque que la seconde partie représente le carré de la différen-
tielle de I'arc des conjuguées des coniques (d un facteur prés), on
voit que les trajectoires orthogonales de ces conjuguées sont fournies
par I'équation

»sing E:[? 4 m* cotV cos*o + (3 »colV (fl‘: — f;:) COSQ - 2coLV(\‘ (:;f) —_ (f;: =

Cette derniere, out 'on prend cosy comme inconnue, est une équa-
tion de Riccati. Il n’en résulte pas cependant que les coniques de la
surface soient partagées homographiquement par les trajectoires ortho-
gonales des conjuguées, car leurs coordonnées ne s'expriment pas ra-
tionnellement au moyen de cosg. On remarquera encore que I'équa-
tion & intégrer ne dépend pas de la torsion de la courbe décrite par le

sommet du cone.



