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SUR LES

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

QUADRUPLEMENT PERIODIQUES
DE TROISIEME ESPECE,
Par M. P. APPELL.

B Y Y o T

L. En suivant la classification employée par M. Hermite pour les
fonctions doublement périodiques d’une variable, nous appellerons
Jonction quadruplement periodique de troisieme espéce une fonction uni-
forme de deux variables a et y qui se reproduit, multipliée par une
exponentielle linéaire en x et y, quand on augmente les variables de
chacune des quatre paires de périodes. Nous supposons essenticllement
que I'on ne puisse pas, en multipliant cette fonction par une expo-
nentielle de la forme

oA w2y 4 Cy?--2 D - ‘lEyq
la ramener & étre quadruplement périodique de premiere ou de se-
conde espece, ¢’est-a-dire & se reproduire multipliée par I'unité ou par
une constante quelconque, ¢uand on ajoute aux variables chacune des
quatre paires de périodes. ‘

On sait, d’apreés un théoréme énoncé par Riemann et confirmé par
M. Weierstrass ('), qu'une fonction quadruplement périodique de

(1) MM. Picard ct Poincaré ont démontré ce théoréme par des considérations emprun-
tées & la théorio des intégrales abéliennes (Comptes rendus des séances de I’ Académie
des Sciences, 3 décembre 1883). Vai indiqué depuis (Comptes rendus, 27 janvier 18go),
pour démontrer ce méme théoréme, une méthode plus directe, qui a de nombreux points
communs avee celle que j'emploie dans le présent travail
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deux variables, de premiere espece, qui n’a pas de singularités essen-
tielles & distance finie, peut toujours étre ramenée & avoir pour paires
de périodes les quantités

(2mi,0), (o,2md), (2,0), (5B,

vérifiant la relation

B=yd

Si la fonction.admet des singularités essenticlles, les paires de périodes
(o, B) et (o, B") sont entierement arbitraires. M. Picard a donné des
exemples de fonctions de ce genre (*).

A cet égard, il y a, entre les fonctions quadruplement périodiques
de deux variables de premitre et de deuxieme espece d’une part, etde
troisieme espece d’autre part, cette différence remarquable que, méme
si une fonction de troisieme espice admet des singularités essentielles,
on peut toujours ramencr ses périodes & étre

(2mi,0), (o,ami), (a,p), (,B")

avec la relation de Riemann,

p=rd.

Le présent travail est principalement consacré a la démonstration de
ce théoreme, que je me suis borné & énoncer dans une Note présentée
a I'Académie des Sciences le 25 mars 188¢. Il contient, en outre, quel-
ques exemples généraux de fonctions ou expressions de deux variables
quadruplement périodiques de troisieme espoce.

2. Etant donnée une fonction quadruplement périodique de troi-
sitme espece, on peut toujours, par un changement linéaire de varia-
bles, ramener les quatre paires de périodes & avoir la forme

(2mi, 0), (o,ami), («,B), (o,pB).

Soit alors F(x, ¥) une fonction quadruplement périodique de troi-

(1) Comptes rendus, 1 semestre 1889; Bulletin de la Socicte mathématique, t. XVII,
p. 131; 1889.
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sieme espece admettant ces quatre paires de périodes, on aura d’abord

(l) ( F<x+2ﬂl"‘}/):el)£+qy+)- F(x,y))
| F(x, y + 27i) = er/z+a'v+F (2, y),

psq, r p'y ¢, r désignant des constantes; puis on aura deux autres
relations de la méme forme pour les deux autres paires de périodes. En

ajoutant 24 y dans la premiere de ces relations (1) et tenant compte
de la seconde, on a

F(;Z' - 2TL‘i, ¥+ 27”') — e(p+nr)x+(q+qf)y+;-+rl+2qm‘F(m, ,}’);

ajoutant de méme 2w & x dans la seconde des relations (1) et tenant
compte de la premitre, on trouve une nouvelle expression de

F(x +omi, y+ani)
qui, par comparaison avec la précédente, donne
T 2T p=qg-+n,
n désignant un entier. Soit ¢ (a, y) une exponentielle de la forme

o (l, .},) —_ cA.‘t"—i-‘lll.xjy-kCh"-!— 2Dx+2 Ly’

on pourra, par des ¢équations du premier degré, déterminer les con-
stantes A, B, G, D, E, de telle fagon que

o (@ +ami, y) = e~y g(xz, y),
¢ (:1}, Y+ 21Ti) = e=lgx+aly+rh (.9(‘1’7 J’),

comme on le vérifie immédiatement. Sil’on pose alors
(2, y)=9(z, ) F(z, y),
en tenant compte de la relation
pP=q+n,
on voit que cette fonction ® vérifiera les deux relations

(2) { ®(z+2mi, y) =@(z, y),
E O(z, y+o2mi)=e*D(xz, y);
Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Mar 18go. 19
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puis, par rapport aux autres paives de périodes «, et o', ', elle véri-
fiera deux relations de la forme

( @(2+a, y-+p) =ewthrre O(z,y),

( ) ’ (I)(.‘lf —+ o, ¥+ @’) — ealx+b\ y+e! ‘I)(.Z‘, .},),
a, by, c,a, b, désignant des constantes.
Si, dans la premiere des relations (3), on change x en z + 2w, on
trouve
erani — g (@ entier);
si ensuite on change y en y -+ 27 en tenant compte de la relation
D(x, y+omi)=e*D(x, y),

on trouve que on doit avoir
20, — ens,
d’ot
abmwi=no-+20bmi (b entier).
La seconde des relations (3) montre de méme que @' est entier et
que Pon a

ab\mi=rnao' + 2b'mi,

0" étant un entier. Les relations (3) s’éerivent done

/i
ax by b=
3

3 )
S O (z + o, yw}-—‘e e i T O (2, ¥),

oy

. b N
Wby - oy

( O(r o, y+p)=c B, ),

oun,a,b,a, b sont des nombres entiers. Nous supposons essentielle-
ment que ces cing nombres entiers ne sont pas tous nuls; car, s’ils
¢taient nuls, la fonction @ serait quadruplement périodique de pre-
miere ou de seconde espece, ce qui est contraire & hypothese que
nous avons faite au commencement. Nous déduirons alors de ces rela-
tions (4) une relation entre les périodes d’une importance capitale.
Pour cela, dans lapremiere de ces relations, changeons z et y en x—+o'
et y -+ [, puis tenons compte de la deuxieme; nous trouvons, pour le
rapport
(5) Oz +oa-+o,y+p-+p)

(2, y)
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la valeur

e(a+a)x+(b+b VY g (A )y ha +bf +2m.o:{i )

De méme, en changeant dans la seconde des relations (4)x et y
ena -+ a ety + 3, puis tenant compte de la premigre, on trouve pour
le rapport (5) une nouvelle expression qui, comparée & la précédente,
donne

o ' a1 n Y / 7,/ n / i
(6) ac' + 0B 4+ — o =a'a+ '3+ —Ba + 2N/,
2L 2T
N désignant un entier.

Cette relation permet de montrer que 'on peut toujours, par une
transformation d’un degré convenable, ramener les guatre paires de
périodes a étre

(2mi, 0), (0,2me), (A, B), (A, B,

avec la condition
A= B.

3. Pour cela, nous distinguerons deux cas, suivant que 'entier n
est nul ou non.

Premier cas : n = o. — Les nombres entiers a, b, @', b' ne sont pas
nuls tous les quatre, mais il pourrait arriver que leur déterminant fat
nul.

Supposons d’abord le déterminant

0= ab — bd
différent de zéro. Les relations (4) étant actuellement

C(z+o; y+0)=e@rre®(z, y),
D (z+ o, y + B) = ed/T+r+e! B (2, y),
on en conclut

(@(z+da—ad,y+dB—af)=ctr+B(z,y),

(7) | @(z—bo-+ba,y—bPE + bB)=et2+ D(z, y),

e et ¢’ désignant des constantes.
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Le déterminant ¢ n’étant pas nul, prenons pour nouvelles paires de
périodes les quantités

(2mi, o), (0, 2mL), (A, B), (A, BN,

A=bd —Va, B=063"—0'3,

AN=do —aa'+2Nim, B=daf—af.

Ces nouvelles périodes sont distinctes comme les périodes primi-
tives, puisque ¢ est différent de zéro; la fonction @ vérifie alors les re-
lations

O(x +ami, y) =0 (x, y),
G(x, y+2mi) =0 (z,y),
O(xr+A, y+B) =eSore d(z, y),
O(z+A, y+B)=e W+ d(z, y),

et la relation (6), ott on fait n = o, donne
B=A

Supposons maintenant ¢ = o. Nous allons voir que, dans ce cas, il
y aréduction, et que la fonction @ peut étre ramenée a une fonction
de deux variables doublement périodique de troisieme espece par
rapport & 'une des variables, lautre étant regardée comme une con-
stante. En elffet, les quatre nombres @, b, «’, b’ n’étant pas nuls tous
(uatre, supposons a’ différent de zéro. La relation

al — ba' =o
monlre que, si &’ est nul, b I'est aussi. Dans ce cas particulier, la vela-
tion (6)
ac +bp'=do~+ b3 +2Nmi

donne
ac' == a'o -+ oNmi.

La fonction @ admettrait alors les deux groupes de périodes

0, 2w,

do—aa'+oNwi, o'~ af,
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qui se réduiraient a
(O’ 27”.): (Os a/ﬁ' - aﬁl);

elle serait donc doublement périodique par rapport i y seul.
Sia' et & sont tous deux différents de zéro, on a

m
-
m'

| =

~

b
=

a

m et m' étant premiers entre eux, et m devant étre remplacé par
zéro quand a et b sont nuls. Donc

a=pm, a'=pm!, b=gqgm, V'=qm!,
ol p et g sont des entiers non nuls. La relation (6) devient alors
(8) | m(po 4+ gpY=m'(pa—+qgB)+2NiT.
Faisons le changement linéaire de variables
X=pr+qy, Y=y,
et adoptons pour x et y les paires de périodes
(—a2gmi, opmi), (o,2mi), (Ma—md, m'B—mp'), (,B").

Les paires de périodes correspondantes relatives aux variables X et Y
seront, d’apres (8), données par le Tableau suivant :
X:Ap=o, Asy==ogmi, By=—2aNim, Byy=pa'+qf,
Y Ap=2pmi App=2mi, Biy=m'B — mf, By =p"

Si done N est nul, deux périodes relatives 3 X sontnulles, A, et B,,;
si N est différent de zéro, la combinaison

NAy + qulr NAg—+ qu

donne une paire de périodes dans laquelle la période relative 2 X est
encore nulle. Donc la fonction ®(x, y) exprimée en X et Y est double-
ment periodique par rapport & Y seul. Il y a donc réduction, comme
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nous I’avons annoncé, toutes les fois que le déterminant
0 =ab' — ba’
est nul en méme temps que .

Second cas : n différent de séro. — Reprenons les relations (%)

D(x+omi,y) =0(z,y),
O(z, y+2omi) =e*d(z,y),
(4) / ) u.x'+1)y+—'-l—z_y+(,-
O+ a, y+p) =TI G (g, g,
bty BE
(D(x—l— a/,y+ Bl):eﬂ. -+ Yot ‘1)(1.’ )r),

et la relation (6) qui lie les périodes

. naf’ ne! .
(6) aoc’—l—b(ﬂ’ﬁ—————e:(z’aA-b’ﬁ—l—Z—@—O-C.-—kszr.
27 PY.Y’

Nous allons ramener les relations (4) a la forme des relations que
vérifient les fonctions ©.
On a, puisque n, , b sont des entiers,

P(z+noa-+2bmi, y+np—2ani)=c¥*0(xz, y),

oli [et £ désignent des constantes dont la premiere est

n .
l= —=(noa+2bwi);
2T
on trouvera de méme
Q(z +nd +2b ni, y +np' —od ni) =Y+ O(x, y),

n .
U= ;ﬂ—i(noc’-k— 2b'mi).

Prenons, comme paires de périodes,
(2mi,0), (0,2mid), (o, By), (o), BY)

en posant
ay=no +2bmi, Bi=np —2amni,

@y =no +2b'1i, "=npf —adni;

ces nouvelles périodes sont indépendantes comme les premieres. Les
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relations ci-dessus peuvent alors s’écrire

O(x+2mi,y) =®(=z,y),
O(z, y+2mi)  =ed(z, y),

D(z + oy, Y +@1): ely-u—/s(I)(x’ Y)
Q(z + o),y + L)) = "+ ®(z, y),
not,

’
no

2] = 1.
2L 27TL

=

De plus, la relation (6) devient, si 'on y remplace o, B, o, 3 par leurs
expressions en fonction de «,, 3,, &/, B,

(Broty — oy, B)) = 2Mim,

(9)

ami

M désignant un entier nor nul, comme nous le verrons plus loin.
La période {3, n’est pas nulle; car, si 'on avait $, = o, la fonction @
serait doublement périodique par rapport 2 a seul. Si nous posons

D, (z, y) =M+ O (z, y),

nous pourrons déterminer A et i de facon que @, (z, y) ne change pas
quand on augmente 2 ety de la paire de périodes «,, §,. Nous aurons

) noy

;’.—@1 = 4[‘7761 ’

A=

La fonction @, vérifie alors les relations suivantes, olt nous prenons
comme second groupe de périodes (o, 2M=7) au lieu de (o, 277),

O, (z +2mi,y) =@ (z, y),

@ N
q)l ("L" Y -+ 2MT”') = eMIZ(J‘ - B 3)—‘-(‘ (1)1 (‘1"’ }’),
O, (2 + oy, y + B1) =P (2, y),

‘2MniT

! ! y+
D, (x+oa,y+B)=e Bs

o
(I)l(ws )/)a
ol C et € désignent des constantes.
Faisons enfin un changement linéaire de variables, en posant

o 2Tl
Xm—=ao—22 Y=~
Z (31.77 (31 Y

@, (x, .}’):(D2(X»Y)'
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Les paires de périodes de X et Y correspondant aux paires de périodes
(o0, By), (), B,) de z et y sont

(0, 270), <B1 oy — oty B , 21‘51'{3'1);
B [
on voit done que I'entier M qui figure dans la relation (g) n’est pas
nul, car autrement, dans ces deux paires de périodes, les périodes re-
latives & X seraient nulles et la fonction @, serait doublement périodique
en X seul. En formant le Tableau complet des paires de périodes de X
et Y correspondant i celles de « et y, on aura :

Périodes de x ct y. Périodes de X et Y.
- (ami,0) (2mi, 0)
(0, 2Mm i) (A, B)
(21, 1) (0, 27 i)
(o), B) (A, BY)
ott I'on a posé
A —— zMzu'a.’ B _ 47":"M'y
By By
Al — ielali_'“lﬁll, B — 277:"@’1‘
B B

On aura alors

DX +2mi, Y) =0,(X,Y),
D, (X, Y+ 2mi) =0,(X, Y),

(
(
@y (X + A, Y4+ B) = M5+ @, (X, Y),
Gy (X A, Y+ B') = M+ @, (X, Y),
et la relation (9) donnera
» B=A,
ce qu’il fallait démontrer.

En résumé, dans les deux cas, » =o0 et nZ o, on peut ramener la
fonction ®, quadruplement périodique de troisieme espece, a vérifier
des relations de la méme forme que celles que vérifient les fonctions ©
de deux variables, avec la condition de Riemann

B=A"

4. Pour donner des exemples de fonctions de deux variables qua-
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druplement périodiques de troisieme espece, suivons une méthode
analogue a celle qui sert & former I’élément simple dans la théorie
des fonctions doublement périodiques de troisieme espece (Annales de
I’Ecole Normale, 3¢ série, t. I, 11, 1IT), ou, en nous placant i un point
de vue plus général, imitons ce que fait Halphen dans son Traité des
Jonctions elliptiques, t. 1, p. 468 ().

Soient «, {5, y trois quantités telles que la partie réelle de la forme
quadratique

am?—+ Bn2+aymn

soit négative pour toutes les valeurs réelles de m et n autres que
m = n = o; soit p un nombre entier positif, et (u,¢) une fonction
uniforme des deux variables u et ¢. Si la série

M, N o0

N\ 4 . 12y . , q
([)(.'Z', .7) P Z eplom®+Butroymnmany) o ( e.i»i—zmo(+2uy, e_y+mzy+zu,£)

My N 02

est convergente, elle définit une fonction uniforme de z et y vérifiant
les quatre relations

O(z -+ omi, y) =0 (z, y),
Q(z, y -+ ami) =0 (z, y),
O(z +2a, y +2y)=erE2 d(z, y),
P (2 + 2y, y +20) = e PP D (2, y);

cette fonction est donc quadruplement périodique de troisitme es-
pece. Lorsque la fonction ¢(u, ¢) est un polynome en «, ¢, ‘:Z et %,
la fonction @ est composée lin¢airement avee des fonctions 0 de deux
variables. Lorsque la fonction o(u, ¢) est rationnelle, la fonction @
possede des singularités essentielles 4 distance finie. Par exemple, on
pourra prendre pour o(w«, ¢) les expressions

1 Y 1 et
- 9
4+ 14+¢ (U+w) (d+v) T U+ ) (1 ey

a, b, @, b désignant des entiers positifs. En supposant «, §, v réels,

(1) Poyez une Note que j'ai présentée & I'Académie des Sciences le 25 mars 1889
( Compres rendus, t. CVIIT).

dnn, de U'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome VII. — Mar18go 20
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L es fonctions @ correspondantes possedent les surfaces de singularités
a'=(ah+nm, Y= (2k+1)T,

olt Pon a posé ="+ ", y =y +1y" et ol b et £ désignent des
entiers quelconques. L'hypothese @ = b =1, a’= "= 2 fournit une
fonction de troisibme espece, analogue a la fonction de premiere espece
que M. Picard donne comme exemple dans sa Note du 18 mars 188
(Comptes rendus, t. CVIIT) ().

(1) Porvez aussi Bulletin de la Société mathématique de France, . XVII, p. 131,



