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| NOTE

CONCERNANT

L'INTEGRATION D’UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES,

Par M. S. ZAREMBA.

1. Je me propose de faire voir dans cette Note que la détermination
de lintégrale générale d’une équation aux dérivées partielles de la
forme

‘ 03 Js3
+ o(x+y) P -+ ?)37 +os(x+y)s=o,

s

oz dy

(1)

o, et o, étant deux fonctions quelconques de x + y, peut étre ramenée
a I'intégration d’une équation différentielle ordinaire, linéaire, du se-
cond ordre et & des quadratures; jappliqueral ensuite les résultats ob-
tenus & un probleme élégant indiqué par M. Darboux dans le cours de
I'une de ses Legons professées & la Sorbonne.

2. Regardons z et y comme les coordonnées rectangulaires d’un
point dans le plan et soit (C) une courbe en chaque point de laquelle
la valeur de = et celle de 'une de ses dérivées premieres est donnée;
désignons, en outre, par u (, y, x,,y,) une fonction convenablement
déterminée de z, y, @,, ¥,, mais indépendante, tant de la forme de la
courbe (C) que des valeurs de z et de ses dérivées sur cette courbe.
On aura alors, pour la valeur de = en un point quelconque, 2,, Yo,
I’expression suivante en fonction des données, due & Riemann (Werke,
p. 161), et que jécris sous la forme qui lui a été donnée par



o
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M. Darboux (Cours de Géometrie, t. 11, p. 78)

s sy, yo) = Lﬁfl‘_’:‘:_(_’if_)_(

2
¢

’ 9] < ! 0; -()“ | 1"_ .O U——l'—'l(lll'(z":‘ —"'iu>](/)"i
( ﬁ_[ __*’"“‘+§ “ouTFox) |\ Bay TR )Y

olt intégration doit étre effectuée suivant la portion de la courbe (C),
interceptée par les droites x =z, et y = y,.

Voici comment on peut déduire de I'équation (2) la valeur de «, en
tirant parti de ce que cette relation doit avoir lieu, quelle que soit la
courbe (C), pour une intégrale quelconque de I'équation (). Intro-
duisons dans la formule considérée de nouvelles variables, définies
par les équations

ax=F—+"n, oy=E&—n, arg=Co-kny,  2Ye==E— M3

réduisons la courbe (C) & la droite £ = const., et prenons pour = une
intégrale particuliere de I’équation (1) de la forme

= (b('ﬂu) "\'J(Eo)r
ou I’on peut poser, comme on s’en assure sans aucune peine,
(L COS[J-('flo —1), ’4’ — C1'~P| (Eo) + Gy 4’2(&:0);

les lettres ., v, C, et C, désignant ici des constantes arbitraires; ¥, et
,, un systeme de solutions fondamentales de Iéquation différentielle

(2) Vi 20(E) V' [92(&) + p* 1P =o.
L’équation (2) devient, en faisant C, =9, (§) et Cy=—{, (%), et

K .
¢n remarquant que s et 5= seront nuls alors sur la droite & = const.,
0

[da(E) $a(E) — ba (&) by (&)] cOSpr(ny—m)
= ‘;’I ‘"“[’Vx (&) D2(8) — ¥y (&) bu (&)1 cosp (g —n) dny;

ic

d’out, en divisant par ¢, (5)4,(E) — 4, (E)d,(8)], en ayant égard au
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théoreme de Fourier et en supposant n compris entre 7, et 7,

2 by (&) L.Jz c) — <o [
0 e==t ST O e m e
Cette expression de « a déja été citée par Riemann ( Werke, p. 162),
a I'occasion d’une équation qui se déduit de I’équation (1), eny po-
sant ¢, = o; mais U'illustre géometre n’en communigque point la dé-
duction, en négligeant méme de faire obhserver que la région de vali-
dité de la formule (4) est déterminée par I'inégalité

(5) (2 —20) (¥ —y0) >0,

I'intégrale devant étre prise avec le signe commun de x — x, et y —y,.
On peut pourtant, malgré cette restriction, substituer la valeur (4) de
w dans la formule (2) et arriver de la sorte & une expression de U'inté-
grale générale de I (,qlmtu)n (1), pourvuque I'on ait eu soin de choisir
la wm]m (C) de maniere qu’elle intercepte sur les axes des segments
de mémes signes. En effet, on sait d’ailleurs que la courbe (C) ne doit
pas avoir plus d’un seul point d’intersection avec toute droite paral-
lele a I'un des axes; il est donc aisé de voir que, cette courbe élant
choisie comme il vient d’étre dit, les valeurs de « n’interviendront dans
la formule (2) que pour des valeurs de ses at'frumcntq qui satisferont a
Iinégalité (5).

On voit, par conséquent, que la réduction annoncée da probleme de
I'intégration d’une équation de la forme (1) est réellement effectuée.

3. Je passe maintenant au probleme indiqué par M. Darboux. Ce
probleme consiste 3 mettre 'élément linéaire tracé sur une surface
développable sous la forme

} 1 "
(6) ds? == o du® + p de?,

« étant une fonction de u et de ¢.
Considérons un élément linéaire tracé sur une surface appartenant a
une famille de surfaces applicables quelconques

(7) ds?* =B da?+ 2Fdx dy + G dy*.
Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Sévie. Tome VII. — Mar 18go. 18
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I1 est aisé de conclure des propriétés d’invariance des symboles de

M. Beltrami
B (20} _ap 0000 (00
av v dr o
A@) = EG — 1 ’
;00 ()tb ( 00 0b  db ()(1)> G 00 dd

[ _,_ — — x — —
() 7] 0z dy | dy ox oz dr
A0, Q) = L - l<1,——|4‘£ ’

mo=f[ (ko0 _Edoy o (Edo_kooy)
T H | dx\lloxr T Way) ™ dy ’

Hady Hox
ot 'on a posé

H*=EG — F?,

que les fonctions u et ¢ de 2 et y, par I'introduction desquelles 'ex-
pression (7) de ds* peut étre ramenée a la forme (6), devront satis-
faire chacune & une équation qui peut étre écrite ainsi :

(8) A(g, Ap) == AgA, 0.

D’ailleurs, une de ces fonctions, u par exemple, étant déterminée par
Pintégration de cette équation, la valeur correspondante de la seconde
d’entre elles s’en déduira en intégrant une différentielle totale. On ob-
tiendra enfin « au moyen de la relation

—; = Au.
Appliquons ceci au cas des surfaces développables; on pourra poser
ds? == dx* + dy?,
et l’équation (8) deviendra
o S ()] - ) - (]

C’est donc a l'intégration de cette ¢quation que revient le probleme
qui nous oceupe.

. Appliquons 4 D'équation considérée la transformation de Le-
gcndre. Nous devrons poser, en employant la notation de Monge pour
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les dérivées de o par rapporta x et a y,

U=9¢(zy)—2p—yq,
ce qui donne

. 9U —_9U
- op ) y= ()C'/ ’
U t U0 = —s 02U r

oIpr T = opoqg — ri—s 0~ re—s*
Par conséquent, I'intégration de I'équation (g) se réduit a celle de la
suivante :

02 U( ., 4o 22U U
g 7*) — //()j)()r/+( ))dp

(10)

Inutile, d’ailleurs, de se préoccuper du cas ot cette transformation
deviendrait illusoire, parce que les valeurs correspondantes de u et
de ¢ en fonction de x et de y sont simplement des fonctions linéaires
de ces variables.

Introduisons dans I'équation (10) de. nouvelles variables indépen- |
dantes s, ets,, telles que-le scul terme du second ordre de la transfor-

J* ¢ , .
mdée soit - s )--~ - On obtiendra s, et s, en fonction de p et de ¢ en rame-
$1 08,

nant I'expression
da?== (p* — q*) dp®+ Lpg dp dq + (q* — p*) d¢*
i la forme
do* =) ds, ds,.
On reconnait aisément que I'on peut poser

sy== Llog( p*-+q*) + arctang '(;//}a

(11) ‘
’ sy=flog(p*+q*) — arctang-(//-)-

Observons, afin d’opérer rapidement le changement de variables en
question, que I'équation (10) est la condition pour que la variation de
I"intégrale

; U p—g JU p-}-(]><QE p+q p—q (l[—J>d y
(]):) /f(dq I) .+-q ()I) prq* ()q P2+(]2+[)“'—I—r/2 ()p P aq,
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étendue A une aire quelconque, ne dépende que des valeurs de la va-
riation de U & lalimite de cette aire.
Il vient, en transformant 'intégrale (12),

— " (ouU 9U o —($-453) Jo e
[ = u/' -()—S—; -(}'5—2(, s d.slcl.sz.

La transformée de (ro) sera, par conséquent, I'équation suivante,
qui rentre dans le type (1),

() 22U oU  oU _

2 S . S =,
ds sy 0s,  Osy

5. L’intégrale générale de cette équation peut étre aisément expri-
mée au moyen de la formule (2). En effet, on peut déterminer la fone-
tion u, qui figurera ici dans cette formule, soit en calculant directe-
ment l'intégrale appropriée de I'équation adjointe a I'équation (13),
chose facile dans I'exemple considére, soit en regardant, ainsi que le
fait Riemann dans un cas analogue ( Werke, p. 163), I'équation (13)
ccomme un cas-limite de I'équation que M. Darboux désigne par
E(B,B) [Cours de Géométrie, t. 11, p. 54, soit enfin en appliquant la
formule (4). C’est cette derniere méthode que je vais suivre.

On trouve sans la moindre peine, en posant

25, =§ -+ n, 2sy==5 —n, 2800 = £+ 1y, 28 == £y —ny,
o mg;(Z.,+E)+(E.,—~’£)\/;ﬁ:‘u'lz . e;(E+E..)—(En By -
== p ; \/1_:-[7 = COS L (ny— ) dpu
0 *
ou bien
(r4) u::t;;célg"ﬁg)l,

ol I’on a posé

+w S ——
B
-

Je ferai voir que 1 est une fonction transcendante entiere dont je
donnerai le développement, et j’arriverai ainsi & une expression de «
valable pour des valeurs absolument quelconques de ses arguments.
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Revenons, en effet, aux variables s, et s,; posons, pour abréger I’écri-
ture,

4= VI — !+ ip, ty= \/}':‘[?——ip.,

et remplagons le cosinus par des exponentielles imaginaires. Il viendra

/+M [ e(x(‘")—-s‘) t, +(s€_""’—sg)!._\ e—(s(l"’— st »(.v(;j")«.f.;) ts

-

1=

© | =

-+ (,'(‘S(."“)*.ﬂ) l,+(.s-g°)—sg)t._ e*(s(i‘”—.s-,)l, —-(.s'(:)—s.;) I,] _ﬂ.l_.__ .
Vim g
.
Introduisons dans cette intégrale, au lieu de w, la nouvelle variable
T il o4 L —

et observons & cet effet que I'on n’est pas forcé de faire parcourir a .,
dans I'intégrale (15), exclusivement des valeurs réelles. On peut, au
contraire, malgré la racine & — p? qui y figure, suivre un chemin
d’intégration quvlwnquo, a cette restriction pres que, & Uinfini, la
partic imaginaire de p tende vers zéro. :

Choisissons un chemin d’intégration tel que la détermination de <,
qui pour p == —xo est égale & (— »), devienne, sans s’annuler pour
= -+ o, égale & (+ ). Il viendra

| £/+m ? ei [Ll-l:;’rﬁ ~~(.7g—sf’_‘)'t] -1 [":J; —(s- s")'z:J

e [‘_".Ti' -—(.c,-—.s'“‘)'r] _ e_f[%‘-g — (sa—s?) 'c] f) dr

T

On peut développer I en une série de la forme

(16) I:‘:i 1.,

=\

en posant

L (5 - 50)2

He ( o) ( ) dr

Rl —i(sa—-8Y)T n ot (Sa—-90)7 -

b= - 4 rinl f [G s (—nne JT'H'I
—

gy —m $0YR

) . dr
—i (- s0)T i(s;—~s%)7T
+W / [e (s 5) "'("“)'le(” 0 ],Z.TZI:I




142 8. ZAREMBA. — INTEGRATION D’UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES.

On trouve, en intégrant par parties,

_ (5= 510 (5,— 51)

(17) [,= " | .

Tout est donc réduit au caleul de I,. 11 vient

-+
1 . . . dr
(18) l(,.—_;f [sn‘n(sﬁ-—s‘;”)+sm~:(s,-—s‘1’)]:-:—.i--r:,

Sy

suivant le signe commun de s, — 5" et de 5, — s)"".
Les équations (14), (16), (17) et (18) donnent, par conséquent,

o
: Y (o (0)
- (g‘i:("(x")"‘-‘g')“-‘t"-‘e) O (85— )" »

( $ -5'[. 0) )n
(7= 5 2

et (nl) .2;”
n==0
expression jouissant évidemment des propriétés annoncées.

La formule (2) permettant, d’apres cela, d’exprimer Uintégrale gé-
nérale de Péquation (13), Péquation (9) doit étre considérée comme
intégrée. Le probleme indiqué par M. Darboux est done résolu.



