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SUR LA CONVERGENCIî
DKS

DÉVELOPPEMENTS DES INTÉGRALES ORDINAIRES
I/CN

SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES,

PAIÎ

M. MÉRAY,
PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES 1)13 DIJON.

avec la collaboration de

M. R I Q U I E B ,
PROFESSEUR A L \ F A C I L Ï E DES SCIENCÏES DE CAEN ( 1 ).

Généralités.

1. Un système d'équations différentielles est dit immédiat quand
toutes ses équations sont du premier ordre et fournissent imméd ia fo -
inent certaines dérivées des fonctions inconnues, exprimées en fonc-
tions composées des variables indépendantes, de ces fonctions incon-
nues elles-mêmes et de leurs autres dérivées.

Quand ce sont toutes les dérivées des fonctions inconnues qui se
trouvent ainsi exprimées par les équations données, aucune dérivée ne
peut figurer dans leurs seconds membres, qui sont alors essentielle-
ment finis, et l'on a un système d'équations différentielles totales.

Quand, au contraire, c'est une partie seulement de ces dérivées qu i
const i tuent les premiers membres des équations données, les autres

( ï ) Ce Mémoire, relatif aux systèmes d'équations différentielles partielles, fait suite à un
autre Mémoire, relatif aux systèmes d'équations différentielles totales, et publié dans les
Annales de l'École JVormale (novembre et décembre 1889). Les chiffres suivis (l 'un asté-
risque renvoient le lecteur aux divisions du Mémoire de 1889, et les chiffres non suivis
d'un astérisque à celles du présent Mémoire,
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dérivées peuvent, en totali té ou en par t ie , entrer dans les seconds
membres, qui sont alors éventuellement différentiels; et, au lieu. d ' u n
système d'équations différentielles totales, on a ce que nous appellerons
un système d'équations différentielles partielles. Ces systèmes sont ceux
dont nous allons nous occuper, en complétant la d é f i n i t i o n de leur
caractère immédiat par une restriction essentielle que nous spécif ierons
au moment v o u l u (8).

Pour disposer net tement les équations d'un pareil système, i l f a u t
les écrire clans les cases d 'un quadril lage rectangulaire, dont les lignes
correspondent aux variables indépendantes, et les colonnes aux fonc-
tions inconnues, en plaçant l 'équation qui a, par exemple, ^ pour
premier membre dans la case qui appa r t i en t à la fois à la lig'ne ( t ) et à
la colonne (s). Des cases en nombre quelconque et occupant des posi-
t ions arbitraires peu vent év idemment rester inoccupées dan s ce Ta 1)1 e a u -

'1. Dans un système d'équations di f férent ie l les partielles, il y a,
relativement à cliaque fonction inconnue , une d i s t i n c t i o n essent ie l le a
taire entre les diverses variables indépendantes,

Nous appellerons variables principales d ' une fonc t ion i n c o n n u e dé-
terminée celles par rapport auxquel les sont prises les dérivées de
cette fonction qui const i tuent dans le Tableau du système les premiers
membres des équations de la colonne correspondante. Pour la même
l'onction, toutes les autres variables seront paraméirù/ues. Par exemple ,
si. les variables indépendantes, sont oc, y , z, t seu lement et si la 'co-
l o n n e (s) ne contient que les deux équat ions :

(^")
(h
dx

( y }

(:)

(o
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la fonction inconnue s aura x, z pour variables principales, y , t pour
variables paramétriques.

Le partage dont il s'agit ne s'effectue pas nécessairement de la même
manière pour toutes les fonctions inconnues, telle variable pouvant
fort bien être à la fois principale pour une de ces fonctions et paramé-
trique pour une autre.

3. Cette distinction entre les variables en entraîne une non moins
importante entre les diverses dérivées d'un même ordre quelconque k
d'une fonction inconnue déterminée. Nous appellerons genre de l'une
de ces dérivées le nombre de ses différentiat ions génératrices, dis-
tinctes ou non, qui doivent être effectuées par rapport à des variables
principales de la fonction dont il s'agit.

D'après cela, l'ordre k des dérivées de cette fonction con t ien t : i° le
seul genre o si pour elle toutes les variables sont paramétr iques ;
2° les k 4-i genres

o, r , 2, ..., A-,

si les variables sont les unes paramétriques et les autres principales ;
3° le seul genre k si toutes les variables sont principales.

Dans un ordre quelconque, nous appellerons aussi paramétriques les
dérivées de genre o, et principales toutes celles de genre ^>o.

Enfin, nous nommerons quelquefois classe d'une dérivée principale
le nombre

/r(A'-t)
————"h%?

où k et x désignent respectivement l'ordre et le genre de la dérivée
considérée. Partageons en groupes les dérivées principales de tontes
les fonctions inconnues, en plaçant dans un même groupe celles qui
sont à la fois du même ordre et du même genre; puis, rangeons ces
divers groupes de telle manière qu'en passant de l 'un quelconque
d'entre eux au suivant l'ordre des dérivées ne décroisse jamais, et que
leur genre aille en augmentant si les deux groupes appartiennent au
même ordre : cela étant, la classe d'une dérivée principale déterminée
se trouve être précisément égale au rang du groupe qui la contient-

Dans l'exemple ci-dessus, la fonction inconnue s a, dans le premier
Ànn. de i'Ec. Normale. 3* Série. Tome Vil. — JANVIER 1890. 4
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ordre, les dérivées de genre o ou paramétriques
ds ds
dy' W

et les dérivées principales de genre i
ds ds
dx dz

(a)

Elle a, dans le second ordre, les dérivées de genre o ou paramé-
triques

d^s d^s d^s
df^ dydt'' Tli7^

les dérivées principales de genre i
/ g . d^ d^ d^ j^s

dx dy 3 dx dï? dz dy ' dz dt?

et les dérivées principales de genre 2

. , d^s ^,y d^s
\U -TZi7 "Xr"̂  ^^

d^s fPs d^s
d1^ dxTIz7 ds^

et ainsi de suite.
Enfin, les dérivées principales des groupes (a), (p), (j] sont,, res-

pectivement celles des classes i, 2, 3.

4. D'après ce qui précède, les équations différentielles d'un système
immédiat partiel expriment toutes les dérivées principales premières des
fonctions inconnues en fondions composées des variables indépendantes,
de ces mômes fonctions inconnues et de tout ou partie de leurs dêmées
paramétriques premières.

5. La distinction entre les divers groupes d'intégrales d 'un système
immédiat d'équations différentielles partieikïs s'opère suivant l'es
mêmes règles et a les mêmes conséquences que pour leséquations dif^
férentielles totales. , ^ ' . • /

! Les1 intégrales seront dites ordinaires^ si les ïaleurs des 1 1 variables
indépendantes, prises conjointement avec les valeurs correspondantes
des'intégrales elles-mêmes'et de leurs dérivées .paramétriques pro-
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mières, n'excèdent les limites d'olotropie d'aucune des composantes
figurant dans les seconds membres, tout au moins tant que les va-
riables indépendantes restent comprises entre certaines limites.

Les intégrales seront dites singulières, si, dans les mêmes circon-
stances, les composantes des seconds membres ne restent jamais olo-
tropes en même temps.

Les intégrales ordinaires peuvent seules faire l'objet d'une théorie
générale; elles vont maintenant nous occuper exclusivement.

6. La substitution d'intégrales ordinaires connues dans les équations
d'un système immédiat partiel en transforme tous les seconds membres
en des fonctions composées, habituellement différentiel les , des va-
riables, des intégrales et de leurs dérivées paramétriques premières.
D'après la définit ion même des intégrales ordinaires, les règles éta-
blies pour les fonctions composées sont applicables à ces seconds
membres (tout au moins entre certaines limites), et Von peut, en con-
séquence (15*), dijfférentier indéfinimentles relations du système partiel
considéré.

Les nouvelles équations ainsi obtenues, jointes à celles du système,
fournissent certaines expressions de toutes les dérivées principales des
intégrales; car, des différentiations convenables, exécutées sur une
équation convenablement choisie, peuvent évidemment amener dans
le premier membre une dérivée principale déterminée; mais elles nen
fournissent jamais pour leurs dérivées paramétriques^ parce que les déri-
vées principales du premier ordre, qui forment les premiers membres
des équations différentielles proposées, sont toutes du genre i , et que
ce genre ne pourra jamais diminuer par des différentiations quelles
qu'elles soient.

Si donc on veut employer toutes ces équations à la reconstruction
des développements des intégrales ordinaires considérées, il faut de
toute nécessité connaître non seulement leurs valeurs initiales, mais encore
celles de toutes leurs dérivées paramétriques. Il faut encore que ces équa-
tions puissent être rangées dans un ordre de succession tel que chacune
ne contienne dans son second membre Çoutre les variables indépendantes,
les intégrales et leurs dérivées paramétriques) que les dérivées principales
figurant dans les premiers membres des équations antérieures.
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Si l'on veut, comme au n° 25*, trouver par la méthode des coefficients
indéterminés tous les groupes d'intégrales ordinaires qui peuvent
exister en partant de valeurs initiales arbitrairement choisies pour
elles et leurs dérivées paramétriques de tous ordres, la seconde des
conditions ci-dessus énoncées est encore nécessaire au succès de l'opé-
ration.

7. Dans la théorie des équations différentielles totales, nous n'avons
pas eu à nous préoccuper de la seconde condition, parce que la suc-
cession voulue s'est trouvée réalisée d'elle-même, en rangeant les for-
mules dites primitives d'après leurs ordres croissants. Mais ici , les
choses se passent d'une manière infiniment moins simple, parce que la
présence des dérivées paramétriques dans les seconds mernhres des
équations du système immédiat partiel, considéré rend généralement
l'ordre du second membre égal, à celui du premier dans les relations
qui s'en déduisent par différentiat ions. Et i l arrive effectivement que
cette seconde condit ion n'est pas remplie pour certains systèmes de la.
nature de ceux que nous avons définis au n° 1.

Nous les excluons'absolurnent de nos raisonnements, et nous réser-
verons désormais le nom de systèmes immédiats à ceux qui satisfont il
la condition générale dont il s'agit.

8. La restriction qu'il, fau t ajouter à la d é f i n i t i o n du, n° 1, pour
qu'elle devienne celle d'un système immédiat dans le sens ci-dessus
expliqué, consiste à exclure de divers seconds membres certaines déri-
vées paramétriques. Nous ne sommes pas en mesure de la formuler
d'une manière absolument générale et précise; mais il noos suffira, et
au delà, de considérer les systèmes satisfaisant à la condit ion que ;

u, v désignant deux fonctions inconnues quelconques, aucune, dérivée
(paramétrique) de v ne figure dans les seconds membres des équations de
la colonne (u), si quelque variable principale de y e$t paramétrique
pour u.

Tous ces systèmes, comme nous allons incessamment le constater,
remplissent la seconde1 des conditions énoncées au n° 6, et, pour plus
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de simplicité dans le langage, ce sont eux seuls que désormais nous qua-
lifierons d'immédiats.

9. Éclaircissons ce qui précède par quelques exemples.
Le" système

W M

(^)

(j)

du TT / du dv \
dx~=v\x'^^v'~d-ydx)

dv , - / du dv \— •==. Yy j'y y, // ^ — , —
dy J\ v dy dx )

qui satisfait à la définition du n° 1, n'est pas de ceux que main tenan t
nous nommerons immédiats, soit parce que—figure dans le second
membre de l'équation de la colonne (^), bien que la variable y, qui
est principale pour ç\ soit paramétrique pour u, soit encore parce que
•j- figure dans le second membre de l'équation de la colonne (^ ).

Au contraire, le système

{a)

0)

(^)

(7)

du ,,. / du \d ï ^ v x \ x î y - l l ' v v d y )
^ V (r v u c dv}
dy~ ^ ' J ' ' 'Sj

rentre dans la catégorie dont il s'agit, nonobstant la s imi l i tude com-
plète de ce Tableau et du. précédent, parce que (—^ c:^ ont.disparu, res-
pectivement des seconds membres des colonnes (u), (v\

II en est de même plus généralement toutes les fois que dans les
équations de chaque colonne ne figurent les dérivées (paramétriques )
d'aucune des fonctions inconnues qui correspondent aux autres co-
lonnes.
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Tel est encore le système

(«) (")

(,r)

(y)

rfy. „ / du dv\^=U,^,r,«,.',^-.,^J
d^ .,, / <^/ ^\~— r= Y,,. ;z", r, a. r, — ? -y-
(̂ r ^ V '' dy dy )

(3)

malgré la présence de toutes les dérivées param.étriqiies dans les se"
couds membres.

De même, plus généralement, tout système dans lequel le partage
des variables (en principales et paramétriques) s'opère de la même
manière relativement à toutes les fonctions inconnues.

C'est dans cette dernière catégorie que se rangent les équat ions
dites aux dérivées partielles, soit isolées, soit s imultanées. Le Tableau
cont ient alors soit une, soit plusieurs colonnes dans lesquelles toutes
les cases d 'une même ligne sont1 seules occupées.

A la rigueur, on peut encore y placer les systèmes d ' 1 équations di^érefi-
tielles totales', puisque dans un pareil système, les variables sont toutes
principales pour chacune des fonctions inconnues.

10. Il est à remarquer que, sauf le cas d'un système di t îe rent ie l
total, le nombre des dérivées paramétriques pouvant éventuellement
figurer dans les seconds membres d'un, système immédiat donné est
au moins égal à i pour chacun de ces derniers. Considérons, en ef ïe t ,
une équation quelconque du système, et supposons qu/elle ait pour
premier membre une dérivée de la fonction u, par exemple : si, pour
cette dernière, les variables indépendantes ne sont pas toutes p r inc i -
pales, le second membre pourra, contenir les dérivées paramétriques
de u, et, dans le cas contraire, il, pourra contenir les dérivées paramé-
triques de toutes les autres fonctions.

11. Il nous faut approfondir maintenant la question effleurée au
n° 8.

Considérons une relation différentielle subsistant entre les diverses
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fonctions d'un groupe d'intégrales ordinaires du système immédiat
donné et à laquelle la règle des fonctions composées soit applicable,
et supposons qu'elle satisfasse en outre aux deux condi t ions ci-après :

i° Le premier membre est une dérivée principale de quelque inté-
grale, et les diverses dérivées qui, outre les variables indépendantes
elles intégrales elles-mêmes, figurent éventuellement dans le second
membre, sont, les unes d'ordres inférieurs à celui du premier, les
autres d'ordre égal, mais de genres moindres.

2° Si l'on considère, d'une part, la fonction dont une certaine dérivée
principale figure dans le premier membre, et, d'autre part, l'ensemble
des fonct ions dont quelque dérivée pr incipale ou paramétrique d'ordre
égal figure dans le second membre de la relation dont il s'agit, toutes
les variables qui, sont paramétriques pour la première fonction le sont
aussi, pour chacune des dernières.

Pour abréger, nous appellerons immédiate toute relation différen-
tielle satisfaisant à cette double condition, comme aussi l'expression
fournie par elle pour la dérivée principale contenue dans son premier
membre. Nous nornmerons en outre classe d'une relat ion immédiate
celle de la dérivée principale en question.

•1,2. Les relations immédia tes jouissent de deux propriétés impor-
tantes que nous allons démontrer :

r° Toute relation déduite d'une relation immédiate par des différentia-
lions quelconques est elle-même immédiate.

Il sufïit, évidemment, d'examiner le cas ou. le nombre des différen-
tiations se réduit à i.

Or, en vertu de la seconde des conditions énoncées au numéro pré-
cédent, si cette différentiation n'augmente pas le genre de l à dérivée
figurant dans le premier membre de la relation sur laquelle on l'exé-
cute, elle n'augmentera pas non plus le genre des dérivées d'ordre
égal qui peuvent figurer dans le second; et, si elle augmente d'une
unité le genre de la première, elle augmentera d'une unité au plus le
genre de chacune des dernières. Donc, après comme avant la différen-
t ia t ion, les dérivées figurant dans le second membre seront, les unes
d'ordres inférieurs au premier, les autres d'ordre égal mais de genres
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moindres, et la première condition ne cessera pas d'être satisfaite.
Quant à la seconde, la chose s'aperçoit immédiatement sans qu'il soit
nécessaire d'insister.

2° Toute relation déduite d'une relation immédiate en substituant à
telles ou telles des dérivées principales qui figurent dans le second membre
de cette dernière des expressions immédiates quelconques des dérivées en
question'est elle-même immédiate.

Nous désignerons par (co) la relation immédiate sur laquelle on
effectue les substitutions dont parle l'énoncé : il suffit évidemment
d'examiner le cas où le nombre de ces dernières se réduit à i . Cela
étant, puisque la première des conditions énoncées au numéro pré-
cédent se trouve satisfaite dans les deux relations que l'on combine,
elle le sera nécessairement encore dans celle qui résulte de leur com-
binaison. Quant à la seconde, en désignant par k l'ordre de la rela-
tion (œ), elle ne cessera évidemment pas d'être satisfaite si l'on
effectue dans le second membre une substitution portant sur que lque
dérivée d'ordre inférieur à /c. Examinons ce qui arrive lorsqu'on y
effectue une substitution portant sur quelque dérivée d'ordre k. A cet
effet, soient

ô/,u =/(..., ô^, . . . )

la relation (co); S^v l 'une des dérivées d'ordre k contenues dans son
second membre;

9(...,ô>,-.,)

une expression, immédiate de Ï,y\ et S^, ,.. les dérivées d'ordre k qui
figurent dans cette dernière* La relation (co) étant immédiate , ainsi
que l'expression considérée de â^, toute variable paramétrique pour u
l'est aussi pour y , et, l'étant pour ^, l'est pour (P, . - . . La seconde con-
dition ne cesse donc pas d'être satisfaite après qu'on a substi tué à c^r
l'expression immédiate dont il s'agit.

, 13. Soient (o) une relation immédiate de classey4-1; (A) un sys-
tème de relations immédiates en nombre fini, toutes de classes infé-
rieures à j -4-1, et fournissant une expression au moins1,pour chaque
dérivée principale des classes i, 2, ... J. Des relations (A)1 extrayons
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un groupe (A/) fournissant pour chacune de ces dernières une expres-
sion et une seule; dans le second membre de (co), substi tuons aux
dérivées dont il s'agit leurs expressions tirées de (A/ ) , et répétons
l'opération en fa isant successivement pour le groupe (A') tous les
choix possibles. L'ensemble des opérations que nous venons d ' indi-
quer s'appellera, pour abréger, remplacer dans la relation (co) les déri-
vées principales des classes T , 2., . . . , / par leurs expressions tirées de (A).

14. Cela posé, supposons les équat ions données i d e n t i q u e m e n t
satisfaites par quelque groupe d'intégrales ordinaires : substituons ces
intégrales aux fonctions inconnues correspondantes dans les diverses
équations du. système, et désignons ind i f f é remment par (A^) ou ( B < )
Fensem.bl.e des relations immédiates qui résul tent de cette substitu-
tion. Effectuons ensu i te sur chacune de celles-ci et de toutes les ma-
nières possibles une d i f fé ren t ia t ion (première) susceptible d 'amener
dans le premier membre quelque dérivée principale de seconde classe,
et soient (As) le groupe des relat ions résultantes, (li^) celui qu'on
obtient en remplaçant dans chacune des relations (As) les dérivées
pr incipales de première classe par leurs expressions tirées de (B,)
(13) : en vertu des deux proposi t ions démontrées au n° 1,2, le groupe
total [(A,a), (B^)] fourni t dois expressions immédiates pour les diverses
dérivées principales de seconde classe. Effectuons maintenant sur les
diverses relations des groupes

(A,,) ou (BO, (A,), (B,)

toute différentiation (première) susceptible d'amener clarfs le premier
membre quelque dérivée principale de troisième classe, et soient (A;,)
le groupe des relations résultantes, (Bg) celui, qu'on obtient en rem-
plaçant dans chacune des relations (A..}) les dérivées principales des
deux premières classes par leurs expressions tirées de (B^), (IiL) : le
groupe total f(A,;,), (B^)] fournira de même des expressions immé-
diates pour les diverses dérivées principales de troisième classe. Et
ainsi de suite indéfiniment.

10. Dans le groupe indéfini
(3) (A,), (A^ (A.,), . . . ,

Ann, de l'Rc, Normale. 36 Série. Tome VIL — JANVIER 1890. ^
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nous distinguerons : i° le sous-groupe des relations primitives, ob tenu
en adjoignant aux relations du système proposé toutes celles qu i s'en
déduisent par de simples dyf fé ren t ia t ions ; 2° le sous-groupe des rela-
t ions intermédiaires, composé de toutes les autres du groupe (3 ).

Nous nommerons ultimes les re la t ions
(3^) (Bi), (B,), (€3) , ...

dont les seconds membres ne con t i ennen t a u c u n e dérivée p r inc ipa le .
Désignant par

(Ci), (Ça), (C.,), . . .

les relations primitives des classes respectives i , 2, 3, .. * , nous aurons
encore à considérer le groupe

(Di), (Dâ), (î);0, ...,

entièrement composé de relations u l t i m e s , et dé f in i comme il s u i t : les
relations (D<) coïncident, comme (C.,), avec celles du système proposé
( A < ) ou. (B|); les relat ions (IL) s 'ob t iennen t en remplaçant dans ("(^)
les dérivées principales de première classe par leurs expressions (irées
de (Di) (13); les relations (Dy) , en remplaçant dans ( C ^ ) les dérivées
pr incipales des deux premières classes par leurs expressions t irées de
(I)<) , ( IK) ; et ainsi de suite indéfinirnen 'L Les re la t ions (T) , ) , ( D y ) »
CD;}), ... a ins i obtenues se n<)mmeront/^/7m//^""///////?r?.y.

Nous désignerons enfin par (F), f a u t e d ' une dénomina t i on appro-
priée, le groupe ob tenu en ad jo ignan t aux relat ions (G, ), ( l ^ ) et ((';;/)
toutes celles qui se déduisen t de (IL) et ((,^) par de1 s imples d i t l e r en -
dations- Les formules du groupe (F) autres qo'e ( IL) (ont toutes partie
du groupe (3).

Les expressions fournies pour les dérivées p r inc ipa l e s des in tégra les
ordinaires du système donné par les diverses re la t ions ei-dessns déf in ies
seront affectées des dénomina t ions correspondantes.

16. Sur ces diverses relations et expressions, i l importe de fa i re les
remarques suivantes :

1° Parmi les différentiations qui concourent à engendrer une dérivée
principale, on peut dis t inguer lôs dif ïerent iat ions principales et les di f -
fère n f i a tiens paramétriques.: si celles de la première sorte intéressent
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toutes une seule variable, la dérivée principale est dite simple; si elles
intéressent au contraire plusieurs variables d is t inc tes , la dérivée est
di te complexe. Cela étant, on apercevra facilement, comme au n° 23*,
qnune dérivée simple a une seule expression primitive, tandis qu'une
dérivée complexe en a autant que ses dijférentiations génératrices inté-
ressent de variables principales distinctes.

2° ïl n'existe pas d'expressions intermédiaires pour les dérivées
principales du premier et du second ordre.

Dans le premier ordre, les relations primitives, comme les relat ions
"ultimes, coïncident avec les équations du système donné.

Dans le second ordre, le nombre des expressions ultimes d'une dérivée
principale quelconque est précisément égal au nombre de ses expressions
primitives, c'est-à-dire à i ou à 2 suivant que cette dérivée est simple ou
complexe. Effect ivement , si la dérivée considérée est du premier ^enre
(et par suite nécessairemeni; simple), la seule manière d'en obtenir
une expression u l t ime consiste à remplacer dans son expression pri-
mitive les dérivées principales du premier ordre par leurs valeurs
tirées des équations proposées. Si la dérivée considérée est du second
genre, toutes ses expressions ult imes s'obtiennent en é l im inan t de ses
diverses expressions primitives tan t les dérivées principales du pre-
mier ordre que celles du second ordre et du premier genre : or cha-
cune des dérivées à él iminer n 'admet, comme nous venons de le voir,
qu'une seule expression u l t ime .

Dans les ordres supérieurs au second, la mul t ip l ic i té des expres-
sions d 'une même dérivée complexe s'accroît lorsqu'on passe des
formules pr imit ives aux formules ul t imes, ainsi que nous l'avons
remarqué pour les équations différentiel les totales. Mais, de plus ,
pour un système immédiat partiel, cette multiplicité peut s'étendre même
aux dérivées simples, parce que leurs expressions pri.mili.ves peuvent
for t bien renfermer des dérivées complexes, susceptibles, comme nous
l'avons vu, de plusieurs expressions ultimes.

3° Touie expression 'primitive, intermédiaire ou ultime, est entière par
rapport aux composantes des seconds membres du système donné et à
leurs dérivées partielles, comme aussi (lorsquil y a lieu) par rapport aux
diverses dérivées des intégrales qui ne sont pas à la fois paramétriques et
du premier ordre.
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4° Les variables oc', y , . . . , les fonctions inconnues u, v, ... et leurs dé-
rivées principales ou paramétriques de tous ordres étant considérées pour
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes 9 pour (fue
les formules pnmitwes et intermédiaires soient vérifiées pcir des valeurs
particulières données des variables dont il s'agit, il faut et il suffit que les
formules ultimes le soient.

Les groupes (3) et (3 lus) sont ainsi équivalents fun à l'autre.
5° Le groupe des relations primitives équivaut de même soit à celui des

relations primitive-ultimes, soit à celui des relations (T) (15).
6° Nous nommerons simple tout groupe indéf in i de re la t ions p r imi -

tives, intermédiaires ou ult imes, fournissant, pour chaque dérivée prin-
cipale, une expression et une seule. Si Pon at tr ibue a u x variables, aux
fonctions inconnues et à leurs dérivées paramétr iques des ,valeurs n u -
mériques quelconques, les relations successives d'un parei l groupe,
rangées d'après leurs classes croissantes, fournisscnl pour chaque dé-
rivée principale une valeur numér ique déterminée et une seule.

Si, sans a t t r ibuer de va leur numér ique particulière à a u c u n e de ces
diverses quantités, on é l i m i n e d u second membre de chaque équa t ion
les dérivées principales qui y f igurent à l 'aide des équat ions anté-
rieures, on obt ient un groupe simple é q u i v a l e n t au premier , et, entière-
ment composé de relat ions ul t imes.

17. A partir de valeurs initiales données oc^.y^ ... des variables indé-
pendantes, les développements par la série de Taylor des intégrales ordi-
naires dont on admet l'existence pour le système immédiat considéré,
peuvent être reconstruits dés que l'on connaît seulement leurs valeurs ini»
liâtes et celles de leurs dérivées parwnétriaaes de tous ordres^

Effectivement, les seconds membres des fo rmu le s u l t imes ne conte-
nant que les variables indépendantes , les intégrales et l eu r s dérivées
paramétriques, l 'hypothèse numér ique ^==^, y = y ^ , . . . les trans-
forme tous en des quanti tés connues et f a i t connaî t re , par suite, les
valeurs ini t iales de leurs premiers membres, c'est-à-dire de toutes les
dérivées principales des intégrales dont i l s'agit, •

, En, résumé, on connaît donc a ins i tes: valeurs in i t ia les âe ces inté-
grales et de toutes leurs dérivées sans distinction, c'est-à-dire ce qu i
est nécessaire pour construire les développements cherchés.
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18. Quand les variables principales d'une intégrale prennent leurs
valeurs particulières initiales, cette intégrale se réduit à une fonction
de ses seules variables paramétriques, que nous nommerons sa détermi-
nation initiale. Dans le système (i), par exemple, la détermination ini-
tiale de u est une fonction de y, celle de 9 une fonction de oc. Dans
le système (^) , celles des intégrales u, v> sont toutes deux des fonc-
tions de y.

Si, pour une certaine intégrale, toutes les variables de la question
sont principales, sa dé terminat ion ini t ia le se r é d u i t à une constante :
c'est ce qui arrive toujours dans un système d'équations différentiel les
totales.

Si, pour une autre, les variables sont toutes paramétriques, sa dé-
te rmina t ion ini t ia le est fonction de toutes les variables.

19. La connaissance des déterminations initiales de toutes les intégrales
permet aussi bien la reconstruction de leurs développements.

Il est clair, en e f fe t , que les valeurs ini t ia les d 'une intégrale et de
ses dérivées paramétriques sont précisément celles de sa dé te rmina-
tion i n i t i a l e et de ses dérivées de tous ordres. La connaissance des dé-
terminat ions in i t i a l es équivaut donc exactement à celle des valeurs
ini t ia les des intégrales et de leurs dérivées paramétriques, laquelle,
d'après le théorème du n° 17, suffî t à la reconstruction de leurs déve-
loppements.

20. Au, lieu de reconstruire, comme nous venons de l ' ind iquer , les
développements .d'intégrales dont l'existence est supposée connue,
cherchons maintenant s'il existe quelque système d'intégrales ordi-
naires ayant pour déterminations initiales des fonct ions de leurs divers
groupes de variables paramétriques choisies au hasard, mais jouissant,
bien entendu, de la double propriété d'être toutes olotropes pour les valeurs
initiales des variables indépendantes, et d'avoir, ainsi que leurs dérivées
premières, des valeurs initiales (]ui, prises conjointement avec celles des
variables, laissent aus^i olotropes les composantes des seconds membres
des équations données.

Un pareil système d'intégrales, lorsqu'il eooùte, est évidemment unique,
et son existence dépend des trois conditions su ivantes , comme s'il
s'agissait d'un système total.
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I. Nonobstant la multiplicité des expressions ultimes d'une même dé-
rivée principale d'une intégrale hypothétique (16, 2°), les valeurs ini-
tiales qu'elles fournissent de diverses manières pour cette dérivée doivent
toujours être numériquement égales les unes aux autres.

II. Les développements construits par la méthode des coefficients indé-
terminés, comme s ' i l s agissait d'une simple reconstruction (17), doivent
avoir quelque système de rayons de convergence tous différents de zéro.

III. Leurs sommes doivent satisfaire effectivement à toutes les équations
du système immédiat proposé.

La dernière de ces trois conditions ne peut manquer d'être remplie si
les deux premières le sont, alors même quon se bornerait à considérer
dans celles-ci les valeurs initiales fournies par les seules formules pnmi"
tivo-ultimes. Effectivement, les valeurs initiales des variables indépen-
dantes, des fonctions définies par les développements dont nous venons
de parler, et de leurs dérivées pr incipales ou paramétriques de tous
ordres, vérifient par hypothèse les formules primitive-ultimes, donc
aussi (16, 5°) les formules pr imi t ives . La substitution des fonct ions
considérées dans chaque équation du système en transforme donc les
deux membres en des fonctions de x, y, .. . numér iquement épies,
ainsi que leurs dérivées semblables, pour x == ,%\^ y =y^ ... et par
suite, ident iquement égales entre elles (7*).

Nous n'avons ainsi à nous occuper que des deux premières condi-
tions.

21. La réalisation de la première peut s'opérer soit par une adapta-
tion convenable de la nature des fonctions choisies pour détermina-
tions initiales des intégrales hypothétiques à celle des seconds membres
des équations du système, soit par une corrélation spéciale entre les
seconds membres, en vertu de laquel le la condition dont il s'agît se
trouve remplie indépendamment du choix des fonct ions prises "pour
déterminations initiales.

Nous exprimerons l'existence de cette dernière corrélation en disant
que le système immédiat proposé est passif. Quant aux intégrales
ordinaires des systèmes non passifs, qui sont loin d'exister toujours,
nous les nommerons tô,vcepiionnelles, comme nous l'avons fait au n0 27*
pour les équations différentielles totales.
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22. Pour qu'un système immédiat d'équations différentielles partielles
soit passif, il faut et il suffit que les deux expressions ultimes de chaque
dérivée complexe seconde d'une fonction inconnue quelconque soient
égales identiquement, c est-à-dire quelles que soient les valeurs attribuées
aux variables, aux fonctions inconnues et à leurs dérivées paramétriques
premières et secondes, ces trois sortes de quantités étant considérées pour
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes.

Si, le système est passif, les diverses expressions ultimes de chaque
dérivée principale, et en pa r t i cu l i e r de chaque dérivée complexe du
second, ordre, doivent être iden t iquement égales, d'où résulte immé-
diatement que la condit ion posée est nécessaire. Nous prouverons
qu'elle est suffisante en ra isonnant comme il, suit.

Toute expression u l t ime d'une dérivée principale s'obtient en dif-
fé ren t i an t un certain nombre de fois l 'une des équations proposées,
et remplaçant après quelques-unes de ces difïerentiat ions, en parti-
culier après la dernière, les dérivées principales .qui figurent dans le
second membre par telles ou telles de leurs expressions ul t imes. Cela
posé :

I. Si l'égalité identique entre les diverses expressions ultimes de.
chaque dérivée principale a lieu jusqu'à la classe j ^ î inclusivement,
toutes les expressions ultimes d'une dérivée déterminée de classe /+ i,
obtenues en effectuant sur une même équation du système proposé V opé-
ration ci-dessus indiquée^ sont identiquement égales entre elles de quelque
manière que cette opération soit conduite.

1° En premier l ieu, si l'on n'opère de subst i tu t ions qu'après avoir
opéré la dernière d i f fé renî ia t ion , la relat ion u l t i m e à laquelle on est
condui t est toujours la même; car la formule primit ive résultant des
seules dif ïerent iat ions est indépendante de l'ordre dans lequel on les
exécute, et pour chacune des dérivées principales, de classes néces-
sai rement inférieures à y + î , qu'on en doit é l iminer , les diverses
expressions ul t imes sont par hypothèse ident iques .

'2° Si l'on ne change pas l'ordre relatif des dif ïerent ia t ions, le ré-
sultat de l 'opération ci-dessus indiquée est indépendant de toutes les
autres condi t ions dans lesquelles on l'effectue.
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Supposons en effet que les différentiations, dont nous désignerons
le nombre par k, soient exécutées dans un ordre déterminé, certaines
d'entre elles étant suivies de substitutions déterminées; soient oc celle
des variables indépendantes par rapport à laquelle la dernière doit
avoir lieu, et

(4) o/,==/(^,j, .. ., //, r, .. ., (T, . . ., T, . . .)

la relation immédiate sur laquelle on a à l'exécuter. Dans cette for-
mule §/,. désigne une certaine dérivée principale d'ordre /c, et o-, ...,
T, ... les diverses dérivées respectivement principales et paramé-
triques dont le caractère immédiat de la relation autorise la présence
dans le second membre. Les dérivées —^y • • • e t celles des dérivéescix

'f—^ " - qui, sont principales sont au plus de la classe /; car elles f i-
UiX!

eurent éventuellement dans le second membre de la relation immé-
diate que l'on déduit de (4) au moyen, d'une di i ïerent iat ion relative
a ,xî, et, par suite, sont de classes inférieu'res au premier membre
/ "̂f-0^ qui est de classer 4- ï . Chacune de ces dérivées, comme aussi, cha-

cune des dérivées1 principales cr, . . . » a donc une expression ultime
unique, d'où résulte en particulier que, si l'on désigne par

,̂ ^
^9 • " • y ^Xf

les expressions ultimes des dérivées

daff, ,.., -^, ...,
/ / / y \

etpar[-"^Jî * • • les résultats que donne la règle des fonctions com-
posées quand on effectue sur S, ... une différentiation relative à <T,
les diverses expressions ultimes S ,̂ . * . peuvent s'obtenir en élimi-
nant respectivement des diverses expressions [;^Y • - • les dérivées
principales (de classes nécessairement inférieures- à j) qui peuvent y
figurer.

Cela posé, au lieu de différentier par rapport à x la relation (4)» ce
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qui donne

do/,. _ df df du df dv df da df dr
dx dx du. dx dv dx * ' " ' cia' dx ' " ' ' d^ cix ' ' ' '

puis de remplacer, d'une part, les dérivées principales a, . ., —? • • •
par les expressions ul t imes S, . . . , S^,, . . . , d'autre part, celles des dé-
. / du dv di: . . . , ,rivées . 1 - 7 / 5 • • ^ -,-3 • • - qui sont principales par les expressions

CtiX C'tiX CdX

ult imes correspondantes, il revient évidemment au même de diffé-
rentier par rapport à x la relation

ô/, :,:.•:::/(.r, y, . . ., u, p, . . ., ̂ /, . . ., T, . . . )„

ce q u i donne

dû/, df df du df d^ df/d^\ df d-^"• „„,»-. ./ i </ i <' i i » i i i i _ • • i—.—" — --.— "-;••" •••••T—' ~illli- "'t"~ "y"" "T"""" ~î" • • • "•1"̂ " " » v i "•/•"' ~r~ . . . "T~ -7- -,— -}-...,
dx a.z' du dx dv dx d]Li \ dx / UT dx

puis de remplacer par leurs expressions ultimes les dérivées princi-
pales qui peuvent alors figurer dans le second membre.

Ainsi, on peut, sans changer le résultat, remplacer dans le second
membre de (4) les dérivées principales par leurs expressions ultimes, ce
qui donnera une expression ult ime de S/^, effectuer seulement alors la
dernière différentiation, et remplacer finalement par leurs expressions
ult imes les dérivées principales introduites par cette différentiatio.n
dans le second membre. Si l'on observe maintenant que â/^, puis les
dérivées dont il s'agit, étant de classes inférieures à j •+1, ne sont sus-
ceptibles chacune que d'une expression ultime, le point qui nous oc-
cupe se trouve entièrement démontré.

3° Considérons deux quelconques des expressions ul t imes dont il
s'agit actuellement de constater l 'identité, et qui se déduisent, comme
nous l'avons expliqué, pardifférentiations et substi tutions, d'une même
équation du. système proposé. Si, sans changer de part ni d'autre
l'ordre relatif des différentiations, on n'opère de substitutions qu'après
la dernière d'entre elles, on tombe sur deux expressions ultimes res-
pectivement identiques aux deux précédentes (2-°), et l'on sait d'ail-
leurs (1°) qu'en procédant ainsi le résultat est indépendant de l'ordre
des différentiations.

Afin. de i'Ec, jNorrnciU'. 3° Série. Tome VjL -— FÉVRIER i8<)0. ^
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II. S?* V égalité identique entre les diverses expressions ultimes de chaque
dérivée principale a lieu jusquà la classe j ^ 3 inclusivement, les deux ex-
pressions ultimes d'une même dérivée principale de classe j -h r , déduites
de deux équations distinctes du système proposé par l'opération indiquée
plus haut. sont nécessairement identiques.

Supposons, par exemple, que les deux équations demi il s 'agit soient

(^
du du
dx " " " " " ' ' ' ? dy

L'une des différentiations à exécuter sur la première est. nécessaire-
ment relative à y, l 'une des différentiations à exécuter sur la seconde
nécessairement relative à x, et celles qui restent ont l i eu de part et
d'autre par rapport aux mêmes variables. Or les expressions "u l t imes
d'une même dérivée principale étant ident iques jusques et y compris
la classe j\ on peut, sans changer les résultats (I), opérer de la man iè r e
suivante sur chacune des équations (5) : i° effectuer (Pahord, la diffé-
rentiatkm relative à y s'il s'agit de la première, re la t ive a x s'il s'agit
de la seconde, et remplacer dans les seconds membres les dérivées
des deux premières classes par "leurs expressions u l t i m e s ; 2° exécuter
ensuite les différentiat ions restantes et remplacer f ina lement dans les
seconds membres toutes les dérivées principales par leurs expressions
ultimes. En vertu de 1,'hypothèse, les résultats sont iden t iques après la
première partie de l 'opération, et par sui te aussi, après la deux ième.

III. Pour les trois premières classes (ou, ce qui. revient au même,
pour les deux premiers ordres), l'égalité ident ique entre les diverses
expressions ult imes d'une même dérivée principale a l ieu d'elle-même
si, cette dérivée est simple (16, 2°), et résulte de l 'hypothèse si cette
dérivée est complexe. On en, conclura, par l 'application répétée des
propositions ci-dessus énoncées (I , I I ) , que cette égalité i dan t iquea
encore l ieu 'pour la. quatrième classe, puis pour la c inquième, et ainsi
de suite indéf in iment .

23. Une particularité essentielle à'noter est que^fe système propose
est passif sans condition dans le cas. où chaque fonction inconnue n a pas
plus d'une seule variable principale. Kfïecti.vementJ.e'ehm'x de l'équa-
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tien à dilîérentier pour obten i r une dérivée principale déterminée n'a
plus alors rien d 'a rb i t ra i re , et le point à démontrer résulte du numéro
précédent (I).

D'une manière générale, le nombre total des conditions de passivité est
égal à la somme de ceux qui pour chaque ^fonction inconnue expriment
combien ses variables principales offrent de combinaisons deux à deux.
Pour des nombres donnés A, g, de variables indépendantes et de fonc-
tions inconnues, il peut donc varier de o, valeur qu'il prend lorsque
chaque fonction inconnue n'a pas plus d 'une variable principale,
à g^-——/, valeur qu'il, acquiert quand aucune fonction inconnue
n'a de variable paramétrique, c'est-à-dire quand le système immédia t
est total (29*).

24. De l 'ensemble des formules primitives, intermédiaires et ul-
times, extrayons un groupe indé f in i fournissant au moins une expres-
sion pour chaque dérivée principale, et considérons-y, pour un, ins tant ,
les variables ;r,y, . . . , les fonctions inconnues u, ^, ... et leurs déri-
vées principales ou paramétriques de tous ordres, comme autant de
Vctriables indépendantes distinctes : lorsque les condit ions in i t ia les (19)
seront choisies de telle manière que les relations dont il s'agit soient
toutes vérif iées quand on substitue, ,d'une part aux variables oc,y, . . . ,
aux fonct ions u, ^, ... et à leurs dérivées paramétriques les valeurs
initiales données, d'autre part à leurs dérivées pr inc ipa les des valeurs
particulières convenables (formant de toute nécessité un système
unique) , nous dirons qu'il y a, relativement aux condit ions ini t ia les
dont il, s'agit, concordance numérique entre les relations du groupe.

Dans un groupe simple, quel qu ' i l soit, la concordance numér ique
a lieu d'elle-même relativement à des conditions init iales quel-
conques.

25. Il nous reste maintenant (20) à examiner si, les conditions
initiales étant choisies de manière à assurer la concordance numé-
rique (24) des relations primitive-ultimes, ou, ce qui revient au
même (16, 5°), des relations primitives, les développements qu'on en
déduit pour les intégrales hypothétiques sont convergents. C'est là
une c o n d i t i o n q u i n'est pas nécessairement remplie, et, dans les deux
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paragraphes qui suivent , nous spécifierons précisément un cas 1res
étendu où elle l'est toujours, et un autre cas où sa réalisation dépend
des circonstances particulières du problème.

Systèmes immédiats qui sont en même temps réguliers ou semi-réguliers.
Réduction d'un système immédiat non linéaire à un système immédiat
linéaire,

26. Quand les fonctions inconnues d'un système immédiat peuvent
être placées dans un, ordre tel que toute variable qui, est pr inci-
pale pour l 'une d'entre elles le soit aussi pour chacune des précé-
dentes, nous écrirons de gauche à droite dans cet ordre les colonnes
correspondantes de son Tableau, et nous dirons qu' i l est régulier. De
cette manière, les fonctions se rassemblent naturellement en groupes
jouissant de cette propriété que, pour deux fonctions inconnues quel-
conques, le partage des variables en pr incipales et paramétr iques se
fait ou non de la même manière suivant qu'elles appa r t i ennen t , au
même groupe ou à deux groupes d i f l e ren t s . A. ces divers groupes, <*(,
en allant de gauche à droite dans le Tableau, nous assignerons les
numéros d'ordre i, a, 3, .. . , et chacun de ces numéros s'appellera
le rang clé régularité commun des fonctions inconnues du groupe
correspondant.

Pour un système de cette espèce, nous écrirons aussi les l ignes du
Tableau dans un ordre tel que le nombre des cases occupées n'aug-
mente jamais d'une ligne à la suivante quand on le l i t de haut on bas,
Les variables se rassemblent ainsi en groupes jouissant de cotio pro-
priété que deux lignes quelconques du Tableau of f ren t la même dis-
t r ibut ion 'de cases pleines et vides ou des d is t r ibu t ions différentes,
suivant que les variables qui leur correspondent appar t i ennen t ou non
au même groupe. A ces divers groupes de variables nous attribuerons,
de même, les rangs de régularité \, ̂ , 3, ..., en parcourant le Tableau
de haut en bas.

Par exemple, le système (2) du n° 9 est régulier; plus générale-
ment aussi tout système dans lequel le partage des variables en princi-
pales et paramétriques $'opère de la même façon par rapport à toutes les
fonctions inconnues : en pareil cas, ces dernières ont toutes le rang i ,
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elles variables indépendantes ont le rang î ou 2, suivant qu'elles sont
principales ou paramétriques. Dans cette catégorie se rangent, en parti-
culier, les systèmes d'équations différentielles totales.

Le système écrit ci-dessous

(^)

du
'dï

d^
'dx

d(v
dx

du
dy

est encore régulier s'il est immédiat , c'est-à-dire si les dérivées para-
métriques contenues dans les seconds membres d'une colonne quel-
conque n'appartiennent à aucune des fonctions qui correspondent aux
colonnes antérieures. Les fonctions a, (), w, s y ont respectivement les
rangs i, 2, 3, 4> <ît de même les variables x , y , z, t.

Nous appellerons irrégulier tout système immédiat non régulier, et
semi-régulier tout système immédiat et irrégulier pouvant se déduire
de quelque système immédiat et régulier par la suppression de cer-
taines équations différentielles. Par exemple, le système ( i ) du n° 9
est i r régul ier ; tout système immédiat dont les seconds membres ne
cont iennent aucune dérivée des fonctions inconnues est nécessaire-
ment semi-régulier lorsqu'il n'est pas régulier, car on peut alors l'ex-
traire de quelque système d'équations différentielles totales.

27. Nous dirons encore qu'un système immédiat est linéaire quand
les dérivées (paramétriques) des fonctions inconnues entrent toutes
linéairement dans les équations qui le composent. Chaque second
membre se réduit alors à une somme de termes dont l'un est une cer-
taine fonction des variables indépendantes et des fondions inconnues
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seulement , tandis que l 'un quelconque des termes restants est le
produit d ' une semblable fonction par que lque dérivée p a r a m é t r i q u e .
Par exemple, l 'équat ion aux dérivées partielles

M

„ , élu -., / cl(f\
•^ a^^^y-^-cly)

constitue un système linéaire si son second membre est de la forme

Uy )(^y,//) .-^.U•y)(.r,y,^)^.

II faut aussi rattacher les équations diff'érejitielics totalea aux systèmes
linéaires, puisque leurs seconds membres ne renterrnent.point de déri-
vées.

28. Etant donné un système i m m é d i a t que lconque , supposons qu 'on
assigne à ses intégrales ordinaires des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s choisies au
hasard, mais jouissant, bien e n t e n d u , de la doub le proprié té énoncée
au n° 20. A. l 'aide des re l a t ions contenues dans un groupe s imple dé-
terminé de formules pr imi t ives , i n t e rméd ia i r e s ou u l t i m e s ("n° 46, 6°),
on peut év idemment , et d 'une seule manière, construire des séries en-
tières dont les sommes co ïnc ideront avec les intégrales cherchées, si
toutefois ces dernières existent; mais on ne peut , aff i rmer que les déve-
loppements ainsi, construits fournissent des intégrales du, système
proposé avant de s'être assuré et de leur convergence, et de la concor-
dance numérique des formules primitivo-ultirnes relativement aux
données initiales. Quoi qu'il en soit de cette dernière condit ion, si
celle de convergence se trouve remplie, nous dirons, pour abréger,
que les sommes de nos développements sont des intégrales fictiçes du
système en question satisfaisant auuc conditions initiales choisies.

^ 29. Tout système partiel joutant de la triple propriété d'être immé-
diat, régulier et linéaire, possède un groupe- d'intégrales ̂ fictives répondant
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à des conditions iniliales données, et construites à F aide d'un groupe
simple donné de relations primitwes, intermédiaires ou ultimes.

Jusques et y compris l 'alinéa III du présent numéro, nous suppose-
rons simplement que le système partiel auquel nous avons affaire est
immédiat et linéaire, sans nous inquiéter de savoir s'il. est régulier ou
non. Nous nommerons alors

\i, i\ le système dont il s'agit;
x ( } ' > ,Y{^ • • • ^es valeurs ini t ia les des h variables indépendantes «r, y, . . . ;
UQ, ç\p . . . celles des ^ ' fonct ions inconnues u, ç, .. .;
u, ç, . . . les dé terminat ions ini t ia les de ces dernières;
(^r) le groupe s imple de formules qui , conjointement avec les détermi-

na t ions i n i t i a l e s , nous servira à construire les développements en
séries des intégrales hypothét iques , et que nous pouvons toujours
supposer ne contenir exclusivement que des relations ult imes
('n° 16, 6°);

' ^ ( , V , Y , . . . , u, ç% . . . ) , . . . , les coefficients des dérivées paramétriques
don t le caractère i m m é d i a t du système [ i , /| autorise la présence
dans les seconds membres de ses diverses équat ions;

co(^*, y, . . . , u, p, . . . " ) , . . . les termes indépendants de ces dérivées
dans les mêmes seconds membres.

Cela. posé, nous démontrerons les points suivants :

I. Si l'on désigne par

^, ai, aa, . . . , î2/,, pi, pa, . . . , jSy

des constantes positives (juelconcfties, par e une constante positive plus pe-
tite que i , et si l'on pose, pour abréger,

T • : . - ai ( .2- ~1- ,^p ) -S-- ̂  (Y ••-- Jo ) 4-- . . 4- Pi ( //. • --- ^<,,; --s- ^2 ( P --11- i»o ) -t- . . . ,

0(r)^^.

le système différentiel total obtenu en égalant à

^^(T)( h ) l-^e-w
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Pi du (3 2 dv
a^ doc ai dx

pi <r/̂  ^ r/c
a^ dy 03 ^y

admet un groupe d'intégrales ordinaires olotropes en ^o,yo» • • • ei '^.Y rG"
duisant respectivement à u^, P(), ...; les dérivées de tous ordres de ces inté-
grales ont des valeurs initiales essentiellement réelles, positives et indépen-
dantes des valeurs particulières choisies pour x^, y^, ,.., u^, ç^, .,..

' Effectivement, ce système mis sous forme immédia te est, passif, a ins i
qu ' i l est facile de s'en assurer, et admet par conséquent ('n°3':P) un.
groupe d'intégrales ordinaires satisfaisant aux cond i t ions in i t ia les d o n t
i l s'agit. Si l'on développe main tenant la fonct ion ©Cr) s u i v a n t la for-
mule

1 -h T --h T2 4- . . . ,

et qu'après avoir remplacé T par sa valeur on ordonne par rapport aux
puissances de

x — XQ, y — yo, . . ., a - • • //„, ^ • - 1 • (.»(,, . . .,

on voit immédiatement que les valeurs in i t i a l e s de cette (onct ion et de
ses dérivées de tous ordres sont essentiellement réelles, positives et
indépendantes .des valeurs particulières choisies pour^yo, . . . » u^,
^o, . . . . Il en est de môme de la fonction ----^^ qu'on peu t déve-
lopper suivant la formule

j -r-se-i^^e^r-. . . ,

par suite enfin du produit ^©(^)"'11111-;1-""1-^ second, membre c o m m u n a
toutes les équations1 différentielles du système to ta l . Les valeurs, in i -
tiales des dérivées de tous ordres de nos intégrales jouissent donc»
elles aussi, de là propriété énoncée; car, en vertu des formules ultimes
appliquées à leur calcul, elles se présentent sous forme d'expressions
entières, sans aucun signe ---/par rapport aux valeurs ini t ia les de la
fonct ion (6) et de ses dérivées partielles. ^ -
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II. Les intégrales dont nous venons de constater l'existence vérifient
identiquement un système [I, L"[, immédiat et linéaire comme \i, IL et pré-
sentant cwec lui cette seule différence que /es diverses fonctions

^(.r, y, . . ., u, v, .. . ), ..., G.)(..r, y, . . . , / / , ( ' , . . . ) , ...

s'y trouvera remplacées par des Jonctions de la forme À© (r ),..., où 'À, ...
désignent des constantes positives.

Soient, en effet,

(8 ) du _
~d.x ~ ' ' '

Pline des équat ions du système \i, / ] ; q le nombre, an moins égal à i ,
des dérivées paramétr iques dont le caractère immédia t du système
autorise la présence dans le second membre de l 'équation (8) (10);
et v ^ , v ^ , . . . , v^ des quanti tés positives vérifiant la relation

De l'équation
Ê-i du ' - ̂ îL
ai fix ~ ï — £ ©(r) '

qui figure dans le système différentiel total défini à l'alinéa I, on tire
immédiatement

(.„ £-^<»W^,«'M£ ̂ ...^.W^.

Comme les diverses quant i tés ( ^ ) deviennent identiquement égales
entre elles par la subst i tut ion à ///, c, . . . des intégrales considérées, la
dérivée c— ne d i f fè re alors que par un facteur constant positif de cha-

Cii i..V ~

cime des q dérivées qui. f igurent éventuellement dans le second
membre de l 'équat ion (8); rien n'est donc plus facile que d' introduire
ces q dérivées respectivement dans les q derniers termes de l'équa-
tion (9) à la, place de ^- On fera des calculs analogues au précédent
en considérant l 'une après l 'autre toutes les équations du système [z, /],
et il est clair que le système [I, L] ainsi, obtenu satisfera a toutes les
conditions énoncées.

Â/ i i t . clé l'Kc. Normeife. 3° Série. Tome VIL - FKVIUEK 1890. j
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Nous nommerons v , . . . toutes les quanti tés analogues à v , , v;. . . . ,
Vy qui f igurent dans les seconds membres de ces nouvelles équat ions ;
'V{x.,y, ..., u, v, . . . '), . . . les coefficients des dérivées paramétr iques
et û(.r, y , ..., u, v, . . . ' ) , ... les termes indépendants de ces dérivées
dans les mêmes seconds membres; enfin Y, <!>, . . . les dé te rmina t ions
initiales, relativement au système [I, L j , des intégrales dont nous ve-
nons de constater l'existence.

En désignant par A', ... celles des constante!,- 5,, ... (/(d figurent dans
l'-une ou l'autre fies fondions W (se, y, ..., u, v, ... ), . . ., et par A", .. .
celles qui figurent dans V une ou. l'autre des fondions iï(x, y,..., u, v,...),...,
on voit immédiatement que /es premières ont des expressions indépen-
dantes de [j., et les secondes des expressions linéaires par rapport à u..

III. Soient r une constante positive inférieure a tous les oloinetres
des composantes '\>(x, y, ...;u,v, . . . ) . ..., œ (.r,y,...;?/, v , . . , , , .,.,
et des déterminations initiales u, 9, ... pour les valeurs initiales de
leurs variables respectives; M, ... d'au Ires constantes positives en
même nombre que les fonctions ^, ..., et respectivement supérieures
(ou égales) aux modules que ces dernières peuvent, acquérir a l'inté-
rieur et sur les circonférences des cercles de rayon /• ayant pour cen-
tres les points ,v,, y,, ..., «„, <>„, ... : j ) est clair que 'les constantes
M, ..., his constantes v, ... et les constantes À', ... se correspondent
respectivement.

Supposons actuellement que, par un choix convenable des constantes

(rt^ otl' sî" • • • ' ^î Pi, Pu, ..., p,,,; £; V, ..,,

on puisse réaliser à la fois toutes les conditions sidvanU's : en même temps
que la constante s est inférieure à VunUcet r/tte les diverses constantes v, ...
figurant dans une même équation quelconque du système [ 1 , L| ont une
somme égale à £, comme l'exige la défînuion du système dont il s'agit,
les constames a., a,. ..., a,, f^, fJ,, ..., ̂  sont toutes supérieures (ou
égales) à }., et les constantes A', ... [dont les râleurs dépendent de celles
qu'on attribue à (ro)] respectivement supérieures (ou émies) aux con-
stantes M, .... 0 /

Cela étant, le système [ i , l] admet certainement un groupe d'intégrales
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fictives répondant auoc déterminations initiales u, o, .".., et construites à
l'aide des relations ( ^ } .

Eliectivenient, soien t
N une quant i té positive supérieure à tous les modules que peuvent ac-

quér i r les composantes co, ... et les dérivées premières des fonc-
t ions u, y, ... à l 'intérieur et sur les circonférences des cercles de
rayon r ayant pour centres les valeurs ini t iales de leurs variables
respectives;

a la p lu s pet i te des quantités a, , a^, .. « , a/,;
B la p lu s grande des quant i tés p i , pa, ..., p^.

Prenons enf in pour la constante pi, encore indéterminée, une valeur
vér i f ian t l ' inégalité

( I ' ) po^N^.a.

Gela é tan t :
i° Puisque les constantes A', . . . sont respectivement supérieures

aux constantes M, . . . , et les constantes a ^ , a^, . . . » a/,, f^ , f^, . . . , (3^
toutes supérieures à -^ on voit sans peine que, par rapport aux valeurs

initiales ,r<», j<p ..., ^y, ç^, ..., les fonctions ¥*, ... sont respectivement
majorantes ( 31 *, 1 ) pour les fonctions

M
,y .̂  ,f^ ......j,,,,, y — Jo "•1-- . . . •••4-- // --1- (1^ -h F — i'o + . . . 5

/'

qui , à leur tour et en vertu du même ra isonnement qu 'au n° 31"' (II),
sont respectivement rnajoranl'es pour les/onctions '^, . . . . D'autre part,
les constantes X^, . . . , au moins égales à p. , . ? sont toutes supérieures
à N en vertu de l'inégalité (11) : les fonctions û, . . . sont donc majo-
rantes pour

N
J- — .7',, -1!1- Y ••--• Vtt •-r ... -I- // — //o 4- P — t'o -i-. . .

/•

et, à plus forte raison, pour les fonctions 0)5 ....
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2° II est clair que les valeurs i n i t i a l e s des dérivées de tous ordres
des fonctions Y, <I>, . . . coïncident avec les valeurs in i t i a l es des déri-
vées semblables des intégrales don t nous avons constaté l 'existence
dans le système différent iel total considéré à l 'a l inéa L Or dans ce
dernier, mis sous forme immédiate, le second, membre d 'une équat ion
quelconque est évidemment majorant pour

^ ©(r)
BIJ' T^'sW(j') '

et à plus forte raison pour

( r 9. ) •F- [j. @ [ a (.v — ./•„ -i -. y • jo 4-...)],

car on voit aisément que la suppression du dénomina teu r i — S^T'),
puis la d iminu t ion des coefficients posi t i fs a, , a^, .. „ , a/, et ^.,, ^, . . . ,
f^,., qui se prouvent remplacés, .les premiers para , les seconds par o,
ne peuvent que d iminue r les valeurs i n i t i a l e s de la fonc t ion et de ses
dérivées de tous ordres; d 'ai l leurs, en vertu de ( 1 1 ) et de a " " • > " ' • » la"1" /<

fonction (12) est à son ' tour majorante pour

03) N© ^(,z ï~.r,4•• l•y~yo+...) 1

Donc les seconds membres des équations du système di f ïe rent ie l total
mis sous forme immédiate sont tous majorants pour la fonc t ion ( i3)
relativement aux valeurs initiales x^ y^ , . . , u^ ^, .... Des lors, si
l'on considère d'une part le système dont il s'agit, d/antre part le sys-
tème différentiel total év idemment passif qui se dédu i t du précédent
en y remplaçant tous les seconds membres par la fonc t ion ( î3 ), il ré-
sulte immédiatement de la forme des expressions u l t i m e s (15), (16, 3°)
que les dérivées de tous ordres des intégrales déterminées par les con-
ditions initiales u =: u,, y ̂  ç^, . , . pour x ^ x^ y ^ y,, ... auront
dans le premier des valeurs/ ini t ia les supérieures à celles qu'elles pos-
sèdent dans le second. D'après cela, /a valeur initiale (rime démée
quelconque d'ordre m de Y, 4>, . , . , surpassera la quant i té

^ \ . î-t . .. ( m — ï )
J^ »„.„.„...,..„„-.„„.„ ,. ,,„.,,.., ..,..„.,„.,.,„„,,„.,,.,,„„,.„ y
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et à plus forte raison (comme dans ï° ) le modale de la valeur initiale de
la dérivée semblable de u, y, . . . , qu'on peu t considérer comme une dé-
rivée d'ordre m — i de que lqu 'une des dérivées premières.

3° Les relations primitives, intermédiaires et ul t imes, se correspon-
dant respectivement dans les deux systèmes [7, / ) , J I', Lj , on peut, aux
relations (îîr) du premier système, faire correspondre dans le second
un groupe de relations que nous désignerons par (II). Or les exprès",
siens u l t imes fournies par (II) sont entières par rapport aux fonctions
W, . . . , Q, .. . et à leurs dérivées part iel les, comme aussi par rapport
aux dérivées partielles des fonc t ions Y, ̂  . ..; et les expressions ul-
times fournies par(^) sont composées exactement de la même façon
avec les fonctions ^, . . . , co, . . . , leurs dérivées partielles, et les déri-
vées des (onct ions u, y, . . . . Donc, en vertu de ce qui précède (i°, 2°),
les intégrales du système \ 1, JL | dont Inexistence a été constatée plus haut ( I I )
admettent pour leurs dérivées principales de tous ordres des valeurs ini-1

tuiles respectivement supérieures aux modules clé celles que donnent les
formules ( ^ ) et les déterminations initiales u, y, ... pour les dérivées sem-
blables des intégrales fictives dont l'existence est à démontrer.

4° Les développements des intégrales considérées du système [ I , L|
étant de toute nécessité convergents, il résulte inimédiatement de ce
q u i précède ('2°, 3°) que les développements construits à l'aide des
formules (CT") et des déterminations in i t ia les D, y, . . . ne peuvent man-
quer de l'être aussi.

IV. Tout se rédui t main tenan t à prouver qu'en supposant régulier
le système |^, /|, les condit ions énoncées au début de l'alinéa III peu-
vent être satisfaites toutes à la fois par un choix convenable des con-
stantes (10). A cet effets nous fixerons arbitrairement les constantes s,
v, ... sous les seules conditions exigées par la dé f in i t ion du système
[I, L](I , II) , et nous ferons voir qu'en désignant par F, Q deux con-
stantes positives absolument quelconques, on peut trouver pour a ^ , ...,
a^, ^, . . . , I:L des valeurs toutes supérieures à P» et telles que les con-
stantes V,... soient toutes supérieures à Q.

Nommons a, p ^ y , Y) quatre constantes positives, et prenons : i°pour
a^ a^, ... les'produits de y par des puissances de a dont les exposants
soient respectivement égaux aux rangs de régularité des variables^,
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j, . . . dans le système | i, l] ou [ 1, L | ; ^° pour p.,, ^, . . . les produits
de T] par des puissances de p dont les exposants soient respect ivement
égaux aux rangs de régularité des fonct ions inconnues //-, v, .... Dési-
gnant enfin par n la plus peti te des constantes v, . . . » assujettissons
a, [3, y, Y] à vérifier les inégalités év idemment compatibles

(i4) a< i , ( i 5 ) a - 0 '

06) (3>i, ' ( 1 7 ) Q .

p s-^
(1,8) y>^, (K)) Y]>p-

Cela posé, on voit immédia tement qu'en vertu, de ( r / i ) d - O ^ ) , les
constantes appar tenant respectivement aux doux groupes a,, . . . , a/< et
p i , ..., ^ sont au moins égales, les premières a ya\ les dernières a
ï]^t, et que dès lors, en vertu de ( ' 1 8 ) et ("19"), elles sont les unes et
les autres supérieures à P.

D'autre part, si. l'on désigne par /c/), . . * les diverses variables de
rang./', par ^/(), ... les diverses fonctions de rang k du système | f , L|,
par /^ , . . . , ̂ \ ... leurs valeurs ini t iales, l ' une quelconque des équa-
tions qui composent ce système est de la tonne

( ̂  - ̂ \ ̂  ê [f' •+ 7ajf/ {tu!f) " " '(•<;'))+< • > • i ' 1 " r^t! {sw ""•' ̂ )) + • • • ] + • • '
(ao) / p.ki^k ^/çî^o
' 1/ 1 + ̂  ̂  ̂ [...+ Y^UW ̂  ̂  ,.i..,..+ r^^"^ . ^ . . . ̂ )) 4-.. . ] ̂ ,̂)

et il s'agit de taf re voir que la constante v .,:„„:- est nécessairement su-
périeure à Q. Observons à cet eiïet qu 'el le ne peut tomber au-dessous
de

fi/c' /<;
(-) n^r

SiK > À, la différence/ — j peut avoir une valeur entière quelconque
n'excédant pas l'iatervalle.d.e — (À — r ) à h— i, et, comme les con-
stantes a, (S sont lapremière infér ieure , la seconde supérieure à l 'unité,
l'expression (21) surpassera toujours npa^, et à plus forte.raison Q en
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vertu de l ' inégal i té ( 1 7 ) . Si î ^ - ^ k , on a nécessairement f ^>j\ parce
que, alors, polira comme pour^, la variable t^ est principale et l'autre
^•/0 paramétrique relativement au. système [I, L|; la plus petite valeur
possible de la même expression sera donc ^? quan t i t é encore supé-
r ieure à Q en ve r tu de l ' inégalité ( i5) . Le cas d e ^ < < ^ n e peut d'ail-
leurs se présenter ; car alors, des deux fonctions s ^ ' , s^, la première
aurai t un rang de régularité in fé r ieur à ce lu i de la seconde, et par
suite aucune dérivée de ^(//) ne pourra i t figurer dans le second membre

• de l ' équat ion (,20') qui, a pour premier membre une dérivée de s^.

30. La proposition du numéro précède/il subsiste pour tout système im-
médiat. et linéaire pouvant se déduire de quelque système partiel, immédiat
et régulier) par Ici suppression de certaines équations différentielles.

Il est év idemment permis de supposer que le système partiel , immé-
d ia t et r égu l ie r d o n t parle l 'énoncé, est lui-même l inéa i re : désignons
alors par \\i, l\\ le système proposé, par \i, l] celui d'où on peut l'ex-
traire, et par (y ) l 'ensemble des équa t ions qu ' i l f au t adjoindre au pre-
mier pour o b t e n i r le second. Le système auxi l i a i re [I, L] considéré au
n u m é r o précédent (IL) se compose é v i d e m m e n t de deux groupes

[[U-IL (X)
qui correspondent respectivement aux groupes

[1:^ Œ. (x)
dont se compose [ ^ ^ | . Si Fon fixe arbitrairement les constantes £,
v, . . . sous les seules conditions exigées par la déf in i t ion du sys-
tème [I, L |, il résulte de ce que nous venons de voir (29, IV) que, P,
Q désignant deux constantes positives absolument quelconques, ou
peut trouver au-dessus de P des valeurs de a, , .. , a/,, p , , . . . , .̂ ren-
dan t supér ieures à1 Q les diverses constantes A", . . . du système |I, L |,
et par su i te celles du groupe | | , I ,L ] J . Il su f f î t ma in tenan t , pour
achever la démonst ra t ion, de se reporter à la proposition énoncée dans
l 'a l inéa III du numéro précédent.

31, La proposition du n° 29 ne cesse, pas d'être vraie lorsque le système
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différentiel considéré est total, ou qu il peut se déduire de (fuelque systêm,e
toteil par la suppression de certaines équations.

Nous supposerons, comme toujours , que le groupe s imple de for-
mules à l 'aide duque l ou construit les développements est ent ièrement
composé de re la t ions u l t imes . Nous nommerons

XQ, jo, ... les valeurs ini t iales des A variables indépendan tes <'r,y, . . .;
UQ, ^o î • • • celles des ^ fonctions inconnues u, ^, ...;
u, ©, ... les déterminations ini t ia les de ces dernières;
où (^, y, . . . , //, 9, . . . ' ) , . . . les seconds membres des équat ions propo-

sées;
r une première constante positive infér ieure à tous les olometres des

fonctions oj, . . . , u, ç, ... pour les valeurs i n i t i a l e s de leurs variables
respectives;

(JL une deuxième supérieure à tous les m o d u l e s que les fonc t ions co, ...
et les dérivées premières de u, c?, . . . peuven t a c q u é r i r a l ' i n t é r i e u r
c l / s u r les circonférences des cercles de rayon r ayant pour centres
ces valeurs in i t i a les .

Nous poserons enfin

A(.r, r, ..., u, F, ...; ̂ , .— ^ - . .. . - ^ . ^ ^ , , , . , , . . . , ,,...^. 5
,r — .z'd -j- y — /ro -•i1-... "•(•" f( — /^ " 4 1 - 1 1 -1--' ^0 "4- ' - . . -

/•

et nous considérerons le système total obtenu en égalant ' ii
K ( x , y , . . . , u, v, ..,) les gh dérivées

du cf^
- , • i • ; • - i ' • ^d,c (IT

du dv
•- • : • " ! • - . ' 5 " * • ldy d ' y

Ce système passif possède un groupe, d'intégrales o rd ina i res , olo-
tropes en .z-o, jo, . . . , s'y réduisant respectivement a u^ y^ . . . , et
possédant des dérivées de tous ordres don t les v a l e u r s . i n i t i a l e s sont
essentiellement réelles, positives et indépendantes des valeurs par t i -
culières, choisies pour^'o,,}^, . . . , a^ {\^ ...; les intégralesen quest ion
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vérifient donc aussi le système, extrait du précédent, dont les diverses
équations ont respectivement les mêmes premiers membres que celles
du proposé. En appelant Y, <I>, . .. les déterminations init iales de ces
intégrales relativement au nouveau système ainsi obtenu, on verra
sans peine : i.° que la fonction A est majorante pour toutes les fonc-
tions co, . . . ; 2° que la valeur in i t i a le d 'une dérivée quelconque de Y,
<I>, ... surpasse' le module de la valeur i n i t i a l e de la dérivée semblable
de u, ç, . . . . Apres quoi, la comparaison des formules ult imes corres-
pondantes dans le système proposé et dans celui qu'on v ient de former
prouvera immédiatement l'existence des intégrales fictives.

32. Au sujet des proposit ions qui font l'objet du numéro précédent
et de l 'alinéa .111.' du n0 29, on pourrait faire des remarques analogues à
celles du n° 32^. Nous les supprimons à cause de la longueur de leurs
énoncés, /nais le lecteur y suppléerait fac i lement au besoin.

33. Les propositions successivement démontrées aux n0-** 29, 30
et 31 peuvent se résumer dans l 'énoncé suivant :

Tout système différentiel jouissant de la triple propriété cV être immédiate
régulier ou semi-régulier, et linéaire, possède un groupe d'intégrales fic-
tives répondant à des conditions initiales données^ et construites à l'aide
d'un groupe simple donné de relations primitives, intermédiaires ou ultimes.

D'après cela, un semblable système possède un groupe unique d'inté-
grales ordinaires répondant à des conditions initiales choisies de manière
à assurer la concordance numérique des relations primitivo-ultimes, Car,
ainsi que nous l'avons vu au n° 20, tout se réduit alors à démontrer la
convergence des développements des intégrales hypothétiques, qui se
trouve assurée par la proposition précédente..

34. Tout système immédiat, régulier et non linéaire ̂  possède un groupe
unique d'intégrales ordinaires répondant à des conditions initiales choi-
sies de manière à assurer la concordance numérique des relations primi-
tive-ultimes.

Sauf aux alinéas III et VI, nous supposerons simplement que le sys-
tème différentiel considéré est immédiat et non linéaire, sans nous in-
quiéter de savoir s'il est régulier ou non.

Afin, de l'Ec. Normale, 3° Série. Tome VU. —FÉVIUKH i8()0. ^
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I. D'un système immédiat et non linéaire quelconque, nous dédui-
rons d'abord un système linéaire par le procédé suivant :

i° g désignant toujours le nombre des fonctions inconnues et h
celui des variables indépendantes, adjoignoiis aux fonctions inconnues
du système donné de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal à
celui des diverses dérivées paramétriques; écrivons dans les cases
vides du Tableau de nouvelles équations différentielles exprimant
l'égalité entre les nouvelles fonctions inconnues et les dérivées para-
métriques des anciennes ; remplaçons enfin dans toutes les équat ions
proposées les diverses dérivées paramétriques par les nouvelles fonc-
tions inconnues qui leur correspondent : nous obtiendrons ainsi un
groupe (E) composé de gh équations.

Par exemple, si. le Tableau du système immédiat proposé cont ient la
colonne

(^

(22)

! (^)

Cr)

(.)

(0

(0

dit
dz =::"'

du.
ds ::":;" '

les équa t ions qu'il faudra écrire dans les cases vides de la colonne en
question seront

(23)
du
dx

du, _ ^ ,
——-———— M.""". U' y ,

dy y
du
-dt =: uh

où u^ Uy, u^ désignent de nouvelles fonctions inconnues. •
a0 Dans le système (E) évidemment immédiat (puisque les seconds

membres, ne contiennent; plus aucune dérivée:), toutes les variables
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sont devenues principales par rapport à chacune des anciennes fonc-
tions inconnues, et Pon peut, pour chacune de ces dernières, diviser
en trois groupes les dérivées complexes du second ordre : les unes
sont prises par rapport à deux anciennes variables principales de la
fonction considérée, les autres par rapport à une ancienne et une nou-
velle, les autres enfin par rapporta deux nouvelles, et à chacune de ces
dérivées correspond, comme on sait, une condition de passivité (22).
Parmi, ces diverses conditions, nous prendrons seulement celles qu i
correspondent aux dérivées de la seconde et de la troisième espèce, et
nous les considérerons comme de nouvelles équations différentielles
que nous adjoindrons aux précédentes. En prenant le même exemple

[ /'> "~i
que ci-dessus (i°), et dés ignant par — Ç ^ . , . . . les conditions de
passivité qui correspondent respectivement aux dérivées complexes
.̂,̂  ..., |^ fonction u nous fourn i ra ainsi deux groupes de nouvelles

équat ions diflerentielles. L'un d'eux contiendra les équat ions

('^) dx dz
d^u' "i r ^^-1 r d l 2 l i 1r̂ u^ï Wcuydx ds

d'2- it
TJ'Fdz

~ d12 u "'
^7^

ayant respectivement pour premiers membres

dff^
71:;"

du'.y. duv du y d(('(
Th'

du1! ^
^

et l 'autre cont iendra les équations

r^2
\Ar

cl^u '
" d £

d2 u
dx dt

~ €^u ~
dx. dy

qui, devroni être écrites de la manière suivante : considérant les équa-
tions ajoutées à la colonne (u) dans l'ordre relatif (23) où elles se
trouvent quand on parcourt cette colonne de haut en bas, on formera
les conditions de passivité dont il s'agit en comparant d'abord la der-
nière de ces trois équations aux deux précédentes, puis l'avant-
dernière à la précédente, et en ayant soin de choisir pour,premiers
membres les dérivées de u'^ dans le premier cas, celles de u dans le
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second; on obtiendra ainsi

(25)
du't _ du'y diLf __ diiy du'y dif.^
djc dt dy dt. dx " ' d'y

3° Cette suite d'opérations, répétée en considérant successivement
toutes les anciennes fonctions inconnues, fournira deux groupes (F),
(K) de nouvelles équations différentiel les, composés, le premier d'é-
quations analogues à (24,), e l l e second, d'équations analogues à ( " 2 f > ) .
En désignant par (G) ce que deviennent les équat ions (F) lorsqu'on
en é l imine , au moyen des équations (K), les dérivées f igurant dans les
premiers membres de celles-ci, on obt ient on. déf in i t ive u n système
différent iel composé des trois groupes

W (E), ( G ) , (K) .

II. Etant donné un. système immédiat non linéaire, le système (26}
qu'on en déduit à l'aide du procédé ci-dessus ifidu/ué ( 1 ) est immédiat
et linéaire.

Si le système dont il, s'agit est imméd ia t , il est év idemment l i n é a i r e
(27).

Pour démontrer qu'il est immédiat , écrivons ses diverses équations
dans les cases d'un quadrillage rectangulaire d'après les dérivées qu i
figurent respectivement dans leurs premiers membres. Il est bien fa-
cile de voir comment les cases pleines et vides se trouvent alors dis-
posées dans les colonnes qui correspondent aux nouvelles fonctions
inconnues : si le Tableau du système proposé contient par exemple
la colonne (22), nous aurons comme cases vides dans la colonne (u[ )
celle qui correspond à la ligne (/), dans la, colonne ( U y ) celles qui cor-
respondent aux lignes (y) et {t), dans la colonne (u,) celles qui cor-
respondent aux lignes (<r), ( y ) et (/). Et on rangeant ces trois
colonnes dans l 'ordre suivant :
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(^) X) w
(.2-)

( y )

du'f _ du'^ du'y _ dil'y
dx dt ~dx û^

dt

dn'f
7ls~

du\,
7/T

ds ""•

^
^^

r/̂ ,,,
'7/,r1

1 (^
i,

i t est clair que, dans une ligne horizontale quelconque du. Tableau par-
tiel a insi obtenu, toute case située à droite d 'une case vide est égale-
ment vide. Supposons m a i n t e n a n t que, dans le système immédiat 'pro-
posé, toutes les variables paramétriques de la, fonction u le soient aussi
pour une autre fonction 9, et que le Tableau de ce système cont ienne
par exemple les deux colonnes

!

(•»)

(.7)

(28) /' du flv
(s} r f^--- ds

1 \ ^u(,) ^

(^
i
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Alors les trois Tableaux partiels

(^)

(7)

(s)

(î)

(<)

<^4 ^^x
d^ ~ dt

du'f du'y
dy ~~ ~dt

du'f
ch " ' " ' " '

du\
~ds ' = " "

^ ̂  dv-
dx ~ " cît

dv\ d{\-
dy "~" TU

d^
dz " " " " " "

^ — ̂ !ids " 7it

dv', d^
d.v "~ ds

^ ,- d^
dy ds

d^
dz ~" ' "

dv\. d^
dx "" "dy

d^.
dz i'~ ' ' '

,y,.
fis " " " " •

' il,,. )

(,r)

0-)

(--)

(•()

(0

[ U y )

du Y du y
dx d'y

du! y

duy
"̂ 7 ""' * •

(^•J
dvy d\^.
7[x ~" '"dy

dv'Y
7!z :1"" ' ' '

('';,.)

</»•:,
'fiz "~ ' ' '

(.r)

(7)

(-^

(.<)

«l

^ ̂  )

du'^
^ :-;;. . .

,^^^^^^^^^

ds 1 " ' ~ " ' f '

dont les colonnes se trouvent associées et rangées su ivant une loi, f ac i le
à apercevoir, jouissent de la même propriété que le Tableau (,^7).

Cela posé, je d i s 'que le système auxiliaire (26) est immédiat.
Si l'on considère, en effet, le Tableau total, dans les cases duquel

nous avons supposé écrites les diverses équations de ce système, les
colonnes qui correspondent aux, anciennes fonctions-inconnues sont
entièrement pleines etne cont iennentdans leurs seconds membres au"
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cune dérivée, que l le qu'elle soi t ; les colonnes qui correspondent aux
nouvelles ne c o n t i e n n e n t dans leurs seconds membres aucune dérivée
des anciennes. Examinons alors quelles dérivées des nouvelles fonc-
t ions inconnues f igurent dans ces derniers seconds membres.

Soient u une fonct ion i n c o n n u e quelconque du système proposé, et
( 2 2 ) la colonne correspondante : pu i sque le système proposé est im-
média t , les seconds membres des équat ions de cette colonne pourront-./-.. - / . - . / -(lu

Ty
du
Tu''contenir les dérivées et n u l l e autre dérivée de u. Dès lors.

les équat ions des groupes

(3o)

[ d^u\^dTdz^
j

^
^IxdzY

"" rfiu "
jly'dï^

y

5

"' (^ U. '

"dT'ds
' C^U '

d y ' d s ^
' rPu '
dx as

pourront contenir dans leurs seconds membres les dérivées des groupes
respectifs

<:lu\.
~,u'
du'yy
dtt'.f
" d x '

dU'y

7iî'
dU'yy
di^
~dx'

dif'f
"dl^
du'f
•dy''
du.',
TZï'

et nu l l e autre dérivée des fonct ions
( 3 ï )

Finalement, si, dans les équations (3o), on t ient compte des équa-
tions (aS) et qu^on leur adjoigne ces dernières, les colonnes (^), { U y ) ,
(u.^) ne pourront contenir dans leurs seconds membres, comme déri-
vées des fonctions ( 3 ï ) , que celles des groupes respectifs

du',
'dT'
dû1,y

w9
du',
dx

du'Y
~dt '
du',
-y

du'.,
7/7'

du\ ^
Tu )

du'j
^cit9

du!y
"'cU "
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En je tant alors les yeux sur le Tableau partiel (27) , on se convaincra
que les condi t ions requises" pour le caractère immédiat du système
auxiliaire se trouvent de ce côté satisfaites.

Soient main tenant u et v deux fonctions inconnues quelconques du
système proposé. Si quelque variable principale de () y est paramé-
trique pour u, les seconds membres des équat ions de la colonne (// )
dans le Tableau correspondant ne contiendront aucune dérivée de ^; par
suite, dans-le Tableau du système auxiliaire, les seconds membres des
équations des diverses colonnes (Y) ne cont iendront aucune dérivée
des diverses fonctions ï/. Supposons, au contraire, que toutes les va-
riables paramétriques de a le soient pour v dans le système proposé, et
que les deux colonnes correspondantes soient, par exemple, celles du
Tableau partiel (28). Les seconds membres de la colonne ( u ) pouvan t
contenir les dérivées d^ (—. ̂ ; d^ et nulle autre dérivée de P, les
équations des groupes (3o) pourront contenir dans leurs seconds mem-
bres les dérivées des groupes respectifs

d^; d^y d.{^ d^
Tu'"3 W ^"'cir " d t 7

dv'y dV.y d^, dv'f ^
dy '3 dy y dy J dy J

dv'^ dv'^ d^. d^f
dx ) dx ; dx ? 'dx 7

et nulle autre dérivée des fonctions

(3 a) ^ ^ ^ ^

Finalement, si, dans les équations (3o), on t ient compte des équat ions

dçlt —— d^ ^ • d^ ^'l ^'T
1 ^ "~" "dt ' dy ":::; ^'"> dx ':i:~" "df''

ch/s --•• d^ d^ €u^' ^r ^'r
d y " ~ c S ~ 5 'chc^'dT' T^^Tty9 1 1 1 '

et qu'on leur adjoigne ces dernières, les colonnes (^), (a^L «) ne
pourront,contenir dans leurs seconds membres, comme^ dérivée^' des
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fonctions ( 3s ), que celles des groupes respectifs

d ç ' d ^ 'd^y Cl^

W ~cU ; ~clt dt :

.̂d^ d^y d^\
~dy' ~dy' '~ds ' W5

dv\,. d^, d^. d^
dy '? ds 5 dtdx

En jetant alors les yeax sur les trois Tableaux partiels (29), on se
convaincra que les condit ions requises pour le caractère immédiat du
système auxi l i a i re se t rouvent encore satisfaites de ce côté, ce qui
achevé la démonstrat ion du. po in t visé par le présent al inéa.

III. Le système cmx'dlcdre (26 ) est régulier en même temps que le pro-
posé.

Si, pour fixer les idées, on considère le système régulier (non li-
néa i re )

(a) OO (w) ( P )

W
du
d.y

du
dy

du,
dz :~ ' * "

dv
dx

dv
d y - - "

dw
dx

dw
dy - • • •

(•0

il suffira, pour se convaincre que le système auxil iaire est également
régulier, de ranger les colonnes de son Tableau dans l'ordre suivant :

(^), 00. (^), (p); (^ (^ (^). (p.);
((;.), (^). (^); W; (/4).

Les lignes étant rangées, comme ci-dessus, dans l'ordre ( x ) , (y),
Ann. de i* fù:. Nortfiate. 3" Série. Tome VU. — KliviUEn i89<>« 9
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(^ ), ('?), chaque colonne parcourue de hau t en bas se composera alors
d'une file de cases pleines suivie d 'une file de cases vides, et dans les
divers groupes de colonnes i nd iqués ci-dessus les nombres de cases
pleines seront respectivement

Si l 'on considère au contraire le système irré^ulier

(^

du
dx

d'y

les colonnes (^.), (^,) of f r i ron t dans le Tableau du système a u x i l i a i r e
les mêmes dispositions respectives de cases p le ines et vides que les
colonnes (u), (^) du Tableau ci-dessus; le système auxi l ia i re sera
donc, comme le proposé, nécessairement irrégulier .

IV. Considérons, pour fixer les idées, le système i m m é d i a t (non li-
néaire)

(33)

du
dx

du

du dv dv^
' d z ' dy' «^

du d^ d^'

ÏT / " < t U.\ ( , l \ ' \
=U^^J^,^<^,^,^^

• "'" r r / ""t( "" ' - < • ' » \^•=u^,.,^.,«,<,^,^,^,

dv y ( dv dv\^,-V^,r,j,.,.,<,^,^J,

f l o n t les éqaalions doivent être disposées comme ci-après :
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(") (<•)

. , cl a dçd il

dx
dç _
~dx ~ ' ' "W - T . - " - . = : • . •

du-
dy

Le système auxil iaire détini à l 'alinéa 1 est alors

du
dx

du
dy

dv
Jx

:U ,(.r, y,r', ^, F, <, ̂ , t^),^•(••a", y ̂ 9 (^ ^, ^^ ^y

U. (.z, f, ̂ , ^, i.s /4» '̂p ^)»

; V^,(.r, y, G, //, r, t.''., <^);

^p-^«

î'
<^ ::

du!,
dx

du^

^y
d^y

dx

^
dz

dU^, ,.,̂ .. ,̂ , , ... ^u.,^4,^ ....,„ „ (,^ .4,. —— ——^u,""^""
^Uy dU. ^^ 4-

^V^ ,
" W "T

.dv^.+ ̂
d^ du

du

dV^

U^ -r
dV

du^ dz

dVy au^. . ___ , ^ (/^ «^ »-.-Ĵ

dv z du^ ds.

dU^ d^y ^ dUy, dv'^
' ^T ~ds"

dUy d^

V dV^ ,
' v

dV^ dv'y
' d u • r • 'W r • dv'y dy

••.^,.^^(^
dv dVy as

dv'Y dz

dUy d^'y

d^'y. dz

dV^ dv'y
27^ '^z'

dV^ <^.
d^ dz ?

dvL dz

dv'^ _ dvy
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et ses équations doivent être disposées de la manière suivante :

(") (^) ('<-)

(3p)

(x) du.
dx ' ' '

du
d y - • • •

A/,
rfj^

^'

^ '""""'''

dv
dy '" ^

dv̂ -^

clu'^
dx " ' '

^<
^ .,„...

^r.
f:/̂ .'

d^ dv\.
dy d.^

dV'y

dx ~" ' ' '

Cela posé, si le système immédiat (34) possède un groupe d'intégrales
ordinaires

U =":,. [J ( .,z-, y , z ), (,» r~: V ( ,y, J, 5 )

satisfaisant aux conditions initiales

(4o) l^"^ p( u^:u(z) pour .:y:--.ro, y • y^

1 V ̂  y(^y, z) pour ^r^.r,,,f ^ :̂ y (^y , ^) p

le système auxiliaire (3c)) possède le groupe d'intégrales ordinaires

dN
dy

(4 . î ) ^U(^j^), ,=:V(^,y,^), u,-^, ^:,:^
a,s •r c^y

d\'
,- î P =—— ....,-.. y

satisfaisant aux conditions initiales

/ ^ =u(5o)

p ="9(jo^o)

^=^) (

^ ^-^(Jo^) I'

^ -^y^J^) pour .z-=:^.

( pour x := x^ y =:jo, ^ = ̂  ;

(42)

pour ^= ̂ . .}-•:=: jo;

11 est d'abord évident que les fonctions (4 î ) sont des intégrales or-
dinaires du système (3()). D'aulre part, en considérant les fonctions U,
V pour des valeurs de ^, y , s suffisamment voisines de .2?,, y,, ^,,
groupant d 'une manière convenable les termes de leurs11 développe-
ments, et tenant compte des comlitions initiales,(4o), on a les iden-
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t i tés
U :-::= v ( z ) + ( ̂  — ^o ) A -h ( y -- jo ) B,
V=:-;- ® (./,-=)+ (.r -^o)C,

ou A, B, G désignent certaines fonctions de x , y , z olotropes en ^o,
ro, ^o. On en déduit par la différentiat ion les identités

dU dv , ,dA . .dB^^^ +(.,^...,...^)^+^^^^)^,

dV d(D , dC—- -=:; — -i- i.r-11"- .z'o) -y-?
a y a y a y
^/V d^ . ,d(:
— — -.T -i- ( x —-.•r <,)—,
</^ ^<3 1 a.s

qui , jo intes aux précédentes, donnenl . bien pour les intégrales (4') les
condi t ions in i t ia les (42)

Récipro(/tiernenl, si le système ( 3() ) possède un groupe d'intégrales or-
dinaires salisfaisant aiiûo conditions inùiales (42)» ̂  valeurs de a, v qui
y figurent forment un groupe d'intégrales ordinaires du système (34)
satisfaisant aux condit-ions initiales ( 4< ) ) -

E n k effet, il , résulte i inniédia tement de la nature même du sys-
tème (3<})que toutgroupe d'intégrales ordinaires y est de la forme (4.î),
et que les valeurs de u^ <' f igurant dans le groupe sont des intégrales
ordinaires du système (34).

Maintenant , les trois dernières des conditions initiales (42) four-
nissent les identi tés

c'H] d\} . • A / \T>-^ — ̂  -h- (^ — .yjA 4" ( y — ,y(,)B,

(,3) ^-4^••'•t--'c•
y. .

——. ": -t ,-.„(,..„ (.y - .r,) !) + ( y — y,) U,
Ct S 1 US 1 y ;;:;, 'y",.

où A, B, G, D, H désignent certaines .fonctions de^,j, ^ olotropes en
,T(P y^, 5?^. On peut poser, d'autre part,

(44)
( lJr:z ^,(,5) +(^-^o)P4"(y- /o)Q,

j V=?i (y ,^) -4-(^~-^o)R,
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où u , i , y , , I-\ Q, .R désignent, de nouvelles fonct ions olotropes pour les
valeurs in i t ia les des variables, et l'on en déduit par la différentiation
les identités

(45)

dU
dz
dV
d'y

dV
ds

d-j,
~ ~dz

— d^.. ̂

^9i
""" dz

4- (.2?-

4-(,^

-+•• ( .r -

, dV
-•z())rfi•

.dR
•^dy

r /m
•^'rfï

(.r~yo) rf()

La comparaison des relations (4,3) et (45) f a i t voir que leurs seconds
membres sont respectivement égaux, quels que soient a ' , y. .^; on en
déduit que les relations

dj^ du do)^ d^
dz " " dz dy " " " " " dy^

'^91
^

'"' d^"
dz y-y"

sont vérifiées, la première et la troisieiBe quel que soil.s, la d e u x i è m e
quels que soient y et -s. La première de ces identi tés montre que la. d i t^ -
férence

( /»6) ^ i (s )—^)

est indépendante de s; la deuxième et la t rois ième mont ren t successi-
vement que la différence
f4^ yi(.r^.) -9(7^)

est^ indépendante dej, puis de ^(8*). Les différences (46), (47) se ré-
duisent donc respectivement à des constantes. Si l'on' a t t r ibue alors à
oc, y , z , dans les formules (44), les valeurs part iculières ^o, jo. ^p et
que l'on t ienne compte des deux premières conditions initiales (42) ,
on voi t immédiatement que les constantes dont il. s'agit sont nulles.
Les différences (46), (47) sont donc l'une et raut re^dent iquement
nulles, ce qu'il suff isai t de prouver.

V. Si la concordance numérique des relations pnmitwo-ultim^ {ou pri-
mitives} a lieu dans le système immédiat (34) relativement aiw conditions
initiales (4o), elle a lieu dans le système auxiliaire (Sg) relativement aux
conditions ^î^a/^ (42), ^ rm/?/T^^^^^^^
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Pour abréger le langage, quand nous aurons a considérer les nou-
velles fonctions inconnues

/4, ^ ^

et leurs dérivées principales ou paramétriques de tous ordres

ci'1 u. d'1 ^'y d/1 ̂
^.r^yî yr' ^^^^^ .^^^^

nous appellerons souvent dérivées correspondantes de u, 9 les dérivées

du d^ d^
dz' ~dy' "d'^

,̂4..i ^ ,̂.4...i ç d / 1 ' ^ 1 ^
.^..^^..^ , ^^^,^^^, ^a'jyp '^yï i "

( I I . f a u t bien se garder de c o n f o n d r e entre elles les deux locutions déri-
vées correspondantes et dérivées semblables^}

(a) Occupons-nous d'abord de la proposition directe.
Comme dans un système immédia t quelconque le groupe des for-

mules (F) équivaut entièrement à celui des formules primit ives (16,
5°), nous sommes ramenés à supposer que les relations du groupe (A),
obtenu par la réun ion des deux précédents, s'accordent dans le système
proposé (34) rela t ivement aux condit ions ini t iales (4°)» et nous prou-
verons que les formules pr imi t ives du système auxil iaire (3()"), combi-
nées avec les condi t ions initiales (4^ no peuvent alors fournir :

1° Pour les fonc t ions u, 9 et leurs diverses dérivées, aucune valeur
in i t ia le si ce n'est celles qu'on obtient pour les mêmes quant i t és à
l'aide des formules (A) du système (34), combinées avec les conditions
in i t i a l e s (4.0);

2° Pour les fonctions^!, ^.., ^\ et leurs diverses dérivées, aucune va-
leur i n i t i a l e si ce n'est celles qu'on obtient de la même façon pour les
dérivées correspondantes de u, v.

Tout d'abord, et par la na ture même des condi t ions initiales imposées
tant aux intégrales d u système (34) qu'à celles.du système (3?), les fonc-
t ions n, v ont de part et d/autre la même valeur init iale, et les fonc t ions
u^ (•/ , ̂  on t respectivement pour valeurs initiales dans le système (39)
celles que possèdent dans le système (34) les dérivées -/^ - / ^ —
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En outre, ainsi que nous allons le constater, les dérivées de u'^ rela-
tives à la seule variable s, les dérivées de (' relatives aux seules varia-
bles y et s, et les dérivées semblables de ^ ont respectivement pour
valeurs initiales dans le système (3g) celles que possèdent dans le
système (34) les dérivées (paramétriques) correspondantes de/./ , ^. Ef-
fectivement, les dérivées considérées de u^, ^,, ^ peuvent être soit
paramétriques, soit principales : pour les premières, il suf f î t encore de
comparer les cond i t ions in i t ia les ; pour les dernières, les expressions
primit ives sont toutes fournies par la relation (38) et par celles qu'on
en déduit à l'aide de différentiations convenables, et notre remarque,
évidente lorsqu'il s'agit du genre r , se vérifie de proche en proche, en
passant d'un genre au suivant dans un ordre quelconque.

Si l'on considère main tenant les dérivées de u relatives à la seule va-
riable z et les dérivées de ^ relatives aux seules variables y et s, les
valeurs init iales que leur assignent les formules primit ives dans le
système (39) sont précisément les mêmes que ces dérivées possèdent
dans le proposé en vertu des condit ions ini t ia les (40") : c'est là une
conséquence immédiate de la remarque qui précède, si l 'on observe
que les expressions pr imit ives des dérivées dont il s'agit sont toutes
fournies par les relat ions (36) et celles qu'on en dédu i t "a l'aide de dif-
férentiations convenables.

Il nous reste à considérer les dérivées de u, u^ q u i con t iennen t dx
ou dy au dénomina t eu r de leur no ta t ion , et les dérivées dep , p',., ^ qui
cont iennent dx de la même manière. Or la comparaison de la for-
mule (35) aux formules (33), puis des formules (37) aux formules

1' €flu -~ ^:K ' ^^ ̂  ^•r c^ ^^ c^ li . ^ '̂ (^(' ^U-r (-'^ t'
'dxd^ dz ' du dz dv dz .fdu\ dz^ " ' " /^\ /^ 4- / ^ A ^ ?^ .,— i ^ .. .,.„„ i • ^i i ^ \

\dz) \dy) ^{dz)
clîa —.d^y ^-[y^7 ^Uy dv , ^Uy ^ dUy ^ d^^ d{]^ cl^'

dy dz """ dz du dz 1 ~ "~d^ dz 1'T'11' .(du\ 'd^ '+' "./^r'^ dydz "!1"" /^^\ ̂  5

(48) d^) ^y) 'W
\ d^v dVs, , ̂  dV^cl^ cN^ d^^ dV., ^

::/""•" ^v ••-î" -••:7— -» • - i 1 1 1 "dx dy " " "dy "" 'd'à' y ' l " " r "W dy fdv \ dy^ " " r /^A Jy ̂  '
u \ "."" { ci [ , \ '' '
\dy) \dz)

j^_^. ^ d^^du ^ cN^dv dV^ dh' dV^ d^-'v
^ ,.,„. •.y":'11"":/"' 4'" •---•--.•j---,1" -,"—3

dxds ds du dz " d^ dz^"''''Jdv\d.y7iï JÏ^
(^ 1 -.„,-. j < (^ l ^— J
\dy) \ds/
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qui constituent les relations u l t imes de seconde classe du système
proposé et figurent à ce titre dans le groupe (A), fait voir immédiate-
ment que les deux points ci-dessus énoncés (1°, 2°) se trouvent vé-
rifiés, en ce qui. concerne les dérivées restantes, si l'on se borne à
considérer pour le premier point les dérivées du premier ordre des
anciennes fonctions inconnues, et pour le second point les dérivées du
premier ordre des nouvelles. Tout se réduit donc à faire voir que, en
les supposant vérifiés jusqu'à l'ordre k inclusivement, il en est encore
de même dans l'ordre k + i..

Occupons-nous d'abord du premier point . Si l'on considère dans
l'ordre Je 4- j les dérivées de u qu i contiennent doc ou dy au dénomi-
nateur de leur no t a t i on et les dérivées de v qui contiennent dx de la
même manière , on obt ient , re la t ivement au système (SQ), un premier
groupe d'expressions p r imi t ives de ces dérivées en. exécutant de toutes
les manières possibles k d i t ï e ren t ia t ions sur l 'une quelconque des re-
lations (35). D 'a i l l eurs , les expressions primitives des mêmes dérivées
relat ivement au système proposé s 'obt iennent en di f ferent iant parallè-
lement les relations (33). Comme les formules (3^)) reproduisent les
formules (33) par la simple subst i tut ion de ^? < —? €^ à u^ ^ , ̂ , ilci s et y us "" •' ""
est clair que , pour passer du premier groupe d'expressions primitives
au second, i l suffit de remplacer les nouvelles fonctions inconnues et
leurs diverses dérivées par les dérivées correspondantes de a, ^. Enfin,
les expressions pr imi t ives du premier groupe ne contenant aucune dé-,
rivée d'ordre supérieur à k, il résulte de ce qui est supposé jusqu'à
l'ordre k inclusivement que les 'deux groupes fournissent les mêmes
valeurs initiales pour les dérivées considérées.

On obt ien t , dans le système (3(.)), an second groupe d'expressions
primitives des mêmes dérivées en exécutant k d if ïerent iat ions conve-
nablement choisies sur l'une ou l 'autre des relations (36). Les seconds
membres des formules ainsi, obtenues sont des dérivées principales
d'ordre k de u^ ^ ' y , ^, à chacune desquelles les formules primitives
du système (3Q") assignent, par hypothèse, comme valeur initiale unique
celle que les formules (A) du système (34.) assignent à la dérivée cor-
respondante de u ou 9. On obtient donc encore, pour les dérivées de u,
v qui figurent dans les premiers membres, les mêmes valeurs initiales

Ann. de l'Èc, Normaie. 3° Série. Tome VU. — MAKS 1890. 10
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que donnent les relations (A) du système proposé, et le premier point
se trouve ainsi entièrement démontré en ce qui concerne les dérivées
de l'ordre A + i.

Achevons de même la démonstrat ion du second point. Pour les dé*
rivées de u'^ qui cont iennent dx ou dy au dénominateur de leur nota-
tion, et pour les dérivées de (^, ^ qui cont iennent dx de la même ma-
nière, les expressions primitives sont fournies soit par les formules (37)
et celles qu'on en déduit à l'aide de di f férent ia t ions quelconques, soit
par la formule (38) et celles qu'on en dédui t à l 'aide de différentia-
tions convenables. Nous désignerons respectivement par (^F^e^X/)
ces deux groupes de relations, et nous nommerons (W ) le groupe ob-
tenu en adjoignant aux formules (48) toutes celles qu'on en déduit à
Faide de différentiations quelconques. Le groupe {W) est entièrement
contenu dans le groupe (A) du système proposé, et, pour passer des
formules (W) aux formules (^F), il suffit évidemment de remplacer
^, v,,, (4 et leurs dérivées de tous ordres par les dérivées correspon-
dantes de a, v. En outre, si, parmi les formules (^P) et (X^), on con-
sidère celles dont les premiers membres sont des dérivées d'ordre k + i ,
les dérivées d'ordre'égal contenues dans leurs seconds membres appar-
tiennent exclusivement à u^, < » , ^ et sont de genres nécessairement
inférieurs à ceux des premiers.

Gela posé, prenons parmi ces dernières formules celles dont les pre-
miers membres sont à la fois de l'ordre k 4- r et du premier genre : en
vertu des remarques que nous venons de faire et de ce qui a été dé-
montré antérieurement ou supposé, i l est clair qu'elles donneront pour
chacun des premiers membres dont il s'agit la valeur ini t iale unique
que les relations (A), combinées avec les conditions ini t iales (4û),
assignent dans le système proposé à la dérivée correspondante de u
ou ^. On passera de même du premier genre au second, puis au troi-
sième, et ainsi de suite jusqu'au genre A4-1 de l'ordre k "4-i, ce qui
achèvera la démonstration du second point pour l'ordre en question,
et, par suite, celle de la proposition directe énoncée au début de l'ali-
néaV.

(&) Pour démontrer la réciproque, nous observerons tout d'abord
que, en vertu des formules primitives du système (39), supposées con-
cordantes relativement aux conditions initiales (42)» l^8 fonctions u^
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( / , ^ et leurs dérivées de tous ordres ont respectivement, dans le sys-
tème en question, les mêmes valeurs initiales que les dérivées corres-
pondantes de u, P; car au nombre des relations primitives figurent les
formules (36) et celles qu'on en déduit par des différentiations quel-
conques.

Cette remarque, combinée avec la nature des conditions initiales
respectivement imposées aux intégrales hypothétiques des deux sys-
tèmes, fait voir immédiatement que les fonctions u, v et celles de leurs
dérivées qui sont paramétriques relativement au système (34) admet-
tent chacune la même valeur initiale de part et d'autre.

Finalement, si l'on veut se convaincre qu^il en est de même pour les
dérivées principales de u, 9, il suffira de différentier parallèlement les
formules (33) et (35), et de raisonner de proche en proche en passant
d'une classe à la suivante.

VL Le système immédiat (34) étant supposé régulier, et la concor-
dance n u m é r i q u e des formules primitive-ultimes étant supposée y avoir
lieu relativement aux conditions in i t i a les (4°)> l<î système immédiat et
linéaire (3<)) (II) sera, lui-même régulier ( I I I ) , et la concordance numé-
rique des formules primitivo-ultimes y aura lieu relat ivement aux con-
ditions in i t i a les (4.2) (V). Ce système admettra donc un groupe d'inté-
grales ordinaires et un seul répondant aux condi t ions initiales (4.2)
(33), et par suite (IV) le système (34) admettra un groupe d'inté-
grales ordinaires et un seul répondant aux conditions initiales (4o).

35. La proposition du numéro précédent subsiste pour un système im-
médiat, semi»régulier et non linéaire.

Les raisonnements sont tout à fait analogues à ceux que nous venons'
de faire.

L Considérons un système immédiat (cr) déduit d'un autre système
immédiat (S) par la suppression de certaines équations différentielles,
et supposons, pour fixer les idées, que le système (c-) soit représenté
par le Tableau :
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(") (ï') (w)

(49)
(7)

du
ds ~ ' "

ch
d x ~ " '

ch
T z ' ~ " "

dw
c h ~ ' "

ûftv
d y - - -

où les cases vides entourées d'un double cadre correspondent aux
équations supprimées de fS).

Le système linéaire déduit de (cr) suivant le procédé indiqué au
numéro précédent (I) se compose, comme on sait, de trois groupes
d'équations que nous avons alors respectivement désignés par (E),
(G), (K) : de ces trois groupes nous retiendrons seulement les deux
premiers (E), (G), et nous nommerons (o^) le système différentiel
formé par leur ensemble. En écrivant les diverses équations de ce der-
nier dans les cases d'un quadrillage rectangulaire d'après les dérivées
qui figurent respectivement dans leurs premiers membres, et entou-
rant ensuite certaines cases vides d'un double cadre, on obtiendra le
Tableau :

W W W W (U'y) W (^) (P;) (

du. ,
d i " ^

du ,
— î= U'
df )

du
û f e ^ * " '

du ,
^=us

(k
îi "'"

dv ,
dr "py

dv
d z ~ " " "

dv ,
^

dw
Jx =:'"

dw
~^'="'
dw
-.-- == w.dz

dw ,-—;=«;/
d.v s

d^
d z ~ " "

1———————j

di^
dz

c/u,
1 ù ^ " "

d^
d x ~ ' "

d^Y
Ï^"'

*;
ds ~ ' "

A>,
dz " " '

dw,
dx ""1""<

dw,
-dy "--•

dw's
dx """

dw',
d y " ' " "
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Dans chacune des colonnes (^.), (^r)» (^) ^u Tcibleau (5o), les
cases pleines, les cases vides entourées d'un simple cadre et les cases
vides entourées d'un double cadre présentent la même disposition
relative que dans la colonne (u) du Tableau (49) î il en est de même
pour les colonnes ( ( ' ) , (Vç) du premier Tableau par rapport à la co-
lonne (^) du second, et ainsi de suite.

II. Le système (a') est immédiat et linéaire, et il en est clé "même du
système (2V) obtenu en écrivant dans les cases mêles doublement encadrées
du Tableau (5o) des équations différentielles dont les seconds membres
aient une forme convenablement choisie {par exemple se réduisent tous à
^ro).

IIL (S') est régulier ou irrégulier en même temps que (S), et (/j' ) en
même temps que (a) ; d'où résulte que (a') est semi-régulier toutes les/bis
que (a") jouit de celle propriété.

IV. Si le système (cr) possède un groupe d'intégrales ordinaires

/ /= U(.:r,j,^.¥),
t^ r::= V(^,J,5;,À1),

W=::'W(^,J, 5, A-)

satisfaisant aux conditions initiales

( u ==,: u ( x, y , s) pour z == ̂  ;

5 i ) , s p — : ( f ( y , s ) )> ' x -z x^, s — z ^ ;
[ w=:^(z,s) » A;=.ro,j=jo»

le système (^ ) possède le groupe d'intégrales ordinaires

u^U, ,p=V, wrr:W,

dV , dV , dV
U.». :=:: —-- 5 U y ^= -7— ) II y '—— - . — 7^ .̂r , y ^j eu'

cIV , , îV
^ y ^ d y ' ^ " ^ ' d s '

• , rfw / cm^^-W ^=^-.
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satisfaisant aux conditions initiales

u =v(xo,r^So)

(^)

v =?(jo^o)

(F'=:^(^0,^o)

pour s == ^o;

pour j:1 =: *yo» -3 = -So;

pour ^==.^0, y==yo-

(p'rr^^o,

dj
u£ ~~~ ~dx

' — ch
11 y — ̂ ;

, du
u. ~^- ~—

\ eu

cl(Q
^ '" dy

dv),,', „„ ̂

. ^
^=^

-.' ^ ,
ws ̂  ds

pour X-=.XQ, yrr jo» •«/(><> •ï —— "0 •»

Réciproquement, si le système (a^) possède un groupe d'intégrales ordi-
naires satisfaisant aux conditions initiales (52), les valeurs de u, (», w (fui
y figurent forment un groupe d'intégrales ordinaires du système (cr) sa-
tisfaisant aux conditions initiales ( 51 ).

V. Si la concordance numérique des relations primitive-ultimes {ou pri-
mitives) a lieu dans le système (a-) relativement aux conditions ini-
tiales (5l), elle a lieu dans le système (a') relativement aux conditions
initiales (5 2).

VI. En rapprochant (lu n° 33 les alinéas précédents, on obtient im-
médiatement la proposition à démontrer.

36. En résumé donc, tout système différentiel jouissant de la double
propriété d'être : ï° immédiat; 1° régulier ou semi-régulier, possède un
groupe unique d'intégrales ordinaires répondant à des conditions ini-
tiales choisies de manière à assurer la concordance numérique des relations
primitiço-ultimes. »
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II en résulte qu'un semblable système, lorsqu'il est passif^ possède un
groupe unique d'intégrales ordinaires répondant à des conditions initiales
arbitrairement choisies.

37. L'intégration de tout système immédiat non linéaire peut se ra-
mener à celle d'un système immédiat, mais linéaire; si l'un de ces sys-
tèmes est passif, l'autre l'est également, et si l'un d'eux est intégrable sous
des conditions initiales arbitraires, le second jouit de la même propriété.

Le système linéaire auquel nous faisons ici allusion est précisément
celui dont le mode de formation a été indiqué au n0 34 (1), et i l est
tout d'abord évident que la recherche des intégrales ordinaires du sys-
tème proposé se ramène à celle des intégrales ordinaires du système
ainsi obtenu. Il reste à démontrer que ceux-ci jouissent bien l'un par
rapport à l'autre de la double propriété énoncée. Pour fixer les idées,
nous raisonnerons sur les systèmes (34)» (^y)-

1. Si l'on désigne par "h. ( z ), [̂  (s) deux/onctions olotropes en z ==: z^,
et par v(\y, ̂ ) une fonction olotrope en y ==^, z == ZQ, il existe deux
fonctions ^(^), ç C ? ^ 5 ) » olotropes pour ces valeurs particulières, et satis-
faisant respectivement aux deux systèmes de conditions

(53) ^=:?^), y(^) =^;
cii^f

(54) ^ = <r, ̂  | â]̂ ..." ̂ )7 ?(JO? '0) =: 'oî

où UQ^ t'o désignent deux constantes quelconques.

EfÏectivement, chacune des trois équations différentielles

d v ( z ) . d^(z) _ / dr?(y^ -.- ̂ y .\,̂« = A (, ), —^~ _ ^ (. ), ——^ ^ > ̂  .)

(où les fonctions i», ^, o sont pour le moment inconnues) constitue à
elle seule un système immédiat, régulier et passif. La première admet
donc une intégrale u(s), olotrope en ^ et, s'y-réduisant à M » ; la se-
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conde une intégrale y^(^) olotrope en z^ et s'y réduisant à ^\,; la troi-
sième une intégrale ç(y, s), olotrope enj-o, -So et se réduisant à y/^)
pourj==jo. Des deux fonctions u(s) , ç(j,^) ainsi déterminées, la
première satisfait évidemment aux condi t ions (53), et il est facile de
voir que la deuxième satisfait aux condit ions (54). En effet, pour des
valeurs dey, s suffisamment voisines dejç, ^o, on a l ' identité

9 (y, z) =^(^) 4- (j ~-Jo)A,

oii A désigne une fonction dey, z olotrope en y^ ^,. Il en résulte
d'abord

9(yo,^)=:=%(^o) ̂  r<,,

puis
do cly , . dk. , , , ., d,\
t.;:= ̂  + ̂  -•y») ̂  = ̂ (5) + (v -^^ ̂ î

et enfin m -'•(-'•L^^Jrsy,,

1 t . 5t le système proposé (34) est passif, ou bien s il est iniégrable sous
clés conditions initiales arbitraires, le système linéaire (3<)) jouit de la
propriété correspondante.

Effectivement, soient

,' U ::::: UQ ï
[ t pour x ==: XQ, y =;= Vo, z = ZQ;1 ^ = po )

(55) ^==^(^) )
<^^(.) jpo^^-^y-yo;

1 (Ç =:v(y,z) pour .x"=^o

des conditions initiales arbitrairement choisies pour les intégrales
ordinaires du système (3g), et u (^) , cp (y, 5?) les deux fonctions .dé-
tînies à l'alinéa précédent.

Si l'on suppose en premier lieu que le système proposé. (34.) soit
passif, la concordance numérique des relations primitivo-ultitnes y a
lieu par rapport aux conditions initiales (4.o): elle âdonc lieu (34, V)
dans le système (39) par rapport aux conditions initiales (4a)» qui
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peuvent s'écrire sous la forme (55). Il en résulte que les deux expres-
sions ultimes de chaque dérivée complexe du second ordre s'accordent
numériquement dans le système (39), quelles que soient les condi-
tions initiales imposées à ses intégrales, ce qui suffit , comme nous
l'avons vu (22), pour que le système dont il s'agit soit passif.

Si l'on suppose, en second lieu, que le système (34) soit intégrable
sous des conditions initiales arbitraires, il l'est en particulier sous tes
conditions initiales (4o); le système (39) est donc intégrable (34, IV)
sous les conditions initiales (42) ou (55), c'est-à-dire sous des condi-
tions initiales arbitraires.

III. Réciproquement

Soient u(^), ç (y, z) des déterminations ini t iales arbitrairement choi-
sies pour les intégrales ordinaires du système (34).

Si l'on suppose passif le système (3()), la concordance numér ique
des formules primitive-ultimes y aura lieu relativement aux condi-
tions initiales (4 2), et par suite (34, V) elle aura lieu dans le sys-
tème (34) relativement aux conditions init iales (4o). Ce dernier sys-
tème est donc passif, en vertu du même raisonnement que plus haut .

Si l'on suppose enfin que le système (39) soit intégrable sous des
conditions init iales arbitraires, il le sera en particulier sous les con-
ditions init iales (42), et, par suite (34, IV), le système (34) sera in-
tégrable sous les conditions initiales (4o).

38. La réduction à quelque système linéaire d 'un système donné
qui ne l'est pas a été tout à l'heure utilisée comme artifice de démon-
stration (34); mais il convient, selon nous, de lui attribuer une portée
infiniment plus grande. On remarquera en effet que l'on ne saurait,
d'équations finies données, déduire des équations différentielles
quelles qu'elles soient, sans passer par les relations essentiellement li-
néaires que la différentiation fournit tout d'abord. Ce fait autorise a
penser que les équations linéaires forment une étape non moins essen-
tielle dans la marche inverse qui conduit d'un système d'équations
différentielles données à leurs intégrales.

Ànn, de ï'Éc. Normale. 3" Série. Tome VII. — MARS 1890. î i
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Systèmes immédiats qui ne sont ni réguliers îii semi-réguliers.

39. Soient [z, /] un système partiel, immédia t et l inéaire, et 11, L |
le système de même forme défini, à l'alinéa II du. n0 29. Si le premier
appartient à la catégorie des systèmes différentiels visés par l'énoncé
du n° 29 ou par celui du n0 30, on peut, comme nous l'avons vu, dis-
poser des constantes (10) de manière à réaliser à la fois dans le second
toutes les conditions énoncées à l'alinéa III, el de là résultent succes-
sivement le théorème général du n° 33 et celui du n0 36. Mais, dans le
cas contraire, il peut fort bien arriver que la détermination dont i l
s'agit cesse d'être possible; elle le sera tou jours à la vérité si, dans
les cercles de rayons r et de centres x ^ y ^ , . . . , u^ ^, ... que nous
avons alors considérés (29, III), les coefficients des diverses dérivées
paramétriques conservent des modules suf f i samment petits, mais la
démonstration générale n'en. tombera pas moins en défaut. Cela i n d u i t
à penser que dans les systèmes immédiats qui ne sont ni réguliers ni
semi-réguliers, l'existence des intégrales ordinaires répondant à des con-
ditions initiales données est incertaine, même en supposant (ce qui est de
toute nécessité) gué ces dernières assurent la concordance nurnérir/f/e des
relations primitivo'ultimes»

Et, parle/ait, il existe des systèmes de cette espèce r/uun choix conve-
nable des données initiales, tout en assurant la concordance dont ils agit,
laisse dépourvus des intégrales correspondantes.

L'exemple très simple que nous al lons trai ter en fournira la preuve.

40. En appelant H^ IÏ^ deux constantes réelles et positives, nous
considérerons le système

W
(^•)

(7)

(") (c)
du „ cl i l .
^=t'+n'ldy

civ ^..,. d^
— :=: u -^ H(, —
dy v dx

immédiat, passif et linéaire, mais qui n'est évidemment ni régulier n i
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semi-régulier. Le système linéaire semblable construit, comme nous
l'avons indiqué au n° 29 (II), est ici

(u) 0)

( x )

(y)

du y.i /. ai /. du
— -= 1 u© -|- e -" ô -y"
dx pi 1 y^ dy

dv c/^ /. a 2 ^ cA'
—— === —— Ll0 + £ — © ——
ay p2 ^-1 ax

où © désigne la fonction

r—^^.ï'—1.^^^^ — z/o) + p2(t•?— ^o)]
La démonstration du n° 29 (III) sera applicable si, l'on peut disposer
des constantes £, a ^ , a^ de manière à avoir simultanément

£ ̂  > H,, e^>H.,
^i

c'est-à-dire

(3?) £ < I ,
H,, ^ ^ j^

£ 03 ^ H.(,

II résulte de là que le produit H'A d011 ètve infér ieur à £2 et, par suite,
à l 'unité. Réciproquement, si l'on a HA< ï , on peut satisfaire aux
inégalités (57) par une infini té de valeurs de £, a < , a^, et le système
(56) possède un groupe d'intégrales ordinaires répondant à des détermi-
nations initiales arbitrairement choisies.

41. Mais, si. l'on a au contraire HJÏ,>i, la démonstration dont
il, s'agit cesse d'être applicable, et nous allons effectivement prouver
qu'en supposant, pour plus de simplicité, t^== H^== H, le système

! ( f ! ) ( îQ

(58)
(^)

(y)

du
du'

d^ •rv dv—— -=. Il, 4-- H. ——dy dx

du
-rr (•' + H -y-dy
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ainsi obtenu ne possède, pour H ^> i, aucun groupe cV intégrales satis/ai-
sant aux conditions initiales

(^9)
^ // r=y pour .r == o,
( r =: x pour y == o-

I . On aperçoit d'abord sans difficulté que

'P^/f ' Pi79

valeurs initiales fournies par les relations ultimes pour les dérivées (sup-
posées principales )

df^ï u d^^ ^
dx^ dy^ dx^ dy'i

sont des polynômes entiers en H a coefficients positifs et entiers.

En outre, à cause de la symétrie parfaite tant du système (58) que
des données i n i t i a l e s (59), les polynômes

(oà p doit être supposé au moins égala i) sont nécessairement identu/ues.

II. En appelant o^y le degré en H du polynôme / / «y (où p ^> o ), on a,
(fuel que soit F indice m ( ^> i ),

(60) ^^> Q^i,o.

Car i a d i f f é ren t i a t ion —^p exécutée sur l 'équation de la première co-
lonne du système (58), donne la relation pr imi t ive

d'^u. ^^m"~l^ ^d'^u
ĵ̂ ^ -̂-,-î "- ^-j^—i •+- H, ̂ F ;̂

en remplaçant, dans le second membre, la dérivée principale Ç^^
»/
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par son expression ultime, et faisant ensuite .r == y == o, on aura

^l^n—i"'^ ^Q,m—l ~r- - • -

ou, à cause de I,
ui^m—\ '=:: ^//î~i,o 4- . -* . «

lit. Dans les mômes conditions, on a encore

( < ) l ) °w,o^ ^i,w"l -+- W -~ 1 •

Désignons, en effet, par p un entier quelconque de la suite

2,, 3, . .., m — i, m,

et exécutons sur la même équation que précédemment la différentiat ion
^^^^; elle donnera, pour x ̂ y = o,

d'où
^p^m.—p — ... "4- Al ̂ .-t^—p.-n,

^p^m—p'^ °p—i,m—p-^î 4- î •

En donnant successivement \\p les diverses valeurs ci-dessus indiquées
et ajoutant membre à membre les relations correspondantes, on arrive
bien à l'inégalité (61),

IV. On a, quel que soit l'entier positifm,

, . ^ m (m— i)2) fL,o>———— / -i-i.(6

Si m = î , la relation ^0== H donne immédiatement o ^ o = = i . Dans
le cas contraire, on a, par la combinaison des relations (60), (6i),

Qrrz, 0^ 5^^i,o 4- m—l;

en ajoutant membre à membre cette dernière inégalité avec celles qui
s'en déduisent par la substitution successive de m — i, 771—2, ...,
3 àw, et avec l'égalité §^o ̂  ï » on obtientprécisément l'inégalité (62).
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V. En vertu de la première remarque faite dans l'alinéa I, de la re-
lation (62) et de l'hypothèse H > i, on a

^,oâH 2

Si donc on appelle ^ le module de x, et que l'on considère dans le
développement de l'intégrale hypothétique u la partie indépendante
de y, le terme général de cette dernière a un module au moins égal à

H.
'ÎL!^-1^.! 'cm.—— ,+. i ^

i . a . . . m

Or l'expression que nous venons d'écrire croît indéf in iment avec m
pour toute valeur de S supérieure à zéro; car, en y remplaçant m par
m +1 et prenant le rapport de cette nouvelle expression à la pre-
mière, on obtient

ÏI^ .„

quantité que l'on démontre aisément être infinie avec m lorsque H est
>i.

La partie considérée dans le développement de u est donc une série
divergente, le .développement tout entier aussi , et, comme nous
l'avons annoncé, les intégrales u, v ne sauraient exister.

On arriverait, à plus forte raison, à la même conclusion, si l'on pre-
nait comme déterminat ions initiales de u, v des fonctions respective'
ment olotropes en x == o, y==o, et dont les développements par la
formule de Maclaurin eussent tous leurs coefficients positifs, ceux
de .r et dej ne tombant pas au-dessous de l 'unité.

42. On voit par ce qui précède que, pour un système immédiat,
même passif, qui n'est ni, régulier ni semi-régulier, l'existence des in-
tégrales ordinaires répondant à des conditions initiales données est es-
sentiellement précaire. Elle dépend de la nature des composantes
qui figurent dans les seconds membres des équations différentielles,
comme aussi de la nature des déterminations initiales^ et il peut fort
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.bien arriver qu'en modifiant les unes ou les autres (sans changer la
répartition des cases pleines et vides dans le Tableau du système) les
intégrales existent clans un cas et disparaissent dans un autre. Il
n 'entre pas dans notre cadre d'approfondir davantage cette aride ques-
t ion , à laquelle nous n'-apercevons d'ailleurs, dans l'état ac tuel 'de
l 'Analyse, aucune application intéressante.

43. La remarque suivante est essentielle à noter. Un système immé-
diat qui n'est ni régulier ni semi-régulier peut parfois être privé
d'intégrales répondant à certaines conditions in i t ia les , mais il n'en
résulte pas que son intégration soit impossible; car, en le résolvant par
rapport à un autre groupe de dérivées, les cases pleines et vides (1)
ne se t rouvent plus réparties de la même manière dans le Tableau, et
i l peut arriver que le système, sans cesser d'être immédiat (8), de-
v ienne régulier ou, serni-rég'ulier, par suite, sujet au théorème du
n° 36. Il n'y a là, d'ailleurs, rien de contradictoire : si, dans leur en-
semble, les équations différentiel les sont restées les mêmes, ou. du,
moins équivalentes à ce qu'elles étaient pr imit ivement , V économie des
conditions initiales ci été totalement bouleversée par les changements que
celte transformation a opères dans la répartition des cases pleines et vides,
et le paradoxe naissant de la coexistence de ces deux faits que, sous
une forme, le système proposé n'a pas d'intégrales, tandis qu'il, en
possède sous une autre, se résout sans difficulté par cette simple re-
marque, que les deun groupes de conditions initiales correspondant à ces
deux/ormes ne sont pas du tout équivalents.

Par exemple, sous la forme équivalente

O/) 00

:.r)

du,
dx

p -4 „,, du
t- H —dy

dv
dx

u
"-H-4-

I

H
dv
dy

le système (58), ou nous supposerons H ^ T , peut être intégré avec
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les conditions initiales quelconques

/ /=="j (j)
r ==9(7)

pour .y^r.^;

mais il est impossible de choisir les fonctions u, ç de manière que
les intégrales du système remplissent les condit ions in i t ia les ind iquées^ees
<'tii no A Kau n°41.


