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Généralités.

[. Un systeme d’équations différentielles est dit immédiat quand
toutes ses équations sont du premier ordre et fournissent immédiate-
ment certaines dérivées des fonctions inconnues, exprimées en fone-
tions composées des variables indépendantes, de ces fonctions incon-
nues elles-mémes et de leurs autres dérivées.

Quand ce sont toutes les dérivées des fonctions inconnues qui se
trouvent ainsi exprimées par les équations données, aucune dérivée ne
peut figurer dans leurs seconds membres, qui sont alors essentielle-
ment finis, et I’on a un systéme d’équations différentielles totales.

Quand, au contraire, ¢’est une partie seulement de ces dérivées qui
constituent les premiers membres des équations données, les autres

(1) Ce Mémoire, relatif aux systémes d’équations différenticlles particlles, fait suite & un
autre Mdémoire, relatif aux systémes d’équations différenticlles totales, et publié dans les
Annales de I’ Jcole Normale (novembre et décembre 1889). Les chiffres suivis dun asté-
risque renvoient le lecteur aux divisions du Mémoire de 1889, ot les chiffres non suivis
d'un astérisque a celles du présent Mémoire.
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dérivées peuvent, en totalité ou en partie, entrer dans les seconds
membres, qui sont alors éventuellement différentiels; et, au lieu d’un
systeme d’équations différentielles totales, on a ce que nous appellerons
un systéme d’équations différenticlles partielles. Ces systemes sont ceux
dont nous allons nous occuper, en complétant la définition de leur
caractere immédiat par une restriction essentielle que nous spécifierons
au moment voulu (8).

Pour disposer nettement les équations d’un pareil systeme, il faut
les écrire dans les cases d’un quadrillage rectangulairve, dont les lignes
correspondent aux variables indépendantes, et les colonnes aux fone-
tions inconnues, en placant Uéquation qui a, par exemple, :2 pour
premier membre dans la case qui appartient & la fois & la ligne (¢) et &
la colonne (s5). Des cases en nombre quelconque et occupant des posi-
tions arbitraires peuventévidemmentresterinoceupées dansee Tableau.

2. Dans un systeme d’¢quations différenticlles particlles, il y a,
relativement & chaque fonction inconnue, une distinction essentielle i
faire entre les diverses variables indépendantes.

Nons appellerons variables principales ’une fonction inconnue do-
terminée celles par rapport auxquelles sont prises les dérivies de
cette fonction qui constituent dans le Tableau du systeme les premiers
membres des équations de la colonne correspondante. Pour la méme
fonction, toutes les autres variables seront paramétriques. Par exemple,
si les variables indépendantes sont 2, y, z, ¢ sculement et si la co-
lonne (s) ne contient que les deux équations :

_®
ds
()
) ds
(%) @5
(4)
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la fonction inconnue s aura @, s pour variables principales, y, z pour
variables paramétriques. _

Le partage dont il s’agit ne s’effectue pas nécessairement de la méme
maniere pour toutes les fonctions inconnues, telle variable pouvant
fort bien étre a la fois principale pour une de ces fonctions et paramé-
trique pour une autre.

3. Cette distinction entre les variables en entraine une non moins
importante entre les diverses dérivées d'un méme ordre quelconque £
d’une fonction inconnue déterminée. Nous appellerons genre de I'une
de ces dérivées le nombre de ses différentiations génératrices, dis-
tinctes ou non, qui doivent étre effectuées par rapport i des variables
principales de la fonction dont il s’agit.

D’aprés cela, ordre £ des dérivées de cette fonction contient : 1° le
seul genre o si pour elle toutes les variables sont paramétriques ;

2° les £ -+ 1 genres
o, I, 2, ..., K,

si les variables sont les unes paramétriques et les autres principales ;
30 le seul genre £ si toutes les variables sont principales.
Dans un ordre quelconque, nous appellerons aussi paramétriques les
dérivées de genre o, et principales toutes celles de genre > o.
Enfin, nous nommerons quelquefois classe d’une dérivée principale
le nombre
k(k—r1) "

%
0 ’

ol £ et x désignent respectivement I'ordre ot le genre de la dérivée
considérée. Partageons en groupes les dérivées principales de toutes
les fonctions inconnues, en placant dans un méme groupe celles qui
sont & la fois du méme ordre et du méme genre; puis, rangeons ces
divers groupes de telle maniere qu’en passant de I'un quelconque
d’entre eux au suivant 'ordre des dérivées ne décroisse jamais, et que
leur genre aille en augmentant si les deux groupes appartiennent au
méme ordre : cela étant, la classe d’une dérivée principale déterminée
se trouve étre précisément égale au rang du groupe qui la contient.
Dans ’exemple ci-dessus, la fonction inconnue s a, dans le premier
Ann. de I Ec. Normale. 3+ Série. Tome VII. — JANVIER 18go. 4
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ordre, les dérivées de genre o ou paramétriques

ds ds

d_y? dt’
et les dérivées principales de genre 1

ds  ds
(o) dz’ ds

Elle a, dans le second ordre, les dérivées de genre o ou paramé-

triques
d2s d?s dzs
ZZ)T”’ dy de’ dit’

les dérivées principales de genre 1

d*s d?s d?s d?s
d:z:cly’ dr dt’  ds t[y’ dzdl’

(#)

ct les dérivées principales de genre 2
. ds ds d?s
() dz?’ drds’ ds?’
et ainsi de suite.
Enfin, les dérivées principales des groupes (a), (B), (y) sonl res-
pectivement celles des classes 1, 2, 3.

4. D'apres ce qui précede, les équations différenticlles d'un systéme
immdédiat partiel expriment toutes les dérivées principales premicres des
JSonctions inconnues en fonctions composces des variables indépendanies,
de ces mémes fonctions inconnues et de tout ow partic de leurs dérivées
paramelriques premieres.

5. La distinction entre les divers groupes d’intégrales d’un systéme
immédiat d’équations différenticlles partielles s’opire suivant les
mémes regles et a les mémes conséquences que pour les équations dif-
ferentielles totales.

Les intégrales seront dites ordinaires, si les valeurs des variables
indépendantes, prises conjointement avec les valeurs correspondantes
des intégrales elles-mémes et de leurs dérivées paramétriques pre-
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mieres, n'excedent les limites d’olotropie d’aucune des composantes
figurant dans les seconds membres, tout au moins tant que les va-
riables indépendantes restent comprises entre certaines limites.

Les intégrales seront dites singuliéres, si, dans les mémes circon-
stances, les composantes des seconds membres ne restent jamais olo-
tropes en méme temps.

Les intégrales ordinaires peuvent seules faire ’objet d’'une théorie
générale; elles vont maintenant nous occuper exclusivement.

6. La substitution d’intégrales ordinaires connues dans les équations
d’un systeme immédiat partiel en transforme tousles seconds membres
en des fonctions composées, habituellement différenticlles, des va-
riables, des intégrales et de leurs dérivées paramétriques premieres.
D’apres la définition méme des intégrales ordinaires, les regles éta-
blies pour les fonctions composées sont applicables & ces seconds
membres (tout au moins entre certaines limites), et U'on peut, en con-
séquence (15%), dyfférentier indefiniment les relations du systéme partiel
considere.

Les nouvelles équations ainsi obtenues, jointes 4 celles du systeme,
fournissent certaines expressions de toutes les dérivées principales des
iniégrales; car, des différentiations convenables, exécutées sur une
équation convenablement choisie, peuvent évidemment amener dans
le premier membre une dérivée principale déterminée; mais elles n'’en
JSournissent jamazrs pour leurs dérivées paramétriques, parce que les déri-
vées principales du premier ordre, qui forment les premiers membres
des ¢quations différentielles proposées, sont toutes du genre 1, et que
ce genre ne pourra jamais diminuer par des différentiations quelles
qu’elles soient.

Si donc on veut employer toutes ces équations & la reconstruction
des développements des intégrales ordinaires considérées, i faut de
toule nécessité connailre non seulement leurs valeurs initiales, mais encore
celles de toutes leurs dérivées paramétriques. 11 faut encore que ces équa-
tions puissent étre rangées dans un ordre de succession tel que chacune
ne contienne dans son second membre (outre les variables indépendantes,
les intégrales et leurs dérivées paramétriques) que les derigées principales
Jigurant dans les premiers membres des équations antérieures.
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Sil’on veut, comme au n° 25*, trouver par la méthode des coefficients
indéterminés tous les groupes d’intégrales ordinaires qui peuvent
exister en partant de valeurs initiales arbitrairement choisies pour
elles et leurs dérivées paramétriques de tous ordres, la seconde des
conditions ci-dessus énoncées est encore nécessaire au succes de 'opé-
ration.

7. Dans la théorie des équations différenticlles totales, nous n’avons
pas eu & nous préoccuper de la seconde condition, parce que la suc-
cession voulue s’est trouvée réalisée d’elle-méme, en rangeant les for-
mules dites primitives d’apres leurs ordres croissants. Mais ici, les
choses se passent d’'une maniere infiniment moins simple, parce que la
présence des dérivées paramétriques dans les seconds membres des
équations du systeme immédiat partiel considéré rend généralement
I'ordre du second membre égal a celui du premier dans les relations
qui s’en déduisent par différentiations. Bt il arrive cffectivement que
cette seconde condition n’est pas remplie pour certains systemes de la
nature de ceux que nous avons définis au n® 1.

Nous les excluons absolument de nos raisonnements, et nous réser-
verons désormais le nom de systemes immdédiats a ceux qui satisfont i
la condition générale dont il s’agit.

8. La restriction qu’il faut ajouter & la définition du n° 1, pour
qu’elle devienne celle d’'un systeme immédiat dans le sens ci-dessus
expliqué, consiste 4 exclure de divers seconds membres certaines déri-
vées paramétriques. Nous ne sommes pas en mesure de la formuler
d’'une maniere absolument générale et précise; mais il nous suffira, et
au dela, de considérer Jes systemes satisfaisant & la condition que :

u, v désignant deux fonctions inconnues quelconques, aucune dérivée
(paramétrique) de ¢ ne figure dans les seconds membres des équations de
la colonne (), si quelque variable principale de ¢ est paraméirique
pour u.

Tous ces systémes, comme nous allons incessamment le constater,
remplissent la seconde des conditions énoncées au n°® 6, et, pour plus
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de sumplicité dans le langage, ce sont eux seuls que désormais nous qua-
lifierons d’smmédiats.

9. Xclaircissons ce qui précede par quelques exemples.
Le systeme ‘
(@) (¢)

du du dv
() T = Ux<x, Y Uy 0, .{73_’, cﬁ>

()

qui satisfait & la définition du n° 1, n’est pas de ceux que maintenant
. , . . dy
nous nommerons immédiats, soit parce que —— figure dans le second

membre de I’équation de la colonne (z), bien que la variable y, qui
est principale pour ¢, soit paramétrique pour u, soit encore parce (ue

(f : , . :
:—é—f figure dans le second membre de I’équation de la colonne (v).

Au contraire, le systeme

() : (¢)

du

du
(93‘) zq—:-—-Ux(’l/,,}’,U,",@) I

(1)

dy dy
(),) - —-Vy<'1"’,);”a(7m>

rentre dans la catégorie dont il s’agit, nonobstant la similitude com-
plete de ce Tableau et du précédent, parce que %7 ;;—;L ont disparu res-
pectivement des seconds membres des colonnes (u), (v).

Il en est de méme plus généralement toutes les fois que dans les
¢quations de chaque colonne ne figurent les dérivées (paramétriques)
d’aucune des fonctions inconnues qui correspondent aux autres co-
lonnes. '
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Tel est encore le systeme

(u) ()

dy

du du dy le < [ ) f{ﬁ de
(z) ) P -_\x<.r,y, u’(’t(}”f_i,—v‘

— = U, v, u, ¢, ——5 ——
(l.l’ L 1.0 LR (l“)" ([.‘,./

(») l

malgré la présence de toutes les dérivées paramétriques dans les sc-
conds membres.

De méme, plus généralement, tout systeme dans lequel le partage
des variables (en principales et paramétriques) s’opere de la méme
maniere relativement & toutes les fonctions inconnues.

(’est dans celte derniere catégoric que se rangent les équations
dites aux dérivées partielles, soit isolées, soit simultanées. Le Tableau
contient alors soit une, soit plusieurs colonnes dans lesquelles toutes
les cases d’une méme ligne sont seules occupées.

A la rigueur, or peut encore y placer les systémes d’ équations différen-
tielles totales, puisque dans un pareil systeme, les variables sont toutes
principales pour chacune des fonctions inconnues.

10. II est & remarquer que, saufle cas d’un systeme diflérenticl
total, le nombre des dérivées paramétriques pouvant ¢ventuellement
figurer dans les seconds membres d’un systéme immédiat donnd est
au moins égal & 1 pour chacun de ces derniers. Considérons, en eflet,
une équation queleconque du systeme, et supposons qu’elle ait pour
premier membre une dérivée de la fonction u, par exemple : si, pour
~cette dernicre, les variables indépendantes ne sont pas toutes princi-
pales, le second membre pourra contenir les dérivées paramétriques
de u, et, dans le cas contraire, il pourra contenir les dérivées paramé-
triques de toutes les autres fonctions.

11. Tl nous faut approfondir maintenant la question effleurée au
n° 8.

Considérons une relation différentielle subsistant entre les diverses
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fonctions d’un groupe d’intégrales ordinaires du systéme immédiat
donné et & laquelle la regle des fonctions composées soit applicable,
et supposons qu’elle satisfasse en outre aux deux conditions ci-aprés :

1° Le premier membre est une dérivée principale de quelque inté-
grale, et les diverses dérivées qui, outre les variables indépendantes
et les intégrales elles-mémes, figurent éventuellement dans le second
membre, sont, les unes d’ordres inférieurs a celui du premier, les
autres d’ordre égal, mais de genres moindres.

2° Si I’on considere, d’une part, la fonction dont une certaine dérivée
principale figure dans le premier membre, et, d’autre part, 'ensemble
des fonctions dont quelque dérivée principale ou paramétrique d’ordre
égal figure dans le second membre de la relation dont il s’agit, toutes
les variables qui sont paramétriques pour la premiere fonction le sont
aussi pour chacune des dernitres.

Pour abréger, nous appellerons immeédiate toute relation différen-
tielle satisfaisant & cette double condition, comme aussi 'expression
fournie par elle pour la dérivée principale contenue dans son premier
membre. Nous nommerons en outre classe d’'une relation immédiate
celle de la dérivée principale en question.

12. Les relations immédiates jouissent de deux propriétés impor-
tantes que nous allons démontrer :

1° Toute relation déduite d’une relation immeédiate par des différentia-
tions quelconques est elle-méme immdédiale.

Il suffit, évidemment, d’examiner le cas ol le nombre des différen-
tiations se réduit & 1.

Or, en vertu de la seconde des conditions énoncées au numéro pré-
cédent, si cette différentiation n’augmente pas le genre de la dérivée
figurant dans le premier membre de la relation sur laquelle on I’exé-
cute, elle n’augmentera pas non plus le genre des dérivées d’ordre
¢égal qui peuvent figurer dans le second; et, si elle augmente d’une
unité le genre de la premiere, elle augmentera d’une unité au plus le
genre de chacune des dernitres. Donce, apres comme avant la différen-
tiation, les dérivées figurant dans le second membre seront, les unes
d’ordres inférieurs au premier, les autres d’ordre égal mais de genres
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moindres, et la premiere condition ne cessera pas d’étre satisfaite.
Quant 3 la seconde, la chose s’apercoit immédiatement sans qu’il soit
nécessaire d’insister.

20 Toute relation déduite d’une relation immédiate en substituant a
telles ou telles des dérivées principales qui figurent dans le second membre
de cetle derniére des expressions immédiates quelconques des dérivées en
question est elle-méme immédiate.

Nous désignerons par (o) la relation immédiate sur laquelle on
effectue les substitutions dont parle I'énoncé : il suffit évidemment
d’examiner le cas ol le nombre de ces dernieres se réduit i 1. Cela
étant, puisque la premiere des conditions énoncées au numéro pré-
cédent se trouve satisfaite dans les deux relations que 'on combine,
elle le sera nécessairement encore dans celle qui résulte de leur com-
binaison. Quant & la seconde, en désignant par £ Uordre de la rela-
tion (w), elle ne cessera évidemment pas d’étre satisfaite si I'on
effectue dans le second membre une substitution portant sur quelque
dérivée d’ordre inférieur & £. Examinons ce qui arrive lorsqu’on y
effectue une substitution portant sur quelque dérivée d’ordre £. A cet
effet, soient

Srte==Jf(..., 000 ...)

. ™ ’ . ’ ’
Ja relation (w); ¢, ¢ I'une des dérivées d’ordre £ contenues dans son
second membre;
Oy 0w, .00

une expression immédiate de &,0; et Sy, ... les dérivées d’ordre £ qui
figurent dans cette dernitre. La relation (w) étant immédiate, ainsi
que I'expression considérée de ¢,v, toute variable paramétrique pour «
V'est aussi pour ¢, et, I'étant pour ¢, 'est pour o, .... La seconde con-
dition ne cesse donc pas d’étre satisfaite aprés qu’on a substitué i 2,¢
Pexpression immédiate dont il s’agit.

13. Soient (w) une relation immédiate de classe /- t; (A) un sys-
teme de relations immédiates en nombre fini, toutes de classes infé-
rieures & j -1, et fournissant une expression au moins pour chaque
dérivée principale des classes 1, 2, ..., /. Des relations (A) extrayons
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un groupe (") fournissant pour chacune de ces dernieres une expres-
sion et une seule; dans le second membre de (w), substituons aux
dérivées dont il s’agit leurs expressions firées de (\’), et répétons
Popération en faisant successivement pour le groupe (A’) tous les
choix possibles. L’ensemble des opérations que nous venons d’indi-
quer s’appellera, pour abréger, remplacer dans la relation (w) les déri-
vées principales des classes 1, 2, ..., J par leurs expressions tirées de (A).

14. Cela posé, supposons les équations données identiquement
satisfaites par quelque groupe d’intégrales ordinaires : substituons ces
intégrales aux fonctions inconnues correspondantes dans les diverses
équations du systeme, et désignons indifféremment par (A,) ou (B))
’ensemble des relations immédiates qui résultent de cette substitu-
tion. Effectuons ensuite sur chacune de celles-ci et de toutes les ma-
nieres possibles une différentiation (premiere) susceptible d’amener
dans le premier membre quelque dérivée principale de seconde classe,
et soient (A,) le groupe des relations résultantes, (B,) celui qu’on
obtient en remplacant dans chacune des relations (A,) les dérivées
principales de premiere classe par leurs expressions tirées de (B,)
(13) : en vertu des deux propositions démontrées au n° 12, le groupe
total [(A,), (B,)] fournit des expressions immédiates pour les diverses
dérivées principales de seconde classe. Effectuons maintenant sur les
diverses relations des groupes

(A) ou (By), (As), (By)

toute différentiation (premiere) susceptible d’amener dan's le premier
membre quelque dérivée principale de troisieme classe, et soient (A,)
le groupe des relations résultantes, (B,) celui qu’on obtient en rem-
placant dans chacune des relations (A,) les dérivées principales des
deux premieres classes par leurs expressions tirées de (B,), (B,) : le
groupe total [(A,), (B;)] fournira de méme des expressions immé-
diates pour les diverses dérivées principales de troisieme classe. Et
ainsi de suite indéfiniment. :

15. Dans le groupe indéfini

(3) (Al)’ (A2)’ (As)v cv

Ann. de I’ c. Normale. 3° Série. Tome VII. — Janvier 189o. )
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nous distinguerons : 1° le sous-groupe des relations primutives. obtenu

en adjoignant aux relations du systeme proposé toutes celles qui s'en

déduisent par de simples différentiations; 2° le sous-groupe des rela-

tions intermédiaires, composé de toutes les autres du groupe (3).
Nous nommerons wltimes les velations

(3 bis) (By), (By), (By), ...

dont les seconds membres ne contiennent aucune dérivée principale.
Désignant par
(Cl)v ((J"l)’ ((‘3);
les relations primitives des classes respectives 1, 2, 3, ..., nous aurons
encore a considérer le groupe

(D), (D), (Ds), ..oy

entierement composé de relations ultimes, et défini comme il suit : les
relations (D,) coincident, comme (C,), avee celles du systeme propose
(A,) ou (B,); les relations (D, ) s’obtiennent ¢n remplacant dans (C,)
les dérivées principales de premicre classe par leurs expressions tivées
de (D,) (13); les relations (Dy), en remplacant dans (C, ) les dérivées
principales des deux premieres classes par lears expressions tirées de
(D), (D,); et ainsi de suite indéfiniment. Les relations (D)), (D,),
(Dy), ... ainsi obtenues se nommeront primitivo-ultimes.

Nous désignerons enfin par (I'), faute d'une dénomination appro-
priée, le groupe obtenu en adjoignant aux relations (G, ), (By) et (Cy)
toutes celles qui se déduisent de (B,) et (C,) par de simples différen-
tiations. Les formules du groupe (I") autres que (B,) font toutes partie
du groupe (3).

Les expressions fournies pour les dérivies principales des intégrales
ordinaires du systeme donné par les diverses relations ci-dessus définies
seront affectées des dénominations correspondantes.

16. Sur ces diverses relations et expressions, il importe de faire les
remarques suivantes :

1° Parmi les différentiations qui concourent i engendrer une dérivée
principale, on peut distinguer les différentiations principales et les dif-
férentiations paramétriques : si celles de la premicre sorte intéressent
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toutes une seule vaviable, la dérivée principale est dite simple; si elles
intéressent au contraire plusieurs variables distinctes, la dérivée est
dite complexe. Cela étant, on apercevra facilement, comme au n° 23%,
qu'une dérivée simple a une seule expression primitive, tandis qu’une
dérivée complexe en a autant que ses différentiations genératrices inte-
ressent de variables principales distinctes.

2° Il n’existe pas d’expressions intermédiaires pour les dérivées
principales du premier et du second ordre.

Dans le premier ordre, les relations primitives, comme les relations
ultimes, coincident avee les équations du systeme donné. ‘

Dans le second ordre, le nombre des expressions ultimes d’une dericée
principale quelconque est précisément égal au nombre de ses expressions
primitives, c'est-a-dire a 1 ow a 2 suivant que cette dérivée est simple ou
complexe. Effectivement, si la dérivée considérée est du premier genre
(et par suite néceessairement simple), la seule manitre d’en obtenir
une expression ultime consiste & remplacer dans son expression pri-
mitive les dérivées principales du premier ordre par leurs valeurs
tirées des ¢quations proposées. Sila dérivée considérée est du second
genre, toutes ses expressions ultimes s’obtiennent en éliminant de ses
diverses expressions primitives tant les dérivées principales du pre-
mier ordre que celles du second ordre et du premier genre : or cha-
cune des dérivées a éliminer n’admet, comme nous venons de le voir,
qu'une seule expression ultime.

Dans les ordres supérieurs au second, la multiplicité des expres-
sions d’'une méme dérivée complexe s’accroit lorsqu’on passe des
formules primitives aux formules ultimes, ainsi que nous I'avons
remarqué pour les équations différentielles totales. Mais, de plus,
pour un systéme immédiat partiel, cette multiplicité peut s'étendre méme
aux déripées simples, parce que leurs expressions primitives peuvent
fort bien renfermer des dérivées complexes, susceptibles, comme nous
I'avons vu, de plusieurs expressions ultimes.

39 Toule expression primilive, inlermédiaire ou ultime, est enticre par
rapport aux composantes des scconds membres du systéme donné et a
leurs déripées partielles, comme ausst (lorsqu’il y a liew) par rapport aux
diverses dérivées des intégrales qui ne sont pas & la fois paramétriques et
du premier ordre.



36 MERAY ET RIQUIER.

4° Lesvariables x, y, ..., les fonctions inconnues u, v, ... et leurs dé-
rivées principales ou paraméiriques de tous ordres étant considérées pour
un insiant comme autant de variables independantes distinctes, pour que
les formules primitives et intermédiaires soient vérifides par des valeurs
particulicres données des variables dont il s’agit, il faut et il suffit que les
JSormules ultimes le sotent.

Les groupes (3) et (3 bis) sont ainsi equivalents I'un a lautre.

5 Le groupe des relations primitives équivaut de méme sout & celui des
relations primitivo-ullimes, soit @ celui des relations (I') (15).

6° Nous nommerons simple tout groupe indéfini de relations primi-
tives, intermédiaires ou ultimes, fournissant, pour chaque dérivée prin-
cipale, une expression et une seule. Si 'on attribue aux variables, aux
fonctions inconnues et & leurs dérivées paramétriques des valeurs nu-
mériques quelconques, les relations successives d'un pareil groupe,
rangées d’apres leurs classes croissantes, fournissent pour chaque dé-
vivée principale une valeur numérique déterminée et une seule.

Si, sans attribuer de valeur numérique particuliere d ancune de ces
diverses quantités, on ¢limine du second membre de chaque dquation
les dérivées principales qui y figurent a Paide des équations anté-
rieures, on obtientun groupe simple équivalent au premier, et entivre-
ment composé de relations ultimes.

17. A partir de valeurs indticles données x,, y,, ... des variables indeé-
pendantes, les déoeloppements par la série de Taylor des intégrales ordi-
naires dont on admet Ueaistence pour le systéme immédiat considére,
peuvent étre reconstruits dés que Uon connatl seulement leurs valeurs ind-
tiales et celles de leurs dérivées paramdtriques de tous ordres.

Effectivement, les seconds membres des formules ultimes ne conte-
nant que les variables indépendantes, les intégrales ot leurs dérivies
paramétriques, I'hypothese numérique x = x,, y =y,, ... les trans-
forme tous en des quantités connues et fait connaitre, par suite, les
valeurs initiales de leurs premiers membres, ¢’est-i-dire de toutes les
dérivées principales des intégrales dont il s’agit.

En résumé, on connait donc ainsi les valeurs initiales de ces inté-
grales et de toutes leurs dérivées sans distinction, ¢’est-a-dire ce qui
est nécessaire pour construire les développements cherchés.
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18. Quand les variables principales d’une intégrale prennent leurs
valeurs particulieres initiales, cette intégrale se réduit & une fonction
de ses seules variables paramétriques, que nous nommerons sa détermi-
nation initiale. Dans le systeme (1), par exemple, la détermination ini-
tiale de u est une fonction de y, celle de ¢ une fonction de x. Dans
le systeme (2), celles des intégrales u, ¢ sont toutes deux des fonc-
tions de y.

Si, pour une certaine intégrale, toutes les variables de la question
sount principales, sa détermination initiale se réduit & une constante :
- ¢’est ce qui arrive toujours dans un systeme d’équations dilférentielles
totales.

Si, pour une autre, les variables sont toutes paramétriques, sa dé-
termination initiale est fonction de toutes les variables.

19. La connaissance des determinations initiales de toutes les intégrales
permet aussi bien la reconstruction de leurs développements.

Il est clair, en effet, que les valeurs initiales d'une intégrale et de
ses dérivées paramétriques sont précisément celles de sa détermina-
tion initiale et de ses dérivées de tous ordres. La connaissance des dé-
terminations initiales équivaut done exactement & celle des valeurs
initiales des intégrales et de leurs dérivées paramétriques, laquelle,
d’apres le théoreme du n® 17, suffit & la reconstruction de leurs déve-
loppements.

20. Au licu de reconstruire, comme nous venons de 'indiquer, les
développements d’intégrales dont I'existence est supposée connue,
cherchons maintenant s’il existe quelque systeme d’intégrales ordi-
naires ayant pour déterminations initiales des fonctions de leurs divers
groupes de variables paramétriques choisies au hasard, mais jouissant,
bien entendu, de la double propricte d’éire toutes olotropes pour les valewrs
(nitiales des variables indépendantes, et d’avoir, ainsi que leurs derivées
premiéres, des valeurs initiales qui, prises conjointement ayec celles des
variables, laissent aussi olotropes les composantes des seconds membres
des équations donnces.

Un parell sysiéme d’integrales, lorsqu’l existe, est évidemment unique,
et son existence dépend des trois conditions suivantes, comme s’il
s’agissait d’un systeme total.
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I. Nonobstant la mulliplicité des expressions ultimes d’une méme de-
rivée principale d’une intégrale hypothétigue (16, 2°), les valeurs ini-
tiales qu’elles fournissent de diverses manicres pour cette dériwée doivent
toujours étre numériquement égales les unes aux autres.

II. Les développements construits par la méthode des coefficients inde-
terminés, comme $'il s agissait d’une simple reconstruction (17 ), doivent
avoir quelque systéme de rayons de convergence tous différents de zéro.

1. Leurs sommes doivent satisfaire effectivement c toutes les €équations
du systéme immédiat propose.

La derniére de ces trots conditions ne peut manqguer d’étre remplie st
les deux: premieres le sont, alors méme qu'on se bornerait « considérer
dans celles-ct les valeurs initiales fournies par les seules formules primi-
tivo-ultimes. Bffectivement, les valeurs initiales des variables indépen-
dantes, des fonctions définies par les développements dont nous venons
de parler, et de leurs dérivées principales ou paramétriques de tous
ordres, vérifient par hypothtse les formules primitivo-ultimes, done
aussi (16, 5°) les formules primitives. La substitution des fonetions
considérées dans chaque équation du systéme en transforme done les
deux membres en des fonctions de 2, y, ... numériquement égales,
ainsi que leurs dérivées semblables, pour = x,, y = y,, ... ¢t, par
suite, identiqucmentzégalcs entre elles (7*).

Nous n’avons ainsi & nous occuper que des deux premieres condi-
tions.

21. La réalisation de la premitre peut s’opérer soit par une adapta-
tion convenable de la natare des fonctions choisies pour détermina-
tions initiales des intégrales hypothétiques i celle des seconds membres
des équations du systeme, soit par une corrélation spéciale entre les
seconds membres, en vertu de laquelle la condition dont il sagit se
trouve remplie indépendamment du choix des fonctions prises pour
déterminations initiales.

Nous exprimerons existence de cette derniere corrélation en disant
que le systeme immédiat proposé est passif. Quant aux intégrales
ordinaires des systemes non passifs, qui sont loin d’exister toujours,
nous les nommerons exceptionnelles, comme nous I'avons fait au n® 27*
pour les équations différentielles totales.
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22. Pour qu'un systéme immédiat d’équations différentielles partielles
soit passif, U faut et 1l suffit que les deux expressions ultimes de chaque
dérivée complexe seconde d’une jfonction inconnue quelconque soient
égales identiquement, ¢ est-a-dire quelles que soient les valeurs attribuées
aux variables, aux fonctions inconnues et a leurs déripées paramétriques
premucres et secondes, ces trois sortes de quantités étant considerées pour
un instant comme aulant de variables indépendantes distinctes.

Si le systeme est passif, les diverses expressions ultimes de chaque
dérivée principale, et en particulier de chaque dérivée complexe du
second ordre, doivent étre identiquement égales, d’otr résulte immé-
diatement que la condition posée est nécessaire. Nous prouverons
qu’elle est suffisante en raisonnant comme il suit.

‘Toute expression ultime d’une dérivée principale s'obtient en dif-
férentiant un certain nombre de fois 'une des équations proposées,
et remplagant apres quelques-unes de ces différentiations, en parti-
culier apres la derniere, les dérivées principales qui figurent dans le
second membre par telles ou telles de leurs expressions ultimes. Cela

posé :

I. Si l'égalité identique entre les diverses expressions ultimes de
chaque dérivée principale a lieu jusqu'a la classe jZ1 inclusivement,
toutes les eaxpressions ultimes d’une derivée deéterminée de classe j—+ 1,
obtenues en effectuant sur une méme cquation du systéme propose ['ope-
ration ci-dessus indiqude, sont identiquement égales entre elles de quelque
maniére que celte opération soit conduite.

1© En premier lieu, si 'on n’opere de substitutions qu’apres avoir
opéré la derniere différentiation, la relation ultime a laquelle on est
conduit est toujours la méme; car la formule primitive résultant des
seules différentiations est indépendante de ordre dans lequel on les
exéeute, et pour chacune des dérivées principales, de classes néces-
sairement inférieures & j+1, qu'on en doit éliminer, les diverses
expressions ultimes sont par hypothese identiques.

20 Si 1'on ne change pas 'ordre relatif des différentiations, le ré-
sultat de 'opération ci-dessus indiquée est indépendant de toutes les
autres conditions dans lesquelles on I'effectue.
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Supposons en effet que les différentiations, dont nous désignerons
le nombre par £, soient exécutées dans un ordre déterminé, certaines
d’entre elles étant suivies de substitutions déterminées; soient « celle
des variables indépendantes par rapport & laquelle la derniere doit
avoir lieu, et

) Oe=J( Xy ¥y ee sy Uy Uy iy Oy ey Ty o)

la relation immédiate sur laquelle on a & Uexécuter. Dans cette for-
mule ¢, désigne une certaine dérivée principale d’ovdre £, et o, ...,
7, ... les diverses dérivées respectivement principales et paramé-
triques dont le caractere immédiat de la relation autorise la présence

, ., do L e,
dans le second membre. Les dérivées i et celles des dérivées
Ao ul sont principales sont au plus de la classe /35 car elles fi-
(’l.‘L'? q > ,p ;p ‘ ISR < p b ’ A ./, « v s

curent éventuellement dans le seccond membre de la relation immé-
diate que 'on déduit de (4) au moyen d’une différentiation relative
a x, et, par suite, sont de classes inféricures au premier membre
Aoy . . (e .
;,—li qui est de classe j + r. Chacune de ces dérivées, comme aussi cha-
cune des dérivées principales o, ..., a donc une expression ultime

unique, d’oli résulte en particulier que, si on désigne par

v b
-ty sy 4wy

les expressions ultimes des dérivées

do

a .« m—— L]
’ > d

dX , \ . .
et par (7[;>’ -+ les résultats que donne la regle des fonctions com-

posées quand on effectue sur X, ... une différentiation relative i x,
les diverses expressions ultimes ¥,, ... peuvent s’obtenir en élimi-

_ . : : ds L
nant respectivement des diverses expressions (d‘—;), .-+ les dérivées

principales (de classes nécessairement inférieures 4 j) qui peuvent y
figurer. ,
Cela posé, au lieu de différentier par rapport &  la relation (4), ce



SUR LA CONVERGENCE DES DEVELOPPEMENTS DES INTEGRALES ORDINAIRES. 4]

qui donne

do, __df df du df do df ds | df dr

Qe de Cdude Tdvde "V dede VU T dide T
vuis de remplacer, d'une part, les dérivées principales ¢ LB
puis : : T

par les expressions ultimes X, ..., X,, ..., d’autre part, celles des dé-

rivees 4, L0, L qui sont principales par les expressions
dx” dx dx ’

ultimes correspondantes, il revient évidemment au méme de diffé-

rentier par rapport & « la relation

Or = f (&, ) oy Uy 0y X T, ),
ce qui donne
dé, _df  dfde dfde  df/dE LAl ds
de — dr " dudz " dvdx " dX (dgz;) - dr dx v

puis de remplacer par leurs expressions ultimes les dérivées princi-
pales qui peuvent alors figurer dans le second membre.

Ainsi on peut, sans changer le résultat, remplacer dans le second
membre de (4) les dérivées principales par leurs expressions ultimes, ce
qui donnera une expression ultime de 3, cffectuer seulement alors la
derniere différentiation, et remplacer finalement par leurs expressions
ultimes les dérivées principales introduites par cette différentiation
dans le second membre. Si I'on observe maintenant que o, puis les
dérivées dont il s’agit, étant de classes inférieures & j + 1, ne sont sus-
ceptibles chacune que d’une expression ultime, le point qui nous oc-
cupe se trouve entierement démontré.

3° Considérons deux quelconques des expressions ultimes dont il
s’agitactuellement de constater I'identité, et qui se déduisent, comme
nous I’avons expliqué, par différentiations etsubstitutions, d’une méme
équation du systeme proposé. Si, sans changer de part ni d’autre
Pordre relatif des différentiations,on n’opére de substitutions qu’apres
la derniere d’entre elles, on tombe sur deux expressions ultimes res-
pectivement identiques aux deux précédentes (2°), et on sait d’ail-
leurs (1) qu’en procédant ainsi le résultat est indépendant de 'ordre
des diflérentiations.

Ann. de UEc. Normale. 3¢ Série. Tome VII. -—— Fivrier 18go. 6
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11. Si'égalité identique entre les diverses expressions ultimes de chaque
dérivée principale a lieu jusqu'a la classe j2 3 inclusivement, les deux ex-
pressions ultimes d'une méme deérivée principale de classe j + 1, déduies
de deux équations distinctes du sysiéme proposé par U opération indiquée
plus haut, sont nécessairement identiques.

Supposons, par exemple, que les deux équations dont il s’agit soient

du du

L’une des différentiations & exécuter sur la premicre est nécessaire-
ment relative & y, 'une des différentiations a exécuter sur la seconde
nécassairement relative & «, ct celles qui restent ont lieu de part et
d’autre par rapport aux mémes variables. Or les expressions ultimes
d’une méme dérivée principale ¢tant identiques jusques et y compris
la classe 7, on peut, sans changer les résultats (I), opérer de la maniere
suivante sur chacune des équations (5) = 1° effectuer d’abord la diflé-
rentiation relative & y ’il s’agit de la premiere, relative i a0 s'il s’agit
de la seconde, et remplacer dans les seconds membres les dérivies
des deux premieres classes par leurs expressions ultimes; 2° exéeuter
ensuite les différentiations restantes et remplacer finalement dans les
seconds membres toutes les dérivées principales par leurs expressions
ultimes. En vertu de ’hypothese, les résultats sont identiques apres la
premiere partie de opération, et par suite aussi apres la deuxieme.

III. Pour les trois premieres classes (ou, ce qui revient au méme,
pour les deux premiers ordres), I'égalité identique entre les diverses
expressions ultimes d’une méme dérivée principale a lieu d’elle-méme
si cette dérivée est simple (16, 2°), et résulte de I'hypothise si cette
dérivée est complexe. On en conclura, par Papplication répétée des
propositions ci-dessus énoncées (I, I), que cette ¢galité identique a
encore lieu pour la quatrieme classe, puis pour la cinquitme, ¢t ainsi
de suite indéfiniment.

23. Une particularité essenticlle & noter est que & systéme propose
est passif sans condition dans le cas oi chagque fonction inconnue 1'a pas
plus d’une seule variable principale. Lffectivement, le choix de I'équa-
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tion a différentier pour obtenir une dérivée principale déterminée n’a
plus alors rien d’arbitraire, et le point & démontrer résulte du numéro
précédent (1.

D’une maniere générale, le nombre total des conditions de passivité est
égal a la somme de ceux qui pour chaque fonction inconnue expriment
combien ses variables principales offrent de combinaisons deux a deuz.
Pour des nombres donnés £, g, de variables indépendantes etde fonc-
tions inconnues, il peut done varier de o, valeur qu’il prend lorsque
chaque fonction inconnue n’a pas plus d’une variable principale,

« h(h ) y . . .
a g—- - valeur qu'il acquiert quand aucune fonction inconnue

n’a de variable paramétrique, c¢’est-a-dire quand le systéme immédiat
est total (297).

24. De U'ensemble des formules primitives, intermédiaires et ul-
times, extrayons un groupe indéfini fournissant au moins une expres-
sion pour chaque dérivée principale, ¢t considérons-y, pour un instant,
les variables a, y, ..., les fonctions inconnues «, ¢, ... et leurs déri-
vées principales ou paramétriques de tous ordres, comme autant de
variables indépendantes distinctes : lorsque les conditions initiales (19)
seront choisies de telle maniére que les relations dont il s’agit soient
toutes vérifices quand on substitue, d’une part aux variables ,y, ...,
aux fonctions «, ¢, ... et & leurs dérivées paramétriques les valeurs
initiales données, d’autre part a leurs dérivées principales des valeurs
particulieres convenables (formant de toute nécessité un systéme
unique), nous dirons qu’il y a, relativement aux conditions initiales
dont il s’agit, concordance numeérique entre les relations du groupe.

Dans un groupe simple, quel qu’il soit, la concordance numérique
a lieu d’elle-méme relativement 4 des conditions initiales quel-
conques. .

25. Il nous reste maintenant (20) 4 examiner si, les conditions
initiales étant choisies de maniere & assurer la concordance numé-
rique (24) des relations primitivo-ultimes, ou, ce qui revient au
méme (16, 5°), des relations primitives, les développements qu’on en
déduit pour les intégrales hypothétiques sont convergents. Cest la
une condition qui 7’est pas nécessairement remplie, et, dans les deux
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paragraphes qui suivent, nous spécifierons précisément un cas (res
étendu ot elle 'est toujours, et un autre cas ol sa réalisation dépend
des circonstances particulieres du probleme.

Systémes immédiats qui sont en méme temps réguliers ou semi-réguliers.
Réduction d'un systéme immédiat non linéaire & un systéme immédiat
linéaire,

26. Quand les fonctions inconnues d’un systeme immédiat peuvent
étre placées dans un ordre tel que toute variable qui est princi-
pale pour 'une d’entre clles le soit aussi pour chacunc des préceé-
dentes, nous écrirons de gauche & droite dans cet ordre les colonnes
correspondantes de son Tableau, et nous dirons qu’il est régulier. De
cette manikre, les fonctions se rassemblent naturcllement en groupes
jouissant de cette propriété que, pour deux fonctions inconnues quel-
conques, le partage des variables en principales et paramétriques se
fait ou non de la méme manitre suivant qu’elles appartiennent au
méme groupe ou & deux groupes dillérents. A ces divers groupes, el
en allant de gauche & droite dans le Tableau, nous assignerons les
numéros d’ordre 1, 2, 3, ..., et chacun de ces numéros s’appellera
le rang de régularité commun des fonctions inconnues du groupe
correspondant.

Pour un systeme de cette espece, nous ¢erirons aussi les lignes du
Tableau dans un ordre tel que le nombre des cases occupées n’aug-
mente jamais d’une ligne & la suivante quand on le lit de haut en bas.
Les variables se rassemblent ainsi en groupes jouissant de cette pro-
priété que deux lignes quelconques du Tableau offrent la méme dis-
tribution de cases pleines et vides ou des distributions différentes,
suivant que les variables qui leur correspondentappartiennent ou non
au méme groupe. A ces divers groupes de variables nous attribucrons,
de méme, les rangs de régularit 1, 2, 3, ..., en parcourant le Tableau
de haut en bas.

Par exemple, le systeme (2) du n° 9 est régulier; plus générale-
ment aussi tout systéme dans lequel le partage des variables en princi-
pales et paramétriques s’ opére de la méme fagon par rapport a toutes les
Jonctions inconnues : en pareil cas, ces dernicres ont toutes le rang 1,
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et les variables indépendantes ont le rang 1 ou 2, suivant qu’elles sont
principales ou paramétriques. Dans cette catégorie se rangent, en parti-
culier, les systémes d’équations dyfférentielles totales.

Le systeme écrit ci-dessous

(U) (") ((\’,') (S)
(z) | 44— de | dw
de ~ 7 L de T | de T |
du d
() SRR i |
- du !
(=) gs T
(1) |
| [ |

est encore régulier s’il est immédiat, c’est-a-dire si les dérivées para-
métriques contenues dans les seconds membres d’une colonne quel-
conque n’appartiennent & aucune des fonctions qui correspondent aux
colonnes antérieures. Les fonctions u, ¢, w, s y ont respectivement les
rangs 1, 2, 3, 4, et de méme les variables x, y, =, ¢.

Nous appellerons drrégulier tout systeme immédiat non régulier, et
semi-régulier tout systeme immédiat et irrégulier pouvant se déduire
de quelque systeme immédiat et régulier par la suppression de cer-
taines ¢quations différentielles. Par exemple, le systeme (1) dun® 9
est irrégulier; tout systeme immédiat dont les seconds membres ne
contiennent aucune dérivée des fonctions inconnues est nécessaire-
ment semi-régulier lorsqu’il n’est pas régulier, car on peut alors I'ex-
traire de quelque systeme d’équations différentielles totales.

27. Nous dirons encore qu’'un systeme immédiat est linéaire quand
les dérivées (paramétriques) des fonctions inconnues entrent toutes
linéairement dans les équations qui le composent. Chaque second
membre se réduit alors & une somme de termes dont 'un est une cer-
taine fonction des variables indépendantes et des fonctions inconnues
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seulement, tandis que I'un quelconque des termes rvestants est le
produit d’une semblable fonction par quelque dérivée paramétrique.
Par exemple, ’équation aux dérivées particlles

()

constitue un systéme linéaire si son second membre est de la forme

. du

UY (z, Yy u) - Uf,,”(J', ¥, 1) ,/,

Il faut aussi rattacher les équations différentielles totales awx systémes

linéaires, puisque leurs seconds membres ne renferment,point de dévi-
vées.

28. Etant donnéun systeme immédial quelconque, supposons qu’on
assigne & ses intégrales ordinaives des conditions initiales choisies au
hasard, mais jouissant, bien entendu, de la double propri¢té énoncée
au n° 20. A Paide des relations contenues dans un groupe simple dé-
terminé de formules primitives, intermédiaires on ultimes (n° 16, 6°),
on peut ¢videmment, et d’une seule maniere, construire des séries en-
ticres dont les sommes coincideront avee les intégrales cherchées, s
toutefois ces dernicres cxistent; mais on ne peul affirmer que les déve-
loppements ainsi construits fournissent des intégrales du systeme
proposé avant de s’étre assuré et de leur convergence, et de la concor-
dance numeérique des formules primitivo-ultimes relativement aux
données initiales. Quoi qu’il en soit de cette derniere condition, si
celle de convergence se trouve remplie, nous dirons, pour abréger,
que les sommes de nos développements sont des (ntégrales fictives du
systeme en question satisfaisant aux conditions initiales chousies.

29. Tout systéme partiel jouissant de la triple propriéié d'éire imme-
diat, régulier et linéaire, posséde un groupe d’intégrales fictives répondant



SUR LA CONVERGENCE DES DEVELOPPEMENTS DES INTEGRALES ORDINAIRES. /|';'

a des conditions initiales donndes, et construites a ’aide d’un groupe
simple donné de relations primitives, intermédiaires ou ultimes.

Jusques et y compris 'alinéa 11I du présent numéro, nous suppose-
rons simplement que le systeme partiel auquel nous avons affaire est
immédiat et linéarre, sans nous inquiéter de savoir s’il.est régulier_ou
non. Nous nommerons alors

[4, /] le systeme dont il s’agit;

Zy, ¥+ - -- les valeursinitiales des 2 variables indépendantes «, y, . ..;
wy, ¢4v - .. celles des g fonctions inconnues «, ¢, .. .:

v, 9, ... les déterminations initiales de ces dernieres;

(w) le groupe simple de formules qui, conjointement avee les détermi-
nations initiales, nous servira & construire les développements en
séries des intégrales hypothétiques, et que nous pouvons toujours
supposcr ne contenir exclusivement que des relations ultimes
(n° 16, 6°);

z‘b(,'z-,.v, cees Uy Oy o)y o, les cocefticients des dérivées paramétriques
dont le caractere immédiat du systeme |7, /| autorise la présence
dans les seconds membres de ses diverses équations;

w(x, ¥, ..., t, ¢, ...), ... les termes indépendants de ces dérivées
dans les mémes seconds membres.

Cela posé, nous démontrerons les points suivants :
I. St lon deésigne par
?

z ”
Py Chiy ay weey Oy D1, D29 ey [P

des constantes positives quelconques, par ¢ une constante positive plus pe-
lite que 1, et si lon pose, pour abreéger,

oo () e o (YY) e ok Bi(w — twwy) 4= Ba(v = 99) 4. ..,

le systéme différenticl total obtenu en égalant a

“ »O)
L5 1 -—-e0(7)
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les gh quantites
Bidu B, dy

Lk kit =
oy dv” oy dx

(7) B du By de
vt el et SIS
o dy oy dy
L oee e )y e ’
admet un groupe d’iniégrales ordinaires olotropes en x,, y,, ... ¢t 8’y rc-

dwisant respectivement G w,, ¢, . ..; les dérivées de tous ordres de ces intc-
grales ont des valeurs initiales essentiellement rcelles, positives et indcpen-
dantes des valeurs particulicres choisies pour a,, ¥y, ..., Uy, V45 -2 oo

“Effectivement, ce systeme mis sous forme immédiate est passif, ainsi
qu’il est facile de s’en assurer, et admet par conséquent (n® 31%) un
groupe d’'intégrales ordinaires satisfaisant aux conditions initiales dont
il s’agit. Si 'on développe maintenant la fonction () suivant la for-
mule

L e el N

et qu’apres avoir remplacé 7 par sa valeur on ordonne par rapport aux
puissances de

X &y Vo Vi ey W Uy, ey,

on voit immédiatement que les valeurs initiales de cette fonction et de
ses dérivées de tous ordres sont essenticllement réelles, positives et
indépendantes des valeurs particulivres choisics pour @y, yo, ..., t,,
040 ... Il en est de méme de la fonction - ;w’(f}’ qu'on peut déve-
lopper suivant la formule

R A R -l e E
. “ . y i

par suite enfin du produit pO(7) 00)
toutes les équations différentielles du systeme total. Les valeurs ini-
tiales des dérivées de tous ordres de nos intégrales jouissent done,
elles aussi, de la propri¢té énoncée; car, en vertu des formules ultimes
appliquées i leur calcul, elles se présentent sous forme d’expressions
enlitres, sans aucun signe -, par rapport aux valeurs initiales de la
fonction (6) et de ses dérivées partielles.

,» second membre commun i
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Il. Les intégrales dont nous venons de constater ’existence verifient
tdentiquement un systeme | 1, L], immédiat et linéarre comme (1, l], et pre-
sentant avec lui cette seule difference que les diverses fonctions

O A T P A1 € P 7S LA

s’y trouvent remplacées par des fonctions de la forme \O (=), ..., 0l X, ...
designent des constantes positives.

Soient, en effet,

- du

8) —— I
(8) e
I'une des ¢quations du systeme |7, {]; ¢ le nombre, au moins égal a 1,
des dérivées paramétriques dont le caractere immédiat du systeme
autorise la présence dans le second membre de I'équation (8) (10);
eb vy, va, ..., v, des quantités positives vérifiant la relation

I
De I'équation

By du  10(7)

ap de 1—e0(7)’

qui figure dans le systeme différentiel total défini & I'alinéa I, on tire
immédiatement

du oy du du

X v, 0(7) 57— + .. v, 0 e
(9) de 51[-’ (t) +v,0( )(/.'1; - Fv,0(7) dr
Comme les diverses quantités (7) deviennent identiquement égales
entre elles par la substitution 4 «, ¢, ... des intégrales considérées, la

dérivée fl”, ne differe alors que par un facteur constant positif de cha-
dx )

cune des ¢ dérivées qui figurent éventuellement dans le second
membre de U'équation (8); rien n’est donc plus facile que d’introduire
ces ¢ dérivées respectivement dans les ¢ derniers termes de I'équa-
. N s 1 du . .y
tion (9) & la place de - On fera des calculs analogues au précédent
en considérant 'une apres'autre toutes les équations du systeme [ 7, /],
et il est clair que le systeme [I, L] ainsi obtenu satisfera i toutes les
conditions énoncées.

Ann. de I’ Fe. Normale. 3® Série. Tome VIL - Fivrier 18go. 7
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Nous nommerons v, ... toutes les quantités analogues & vy, vu. ...,
v, qui ﬁgurent dans Ies seconds membres de ces nouvelles équations;
U (x,y, , 0y o)y ... les coefficients des dérivées paraméiriques
et Qle, y, ..., u, 0, .. .‘ . les termes indépendants de ces dérivées
dans les mémes seconds meml)rcb, enfin Y, @, ... les déterminations

initiales, relativement au systeme [I, L], des mtegralcs dont nous ve-
nons de constater I’exsistence.

En désignant par I, ... celles des constantes ., ... qui figurent dans
{une ou U'autre des fonctions W (z, y, ...,u, ¢,...), ..., et par \', ...
cellesqui figurentdans 'uneou " autre des fonctions &2(1 Yoo lly 9,00 )y
on voit immédiatement que les pwmmm ont des expressions 1/1(/(/)('/1-
dantes de ., et les secondes des expressions lincéaires par rapport @ ..

HI. Soient r une constante positive inférieure a tous les olomitres
des composantes Y (@, y, ...it,0, 0000 oo, 0 (@, ), o1, 000, .
ct des déterminations initiales v, 2, ... pour les valeurs initiales (Iv
leurs variables vespectives; M, ... d’autres constantes positives en
méme nombre (ue les fonctions &, ..., et respectivement sup(&riuurcs
(Ou égales) aux modules que ces dernieres peuvent acquériy i inté-
rieur et sur les circonférences des cercles de rayon 7 ayant pour cen-
tres les points @y, Yoo «voy g, ¢4, ... il est claiv que les constantes
M, ..., les constantes v, ... et les constantes 2/, ... s¢ correspondent
respectivement.

Supposons actucllement que, par un choix convenable des constantes

) . e z) . .
(10) Uy Gar eeey Zns P Pa oy Pyroey v, -

on puisse réaliser a la fous toutes les conditions suivantes : en méme temps
que la constante ¢ est inféricure a I'unité et que les diverses constantes v,
Jigurant dans une méme cquation quelcongue du sysiéme |1, 1| ont une
somme égale a €, comme ’cxige la définition du systéme dont il s'agi,
les constantes o, Gyy ooy 0y, By, By, oo, B, sont toules supcricures (ou
’ PR - ,

dgales) a -, et les constantes N, ... [dont les valeurs dépendent de celles
gwon aitribue @ (vo)| respectivement supéricures (ow égales) aux con-
stantes M, . ...

Cela drant, le systéme [ i, l] admet ceriainement un groupe d’intégrales
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Jictives répondant aux déterminations initiales v, o, ..., et construiles &
Uaide des relations (o).

Effectivement, soient

N une quantité positive supérieure a tous les modules que peuvent ac-
quérir les composantes o, ... et les dérivées premieres des fonc-
tions v, o, ... a I'intérieur et sur les circonférences des cercles de
rayon r ayant pour centres les valeurs initiales de leurs variables
respectives;

ala plus petite des quantités oy, o, ..., o3
B la plus grande des quantités f,, B,, ..., p

o
o

Prenons enfin pour la constante (x, encore indéterminée, une valeur
verifiant Uinégalité '

(11) [J.:">N-]—;-
«

Cela étant :
1° Puisque les constantes 2/, ... sont respectivement supéricures
aux conslantes M, ..., et les constantes o, oy, ..., 25, §,, oy ..., B

o
o

;o N I . -
toutes supérieures 4 —»> onvoit sans peine que, par rapport awx valeurs
Lnatiales xy, Yoo - ooy Uys V4o, - -, les fonctions W, ... sont respectivement
majorantes (31*, 1) pour les fonctions
A ) e Y e Uy €
.

qui, & leur tour et en vertu dua méme raisonnement qu’au n® 31* (II),
sont respectivement majorantes pour les fonctions b, . ... D’autre part,

-~ . , \ a ,_
les constantes A7, ..., au moins égales & . 7 sont toutes supérieures

a N en vertu de P'inégalité (11) : les fonctions Q, ... sont donc majo-
rantes p() ur

N‘ -
T e e e T e e e A S S
P

et, a plus forte raison, pour les fonctions o, .. ..
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2° Il est clair que les valeurs initiales des dérivées de tous ordres
des fonctions Y, @, ... coincident avee les valeurs initiales des déri-
vées semblables des intégrales dont nous avons constalé I'existence
dans le systeme dilférentiel total considéré a Palinéa I. Or dans ce
dernier, mis sous forme immédiate, le second membre d’une équation
quelconque est évidemment majorant pour

a 0(7)

e - b

BY 1—e (1)

et & plus forte raison pour
. a ) ‘
(12) B pO[a(e - ry-i- y - yot...)],

car on voit aisément que la suppression du dénominateur 1 - e®(=),
puis la diminution des coefficicnts positifs o, oy, ..., 24 cll,, By, ...,
Be» qui se trouvent remplacés, les premicrs par a, les seconds par o,
ne peuvent que diminuer les valeurs initiales de la fonction et de ses
dérivées de tous ordres; d'ailleurs, en vertu de (1) et de « . - -}_, la
fonction (12) est & son tour majorante pour

(13) NO ,l(r — 2yt Y = Yot..) |
Donc les seconds membres des équations du systeme différentiel total
mis sous forme immédiate sont tous majorants pour la fonction (173)
relativement aux valeurs initiales z,, y,, ..., ¢y, ¢4, -... Dis lors, si
'on considere d’une part e systeme dont il s’agit, d’autre part le sys-
teme différentiel total évidemment passif qui se déduit du précédent
eny remplacant tous les seconds membres par la fonction (13), il vé-
sulte immédiatement de la forme des expressions ultimes (15), (16, 3
que les dérivées de tous ordres des intégrales déterminées par les con-
ditions initiales u == u,, ¢ = 9¢,, ... pour @ == x,, y = y,, ... auront
dans le premicer des valeurs initiales supéricures i celles qu'elles pos-
sedent dans le sccond. D'apres cela, la valeur initiale d’une deéripde
quelconque dordre mde Y, ®, .. ., surpassera la quantité

N2 lm—1)



SUR LA CONVERGENCE DES DEVELOPPEMENTS DES INTEGRALES ORDINAIRES. 53

et & plus forte raison (comme dans 1°) le module de la valeur initiale de
la dérivée semblable de v, o, ..., qu'on peut considérer comme une dé-
rivée d’ordre m — 1 de quelqu’une des dérivées premitres.

3° Les relations primitives, intermédiaires et ultimes, se correspon-
dant respectivement dans les deux systemes [z, /], [I, L], on peut, aux
relations () du premier systeme, faire corvespondre dans le second
un groupe de relations que nous désignerons par (II). Or les expres-
sions ultimes fournies par (IT) sont entiéres par rapport aux fonctions
W, ..., Q,...et & leurs dérivées partielles, comme aussi par rapport
aux dérivées partielles des fonctions Y, @, ...; et les expressions ul-
times fournies par (@) sont composées exactement de la méme facon
avee les fonctions 4, ..., o, ..., leurs dérivées partielles, et les déri-
vées des fonctions u, z, .... Done, en vertu de ce qui précede (10, 2°),
les intégrales du systéme |1, L] dont existence a été constatée plus haue (11)
admetient pour leurs déricées principales de tous ordres des valeurs ini-
tiales respectivement supéricures aux modules de celles que donnent les
Jormules (w5 ) et les déterminations indiales u, o, ... pour les dérivées sem-
blables des intégrales fictives dont Uexistence est & démondtrer.

4° Les développements desintégrales considérées du systeme |1, L]
¢tant de toute nécessité convergents, il résulte immdédiatement de ce

qui précede (2°, 3°) que les développements construits a aide des
formules () et des déterminations initiales v, %, ... ne peuvent man-

quer de I'étre aussi.

IV. Tout se réduit maintenant & prouver qu’en supposant régulier
le systeme [z, /], les conditions énoncées au début de I'alinéa T peu-
vent élre satisfaites toutes a la fois par un choix convenable des con-
stantes (10). A cet effet, nous fixerons arbitrairement les constantes <,
v, ... sous les seules conditions exigées par la définition du systeme
[T, L] (L, II), et nous ferons voir qu’en désignant par P, Q deux con-
stantes positives absolument quelconques, on peut trouver poure,, ...,
%py Bas ooy By des valeurs toutes supéricures a P, ¢t telles que les con-
stantes A/, ... soient (outes supérieures a Q.

Nommons a, §,+, n quatre constantes positives, ¢t prenons : 1°pour
ey, %y, ... les produits de y par des puissances de « dont les exposants
soient respectivement égaux aux rangs de régularité des variables x,
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St

¥» .- dans le systeme [ 7, /] ou [I, L]; 2° pour B, B, ... les produits
de 7 par des puissances de 3 dont les exposants soient respectivement
égaux aux rangs de régularité des fonctions inconnues «, ¢, ... Dési-
gnant enfin par n la plus petite des constantes v, ..., assujellissons
o, B, v, 0 A vérifier les inégalités évidemment compatibles

/ . n
(14) o=, (15) % ”

” y - ) i N (\)
(16) B, (17) B —=p
. P v P

> = . o] S e
(18) V> (19) > 7

Cela posé, on voit immédiatement qu’en vertu de (14) et (16), les
constantes appartmmnt res pcclivvn‘n(m aux deux “'roup(as Oyy vony dy CL
By e , Bg sont au moins égales, les pl()ﬂibl‘(}h ayoh, les dernibres i
1B, et que des lors, en ver I,u de (18) et (19), (.ll(es honl, les unes et
les autres supérieures i P.

D'autre part, si I'on désigne par 9, ... les diverses variables de
rang /, par (@, ... les diverses fonctions de rang £ du systeme |1, L],
par lo”, ceis sﬁ,’”, ... leurs valeurs initiales, 'une quelconque des ¢qua-
tions qui composent ce systeme est de la forme

[ dsth) w7 p-* (g " it ( el (h
\ T _‘, = O .=y (1" - 1) e B () e Ry el
(20) ¢ phi-k dsthh
el V) () ) -t ® ) A i ( 1 ——— ") - wafens 9 pl‘"” [ '(/‘.//i '(/lv" o = !
( =Y i Of .oyl (W7 = D) e R (s SOy e I
o e

G lel b

etils aqlt de fatre voir que la constante v( =7 est néeessairement su-
périeure & Q. Observons & cet ellet qu c_llc ne pent tomber au-dessous
de

Pl.l k
(2[) n '07/__:/
Si & > k,ladifférence ;' — j peut avoir une valeur entitre quelconque
n'excédant pas U'intervalle de — (4 —1) 2 & —1, et, comme les con-
stantes «,  sont la premiere inférieure, la seconde supérieure 4 'unité,
Iexpression (21) surpassera toujours nBa%, et i plus forte raison Q en
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vertu de I'inégalité (17). St &= £, on a nécessairement ;' >/, parce
que,alors, pour s’ comme pours®, la variable 2/ est principale et 'autre
(V) paramétrique relativement au systeme [I, L]; la plus petite valeur

. N . . .y ,
possible de la méme expression sera donc - quantité encore supé-

ricure & Q en vertu de U'inégalité (15). Le cas de & < £ ne peut d’ail-
leurs se présenter; car alors, des deux fonctions s%, 5%, la premiere
aurait un rang de régularité inférieur & celui de la seconde, et par
suite aucune dérivée de s ne pourrait figurer dans le second membre
de 'équation (20) qui a pour premier membre une dérivée de s,

30. La proposition du numéro precédent subsiste pour tout systéme im-
médial et lincaire pouvant se déduire de quelgue systéme partiel, immédiat
et régulier, par la suppression de cerlaines équations differentielles.

Il est évidemment permis de supposer que le systeme partiel, immé-
diat et régulier dont parle ’énoncé, est lui-méme linéaire : désignons
alors par [|7, /|| le systeme proposé, par |7, /| celui d’ott on peut I'ex-
traire, et par (7) 'ensemble des équations qu'il faut adjoindre au pre-
micr pour obtenir le second. Le systeme auxiliaive [I, I.] considéré au
numéro précédent (IT) se compose évidemment de deux groupes

[LE L] (X)
qui correspondent respectivement aux groupes
LLé L

dont se compose |, {]. Si P'on fixe arbitrairement les constantes e,
v, ... sous les seules conditions exigées par la définition du sys-
teme [I, L], il résulte de ce que nous venons de voir (29, IV) que, P,
Q désignant deux constantes positives absolument quelconques, on
peut trouver au-dessus de P des valeursde o, .., o, 8, ..., B, ren-
dant supérieures a Q les diverses constantes A, ... du systeme [I, L],
¢t par suite celles du groupe [[I, L][. Il suffit maintenant, pour
achever la démonstration, de se reporter a la proposition énoncée dans
Palinéa I du numéro précédent.

31. La proposition dun® 29 ne cesse pas d’éire vraie lorsque le sysieme
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différentiel considere est total, ou qu’tl peut se déduire de quelque systéme
total par la suppression de certaines équations.

Nous supposerons, comme toujours, que le groupe simple de for-
mules & l'aide duquel on construitles développements est enticrement
composé de relations ultimes. Nous nommerons

Zqy Yo --- les valeurs initiales des 4 variables indépendantes x, y,

Uy 945 ... celles des g fonctions inconnues «, ¢, .. .;

v, o, ... les déterminations initiales de ces dernicres;

w(x,y, ..o 4, 9, ...), ... les seconds membres des ¢quations propo-
sées;

r une premictre constante positive inféricure a tous les olomettres des
fonctions o, ..., v, o, ... pourles valeurs initiales de leurs variables
respectives;

wune deuxieme supérieure i tous les modules que les fonctions o, ...
ct les dérivées premieres de v, o, ... peuventacquéried Uintéricur
et sur les circonférences des cercles de rayon rayant pour centres
ces valeurs initiales.

Nous posecrons entin
).
B L A N I ) / ,
Ly Y Ve et e 0 e
,

et nous considérerons le systeme (otal obtenu en  égalant i
Aa,y, ....,u, 9, ...) les gh dérivées

lu oy
e’ e’ ’
clu oy
C'{}’ 3 (/}/’ )

Ce systeme passif possede un groupe d'intégrales ordinaires olo-
tropes en x,, Yo, ..., s’y réduisant mrspuulivmn(fnl. A Uy, Py oee, CL
possédant des dérivées de tous ordres dont les valeurs initiales sont
essentiellement réelles, positives et indépendantes des valeurs parti-
culieres choisies poura,, y,, ..., 1, ¢y, ...; les intégrales en question
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vérifient donc aussi le systeme, extrait du précédent, dont les diverses
équations ont respectivement les mémes premiers membres que celles
du proposé. Enappelant Y, @, ... les déterminations initiales de ces
intégrales relativement au nouveau systeme ainsi obtenu, on verra
sans peine : 1° que la fonction A est majorante pour toutes les fonc-
tions w, ...; 2° que la valeur initiale d’une dérivée queleonque de Y,

@, ... surpasse le module de la valeur initiale de la dérivée semblable
de v, ¢, .... Apres quoi, la comparaison des formules ultimes corres-

pondantes dans le systeme proposé et dans celui qu’on vient de former
prouvera immédiatement I’existence des intégrales fictives.

32. Au sujet des propositions qui font 'objet du numéro précédent
et de Palinéa I du n® 29, on pourrait faire des remarques analogues

celles du n® 32* Nous les supprimons & cause de la longueur de leurs
énoncés, mais le lecteur y suppléerait facilement au besoin.

33. Les propositions successivement démontrées aux n* 29, 30
et 31 peuvent se résumer dans I’énoncé suivant :

Tout systéme differentiel jouissant de la triple propricic d’éire immeédiat,
régulier ou .s'emi-rc'gulicr, et lindaire, posséde un groupe d’intégrales fic-
tives répondant a des conditions initiales donndes, et construites a aide
d’un groupe simple donné de relations primitives, intermediaires ouultimes.

D’apres cela, wun semblable systéme posséde un groupe unigue d’inte-
grales ordinaires répondant a des conditions initiales choisies de maniére
@ assurer la concordance numérique des relations primitivo-ultimes. Car,
ainsi que nous I’avons vu au n° 20, tout se réduit alors & démontrerla
convergence des développements des intégrales hypothétiques, qui se
trouve assurée par la proposition précédente.

34. Tout systéme immédiat, régulicr et non lincaire, posséde un groupe
unique d’intégrales ordinaires répondant a des conditions initiales choi-
sies de maniére & assurcr la concordance numérique des relations primi-
tivo-ultimes. ’

Sauf aux alinéas IIT et VI, nous supposerons simplement que le sys-
teme différentiel considéré est emmédiat ot non linéaire, sans nous in-
quiéter de savoir §’il est régulier ou non.

Ann. de I Fe. Normale. 3¢ Série. Tome VII. — Fiviier 180, 3
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I. D’'un systeme immédiat et non linéaire quelconque, nous dédui-
rons d’abord un systeme linéaire par le procédé suivant :

1° g désignant toujours le nombre des fonctions inconnues ¢t 2
celui des variables indépendantes, adjoignons aux fonctions inconnues
du systeme donné de nouvelles fonctions inconnues en nombre é¢gal i
celui des diverses dérivées paramétriques; ¢crivons dans les cases
vides du Tableau de nouvelles équations différenticlles exprimant
I’égalité entre les nouvelles fonctions inconnues et les dérivées para-
métriques des anciennes; remplacons enfin dans toutes les équations
proposées les diverses dérivées paramétriques par les nouvelles fonc-
tions inconnues qui leur correspondent : nous obtiendrons ainsi un
groupe (1) composé de gh équations.

Par exemple, si le Tableau du systeme immédiat proposé contient la
colonne

(u)
()
() N
o g |
) n

les équations qu’il faudra éerire dans les cases vides de la colonne en
question seront

, du du du
23 el e 2 g — g
(23) ~ dx o dy Uy dr — "

) ! ’ / . " . .
ou u,, w,, u, désignent de nouvelles fonctions inconnues.
2° Dans le systtme (E) évidemment immédiat (puisque les seconds
membres ne contiennent plus aucune dérivée), toutes les variables
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sont devenues principales par rapport & chacune des anciennes fone-
tions inconnues, et ’'on peut, pour chacune de ces dernieres, diviser
en trois groupes les dérivées complexes du second ordre : les unes
sonl prises par rapport & deux anciennes variables principales de la
fonction considérée, les autres par rapport & une ancienne et une nou-
velle, les autres enfin par rapport i deux nouvelles, et & chacune de ces
derivées correspond, comme on sait, une condition de passivité (22).
Parmi ces diverses conditions, nous prendrons seulement celles qui
correspondent aux dérivées de la seconde et de la troisieme espece, et
nous les considérerons comme de nouvelles équations différentielles
que nous adjoindrons aux précédentes. En prenant le méme exemple
que ci-dessus (1°), et désignant par ti—é{%], - les conditions de
passivité qui correspondent respectivement aux dérivées complexes
d*u
dz dy’
équations différentielles. L'un d’eux contiendra les équations

A P S el [ Lo dru
drds |’ dy ds ’ dyds | |didz|" | dids

ayant respectivement pour premiers membres

-+ la fonction « nous fournira ainsi deux groupes de nouvelles

A
di ds

(24)

?

duy  du, dup  du
—y ety ey )
dz ds ds ds’

et 'autre contiendra les équations

Cdru

aydi |

A
dadl ’

T od?u
2

ady

qui devront étre écrites de la manibre suivante : considérant les équa-
tions ajoutées a la colonne (z) dans Pordre relatif (23) ol elles se
trouvent quand on parcourt cette colonne de haut en bas, on formera
les conditions de passivité dont il s’agit en comparant d’abord la der-
niere de ces trois équations aux deux précédentes, puis l'avant-
derniere d la précédente, et en ayant soin de choisir pour premiers
membres les dérivées de «, dans le premier cas, celles de u, dans le
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second; on obtiendra ainsi

du'} _ du",; duy (li(}: duy fl_,"; v
dz — di’ dy — dt ’ dr dy

(25)

30 Cette suite d’opérations, répétée en considérant successivement
toutes les anciennes fonctions inconnues, fournira deux groupes (I7),
(K) de nouvelles équations différenticlles, composés, le premier d¢-
quations analogues & (24), etle second d’équations analogues i ( 25).
En désignant par (G) ce que deviennent les équations (F) Torsqu’on
en élimine, au moyen des équations (K), les dérivées figurant dans les
premiers membres de celles-ci, on obtient en définitive un systeme
différentiel composé des trois groupes

(26) (B), (G), (K).

. Etant donné un systéme immédiat non lincaire, le systéme (20)
gu'on en déduit @ Uaide du procéde ci-dessus ndique (1) est ummedial
et lincaure.

Si le systeme dont il s’agit est immédiat, il est évidemment linéaire
(27). '

Pour démontrer qu’il est immédiat, éerivons ses diverses équations
dans les cases d’'un quadrillage rectangulaire d’apres les dérivées qui
figurent respectivement dans leurs premiers membres. 11 est bien fa-
cile de voir comment les cases pleines et vides se trouvent alors dis-
posées dans les colonnes qui correspondent aux nouvelles fonctions
inconnues : sile Tableau du systéme proposé contient par exemple
la colonne (22), nous aurons comme cases vides dans la colonne («))
celle qui correspond ala ligne (¢), dans la colonne («,) celles qui cor-
respondent aux lignes (y) et (¢), dans la colonne («,) celles qui cor-
respondent aux lignes (), (y) ct (¢). Bt en rangeant ces trois
colonnes dans ['ordre suivant : ‘
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; () () ()
duy, du;,_; | du,  du,
@) N T w | de T dy
(7 du,  du, f |
g dy de | ;

(27) (2 duy ‘ duy \ 3
\ T ds Ve ; -
. du, duy du,
S ds T s
L) |
i ,,h |

it est clair que, dans une ligne horizontale quelconque du Tableau par-
tiel ainsi obtenu, toute case située & droite d’une case vide est égale-
ment vide. Supposons maintenant que, dans le systeme immédiat pro-
posé, toutes les variables paramétriques de la fonction « le soient aussi
pour une autre fonction ¢, et que le Tableau de ce systeme contienne

par exemple les deux colonnes

(%)

(y)

() (¢)
i
(l{t ) de
dz ~ ds
ds T
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Alors les trois Tableaux partiels

(u) () () (o))
du, _du, | dv, _dv, | dvy dv, | Aoy _ dy,
DN =@ | T a | ae T A | de Ty
Gy | e _du | de v | v dsy |
dy de | dy dt dy s '
() du, dvy ’_l_(i _ i de,
) ds ds ds ~ | dz
du, dey do ;
© | % = T |
@ |
|
() (5 (1) A
| dd da, l do, v, | o
() de ~ dy | de T dy ! () |
~ | | -]
() | | () |
— { | i .
B duw, [ del, del, i du,
() | = % A - G
| — e : S e
duy ' ' dul,
(S') 7.5'— = 1 (‘S ) -;‘/"\.—-
(4) : (4

(V)

v,

Wz

|
{

dontles colonnes se trouvent associées et rangées suivant une loi facile
a apercevoir, jouissent de la méme propriété que le Tableau (27).

Cela posé, je dis que le systeme auxiliaire (26) est immédiat.

Si T'on considere, en effet, le Tableau total, dans les cases duquel
nous avons supposé écrites les diverses équations de ce systeme, les
colonnes qui correspondent aux anciennes fonctions inconnues sont
entierement pleines et ne contiennent dans leurs seconds membres au-
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cune dérivée, quelle qu’elle soit; les colonnes qui correspondent aux
nouvelles ne contiennent dans leurs seconds membres aucune dérivée
des anciennes. Examinons alors quelles dérivées des nouvelles fone-
tions inconnues figurent dans ces derniers seconds membres.

Soient w une fonction inconnue quelconque du systeme proposé, et
(22) la colonne correspondante : puisque le systéme proposé est im-
médial, les seconds membres des équations de cette colonne pourront
contenir les dérivées 2%, 24, 47 o nulle autre dérivée de w. Des lors,

dx” dy” dt
les équations des groupes

*u A
dtds |’ | dids ]

~e

T Cdta
- 2 I e |
(30) Ay ds | |dyds)’
A AT
e ds |’ dz ds |

pourront contenir dans leurs seconds membres les dérivées des groupes
respectifls

da!,  dd, duy

e dr A

dul,  du,  duy,

ol

dily  ddy  duw,

dx’  dx’ dr’
et nulle autre dérivée des fonctions

" ’ ! ’
(31) yy Uyy Ul

Finalement, si, dans les équations (30), on tient compte des équa-
tions (25) et qu’on leur adjoigne ces dernitres, les colonnes (w,), ().
(«') ne pourront contenir dans leurs seconds membres, comme déri-
vées des fonctions (31), que celles des groupes respectifs

dul,  dua,  duy
e Tde T de?
dul, — du,  ddly
W Ay d
dil,  du,  du,

dx’ dy’ de
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En jetant alors les yeux sur le Tableau partiel (27), on se convaincra
que les conditions requises pour le caractere immédiat du systéme
auxiliaire se trouvent de ce coté satisfaites.

Soient maintenant « et ¢ deux fonctions inconnues quelconques du
systeme proposé. Si quelque variable principale de ¢ y est paramé-
trique pour u, les seconds membres des équations de la colonne («)
dans le Tableau correspondant ne contiendrontaucune dérivée dee; par
suite, dans le Tableau du systeme auxiliaire, les seconds membres des
équations des diverses colonnes («') ne contiendront aucune dérivée
des diverses fonctions ¢'. Supposons, au contraire, que loutes les va-
riables paramétriques de u le soient pour ¢ dans le systeme proposé, ct
que les deux colonnes correspondantes soient, par exemple, celles du
Tableau partiel (28). Les seconds membres de la colonne («) pouvant

. Ve, de de de o de , L.,
contenir les dérivées -, ==» 5=» -, » et nulle autre dérivée de o, les
dr” dy ds” di
équations des groupes (30) pourront contenir dans leurs seconds mem-
bres les dérivées des groupes respectifs

dvl, o dol,  dey  de

de’ di’ o de’ de?
de, dol,dv dyy
dy’ dy’ dy’ dy’

/ ’ ’ !

dy’, ; e, 7 dy’, , dy,
Ha, Yy 9V AN

dz dx de’  dx

et nulle autre dérivée des foncetions
(32) Y Vi P P

Finalement, si, dans les équations (30), on tient compte des équations

dvy _ dy, dey  dv, dvy,  dyl,
ds —dt’ dy ~dt’ dz = dt’
dy __dv) de  dy, dvl,  dy',
dy ds’ de  ds’ dx dy’

et qu'on leur adjoigne ces dernieres, les colonnes (u)), («,), (u,) ne
pourront contenir dans leurs seconds membres, comme dérivées des
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fonctions (32), que celles des groupes respectifs

dvy e dv

ar’ de dt’ dtc

’, ! " !, !l
dey, fl,‘gi, de.  dy,

—(7;;’ dy

ds’ di’
dol. dvl, de,  de,
dz’ dy > Tds T de

En jetant alors les yeux sur les trois Tableaux partiels (29), on se
convaincra que les conditions requises pour le caractére immédiat du
systeme auxiliaire se trouvent encore satisfaites de ce coté, ce qui
achtve la démonstration du point visé par le présent alinéa.

1. Le systéme auxiliaire (26 ) est régulier en méme temps que le pro-
POosc.

Si, pour fixer les idées, on considére le systeme régulier (non li-
néaire )

() (¢) (w) (»)

N O I

OV de = de ™ | do =

) | G o |

y dy = T oy T

du
() | g =
(5)

il suffira, pour se convainere que le systeme auxiliaire est également
régulier, de ranger les colonnes de son Tableau dans 'ordre sulvant :
(@), (¢), (W), (p); (u5), (W) (W) (ps)s
(¢2), (w2), (p2);  (py)i (P)

Les lignes étant rangées, comme ci-dessus, dans 'ordre (z), (y),

Ann. de Ufic. Normale. 3* Série. Tome VI — Frveieg 18go. 9
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(2),(s), chaque colonne parcourue de haut en bas se composera alors
d’une file de cases pleines suivie d’une file de cases vides, et dans les
divers groupes de colonnes indiqués ci-dessus les nombres de cases
pleines seront respectivement

/ 9 . .
A3 o5 23 1y o,

SiI'on considere au contraire le systeme irrégulier

() ()

x) ; % —~ { |
i o PR |

(v) ’ ‘ :ll;~ .. ‘-.
< | | |
| | |

les colonnes (u), (¢,) olfriront dans le Tableau du systeme auxiliaire
les mémes dispositions respectives de cases pleines et vides que les
colonnes (u), (¢) du Tableau ci-dessus; le systeme auxiliaire sera
done, comme le proposé, nécessairement irrégulier.

[V. Considérons, pour fixer lesidées, le systeme immédiat (non li-

néaire)
(.{/1 UM v s o du dy  dv
dyg R\ S Gy (/v}” dz )’
. du du de  dpd
33 “h v ( on ) B0 AY A
(39) dy y\l’)’ ’I"’rl;’c(y’(/: ’

e

Ay . \
g Ve (-1’, VS Uy 8 dv  di ),

dx “dy’ ds

"\

dont les équations doivent étre disposées comme ci-apres :
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(34)

~

(36)

\

(38)

()

dv
dz —

()
! () ;f——;“:
(<)

du .
(71: - U (1 NERSEXD "”-7‘_)7‘:)1
du ,
(_/; U.’}’(I’}:*"ua Vs ”-1 _}7( )7
oy ' sy,
e Vo (ay y, 5, 0,00, 00);
du ,
ds e
dy .
dy =
de _
dz Vzi
di, AU, AU, dU,,  dUgdi AU,
dx ds T de TFU de P ddl ds o'y
di, AUy | dU, Uy, | dUydi  dU,
dy ds du =" ap b du, ds. dy,
dvy _dVy AV, U, (Z_Yf_" o AV, chlhoﬂ - AV,
dr T dy T de Cde Y (l(’ dy dv’,
de.  dVy dVy . dVy .  dVidey  dVg di;
da 7[: - 7[{7 s - 5 Vs dvl, ds s,
dy,  dvy
- =
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et ses équations doivent étre disposces de la maniere suivante :

() (¢) (u) (v2) ()
() du dy du, dv; avy
dxe — 7 de " | de T | dx T T | dxe T
(39) du de o du, (lv‘% . i'_'l
('} ) .(_l; e e e Z[‘Tf_ — Yy Zy Tl e e ([;V - (1,3
; du de o
(=) dz = ds 7

Cela posé, sile systéme unmédiat (34) posséde un groupe d’intégrales
ordinaires
w= Uz, y,3), p==V(r, ¥, 3)

satisfaisant aux conditions initiales

( w=v(3) pour xzox,, ¥ Y,
(40) ;
[ ¢==9(y,5) pour w:= x,
le systéme auxiliaire (39) posséde le groupe d’intégrales ordinaires

gU ;o dV A

) [ ST -9 ienandiS 3
ds ¥ dy s s

(41) U:U(%}’,w): p==V(a, Ys3)s wy =

satisfaisant aux conditions initiales

fu =u(s) |
v =g (Yo %) ’ POUr & == &y, ¥ ==Y, 5= 393
(42) , u :U’(z) / |
vy = (P:'. (Yor %) \ pour &= ry: ) =)o
Y =@ (s 3) pour &= x,.

Il est d'abord évident que les fonctions (41) sont des intégrales or-
dinaires du systéme (39). D’aulre part, en considérant les fonctions U,
V pour des valeurs de , y, =z suffisamment voisines de x,, Yor Zos
groupant d’une maniere convenable les termes de leurs développe-
ments, et tenant compte des conditions initiales (40), on a les iden-



SUR LA CONVERGENCE DES DEVELOPPEMENTS DES INTEGRALES ORDINAIRES. ()()

(ités
U:=u(3)+ (2 —20) A+ (y — B,
Vo oy, 3) -+ ( — -‘L'O)C7

olt A, B, C désignent certaines fonctions de «, y, = olotropes en a,,

Vs 5. Onen déduit par la différentiation les identités

AU dv A\ _dB
de T ) gy ) g
dV do dG
dy Tdy T gy
dV dy d(

T ds T
qui, jointes aux précédentes, donnent bien pour les intégrales (41) les
conditions initiales (42)

Réciproquement, st le systéme ( 3¢y ) posséde un groupe d’intégrales or-
dinaires satisfaisant aux conditions initiales (42), les valeurs de u, ¢ qui
y figurent forment un groupe d'intégrales ordinaires du systéme (34)
salisfaisant aux conditions (nitiales ( f0).

En effet, il résulte immédiatement de la nature méme du sys-
teme (39)que tout groupe d'intégrales ovdinairves y est de laforme (471),
et que les valeurs de w, ¢ figurant dans le groupe sont des intégrales
ordinaires du systeme (31).

Maintenant, les trois dernitres des conditions initiales (42) four-
nissent les identités

W d o
((/:' - :/; d (@ —ay ) A by = ) B,
) AV o
3 AV dy
(43) iy dy - (x — 24) G,
dV _ [dy o N B
dsz [d;,—“ y;:y“"‘ ( 2) D =+ (y — ) U,

ou A, B, C, D, H désignent certaines fonctions de x, y, s olotropes en
Xys ¥or 5. On peut poser, d’autre part,

[(U==wy(5) +(z—2)P -+ (y— ) Q,

44
(44) | V=o0,(y,3)+(z—2z)R,
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oltuy, 9., P, Q, R désignent de nouvelles fonctions olotropes pour les
valeurs initiales des variables, et on en déduit par la dilférentiation
les identités

dU _ dy, o dp dQ
g5 d= -+ ('Z"i")(_l? (Y=o ds
. dV  do, dR
/: Y OV e O,
(45) dy = dy b (x -’lo)dy
dV __ da, C dR
ds T as T g

La comparaison des relations (43) et (45) fait voir que leurs seconds
membres sont respectivement égaux, quels que soient x, y, =5 on en
déduit que les relations

dsy du do, fltg

doy Ao AR Y
ds —ds’ dy — dy’

ds

.7"“.Yn’”‘ .(/:

sont vérifices, la premitre et la troisicme quel que soit =, la deuxiéme
quels que soient y et z. La premitre de ces identités montre que la dif-
férence

Y

(46) vi(s) —v(z)

est indépendante de z; la deuxieme et la troisieme montrent succeessi-
vement que la différence

(47) 21(¥s5) =9 (¥ %)

est indépendante de y, puis de = (8*). Les différences (46), (47) se vé-
duisent donc respectivement i des constantes. Si 'on attribue alors &
x, y, 2, dans les formules (44), les valeurs particulieres a,, y,, 5., ¢t
que I'on tienne compte des deux premieres conditions initiales (42),
on voit immédialement que les constantes dont il s’agit sont nulles.
Les différences (46), (47) sont donc l'une et Vautre identiquement
nulles, ce qu’il suffisait de prouver.

V. Sila concordance numérique des relations primitivo-ultimes (ou pri-
mutives) a lieu dans le sysiéme immddiat (34) relativement aua conditions
initiales (40), elle a lieu dans le systéme auxiliaire (39) relativement aux
conditions initiales (42), et reciprogquement.
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Pour abréger le langage, quand nous aurons a considérer les nou-
velles fonctions inconnues

! ! ’
Uy (,)" FE)

et leurs dérivées principales ou paramétriques de tous ordres

dr e, dr g, dry,
. 7
dx® dy? dsY © dyB dsy " dat dyb dzy

nous appellerons souvent dérivées correspondantes de w, ¢ les dérivées

du  dy de
-, LI, L
ds  dy” ds’
,/u.—H 7 d/1+«1 ¢ (//H-l It

do* dyB dsr+! © da dy B+t el =y T dan dy® dsr+! '

(I faut bien se garder de confondre entre elles les deux locutions der-
pces correspondantes et derivées semblables.)

(@) Occupons-nous d’abord de la proposition directe.

Comme dans un systeme immédial quelconque le groupe des for-
mules (I') équivaut entitrement & celui des formules primitives (16,
5), nous sommes ramends a supposer que les relations du groupe (4),
obtenu par la réunion des deux précédents, s’accordent dans le systeme
proposé (34) relativement aux conditions initiales (40), el nous prou-
verons que les formules primitives du systeme auxiliaire (39), combi-
nées avec les conditions initiales (42), ne peavent alors fournir :

1° Pour les fonetions w«, ¢ et leurs diverses dérivées, aucune valeur
initiale si ce n'est celles qu’on obtient pour les mémes quantités &
aide des formules (A) du systeme (34 ), combinées avec les conditions
initiales (40);

2 Pour les [onctions w, ¢}, ¢, et leurs diverses dérivées, aucune va-
leur initiale si ce n’est celles qu’on obtient de la méme facon pour les
dérivées correspondantes de u, v.

Tout d’abord, et par lanature méme des conditions initiales imposées
tant aux intégrales du systeme (34) qu'a celles du systeme (39), les fone-
tions u, v ontde part et d’autre la méme valeur initiale, et les fonctions
uy, ¢, ¢, ont respectivement pour valeurs initiales dans le systeme (39)

du dv dy

7} e ) ar 2 « 4 v avelbmoe (3 ' Q APIVOARS e ——— ——
celles que possedent dans le systeme (34) les dérivées ~— & I

£2<
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En outre, ainsi que nous allons le constater, les dérivées de w; rela-
tives & la seule variable s, les dérivées de ¢, relatives aux seules varia-
bles y et =, et les dérivées semblables de ¢_ ont respectivement pour
valeurs initiales dans le systeme (39) celles que possedent dans le
systeme (34) les dérivées (paramétriques) correspondantes de u, ¢. Ef-
fectivement, les dérivées considérées de u;, ¢y, o, peuvent étre soit
paramétriques, soit principales: pour les premitres, il suffit encore de
comparer les conditions initiales; pour les dernieres, les expressions
primitives sont toutes fournies par la relation (38) et par celles qu’on
en déduit & Iaide de différentiations convenables, et notre remarque,
¢vidente lorsqu'il s'agit du genre 1, se véritie de proche en proche, en
passant d’un genre au suivant dans un ordre quelconque.

Si l'on considere maintenantles dérivées de w relativesh la seule va-
riable z et les dérivées de ¢ relatives aux seules variables y et 5, les
aleurs initiales que leur assignent les formules primitives dans le
systeme (39) sont précisément les mémes que ces dérivées possedent
dans le proposé en vertu des conditions initiales (40) : ¢’est Ih une
conséquence immédiate de la remarque qui précede, si Pon observe
que les expressions primitives des dérivées dont il s’agit sont toutes
fournies par les relations (36) et celles qu’on en déduit 3 Paide de dif-
férentiations convenables.

Il nous reste & considérer les dérivées de «, u), qui contiennent dx
ou dy au dénominateur de leur notation, et les dérivées deo, ¢, o qui
contiennent da de la méme maniere. Or la comparaison de la for-
mule (35) aux formules (33), puis des formules (37) aux formules

(n_l'-'_l(; (/U, CdU, du dU, do AU, du dU, d*e dU, o

drds ™ ds

o e e S e L USSR U

du ds l dy zlq a’u> dz? ] <dv (ly(/~. a ((,l(" dz?’
d dl -
(rlu ‘cl'y) ‘clz>

|
|
dru dUy " AU, du N dU, dy ((,’Uy. d*u dU,  dre dU, dp
(ly ds™ ds = du ds cl(’ ds (lu' dst (v dyds AN ds
- (1( ) cl(——-)
dy, s

dto dVy  dV, AV dy (/V

(l‘;’ oAV, e
dzdy — dy ~ du dv dy e dy* " l(}ii;— dy ds’
(r/y) “ \dz )
d*o  dV, dV.du dV,dy dV, d*v av, (l’(’
. mz: dz U du ds T de ds ({lv ) dyds " (dv> dz*’

dzs
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qui constituent les relations ultimes de seconde classe du systeme
proposé et figurent a ce titre dans le groupe (A), fait voir immédiate-
ment que les deux points ci-dessus énoncés (1°, 2°) se trouvent vé-
rifiés, en ce qui concerne les dérivées restantes, si I'on se borne 2
considérer pour le premier point les dérivées du premier ordre des
anciennes fonctions inconnues, et pour le second point les dérivées du
premier ordre des nouvelles. Tout se réduit donc & faire voir que, en
les supposant vérifiés jusqu'a Vordre £ inclusivement, il en est encore
de méme dans I'ordre £ —+ 1.

Occupons-nous d’abord du premier point. Si I'on considere dans
Pordre % + 1 les dérivées de « qui contiennent da ou dy au dénomi-
nateur de leur notation et les dérivées de ¢ qui contiennent dx de la
méme maniere, on obtient, relativement au systeme (39), un premier
groupe d’expressions primitives de ces dérivées en exécutant de toutes
les manieres possibles £ différentiations sur 'une quelconque des re-
lations (35). D’ailleurs, les expressions primitives des mémes dérivées
relativement au systeme proposé s’obtiennent en différentiant paralle-
lement les relations (33). Comme les formules (35) reproduisent les
formules (33) par la simple substitution de Zi_f, %, Zﬁ; au, v, v, il
est clair que, pour passer du premier groupe d’expressions primitives
au second, 1l suffit de remplacer les nouvelles fonctions inconnues et
leurs diverses dérivées par les dérivées correspondantes de w, v. Enfin,
les expressions primitives du premier groupe ne contenant aucune dé-
rivée d’ordre supérieur a £, il résulte de ce qui est supposé jusqu’a
Povdre £ inclusivement que les deux groupes fournissent les mémes
valeurs initiales pour les dérivées considérées.

On obtient, dans le systeme (39), un second groupe d’expressions
primitives des mémes dérivées en exécutant £ différentiations conve-
nablement choisies sur 'une ou I'autre des relations (36). Les seconds
membres des formules ainsi obtenues sont des dérivées principales
d’ordre £ de w,, ¢, ¢v., & chacune desquelles les formules primitives
du systeme (3g) assignent, par hypothese, comme valeur initiale unique
celle que les formules (A) du systeme (34) assignent & la dérivée cor-
respondante de « ou ¢. On obtient donc encore, pour les dérivées de «,
¢ qui figurent dans les premiers membres, les mémes valeurs initiales
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que donnent les relations (A) du systeme proposé, et le premier point
se trouve ainsi entierement démontré en ce qui concerne les dérivées
de l'ordre &k —+ 1.

Achevons de méme la démonstration du second point. Pour les dé-
rivées de w, qui contiennent dx ou dy au dénominateur de leur nota-
tion, et pour les dérivées de ¢, ¢ qui contiennent dz de la méme ma-
niere, les expressions primiti\;es sont fournies soit par les formules (37)
et celles qu’on en déduit & aide de différentiations quelconques, soit
par la formule (38) et celles qu’on en déduit & 'aide de différentia-
tions convenables. Nous désignerons respectivement par (W) et (X)
ces deux groupes de relations, et nous nommerons (¥') le groupe ob-
tenu en adjoignant aux formules (48) toutes celles qu’on en déduit &
I'aide de différentiations quelconques. Le groupe (W) est entierement
contenu dans le groupe (A) du systeme proposé, et, pour passer des
formules (W) aux formules (U"), il suffit évidemment de remplacer
u,, v, v, et leurs dérivées de tous ordres par les dérivées correspon-
dantes de u, ¢. En outre, si, parmi les formules (W) et (X'), on con-
sidere celles dont les premiers membres sont des dérivées d’ordre £ +1,
les dérivées d’ordre égal contenues dans leurs seconds membres appar-
tiennent exclusivement & «, ¢, ¢, et sont de genres nécessairement
inférieurs & ceux des premiers.

Cela posé, prenons parmi ces dernieres formules celles dont les pre-
miers membres sont & la fois de 'ordre £ + 1 et du premier genre : en
~vertu des remarques que nous venons de faire et de ce qui a été de-
montré antérieurement ou supposé, il est clair qu’elles donneront pour
chacun des premiers membres dont il s’agit la valeur initiale unique
que les relations (A), combinées avec les conditions initiales (40),
assignent dans le systeme proposé 4 la dérivée correspondante de u
ou ¢. On passera de méme du premier genre au second, puis au troi-
sieme, et ainsi de suite jusqu'au genre £+ 1 de 'ordre £ -+ 1, ce qui
achevera la démonstration du second point pour l'ordre en question,
et, par suite, celle de la proposition directe ¢énoncée au début de I'ali-
néaV.

(b) Pour démontrer la réciproque, nous observerons tout d’abord
que, en vertu des formules primitives du systeme (39), supposées con-
cordantes relativement aux conditions initiales (42), les fonctions «,
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v}., ¢, et leurs dérivées de tous ordres ont respectivement, dans le sys-
teme en question, les mémes valeurs initiales que les dérivées corres-
pondantes de «, ¢; car au nombre des relations primitives figurent les
formules (36) et celles qu'on en déduit par des différentiations quel-
conques.

Cette remarque, combinée avec la nature des conditions initiales
respectivement imposées aux intégrales hypothétiques des deux sys-
temes, fait voir immédiatement que les fonctions «, ¢ et celles de leurs
dérivées qui sont paramétriques relativement au systeme (34) admet-
tent chacune la méme valeur initiale de part et d’autre.

Finalement, si 'on veut se convaincre qu’il en est de méme pour les
dérivées principales de w, ¢, il suffira de différentier parallelement les
formules (33) et (35), et de raisonner de proche en proche en passant
d’une classe & la suivante.

VI. Le systeme immédiat (34) étant supposé régulier, et la concor-
dance numérique des formules primitivo-ultimes étant supposée y avoir
lieu relativement aux conditions initiales (40), le systeme immédiat et
linéaire (39) (1) sera lui-méme régulier (111), etla concordance numé-
rique des formules primitivo-ultimes y aura lieu relativement aux con-
ditions initiales (42) (V). Ce systeme admettra donc un groupe d’inté-
grales ordinaires et un seul répondant aux conditions initiales (42)
(33), et par suite (1V) le systeme (34) admettra un groupe d’inté-
grales ordinaires et un scul répondant aux conditions initiales (40).

35. La proposition du numéro precédent subsiste pour un systeme im-
médiat, semi-régulier et non lincaire.

Les raisonnements sont tout & fait analogues a ceux que nous venons:
de faire.

I. Considérons un systeme immédiat (o) déduit d’un autre systeme
immédiat (¥) par la suppression de certaines équations différentielles,
et supposons, pour fixer les idées, que le systeme (o) soit représenté
par le Tableau :



(50)
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(1) (v) (w)

dy dw
div
(r) - =
(49) yo
du dy
(-a) —-;:... EZE-——““
(s)

ot les cases vides entourées d’'un double cadre correspondent aux
équations supprimées de ().

Le systeme linéaire déduit de (s) suivant le procédé indiqué au
numéro précédent (1) se compose, comme on sait, de trois groupes
"équations que nous avons alors respectivement désignés par (E),
(G), (K): de ces trois groupes nous retiendrons seulement les deux
premiers (E), (G), et nous nommerons (o) le systéme différentiel
formé par leur ensemble. En écrivant les diverses équations de ce der-
nier dans les cases d'un quadrillage rectangulaire d’aprés les dérivées
qui figurent respectivement dans leurs premiers membres, et entou-
rant ensuite certaines cases vides d’un double cadre, on obtiendra le
Tableau :

(w) (v) (w) () (iy) (us) (o)) () (ws)

du — do dw vy |dvg | dw! dw
dz =~ " ldx T de de 7 lde T dx dz ~ "
glf - fl_‘i —y dw dw, dw;
7Y |5 g tra ko
ﬁd’lf: @: . ‘i?:—.w/. %:.,, %z N (-[—lfli:: @f:!:: R C{Yéﬂ;—_
dz dz dz 7| ds dz dz dz dz
@—-u’ du_o, dw _

-~ ZE""S 7!7'— $
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Dans chacune des colonnes («,), (&), («;) du Tableau (50), les
cases pleines, les cases vides entourées d’un simple cadre et les cases
vides entourées d’un double cadre présentent la méme disposition
relative que dans la colonne («) du Tableau (49); il en est de méme
pour les colonnes (¢}), (¢v;) du premier Tableau par rapport & la co-
lonne (¢) du second, et ainsi de suite.

II. Le systéme (a") est immediat et linéaire, et il en est de méme du
systéme (X') obtenu en écrivant dans les cases vides doublement encadrées
du Tableaw (50) des équations différentielles dont les seconds membres

aient une forme conyvenablement choisie ( par exemple se réduisent tous a
2€r0).

HI. (X') est régulier ou irrégulier en méme temps que (X), et (a') en
méme temps que (5); d’ot résulte que (a') est semi-régulier toutes les fois
que (o) jouit de celte propricté.

IV. Sile systéme (5) posséde un groupe d’intégrales ordinacres

w=zU(x,y,s,s),
o= V(z, ¥5,5,5),
w=—=W(x, y,5,5)

salisfaisant aux conditions initiales

Cw = u(x,y,s) pour s 3;

51) to oy, s) » X T Xy, 5753,

le systéme (3') posséde le groupe d’iniégrales ordinaires

w==U, p==V, we— W,

, dU . dU , dU
W, == ;l.; Ity s CT_}/ ) Uy == 5(/5’
g dv . dV
‘y 83’—’ Ve _A_-L—l;,

;. AW w = W
WemE e e g
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satisfarsant aux conditions initiales

[ w =v (x4, Yo, ) ]

0 =0 (), S) pour x===&g, ¥ =Yg 5= 3¢ § =53
o = (5, S)

. dv \

= —-

“T dxe

. a our

U,. == —5— u 5= 23,

) d‘}/ p 0

du
ds

do

T

2
§ ds

, dd
“):: = —

dz
dd

o, == —L
I ds

(52)

¢
3.

; pour x = x4, 5= 35p;

; pour x =x,, ¥y =Y,

Reéciproquement, sile systéme (o) posséde un groupe d’intégrales ordi-
naires satisfaisant aux conditions initiales (52), les valeurs de u, ¢, w qui
¥ figurent forment un groupe d’intégrales ordinaires du systéme () sa-
usfaisant aux conditions initiales (51).

V. Sila concordance numérique des relations primutivo-ultimes (ou pri-
mitives) a lieu dans le systéme (o) relativement aux conditions ini-
tiales (51), elle a liew dans le systéme (o) relativement aux conditions
inatiales (52).

VI. En rapprochant du n° 33 les alinéas précédents, on obtient im-
médiatement la proposition & démontrer.

36. En résumé donc, tout systéme différentiel jouissant de la double
proprieté d’étre : 1° immédiat; 2° régulier ou semi-régulier, posséde un
groupe unique d’iniégrales ordinaires répondant & des conditions ini-
tiales choisies de maniere a assurer la concordance numérique des relations
primitivo-ultimes. .
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Il en résulte qu'un semblable systéme, lorsqu’il est passif, posséde un
groupe unique d’intégrales ordinaires répondant & des conditions initiales
arbitratrement choistes.

37. Liniégration de tout systéme immédiat non linéaire peut se ra-
mener a celle d’un systéme immédiat, mais linéaire; si U'un de ces sys-
témes est passif, Uautre U est également, et st 'un d’ewx est iniégrable sous
des conditions initiales arbitraires, le second jouit de la méme propriéte.

Le systeme linéaire auquel nous faisons ici allusion est précisément
celui dont Ie mode de formation a été indiqué au n° 34 (1), et il est
tout d’abord évident que la recherche des intégrales ordinaires du sys-
teme proposé se raméne i celle des intégrales ordinaires du systeme
ainsi obtenu. Il reste & démontrer que ceux-ci jouissent bien I'un par
rapport 4 I'autre de la double propriété énoncée. Pour fixer les idées,
nous raisonnerons sur les systemes (34), (39).

1. Silon désegne par \(z), 1.(z) deux fonctions olotropes en = = s,
et par v(y, =) une fonction olotrope en y ==y,, = = z,, il existe deux
Jonctions v (s), o(y, 5), olotropes pour ces valeurs particulicres, et salis-
faisant respectivement aux deux systémes de conditions

. 7
(53) :—[% = A(5), u(5,) = U,
. s “dy” =
(G).’;) (—i;/ \)(.y, :,'), l‘EL:J_Y:]";; [J_(J), P (.)/0'7 ;0) = Py,

ot uy, v, désignent deux constantes quelconques.
Effectivement, chacune des trois équations différentielles

du(s) . dy(s)
ik e

do(y,z)
el Y (LY, S
(ly (,}/7 )
(ot les fonctions v, 7, © sont pour le moment inconnues) constitue i
clle seule un systeme immédiat, régulier et passif. La premiere admet
donc une intégrale v(z), olotrope en z, et s’y réduisant a u,; la se-
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conde une intégrale (=) olotrope en z, et s’y réduisanth ¢, la troi-
sitme une intégrale ¢ (¥, 3), olotrope en y,, 3, et se réduisant & 7(=)
pour y =y,. Des deux fonctions u(s), ¢(y,=) ainsi déterminées, la
premiere satisfait évidemment aux conditions (53), et il est facile de
voir que la deuxieme satisfait aux conditions (54). En effet, pour des
valeurs dey, = suffisamment voisines de y,, z,, on a U'identité

(¥, 5)=y(s) + (¥ —20)A,

ot A désigne une fonction de y, s olotrope en y,, z,. Il en résulte
d’abord

puis

do _ dy, dn LA
4z ds A= (y—Yo) g = p(3) = (y —x0) 4z’

dqo] o
[d: J’=J’u~” {J‘(N).

[, Sile systéme proposé (34) est passif, ow bien il est intégrable sous
des conditions initiales arbitraires, le systéme lincéaire (39) jouit de la
propriété correspondante.

et enfin

Effectivement, soient

[ u == uy
s ¢ —p s l)Our' XX, y :":_':)"0, 5T 53
) Y =="%
(3-.)) l[;::),,(:,) 1
DOUr & == &y, Yy == 5
e o= pu(s) ) pour &= Zo, ) =Y
V.‘IV ==v(y, %) pour & = x,

des conditions inifiales arbitrairement choisies pour les intégrales
ordinaires du systeme (39), et v(z), ¢(y,z) les deux fonctions dé-
finies & I’alinéa précédent.

Si I'on suppose en premier lieu que le systeme proposé (34) soit
passif, la concordance numérique des relations primitivo-ultimes y a
lieu par rapport aux conditions initiales (40): elle a donc lieu (34, V)
dans le systeme (39) par rapport aux conditions initiales (42), qui
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peuvent s’écrire sous la forme (55). Il en résulte que les deux expres-
sions ultimes de chaque dérivée complexe du second ordre s’accordent
numériquement dans le systeme (39), quelles que soient les condi-
tions initiales imposées a ses intégrales, ce qui suffit, comme nous
I’avons vu (22), pour que le systeme dont il s’agit soit passif.

Si I'on suppose, en second lieu, que le systeme (34 ) soit intégrable
sous des conditions initiales arbitraires, il I’est en particulier sous les
conditions initiales (40); le systeme (39) est donc intégrable (34, 1V)
sous les conditions initiales (42) ou (55), c’est-d-dire sous des condi-
tions initiales arbitraires.

III. Réciproquement

Soientu(z), o (y, z)des déterminations initiales arbitrairement choi-
sies pour les intégrales ordinaires du systeme (34).

Si l'on suppose passif le systeme (39), la concordance numérique
des formules primitivo-ultimes y aura lieu relativement aux condi-
tions initiales (42), et par suite (34, V) elle aura lieu dans le sys-
teme (34) relativement aux conditions initiales (40). Ce dernier sys-
teme est donc passif, en vertu du méme raisonnement que plus haut.

Sil’on suppose enfin que le systeme (39) soit intégrable sous des
conditions initiales arbitraires, il le sera en particulier sous les con-
ditions initiales (42), et, par suite (34, 1V), le systeme (34) sera in-
tégrable sous les conditions initiales (40).

38. La réduction & quelque systeme linéaire d’un systeme donné
qui ne 'est pas a été tout a I'heure utilisée comme artifice de démon-
stration (34); mais il convient, selon nous, de lui attribuer une portée
infiniment plus grande. On remarquera en effet que I'on ne saurait,
d’équations finies données, déduire des équations différentielles
quelles qu’elles soient, sans passer par les relations essentiellement li-
néaires que la différentiation fournit tout d’abord. Ce fait autorise &
penser que les équations linéaires forment une étape non moins essen-
ticlle dans la marche inverse qui conduit d’un systeme d’équations
différentielles données & leurs intégrales. '

Ann. de I'Fe. Normale. 3® Série. Tome VII. — Mans 18go. 11
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Systémes immeédiats qui ne sont ni réguliers ni semi-réguliers.

39. Soient [7, /] un systeme partiel, immédiat et linéaire, et [I, L]
le systeme de méme forme défini & I'alinéa IT du n°® 29. Si le premier
appartient i la catégorie des systemes différenticls visés par I'énoncé
du n° 29 ou par celui du n° 30, on peut, comme nous I'avons vu, dis-
poser des constantes (10) de maniere i réaliser a la fois dans le second
toutes les conditions énoncées 4 I'alinéa I11I, et de li résultent succes-
sivement le théoreme général du n° 33 et celui du n® 36. Mais, dans le
cas contraire, il peut fort bien arriver que la détermination dont il
s'agit cesse d’étre possible; elle le sera toujours & la vérité si, dans
les cercles de rayons r et de centres ay, Yo, ..., Uy, ¢4, ... qUC DOUS
avons alors considérés (29, III), les coefficients des diverses dérivées
paramétriques conservent des modules suffisamment petits, mais la
démonstration générale n’en tombera pas moins en défaut. Cela induit
a penser que dans les systémes immédiats qui ne sont ni réguliers ni
semi-réguliers, 'existence des intégrales ordinaires répondant ¢ des con-
ditions initiales données est incertaine, méme en supposant (ce qui est de
toute necessité) que ces derniéres assurent la concordance numcrique des
relations primitivo-uliimes.

Et, parle fait, il existe des systémes de celte espéce qu'un choix conve-
nable des données initiales, tout en assurant la concordance dont il s agit,
laisse dépouryus des intégrales correspondantes.

L’exemple tres simple que nous allons traiter en fournira la preuve.

40. En appelant H,, H, deux constantes réelles et positives, nous
considérerons le systeme

() ()

f
| e

du

(36) “dy

()

immeédiat, passif et linéaire, mais qui n’est évidemment ni régulier ni

dy

dy

el 720 [l‘,

dp
dz
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semi-régulier. Le systeme linéaire semblable construit, comme nous
I'avons indiqué au n° 29 (II), est ici

() . (¢)

du o oy~ du
A _ %0 %ol
21 [

@ dy

dy )

“L -2
(¥) — -~p.®+e;®j

ou © désigne la fonction

=T (o ) oy = o) (4= ) B (7 99

La démonstration du n° 29 (11I) sera applicable si 'on peut disposer
des constantes ¢, a,, «,, de maniere & avoir simultanément

[eA oy
e =<1, e bl > Ifluq € = > ]l‘,,
s o
¢est-d-dire
. H, o €
; e <1 M DL
(57) <1, . <d2<"u

Il résulte de I que le produit H,H, doit étre inférieur i e* et, par suite,
a lunité. Réciproquement, si l'on a H,H, <1, on peut satisfaire aux
inégalités (57) par une infinité de valeurs de ¢, a,, a,, et le systéme
(56) posséde un groupe d’intégrales ordinaires réepondant a des détermi-
nations tniliales arbitrairement choisies.

41. Mais, si 'on a au contraire H,H,>1, la démonstration dont
il s’agit cesse d’étre applicable, et nous allons effectivement prouver
qu’en supposant, pour plus de simplicité, H, = H, = H, le systéme
(u) (¢)

'

du du
(z) o =" 4 Il@

dy ’ dy
) dy =TV
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ainsi obtenu ne posséde, pour H > 1, aucun groupe d’intégrales satisfai-
sant aux conditrons tnitiales

(, ‘ u=y pour ¥ =0,
39) [ v == pour y=—=o.

I. On apergoit d’abord sans difficulté que
Up,qs Vpygo

valeurs initiales fournies par les relations ultimes pour les dérioées (sup-

posées principales)
dP+ay dr+9p

d.x? dy? > dxr dy’l’

sont des polyndmes entiers en H a coefficients posuifs et entiers.

En outre, & cause de la symétrie parfaite tant du systeme (58) que
des données initiales (59), les polyndémes

Upaar Vit
(ot p dott étre supposé aw moins égal @ 1) sont necessairement identiques.

N y A . \ s
II. En appel.(ml Opy le degrc en H du polynéme u,,(oup > o), on a,
quel que soit 'indice m(>1),

. ~ N
(()()) r)l,m—-lz Om—1,0

m—1

\ s . ' , , , . .
Car la différentiation == exéeutée sur 'équation de la premiere co-

m

lonne du systeme (58), donne la relation primitive

dmu dm="tg d"u

dr (lym = d‘),/ur 1 -+ (47./)z ’

(e . dm=1g
en remplacant, dans le second membre, la dérivée principale Ty
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par son expression ultime, et faisant ensuite x = y = o, on aura

Uy ey == Vo m—y T

ou, a cause de I,
Uy == Uy g+ - v -t

1. Dans les mémes conditions, on a encore
(61) B0 O, ey == M — 1.
Désignons, en effet, par p un entier quelconque de la suite
2, 3, ..., m—i1, m,

et exécutons sur la méme équation que précédemment la différentiation
dm-1

;ZEiii"‘ZI}WT'"—?; elle donnera, pour x =y = o,

Up,m—p ==+ .. H Up—t,m—p+15
b A
d’ou
~ > ~
Op,m—p= Op—t,m—p+1+I.

En donnant successivement & p les diverses valeurs ci-dessus indiquées
et ajoutant membre & membre les relations correspondantes, on arrive
bien & I'inégalité (61).

IV. On a, quel que sovt ’entier positif m,

. m(m-—1
(62) Bmpz D
Si m =1, la relation u, , = H donne immédiatement ¢, , = 1. Dans
le cas contraire, on a, par la combinaison des relations (60), (61),

b ) N »
Om,()z Om—i,0+ m—1;

en ajoutant membre 4 membre cette derniere inégalité avec celles qui
s’en déduisent par la substitution successive de m —1, m—2, ...,
2 A m, et avec I'égalité 8, , =1, on obtient précisément 'inégalité (62 ).
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V. En vertu de la premiere remarque faite dans I'alinéa I, de la re-
lation (62) et de 'hypothése H>1, on a

m(m—1)

- — “+1
Um,o’:H b

Si donc on appelle £ le module de o, et que I'on considere dans le
développement de 'intégrale hypothétique = la partie indépendante
de y, le terme général de cette derniere a un module au moins égal a

m(n:——l)+l -Em

Or 'expression que nous venons d’écrire croit indéfiniment avec m
pour toute valeur de & supérieure a zéro; car, en y remplagant m par
m +1 et prenant le rapport de cette nouvelle expression & la pre-
miere, on obtient

G

e

m =1 -

quantité que I'on démontre aisément étre infinie avec m lorsque H est
>1.

La partie considérée dans le développement de « est donc une série
divergente, le développement tout entier aussi, et, comme nous
'avons annoncé, les intégrales u, ¢ ne sauraient exister.

On arriverait, & plus forte raison, & la méme conclusion, si 'on pre-
nait comme déterminations initiales de u, ¢ des fonctions respective-
ment olotropes en = o, y = o, et dont les développements par la
formule de Maclaurin eussent tous leurs coefficients positifs, ceux
de z et de y ne tombant pas au-dessous de 'unité.

42. On voit par ce qui précede que, pour un systeme immédiat,
méme passif, qui n’est ni régulier ni semi-régulier, I'existence des in-
tégrales ordinaires répondant & des conditions initiales données est es-
sentiellement précaire. Elle dépend de la nature des composantes
qui figurent dans les seconds membres des équations différentielles,
comme aussi de la nature des déterminations initiales, et il peut fort
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bien arriver qu’en modifiant les unes ou les autres (sans changer la
répartition des cases pleines et vides dans le Tableau du systeme) les
intégrales existent dans un cas et disparaissent dans un autre. Il
n’entre pas dans notre cadre d’approfondir davantage cette aride ques-
tion, & laquelle nous n*apercevons d’ailleurs, dans I’état actuel de
I’Analyse, aucune application intéressante.

43. La remarque suivante est essentielle & noter. Un systeme immé-
diat qui n’est ni régulier ni semi-régulier peut parfois étre privé
d’intégrales répondant & certaines conditions initiales, mais i n’en
resulle pas que son intégration soit impossible ; car, en le résolvant par
rapport & un autre groupe de dérivées, les cases pleines et vides (1)
ne se trouvent plus réparties de la méme maniere dans le Tableau, et
il peut arriver que le systeme, sans cesser d’étre immeédiat (8), de-
vienne régulier ou semi-régulier, par suite, sujet au théoreme du
n° 36. Il n’y a 1, d’ailleurs, rien de contradictoire : si, dans leur en-
semble, les équations différentielles sont restées les mémes, ou du
moins équivalentes & ce qu’elles étaient primitivement, {’economie des
conditions tnitiales a ¢ié totalement bouleversée par les changements que
cetle transformation a opérés dans la répartition des cases pleines et vides,
et le paradoxe naissant de la coexistence de ces deux faits que, sous
une forme, le systeme proposé n’a pas d’intégrales, tandis qu’il en
posstde sous une autre, se résout sans difficulté par cette simple re-
marque, que les deux groupes de conditions initiales correspondant a ces
deux formes ne sont pas du tout équivalents.

Par exemple, sous la forme équivalente

(u) (v)

(2) du. W du :/_a . u i 1 (_lc_)
N T Ty | de T T H T H dy

le systeme (58), ol nous supposerons H>1, peut étre intégré avec



38 MERAY ET RIQUIER. — SUR LA CONVERGENCE, ETC.

les conditions initiales queleconques

uw=uv(y)

pour = ,;
v =9 (y) !

mais 1l est impossible de choisir les fonctions v, » de maniere que
les intégrales du systeme remplissent les conditions initiales indiquées
au n° 41.



